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EINE ERWEITERUNG DER CROFTONSCHEN
FORMELN FUR KONVEXE KORPER

J. BOKOWSKI, H. HADWIGER unp J. M. WILLS

§0. Einfiihrung. Durch die bekannten Croftonschen Integrale konnen bekanntlich
die Minkowskischen QuermaBintegrale konvexer Korper dargestellt werden. In der
vorliegenden Note betrachten wir gewisse Erweiterungen dieser klassischen integral-
geometrischen Formeln, durch die allgemeinere invariante Eikorperfunktionale
gegeben sind. Es handelt sich hierbei um kinematische Integrale mit beweglichen
unterdimensionalen Teilraumen, wobei passend gewahlte Funktionen ihrer Abstinde
vom Eikorper eingehen.

§0.1. Begriffe und Bezeichnungen. Es sei E" der n-dimensionale euklidische Raum
und ™ bedeute die Menge der nichtleeren, kompakten und konvexen Teilmengen
A < E"; A e A nennen wir kurz auch Eikorper. Fiir ein p > 0 bedeute 4, den
#uBeren Parallelkdrper von 4 im Abstand p. Ist E* < E" (i = 0, ..., n) eine bewegliche
i-dimensionale Ebene, so bezeichne dE' die Bewegungsdichte von E’ im Sinne der
Integralgeometrie (vgl. [3], S. 240). Fiir 4 € ™ bedeute d(A4, E’) den Abstand des
Eikorpers A von der Ebene E!, Mit

TEi/Z

wi=m i=0,..,n

ist das Volumen der i-dimensionalen Einheitskugel gegeben. Wir bendtigen noch die
integralgeometrischen Hilfskonstanten

R\ @y q...0,_; .
=1 und c¢;y=} )——m i=1,..n.
i/ .. 0

§0.2. Definition erweiterter Croftonscher Integrale. Sei f(r) eine in [0, c0)
definierte nichtnegative, lokal integrierbare Funktion, fiir die f(0) # O vorausgesetzt
und die Existenz der ersten n Integralmomente

M(f) = ff(r)rkdr k=0,..,n—1) 0.2.1)
0

~

gefordert wird. Mit & werde die Klasse aller Funktionen f mit diesen Eigenschaften
bezeichnet. Ist A € #™ ein Eikorper und r = d(4, EY), fe &, so werden mit den
Ansitzen

1 .
P.(f, A) = fOw,; P(f, A) = ;—-ff(r)dE' i=0,...,n—1), (0.2.2

wobei sich die Integration iiber alle Lagen der Ebene E‘ im Raum E" zu erstrecken
hat, #n + 1 Eikorperfunktionale P,(f, A) (i = 0, ..., n) definiert. Mit der speziellen
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Funktion f,,(r) = 1(r = 0), 0(r > 0) resultieren die Croftonschen Integrale und es
gilt

P(f., A) = W, (A4) i=0,..,n), 0.2.3)
so daB unsere Funktionale P; also die Minkowskischen QuermaBintegrale W, dar-

stellen. In diesem Sinne stellen die Integrale (0.2.2), deren Existenz fiir alle fe %
nachgewiesen werden kann, erweiterte Croftonsche Formeln dar. ’

§1. Ergebnisse.

§1.1. Aligemeine Ergebnisse. Ein erstes relevantes Ergebnis ist mit

n—1i

mmm=zf””)qmm4@ (=0,.0m (LI
k=0 k
gegeben, mit

Co(f) =F 0, Cu(f) = kM1 (f) k=1, ..., n).

Wie gezeigt werden wird, bilden die P,(f, 4) (i = 0, ..., n) fiir jedes feste fe &
eine Basis im Raum #" der auf o™ erklirten reellwertigen bewegungsinvarianten,
additiven und stetigen Funktionale. Damit Jassen sich speziell die QuermaBintegrale
W, bei gegebenem f als Linearkombination der P; ausdriicken. In der Tat gilt die
Darstellungsformel

mmwﬁf(”;’)auumAﬂ@ (=0, .y  (1.1.2)
k=0

wobei die bendtigten Koeffizienten durch

1 ® x*
2(0) = IEO Cu(f) m

erzeugt werden und die Hilfsfunktion mit

k

" x
) = T O

gegeben ist.
Ein weiteres Resultat ist mit einer Verallgemeinerung des vollstindigen Steiner-
schen Formelsystems (vgl. [3], S. 214) gegeben, wonach

PfA)_n—i n
(s 4 —kz=:0( k

1
)HHMA»k (i=0,.m) (1.1.3)

gilt. Ferner 148t sich die Integraldarstellung

P(f, A) = f(0) Wi(4) + (n— 1) f Wiis(A4)f(p)dp  (i=0,...,m)  (1.1.4)
0

verifizieren.
Aufgrund der Darstellung (1.1.1) lassen sich viele Eigenschaften der QuermaBi-
integrale W, unmittelbar auf die Funktionale P; iibertragen; lediglich die Homogenitiit
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geht i.a. verloren. Neben der selbstverstindlichen Bewegungsinvarianz sind aber
Additivitit, Monotonie und Stetigkeit besonders hervorzuheben. Auch das Verhalten
bei Symmetrisierungen ist das nimliche.

§1.2. Ergebnisse bei spezieller Wahl von fe #. Mit a > 0 setzen wir zunidchst
@ =f(r) = e "% Esist M,_(f.) = (k — !a*(k > 1) und nach (1.1. 1) resultiert

mitf(0) = 1
nmioin—i
P(f» A) = kz=’,0 ( & )k! a* Wi (4) (i=0,..,n). (r.2.1n

Beachtenswert ist, daB3 die Inversionsformel (1.1.2) im vorliegenden Fall eine ganz
besonders einfache Gestalt annimmt. Es gilt

W) = P(fo, A) — (n— Da Py y(fo, 4) (i=0,..n). (1.2.2)

Ein weiterer Sonderfall ist mit @ > 0 mit dem Ansatz
f@O =g =a@r=0),1/al0 <r<a),lla<r < «©)

vorliegend. Die Absicht besteht darin, mit dem Grenziibergang a — 0, wobei der
nicht existierenden Grenzfunktion g die Wirkung einer * Diracfunktion ” zugebilligt
werden soll, ein invariantes MaB fiir die Menge derjenigen E’ zu gewinnen, die A
beriihren. Diese Deutung wird plausibel, wenn das zustdndige Integral (0.2.2) in der
Form

Pig,, A) = aW(4) + dEi (i=0,..,n—1) (1.2.3)
aci,

O<r<a

geschrieben wird. Mit der Bemerkung M,_;(g,) —» 1 (k = 1),0(k > 1) mit a -0
folgt nach (1.1.1)

Pi(g,, A) = (n — i) Wi, (4 (a—-0;i=0,..,n—1). (1.2.9)

Abgesehen von der unwesentlichen Normierung stellt W, ;(4) in der Tat das in
Aussicht gestellte BerithrmaB des Eikdrpers A durch i-dimensionale Ebenen dar,
wie dies von J. Zelver [6) angegeben worden ist. Eine allgemeinere Theorie invarianter
Beriihrmafe wurde von W. J. Firey [2] begriindet.

§1.3. Ergebnisse im Falli = 0. Mit der Restriktion i = 0 beschriinken wir uns
im weiteren lediglich auf Punkte E°, werden aber anstelle einer Funktion f ein System
von n + 1 Funktionen f, € & (u = 0, ..., n) miteinbezichen. Aus der Vielfalt der
sich anbietenden M&glichkeiten wihlen wir den Fall

() =r*e™  (u=0,..,n) (1.3.1)

aus, der in einem weiter unten angedeuteten Zusammenhang besondere Beachtung
verdient. Es ergeben sich die Funktionale

H,(4) = Po(f,, A) = [r*e ™ dp (u=0,...,n), (1.3.2)

wodE® = dp (Punktdichte) gesetzt wurde. AnschlieBend an (1.1.1) erhilt man mit
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direkter Rechnung

n 1
B = % Cu (1) WA =0 (1.3.3)
v=0 v

v

wobei
Coo=1C,= Q)" vy +2)...(v+2u—-2) v=0,..,n,u=1,..,n

ist. Im speziellen Fall u = 0 ergibt sich das Funktional Hy(4) = W(4) (vgl. [4)]),
niamlich

n

1
W) = 3 (':)—w—Wv(A), ~ (1.3.4)

v=0 v
das in der Geometrie der Zahlen im Zusammenhang mit Fragen der Gitterpunktszah!
in Eikorpern Gegenstand intensiver Studien geworden ist.—Es sollen noch einige
Eigenschaften der Funktionale H, angegeben werden. Seien 4, Be 4™, A < E',
B < E"!, wobei E' und E"! zwei komplementire totalorthogonale Teilriume von
E" anzeigen. Fiir den durch Minkowskische Addition aus A und B hervorgehenden
Korper A + B gilt dann

H(A+B)=% (’v‘) H/(AH",_JB) (=0, ..,n), (1.3.5

v=0 \

woH,  und H”,_, die sich auf die Triigerrdume E’ und E*~’ beziehenden Funktionale
anzeigen sollen.—Sei ferner A € #™, A = E"~! und bezeichnet H,’ wieder das auf
den E*~! bezogene Funktional, so gilt

Hy(4) = éo Coummt (i‘ ) H/A) (u=0,..,m), (1.3.6)

wenn die in (1.3.3) definierten Koeffizienten C,, benutzt werden. Mit C,, > 0
1aBt sich der Darstellung (1.3.3) entnehmen, daB die Funktionale H , beziiglich Steiner—
Symmetrisierung, also auch bei der Schwarzschen Abrundung und Kugelung nicht
vergroBert werden. Analoges gilt fiir die Blaschkesche Symmetrisierung und
bei Zentralsymmetrisierung.—Geht A durch die Steinersche Symmetrisierung in
A’ iiber, so kann die Aussage

2u+1
2n

0< (H,(4) — H,(4))

<SHyy(A)—Hyi(4)  (u=0,..,n—1 (1.3.7)

gemacht werden.—SchlieBlich sei vermerkt, daB die H,(uz = O, ..., n) wieder eine
Basis im Raum R(™) bilden, so daB sich analog zu (1.1.2) die QuermaBintegrale
W, als Linearformen der H, darstellen lassen. Fiir die Inversion des Systems (1.3.3)
zustindige Determinante ergibt sich der positive Wert

- __(n+1)
detC,, = (2m) 271120 .. nl (1.3.8)
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§2. Beweise.

. §2.1.1. Die Feststellung (0.2.3) resultiert mit der bekannten integralgeometrischen
Formel (vgl. [3], S. 240 (120))

mw=ifwﬂ

wobei sich die Integration iiber alle E' mit A ~ E’ # (J erstreckt.—Das Ergebnis
(1.1.1) ist nach Ansatz (0.2.2) fiir i = n trivial. Wir filhren den Nachweis im

iibrigen zunichst fiir i = 0. Nach (0.2.2) ist Po(f, A) = [ f(r) dp, wenn statt dE°
die Punktdichte dp geschrieben wird. Mit naheliegender Umdeutung 48t sich

Polf, ) = SO VA + [ £) F(4) dr
0o

setzen, wenn A, den Parallelkérper von A und F die Oberfliche anzeigen. Nach der
Steinerschen Formel (vgl. {3], S. 214 (49)) ist

F4) = ¥ (:)ka(A) P,

so daf3 also

P A) = SOV + T (7 )k Mea(h) Thid)

resultiert, wzzw.—Sei nun 1 < i < n— 1. Wir spalten die kinematische Dichte
dE' = dE'dE' in die Translationsdichte dE' und die Drehdichte dE! auf (vgl. [3],
S.227). Unter allen Drehlagen halten wir zunichst eine fest und fithren die Inte-
gration nur iiber die Translationen aus. Die Translationsdichte dE* 148t sich deuten
als Punktdichte dp’ in dem zu allen jetzt zu betrachtenden parallelen Ebenen E' total
orthogonalen (n — i)-dimensionalen Raum E"~’. Da die Drehdichten dE’ und
dE"~'iibereinstimmen, erhilt man so

Pi(f, 4) = c—l [[ r ap ae=

wobei sich die innere Integration iiber E*~ ! erstreckt. Da r= d(4, EY) = d(4', E‘)
ist, wo A’ den Normalriss von A in E"~* bezeichnet, ergibt sich

1 - .
PS, 4) = — f Po'(f, A)) dE"~",

wobei P, das entsprechende Funktional im E"~ bedeutet. Mit dem oben fiiri = 0
sichergestellten Ergebnis ist

P A) = @V + S (7 e Mo m),

Downloaded from https:/www.cambridge.org/core. University of Basel Library, on 30 May 2017 at 21:01:00, subject to the Cambridge Core terms of use, available at
https:/www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.1112/50025579300008810


https:/www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1112/S0025579300008810
https:/www.cambridge.org/core

EINE ERWEITERUNG DER CROFTONSCHEN FORMELN FUR KONVEXE KORPER 217

so daB sich mit Verwendung der Cauchyschen Projektionsformel (vgl. [3], S.232
(102)), wonach

1 -
— [ Wy aErt = W)
cin

firk = 0, ..., n — i gilt, schlieBlich mit W' (4") = V'(4’)

P =fO W@+ s ("7

' )k My—1(f) Win(d)

ergibt, womit (1.1.1) vollstindig bewiesen ist. Es sei noch beigefiigt, daB die durch-
gefiihrten Rechnungen implizite auch den Existenzbeweis fiir die mit (0.2.2)
angesetzten Integrale enthalten.

Da die Matrix des linearen Systems (1.1.1) Dreiecksgestalt aufweist und die
Hauptdiagonalglieder nicht verschwinden, ist diese invertierbar. Eine explizite
Darstellung der inversen Matrix und also der Auflosung des Systems (1.1.1) nach
den W, hat G. Wieczorek [5] durchgefiihrt.

Mit Hilfe einer Formel von Faa di Bruno (vgl. [1], S. 823) ergibt sich unsere
Auflosungsformel (1.1.2), die in diesem Sonderfall leicht direkt verifizierbar ist.
Ersetzt man dort die P;,, gemiB (1.1.1) und nutzt die aus der Erzeugung der C,
resultierende Bezichung

i

"

0),
1, ..., n),

1(u
O(u

E Sy W G = {

s0 ergibt sich W;, womit (1.1.2) bestitigt ist.—
Verwendet man die Steinersche Formel (vgl. [3], S. 214)

Wuld) = % ( e ) Wy o) P

v=

in (1.1.1), so ergibt sich zunéchst

ra) =25 (") (" "ﬂ' XY A

k=0 u=0 k

und mit Vertausch der Summationsreihenfolge und Beriicksichtigung von
(n—i)(n—i—k) (n—i—y)(n—i)
k U B k u

Py =3 ( " i ) Prssth )"

n=

schlieBlich

Damit ist (1.1.3) bewiesen. Die Darstellung (1.1.4) ergibt sich aus (1.1.1) unter
Verwendung des Steinerschen Formelsystems.
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§2.1.2. Die Bestitigung von (1.2.2) mit Verwendung von (1.2.1) gelingt
miihelos. Alle Aussagen dieses Teils sind durch die im Text enthaltenen Hinweise
ausreichend klar gemacht.

§2.1.3. Wirdin (1.1.1)i = 0 gesetzt, so ergibt sich
n
vy

Pt A) = O VA + 2 (1) oMoea() ).

Fiir f = f, ist f(0) = 1(x = 0), 01 < p < n) zu beachten und fiir 1 < v < n das
Resultat

@

VMv—l(fu) = Vf rv+2“+1 e""z dr =

0

v
(V + 2#) wv+2u

zu verwenden. Damit folgt

H(4) = X

n n v
W,(4 1<spu<n
v=1 (v) v+ 2p) 0,42, “) ¢ # )

mo/ny 1
H@=v+ 5 (1) —ma  w=-0

v
Benutzen wir noch die Rekursion
Ru+vQu+v—2)...(v+ 2w,y = Cn) o, (=1,

so gelangen wir zur Formel (1.3.3), welche die beiden oben angegebenen Fille
beziiglich u zusammenfafBt. Hierbei ist noch V = W, zu bedenken. Wir wenden uns
nun der Aussage (1.3.5) zu. Sind p’ = p|E’, p” = p|E""' die Lotpunkte von p
auf E'bzw. E"~%, so gilt fiir die Abstéinde

r(p, A + B)* = r(p', A + r(p", B)?
und fiir die Punktdichten dp = dp’ dp”. Verwenden wir dies im Integral
H,(A+ B) = [r**e ™ dp,

so resultiert mit binomisgcher Entwicklung der Potenz

I
H4+B) = ¥ (’v‘ ) H,/(4) H",_(B)
wzzw. Hier ist zu beachten, daB v > i sein kann, ebenso y — v > n — i; die H, bzw
H”,_, sind dann linear abhéngig.—Weiter ist (1.3.6) ein Korollar zu (1.3.5). Wird
dort B = 0 (Ursprungspunkt) gesetzt, so kann 0 < E® als uneigentlicher Eikorper
in dem zu E""! orthogonal stehenden Raum E' gedeutet werden. Nach (1.3.3)
folgt mit n = 1, W,"(0) = 0, W,"(0) = w; der Tatbestand H",_,(0) = C(,_,;, s0
daB sich mit (1.3.5) also (1.3.6) ergibt, wenn man noch 4 + 0 = A bedenkt.— :
Um (1.3.7) nachzuweisen, greifen wir auf die Darstellung (1.3.3) und erhalten
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mit Riicksicht auf Wy(A4) = W,(4')zunichst
13 " n 1 1
Hys ) = Hys) = 2 Coun (1 ) 2= () = W)

und sodann mit C, 1), = ((2¢ + 1)/27) C,, unmittelbar die zu beweisende Ungleich-
ung.

Endlich begriinden wir die Aussage (1.3.8). Wegen C,, = O fiir u=1,...,n
und Coo = 1 ist det C,, = (2n) """ P/2 det 4, mit 4,, = v(v + 2) ... (v + 2u — 2)
(u,v=1,..,n). Wegen A,, —2(u— D Ay,_1y, = vAy-1, (#=2,..,n) kann
fiir p = 2,...,n in der p-ten Zeile A,, durch vA,_,), ersetzt werden; d.h. anstelle
des Faktors v — 2u — 2 tritt v. Analog ist A,_yy, — 2(u — 2) A,—2yy = VA-2)
(u = 3,...,n),und so kann fiir u = 3, ..., nin der p-ten Zeile der Faktorv + 2u — 4
durch v ersetzt werden, usw. So erhilt man

det4,, = detv* = D, (u,v=1,..,n).

Wenn aus der v-ten Spalte der Faktor v vorgezogen wird und dies fiirallev = 1, ..., n,
so ergibt sich
D, = n'detv*" ! (u,v =1,...,n).

Nun ist det v*~! eine spezielle Vandermondesche Determinante mit dem bekannten
Wert 1!...(n — 1)!, so daB sich D, = 1!...n! = n!! ergibt. Damit ist (1.3.8)
nachgewiesen.
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