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Sažetak: U radu je izvedeno analitiþko rješenje za sluþaj pulsirajuüeg laminarnog, nestlaþivog 
strujanja u okrugloj cijevi pod djelovanjem poznatog gradijenta tlaka (zadanog harmonijskom 
funkcijom). Bezdimenzijsko rješenje ovisi o bezdimenzijskom Womerslyjevom broju, koji 
oznaþuje omjer inercijske i viskozne sile. Analiziran je utjecaj Womerslyjeva broja na protok i 
smiþno naprezanje na stijenci cijevi. Zakljuþuje se da su pri niskim vrijednostima 
Womerslyjeva broja (kad je utjecaj viskoznosti veüi) sile tlaka uravnotežene uglavnom 
viskoznim silama, a pri visokim vrijednostima Womerslyjeva broja uravnotežene uglavnom 
inercijskim silama. Poveüanjem Womerslyjeva broja dolazi do smanjenja amplituda smiþnog 
naprezanja i protoka.  
 
Kljuþne rijeþi: strujanje u cijevi, pulsirajuüe strujanje, Womerslyjev broj 

 
1 UVOD 

 
Strujanje krvi u krvožilnom sustavu je izrazito pulsirajuüeg karaktera. Krvne žile su 
elastiþne odnosno viskoelastiþne cijevi, promjenjivog promjera i fizikalnih svojstava 
stijenke, te zbog toga ne postoji analitiþko rješenje toga problema. Za objašnjavanje 
pulsirajuüeg strujanja u velikim arterijama u hemodinamici se najþešüe koristi 
analitiþko rješenje koje je još davne 1955. godine izveo Womersly [1] za strujanje 
fluida pod djelovanjem harmonijskog gradijenta tlaka. To rješenje se zasniva na 
pojednostavljenom matematiþkom modelu u kojem je pretpostavljena beskonaþno 
velika brzina širenja tlaþnih poremeüaja (teorija krutog stupca) što ne odgovara 
stvarnosti. Bez obzira na tu þinjenicu model može objasniti prirodu pulsirajuüeg 
strujanja i pulsacije smiþnog naprezanja na stijenci cijevi [2, 3], pri þemu se 
pretpostavka o konaþnoj brzini širenja tlaþnih poremeüaja može naknadno uvesti u 
analizu. 

Prednost pojednostavljenog modela leži u þinjenici da on predstavlja linearnu 
diferencijalnu jednadžbu, što omoguüuje princip superpozicije. Na taj naþin se s 
pomoüu Womerslyjeva rješenja mogu analizirati i stvarno izmjereni vremenski profili 
brzine i tlaka, na naþin da se signali prikažu Fourierovim redom, te se analizira svaka 
frekvencija za sebe. 

U literaturi se može pronaüi Womerslyjevo rješenje za sinusnu promjenu gradijenta 
tlaka, a u sluþaju primjene Fourierove analize, pojavljuje se i kosinusna komponenta. 
Cilj ovoga rada je izvesti Womerslyjevo rješenje za sluþaj obje komponente 
pulsirajuüeg gradijenta tlaka, te saþiniti raþunalni program za raþunanje brzine, protoka 
i smiþnog naprezanja na stijenci u funkciji parametara krvne žile. Ovaj program üe 
þiniti osnovu za analizu pulsirajuüih veliþina u stvarnom krvotoku. 
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2 MATEMATIýKI MODEL 
 

Nestlaþivo strujanje fluida u krutoj cijevi polumjera R, pod djelovanjem harmonijskog 
gradijenta tlaka zadanog jednadžbom: 

� � � �d sin cos
d
p S t C t
x

Z Z � ,     (1) 

uz zanemarenje konvekcijskog þlana opisano je jednadžbom koliþine gibanja, koja 
glasi: 
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U gornjim jednadžbama su: r, x – radijalna i aksijalna koordinata cilindarskog 
koordinatnog sustava, t – vremenska koordinata, p(x, t) – polje tlaka, Z  – kružna 
frekvencija, S i C – amplitude gradijenta tlaka, U  – gustoüa fluida, � �,u r t  – aksijalna 
brzina i P  – viskoznost fluida. Ovaj model pretpostavlja beskonaþnu brzinu širenja 
tlaþnih poremeüaja, pa zato aksijalna brzina nije funkcija x koordinate. S druge strane, 
tlak nije funkcija r koordinate. Uz zadani gradijent tlaka jednadžba (2) daje 

jednoznaþno rješenje za aksijalnu brzinu uz sljedeüe rubne uvjete: za 0r  : 0u
r
w

 
w

 i 

za r R : 0u  . 
Množenjem jednadžbe (2) brzinom u dobije se jednadžba kinetiþke energije, koja glasi: 
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gdje svaki þlan ima dimenziju snage po jedinici volumena, a þlan na lijevoj strani 
oznaþuje brzinu promjene kinetiþke energije (snagu inercijske sile), dok þlanovi na 
desnoj strani oznaþuju, redom, snagu viskozne sile (brzinu pretvorbe mehaniþke 
energije u toplinu) i snagu sile tlaka. 
 
 
3 ANALITIýKO RJEŠENJE 

 
Jednadžbu (2) üemo riješiti u frekvencijskoj domeni, pri þemu üemo gradijent tlaka 
prikazati pomoüu kompleksne amplitude (fazora): P̂ S iC � , gdje je 1i  � . U 
tom sluþaju izraz (1) se može prikazati realnim dijelom izraza: 
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Rješenje za aksijalnu brzinu üemo pretpostaviti u obliku [1]: 
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Uvrštavanjem izraza (3) i (4) u jednadžbu (2) slijedi diferencijalna jednadžba: 
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þiji homogeni dio oznaþuje Besselovu jednadžbu [4, 5]. Rješenje jednadžbe (6) je 
oblika: 
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Gdje je C konstanta integracije, � �0J z  oznaþuje Besselovu funkciju prve vrste, nultog 
reda, a z je kompleksni broj. Uvoÿenjem bezdimenzijskog Womerslyjevog broja Wo , 
bezdimenzijskog radijusa y, brzine u0, te parametra /  prema izrazima: 
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te primjenom rubnih uvjeta dobije se konaþno rješenje za aksijalnu brzinu koje glasi: 
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Protok fluida kroz popreþni presjek cijevi 
0
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a smiþno naprezanje na stijenci cijevi w
r R
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 definirano je izrazom: 
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U izrazima (10) i (11) � �1J z  oznaþuje Besselovu funkciju prve vrste, prvog reda, koju 
se može jednostavno izraþunati u programskom paketu Matlab, ili s pomoüu 
algoritama danih u [4]. Za izraþun vrijednosti brzine, protoka i smiþnih naprezanja u 
ovom se radu koristi programski paket Matlab. Jednom kad se odredi polje brzine, 
mogu se numeriþkom integracijom jednadžbe (3) po presjeku, odrediti snage pojedinih 
sila, tako da je snaga pP  sile tlaka i snaga iP  inercijske sile: 
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a snaga viskoznih sila 
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4 ANALIZA RJEŠENJA 
 

Iz rješenja postavljenog problema je jasno da üe brzina strujanja fluida zavisiti od 
gradijenta tlaka i Womerslyjeva broja. Ovdje üemo u svim primjerima imati isti 
gradijent tlaka (zadan sa S=1 Pa/m i C=0 ), a mijenjat üemo vrijednosti Womerslyjeva 
broja pri þemu on poprima vrijednosti: Wo=1, 2, 4 i 8. Rezultati proraþuna 
(bezdimenzijski protok, prema jednadžbi (9) i bezdimenzijsko smiþno naprezanje 
prema jednadžbi (10)) su prikazani na slici 1 u funkciji kuta tD Z  (za jedan period).  
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Sl. 1. Promjena protoka i smiþnog naprezanja unutar jednog perioda, za razliþite Wo brojeve 
 

Fizikalno je jasno da Womerslyjev broj oznaþuje odnos inercijske sile (uslijed 
lokalnog ubrzanja) i viskozne sile, pa üe niske vrijednosti Wo  broja oznaþavati veliki 
utjecaj viskoznosti (ili mali utjecaj inercijskih sila), dok üe visoke vrijednosti Wo  
broja oznaþavati mali utjecaj viskoznosti (ili veliki utjecaj inercijskih sila). Prema tome 
može se oþekivati da üe kod niskih vrijednosti Wo broja u ravnoteži biti sile tlaka i 
viskozne sile (jer se inercijske sile mogu zanemariti), dok üe kod visokih vrijednosti 
Wo broja u ravnoteži biti sile tlaka i inercijske sile. 
Kao što je vidljivo iz slike 1, pri Wo=1, u fazi su gradijent tlaka i smiþno naprezanje, 
što oznaþuje ravnotežu sila tlaka i viskoznih sila, dok je kod Wo=8 oþit fazni pomak 
protoka u odnosu na gradijent tlaka od približno 90°, što ukazuje da su u fazi sile tlaka 
i inercijske sile (jer inercijske sile odgovaraju vremenskoj derivaciji protoka, a 
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vremenska derivacija protoka je za 90° pomaknuta u odnosu na sam protok). Sluþaj 
kada Wo teži k nuli, odgovara stacionarnom režimu strujanja, u kojem je amplituda 
bezdimenzijske vrijednosti smiþnog naprezanja jednaka 2, a amplituda 
bezdimenzijskog protoka jednaka 0,5. Oþito je da s poveüanjem Wo broja (uz zadani 
promjer cijevi i svojstva fluida, to znaþi s poveüanjem frekvencije Z ) dolazi do 
smanjivanja amplitude smiþnih naprezanja i amplitude protoka, što je vidljivo i iz slike 
2(a). Jasno je da je rad inercijske sile unutar jednog takta jednak nuli, pa je prosjeþna 
snaga te sile jednaka nuli. Iz toga slijedi da se prosjeþna snaga sile tlaka 

sr 0

1 d
T

pP P t
T

 ³ , troši iskljuþivo na svladavanje viskozne sile, tj. da se disipira u toplinu. 

Slika 2(b) prikazuje promjenu te snage s Wo brojem, a oþito je da porastom Wo broja 
ta snaga teži k nuli (zbog smanjenja amplituda protoka i smiþnog naprezanja). 
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Sl. 2. (a) Zavisnost smiþnog naprezanja na stijenci o protoku kroz cijev, (b) Zavisnost prosjeþno 

disipirane snage od Wo broja 
 
Slika 3 prikazuje promjene snage sile tlaka, inercijske sile i viskozne sile za 

Wo=1 i Wo=8. Oþito je kod niskog Wo broja snaga viskozne sile približno jednaka 
snazi sile tlaka, što znaþi da se gotovo sva snaga sile tlaka disipira u toplinu, dok kod 
visokog Wo broja snaga inercijske sile slijedi snagu sile tlaka, a snaga viskozne sile 
teži k nuli. 
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Sl. 3. Promjena snaga sile tlaka, inercijske sile i viskozne sile za dva razliþita Wo broja 
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Slika 4 prikazuje profile aksijalne brzine za dva Wo broja. Ponovno se uoþava 
da je pri nižem Wo broju amplituda brzine veüa. 
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Sl. 4. Promjena profila brzine unutar jednog perioda, za dva razliþita Wo broja 
 
5 ZAKLJUýAK 

 
U radu je prikazano analitiþko rješenje pulsirajuüeg, laminarnog, nestlaþivog strujanja 
u okrugloj cijevi pod djelovanjem zadanog gradijenta tlaka (zadanog sinusnom i 
kosinusnom komponentom koja se može pojaviti pri razvoju funkcije gradijenta tlaka u 
Fourierov red). Ilustriran je utjecaj Womerslyjeva broja na brzinu, protok i smiþno 
naprezanje na stijenci cijevi. Zakljuþeno je da su pri niskim vrijednostima 
Womerslyjeva broja sile tlaka uravnotežene uglavnom viskoznim silama, a pri visokim 
vrijednostima Womerslyjeva broja inercijskim silama. Poveüanjem Womerslyjeva 
broja dolazi do smanjenja amplituda smiþnog naprezanja i protoka. Prikazano rješenje 
üe u daljnjem radu biti dobra osnova za analizu stvarnog strujanja krvi u 
cirkulacijskom sustavu. 
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