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VISERAZINSKO MODELIRANJE HETEROGENIH
MATERIJALA

Lesicar, T., Tonkovié, Z., Soric, J.

Sazetak: U radu je prikazana metoda modeliranja procesa deformiranja heterogenih
materijala na dvije razine primjenom ra¢unalne homogenizacije drugog reda uz pretpostavku
malih deformacija. Detaljnije je istrazen prijenos varijabli s makro na mikro razinu i primjena
poopéenih uvjeta periodinosti na reprezentativnom volumenskom elementu (RVE-u). Prilikom
izvodenja relacija koje povezuju varijable makro i mikro razine javlja se integralni uvjet mikro
fluktuacija, koji je primjenom numeric¢ke integracije implementiran na rubne ¢vorove RVE-a.
Za diskretizaciju makromodela izveden je dvodimenzijski trokutni element s C' kontinuitetom,
dok je RVE diskretiziran &etverokutnim elementom prvog reda s C° kontinuitetom.
Ucinkovitost i to¢nost prikazane metode provjerena je na problemu Cistog savijanja.

Kljuéne rijeci: heterogeni materijal, viserazinsko modeliranje, gradijentna teorija,
racunalna homogenizacija drugog reda, konacni element s C' kontinuitetom, poopéeni rubni
uvjeti periodicnosti, integralni uvjet mikrofluktuacija

1 UVOD

Gotovo svi materijali koji se koriste u inzenjerskoj praksi su zbog svoje prirodne
grade na mikro razini heterogeni. U novije vrijeme istrazivanju utjecaja strukture
materijala na njegovo mehanicko ponasanje pridaje se posebna paznja. Iz tog su
razloga razvijene metode viSerazinskog modeliranja materijala, koje se temelje
postupcima homogenizacije [8]. Pritom se za rjeSavanje problema rubnih vrijednosti
najcesce koristi metoda konacnih elemenata, mada se u novije vrijeme primjenjuju i
druge diskretizacijske metode medu kojima se posebno isticu bezmrezni postupci. Na
temelju zavisnosti varijabli mikro i makro razine, razlikuju se metode homogenizacije
prvog i drugog reda. Homogenizacija prvog reda uzima u obzir samo gradijent pomaka
na makro razini, odnosno makro deformaciju [6]. Na taj se nacin zadrzavaju osnovne
pretpostavke lokalnog pristupa mehanike kontinuuma. Zbog toga homogenizacija
prvog reda na odgovarajuci nacin opisuje samo jednostavnije slucajeve opterecenja,
kao §to su vlak, tlak i smik. Osim toga, primjenom homogenizacije prvoga reda ne
moze se opisati utjecaj okoline na ponasanje neke tocke (,,size effect*) u razmatranom
kontinuumu. Stoga je razvijena homogenizacija drugog reda, temeljena na nelokalnoj
teoriji, koja nadilazi ograni¢enja homogenizacije prvog reda [2, 3, 4]. Za primjenu
homogenizacije drugog reda, na makro razini mora biti zadovoljen C' kontinuitet, §to
zahtijeva primjenu elemenata viSeg reda, koji ukljuuju dodatne stupnjeve slobode, kao
§to su prve i druge derivacije pomaka. U ovom slucaju se na mikro razini i dalje
zadrzava C° kontinuitet, u cilju pojednostavljenja numeri¢kog proratuna. Jedan od
najveéih problema viSerazinskog modeliranja materijala s primjenom homogenizacije
drugog reda je prijenos makro deformacije i makro gradijenta deformacije na mikro
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razinu. Prilikom izvodenja relacija izmedu makro i mikro varijabli zbog prijelaza s C'
na C° kontinuitet proizlazi integralni uvjet polja mikro fluktuacija [3, 4].

U radu je prikazan algoritam viSerazinskog modeliranja materijala uz primjenu
racunalne homogenizacije drugog reda za slucaj malih deformacija. Posebna paznja
usmjerena je na primjenu poopéenih uvjeta periodi¢nosti na RVE-u. Za diskretizaciju
makro razine primijenjen je dvodimenzijski trokutni konaéni element s C'
kontinuitetom, ¢ija je formulacija prilagodena potrebama viserazinske analize [5].
Provedena je numericka implementacija integralnog uvjeta na rubove RVE-a. Svi
numericki algoritmi ugradeni su u programski paket ABAQUS [1] primjenom
korisnickih rutina.

2 C' DVODIMENZIJSKI TROKUTNI KONACNI ELEMENT

U ovom poglavlju su prikazane osnovne relacije trokutnog konac¢nog elementa s 3
&vora koji zadovoljava C' kontinuitet. Konacni element opisuje ravninsko stanje
deformacija, a temelji se na gradijentnoj teoriji [7, 9]. Kao §to se vidi na slici 1,
konacni element ima 36 stupnjeva slobode, odnosno 12 stupnjeva slobode po ¢voru.
Polje pomaka u elementu je aproksimirano potpunim polinomom petog stupnja.
Princip virtualnih pomaka iz kojeg je element izveden, za gradijentnu teoriju glasi

j&sTch+I6nTudA:fSUTtds+J.8(graduT)Tds. ()
A A K K

U jednadzbi (2), ¢ i p predstavljaju vektore naprezanja i sekundarnog naprezanja.
€ je vektor deformacije, dok je m vektor sekundarnih deformacija, koji se sastoji od

drugih derivacija vektora pomaka u. T predstavlja tenzor sekudarnog povrsinskog
opterec¢enja dobiven iz vektora sekundarnog povrsinskog optere¢enja T i normale n
na plohu s na nacin da je T =1n . Gradijenti pomaka prikazani su kao
T
g = (511 Ex 2512) = (Bg V) , )
T
n 2(77111 Mz Ty Thay 2101, 277212):(]377 V) ’

pri ¢emu matrice B, i B, sadrZe odgovarajue prve i druge derivacije matrice

interpolacijskih polinoma N, a v je vektor stupnjeva slobode elementa.

i T R
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X

S1. 1 Trokutni konaéni element s C' kontinuitetom

Za analizu nelinearnog problema, jednadzba (2) se rjeSava inkrementalno-
iterativno, pri ¢emu se inkrementi naprezanja i sekundarnog naprezanja u tom slucaju
se raCunaju pomocu konstitutivnih relacija
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Ae=C_ Ae+C, An, 3
Ap=C, Ae+C, An, (3)

C,,.C, 1 C, materijalne matrice koje povezuju odgovarajuce

oe? ~on?’

gdje su C

komponente naprezanja s deformacijama. Nakon provedbe uobi¢ajenih matematickih
operacija u metodi kona¢nih elemenata, dobiva se dobro poznata jednadzba kona¢nog
elementa KAv=F, —F,. U ovom slucaju, matrica krutosti K moze se zapisati kao

zbroj: K=K _ +K_ +K  +K,  , gdje supojedine matrice jednake
K, =[(BIC.B,)d4, K, =[(BIC,B,)d4,

A A o 4)
K, = j (Bgchg)dA, K, = j(B,fcMB”)dA.
A A

Nadalje, vektori vanjskih i unutarnjih ¢vornih sila F, i F, su prikazani relacijama
F, = [(N"t+gradN"T)ds,

5
F,=[(Blo+B/p)dd ®

Izvedeni konacni element je implementiran u programski paket ABAQUS
primjenom korisnicke rutine UEL. Za numericku integraciju matrice krutosti elementa
primijenjen je Gaussov postupak reducirane integracije s 13 tocaka integracije.

3 MIKRO-MAKRO ALGORITAM

U tekstu koji slijedi dane su osnovne relacije algoritma viSerazinskog modeliranja
primjenom homogenizacije drugog reda. Algoritam se sastoji od dva modela, gdje
svaki model predstavlja jednu razinu. Makro razinu ¢ini makro model, diskretiziran
prethodno opisanim trokutnim elementima. Mikrostrukturnu razinu predstavlja RVE,
diskretiziran Cetverokutnim elementima prvog reda. Pritom je svakoj veli¢ini makro
razine dodijeljen indeks “M”, dok su veli¢ine mikro razine oznaCene indeksom “m”.
Na taj nacin, u svakoj tocki integracije na makro razini provodi se analiza RVE-a. U tu

svrhu, makro gradijent pomaka g,, 1 makro gradijent gradijenta pomaka n,, se

primjenom poopcéenih rubnih uvjeta periodi¢nosti prevode u pomake rubnih ¢vorova
RVE-a. Nakon rjeSavanja problema rubnih vrijednosti na mikrorazini,
homogenizacijom se dobivaju vektor naprezanja o,,, vektor sekundarnih naprezanja

n,, 1materijalna matrica C,,, kao $to je prikazano na slici 2.

S1. 2 Shema mikro-makro algoritma
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U racunalnoj homogenizaciji drugog reda polje pomaka rubova RVE-a je definirano
kao

1
u =x'g, +§(xT1]Mx)+r, (6)

gdje je x prostorna koordinata na rubovima RVE-a, a r predstavlja polje mikro
fluktuacija. Iz uvjeta da varijable na makro razini moraju odgovarati volumenskom
prosjeku varijabli na mikro razini slijede relacije

1
;{(nrr)M:0,

j(nrrx+x7rn)dA =0.

A

(7

Nadalje, u slucaju rubnih uvjeta periodi¢nosti druga integralna relacija u (7) se
moze prikazati pomoc¢u pomaka nezavisnih rubova RVE-a (npr. lijevi i donji rub) na
nacin da je

1
IuL dd=¢g], I x, d4 +§1]M I (X{XL)dA,

A A A

®)
Ay Ay Ay

Iz Hill-Mandelova uvjeta slijedi veza izmedu vektora naprezanja na mikro i makro
razini prikazana pomocu povrsinskih integrala

G, =%‘[(pTx)dA — 6y, =%be, o
By =$J‘(erx)d/l = My Z%Hfb»
Y

pri ¢emu p oznacava povrsinsko opterecenje, f, je vektor sila rubnih ¢vorova
RVE-a, dok matrice D i H predstavljaju koordinatne matrice rubnih ¢vorova RVEa
prikazane u [2, 6]. Za dobivanje materijalne matrice C,,, potrebno je na¢i vezu izmedu
inkremenata naprezanja Ac,, i Ap,, s inkrementima deformacija Ag,, i An,,, kao $to
je to prikazano u izrazu (3). Potom se primjenom jednostavnog matematickog postupka
dobivaju se slijedece relacije

C 1

oe

~ 1~

DK, D", C, =—DK,H’,
L no ) (10)
C, =;HK%D ,C,, =;HKbe :

y

koje predstavljaju vezu izmedu materijalnih matrica na makro razini i kondenzirane
krutosti RVE-a, K,, .

4 NUMERICKI PRIMJER

Prikazani algoritam mikro-makro analize verificiran je na problemu c¢istog
savijanja. Pritom je razmatran kvadratni makro model duljine stranice 1 mm

diskretiziran s dva trokutna konacna elementa, prikazan zajedno s pripadnim rubnim
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uvjetima na slici 3a. Ovdje su odgovarajuce prve i druge derivacije pomaka povezane
jednadZzbama periodi¢nosti. Za definiranje ravnog lijevog i desnog brida, suspregnute
su druge derivacije pomaka u pravcu normale na brid, zajedno s mjeSovitim drugim
derivacijama. Odabrani materijal je odabran akademski primjer poroznog Celika,
modula elasti¢nosti £ =210GPa s Poissonovim faktorom v =0,3. Granica teCenja

materijala je o, =250 MPa, nakon koje dolazi do izotropnog oc¢vrS¢enja materijala,
pri ¢emu tangentni modul iznosi E; =250 MPa. Model RVE-a, duljine stranice 0,2

mm, diskretiziran je s 508 kona¢nih elemenata i prikazan na slici 3c,. Sastoji se od
sluc¢ajno rasporedenih poroznosti srednjeg polumjera 0,043 mm povrSinskog udjela
13%. Deformirani oblik makro modela prikazan je na slici 3b.
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S1. 3 Problem cistog savijanja: a) makro model s rubnim uvjetima, b) deformirani oblik, c) RVE

Na slici 4 je prikazana raspodjela ekvivalentne plastitne deformacije na
deformiranim RVE-ima, za nekoliko karakteristi¢nih to¢aka integracije na makrorazini.
Polozaj tocaka integracije (T. L.) je prikazan na slici 3b.

Sl. 4 Raspodjela ekvivalentne plasti¢éne deformacije: a) T.1. 1,b) T.1.2,¢) T.1.3,d) T. . 4
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Iz slike 4 je jasno vidljivo da deformirani oblici RVE-a odgovaraju polozajima
pojedinih tocaka integracije, kao i da dolazi do izotropnog ocvr§¢enja materijala
matrice i pojave zona plasticnog tecenja. Kao $to se moze primijetiti, nakon formiranja
plasti¢ne zone po cijeloj duljini, odnosno visini RVE-a, dolazi do svojevrsnog gubitka
stabilnosti modela, gdje daljnji mehanizam deformiranja ovisi upravo o formiranoj
zoni plasti¢ne deformacije.

5 ZAKLJUCAK

Prikazan je algoritam dvorazinskog mikro-makro modeliranja ponasanja
heterogenih materijala primjenom racunalne homogenizacije drugog reda u teoriji
malih deformacija. Za diskretizaciju makro razine koriSten je trokutni kona¢ni element
s C' kontinuitetom izveden u radu, dok je RVE diskretiziran &etverokutnim kona¢nim
elementom prvog reda s C° kontinuitetom. Razradena je primjena poopéenih rubnih
uvjeta periodiCnosti i integralnog uvjeta mikro fluktuacija na RVE-u. Izvedeni
numericki algoritam je implementiran u programski paket ABAQUS 1 verificiran na
primjeru Cistog savijanja.
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