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SAZETAK

Tema ovog rada je "Uporaba metoda operacijskih istrazivanja u usluznom sektoru".
Operacijska istrazivanja su slozeno interdisciplinarno podrucje koje se bavi problematikom
odlucivanja u realnim uvjetima uzimajuéi u obzir sve faktore koji na problem djeluju direktno
ili indirektno, kako bi se pronaslo najbolje odnosno, optimalno rjeSenje. S obzirom da postoji
sve veca potreba kontinuiranog pobolj$anja procesa, i to ne samo u proizvodnom sektoru, sve
veca je zastupljenost metoda operacijskih istrazivanja i u djelatnostima usluznog sektora.
Posebice se to o€ituje u podru¢ju zdravstvenih usluga gdje se na taj nacin postizu optimalna

rjeSenja koja rezultiraju u boljoj usluzi, smanjenju troSkova i povecanju konkurentnosti.

Osnovna ideja rada bila je istraziti i obrazloziti moguénosti primjene metoda operacijskih
istrazivanja u usluznom sektoru Republike Hrvatske, uzimaju¢i u obzir specificne uvjete
naseg podneblja. U teorijskom dijelu rada su definirani osnovni pojmovi, definicije i izrazi u
operacijskim istrazivanjima. Zatim, detaljno su objasnjene sve metode operacijskih
istrazivanja kako bi se kasnije mogla odabrati metoda koja je najprikladnija za rjesavanje
problema. Teorijski dio potkrijepljen je s dva konkretna primjera iz prakse. Istrazivacki dio
rada bazira se na pronalaZzenju optimalnog rjeSenja za realne podatke zadanog problema,
simuliraju¢i razli¢ite uvjete i ograni¢enja. Na osnovu dobivenih rezultata i njihove analize,

doneseni su odgovarajuci zakljucci o tome da li je problem uspjesno rijesen.

Kljucne rijeci:

operacijska istrazivanja, metode, optimalno rjeSenje, usluzni sektor
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SUMMARY

This paper is about the "The use of operations research methods in service industries".
Operations research are complex interdisciplinary field that deals with the issue of decisions
in real terms, taking account all the factors that affect the issue, directly or indirectly, in order
to find the best or optimal solution. There is an increasing need of continuous improve
processes, and not just in the manufacturing sector, but also increasing the use of operations
research methods in service industries. Especially, it is reflected in the health service where
thus achieve optimal solutions result with a better service, reduce costs and increase

competitiveness.

The basic idea of the study was to explore and explain the use of operations research
methods in service industries considering the specific conditions in Croatia. The theoretical
part defines the basic concepts, definitions and terms used in operations research. Next, there
are detailed explanations of all operations research methods in order to choose the most
appropriate method to solve the problem. The theoretical part is supported by two concrete
examples from practice. The research part of the work is based on the optimal solution for a
given problem with real data, simulating various conditions and restrictions. Based on the
results and their analysis, there have been adopted appropriate conclusions on whether the

problem is successfully solved.

Keywords:

operations research, methods, optimal solution, service sector
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1. UvVOD

Operacijska istrazivanja su slozeno interdisciplinarno podrucje koje se bavi
problematikom odlucivanja u realnim uvjetima uzimajuéi u obzir sve faktore, koji na problem
djeluju direktno ili indirektno kako bi se pronaslo optimalno rjeSenje. Dakle, radi se o skupu
znanstvenih metoda koje se koriste pri donoSenju odluka i implementaciji optimalnih rjeSenja
u razli¢itim podru¢jima proizvodnje, javne uprave, vojske i usluznih djelatnosti.

Zbog velikog broja varijabli koji utjeCcu na neki problem nuzna je racunalna podrska za
rjeSavanje problema. Interdisciplinarnost i koriStenje programskih rjesenja glavni je razlog

odabira ove teme.

Problem koji ¢e se rijesiti u ovom radu odnosi se na primjenu operacijskih istrazivanja u

usluznom sektoru, s posebnim naglaskom na zdravstveni sustav.

S obzirom da postoji sve veca potreba kontinuiranog pobolj$anja procesa, i to ne samo u
proizvodnom sektoru, sve veca je zastupljenost metoda operacijskih istrazivanja i u
djelatnostima usluznog sektora. Posebice se to oCituje u podru¢ju zdravstvenih usluga gdje se
na taj nacin postizu optimalna rjeSenja koja rezultiraju u boljoj usluzi, smanjenju troskova i

povecanju konkurentnosti.

1.1. Opis problema

Uvijek kada je rije¢ o usluznom sektoru, moZe se naslutiti da ¢e na modeliranje rjeSenja
veliki utjecaj imati ljudi buduci da igraju glavnu ulogu, kao ulazni i izlazni faktori. Cekanje je
najces¢i problem u usluznim djelatnostima. Tako se 1 u zdravstvenom sustavu javlja ¢ekanje,
problemi sa smjeStanjem pacijenata, problem komunikacije izmedu radnika unutar
zdravstvenog sustava, problem troskova. Glavni faktori unutar zdravstvenog sustava su
pacijenti (primatelji usluge), osoblje u zdravstvenom sustavu (davatelji usluge), davatelji
financijske potpore i javno zdravstvo. Sve druge veze i svi drugi faktori proizlaze iz njihove
interakcije. Kako bismo mogli rijesiti probleme koji se javljaju u zdravstvenom sustavu
potrebno je razumjeti interakciju izmedu gore navedena Cetiri faktora.

Stanje pacijenata, buducih ili sada$njih proizlazi iz razli¢itih faktora, pa tako npr.
socijalni faktor moZe imati veliki utjecaj na zdravlje ¢ovjeka. Fizi¢ka i1 socijalna okolina u
kojoj ljudi zive i rade takoder imaju veliki utjecaj na njihovo zdravlje (uvjeti zivljenja,

mogucnost Skolovanja, pristup prijevozu). Zatim, uvjeti unutar zajednice poput statusa

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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izbjeglice, strah od deportiranja, diskriminacija. Sve to utjeCe na zdravlje pojedinca i na
moguénost adekvatne zdravstvene skrbi, a to je samo socijalni aspekt problema. 1z ovoga vec

mozemo vidjeti dio interakcija koje proizlaze iz faktora pacijenta.

Osoblje unutar zdravstvenog sustava, u ovu skupinu spadaju medicinske sestre, farmaceuti,
lijeCnici, terapeuti, psiholozi, socijalni radnici itd., svi oni igraju bitnu ulogu unutar
zdravstvenog sustava. Trebamo se pitati radi li osoblje ono §to bi moglo raditi da ima

zadovoljene optimalne uvjete rada. Iz navedenog proizlaze sljedeca pitanja:
1. Imamo li dovoljno kvalificirane radne snage unutar zdravstvenog sustava?
2. Nalaze li se u podrucjima u kojima su populaciji potrebni?
3. Jesu li adekvatno placeni za usluge koje pruzaju?

Financijska potpora osigurava placanje usluge, amortizaciju i unaprjedenje zdravstvenog
sustava novim instrumentima i tehnologijama kako bi se sustav unaprijedio pogotovo unutar
gradova u kojima zivi velik broj ljudi. Javno zdravstvo kao takvo pruza osnovno zdravstveno
osiguranje.

Za rjeSavanje opisanog problema, potrebno je najprije napraviti presjek najcescih metoda
operacijskih istrazivanja koje se javljaju pri optimiranju procesa u usluznim djelatnostima, s

posebnim naglaskom na zdravstveni sustav.

1.2. Struktura rada

U prvom dijelu rada dat ¢e se teorijska podloga najces¢ih metoda operacijskih
istrazivanja. Detaljno ¢e biti objasnjene sve metode kako bi se kasnije mogla odabrati metoda
koja je najprikladnija za rjeSavanje problema. Teorijske pretpostavke ¢e se dati na nekim

primjerima iz prakse s posebnim naglaskom na optimizaciju bolni¢kih sustava.

Drugi dio ¢e se sastojati od analize problema koji se javljaju u Hrvatskoj i mogucénosti
primjene nekih od rjesenja. U zadnjem dijelu simulirat ¢e se razli¢iti uvjeti i ograni¢enja
koriste¢i realne podatke te primijeniti neke od metoda operacijskih istrazivanja za pronalazak
optimalnog rjeSenja. Na kraju ¢e se dati zakljuCak i interpretacija rezultata iz kojih ¢e se

vidjeti da 1i je problem uspjesno rijesen.
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2. PRESJEK NAJCESCIH METODA OPERACIJSKIH ISTRAZIVANJA
U USLUZNIM DJELATNOSTIMA

U ovom poglavlju dat ¢e se presjek naj¢escih metoda OI u usluznom sektoru i uzimajuéi u
obzir specificne uvjete u RH i probleme koji se javljaju predloziti gdje bi se OI mogla
primijeniti.

Udio BDP-a od usluznih djelatnosti odrazava se na konkurentnost drzave. Usluzne
djelatnosti ¢ine oko dvije tre¢ine BDP-a u Hrvatskoj, a od toga najvaznija je turizam koji
zauzima 15% udjela BDP-a.! Stalne inovacije i nove tehnologije od klju¢ne su vaznosti za
opstanak i napredak usluznih djelatnosti.

Za primjenu operacijskih istrazivanja u usluznim djelatnostima potrebno je prouditi vec
postoje¢e modele koji se koriste u proizvodnim djelatnostima i prona¢i moguce primjene u
usluznim djelatnostima. S obzirom na razlike izmedu usluznih i proizvodnih djelatnosti
trebaju se uzeti u obzir i ogranicenja ve¢ postoje¢ih metoda operacijskih istrazivanja.

Buduéi da je sektor usluznih djelatnosti jako kompleksno podrucje pitanje je mogu li
operacijska istrazivanja pomo¢i u rjesavanju realnih problema u usluznim djelatnostima,
odnosno moze 1i se povecati njihova ucinkovitost kao §to je to ucinjeno u proizvodnim

djelatnostima.
Postoje sli¢nosti izmedu proizvodnih i usluznih djelatnosti na primjer u planiranju projekata i
organizaciji. Sto znadi da se modeli i teorije razvijene za proizvodnju mogu primijeniti u
usluznim djelatnostima. Generalno, proizvodne 1 usluzne djelatnosti ¢ine dva sli¢na sustava
koja koristenjem raznih sredstva u nekim procesima proizvode opipljive proizvode ili
nematerijalne usluge za Kkorisnike. A razlike izmedu tih sustava povezane su s razli¢itim
obiljezjima u aktivnostima koje se provode kako bi se zadovoljio krajnji korisnik.
Postoje tri glavne razlike izmedu sustava proizvodnih i usluznih djelatnosti koje su bitne za
primjenu OI u usluznim djelatnostima:

1. Resursi nisu konstantni

2. Neposredan proces pruzanja

3. Logisticki procesi

! podatak preuzet sa stranice: http://www.croatia.eu/article.php?lang=1&id=32
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Resursi kod usluznih djelatnosti nisu konstantni. Za razliku od proizvodnih djelatnosti
gdje je broj resursa uglavnom odreden (npr. broj strojeva i alata), dok kod usluznih
djelatnosti, ne samo da taj broj varira nego i potreba za odredenim resursima varira tijekom

iste aktivnosti.

Proces ,,proizvodnje je kod usluznih djelatnosti neposredan. Kod proizvodnih djelatnosti
postoji odreden vremenski razmak izmedu trenutka zavrSetka proizvoda 1 trenutka
dostavljanja proizvoda korisniku. Kod usluznih djelatnosti ,,proizvodnja* usluge se dogada u
istom vremenskom periodu u kojem se i dostavlja korisniku. Sto dovodi do kompleksnijih
meduodnosa u usluznim djelatnostima, interakcijom viSe razliCitih modela dolazi se do

objekata istrazivanja.

Treca glavna razlika su logisti¢ki procesi, u proizvodnim djelatnostima postoji limitiran broj
kategorija, a usluge su nematerijalne i smamim time razli¢ite prirode. Zbog velikog broja
razli¢itih oblika usluga proces dostavljanja odnosno interakcije s korisnicima znacajno varira

s obzirom na vrstu usluge.

Raznolikost i kompleksnost glavne su karakteristike procesa usluznih djelatnosti. Zbog toga je
teSko univerzalno kategorizirati metode OI. Budu¢i da se fokus nalazi na primjeni metoda,
napravit ¢e se podjela prema podruc¢jima primjene. Sektor usluznih djelatnosti prema

drzavnom zavodu za statistiku obuhvaca 21 djelatnost, podjela je dana u tablici [Tablica 1].

Tablica 1. Podjela usluznih djelatnosti prema nacionalnoj klasifikaciji djelatnosti [6]

Broj hijerarhijskih
Oznake i nazivi podrugja NKD-a 2007. razina NKD-a 2007.
odjeljci [skupine |razredi
UKUPNO (A-V) 88 272 | 615
A |Poljoprivreda, Sumarstvo i ribarstvo 3 13 39
B |Rudarstvo i vadenje 5 10 15
C |Preradivacka industrija 24 95 230
D [Opskrba elektricnom energijom, plinom, parom i klimatizacija 1 3 8
E Opgkrba onom; ulfilanjanjfav otpadnih voda, gospodarenje otpadom 4 5 9
te djelatnosti sanacije okoliSa
F |Gradevinarstvo 3 9 22
G Trgovi_na na veliko i na malo; popravak motornih vozila i 3 91 91
motocikla
H [Prijevoz i skladistenje 5 15 23
| |Djelatnosti pruzanja smjestaja te pripreme i usluZivanja hrane 2 7 8
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Oznake i nazivi podru¢ja NKD-a 2007. rBarzoljn QUNe Eglgszk(l)r(]ﬂ_
J [Informacije i komunikacije 6 13 26
K |Financijske djelatnosti i djelatnosti osiguranja 3 10 18
L |Poslovanje nekretninama 1 3 4
M [Strucne, znanstvene i1 tehnicke djelatnosti 7 15 19
N [Administrativne i pomoc¢ne usluzne djelatnosti 6 19 33
O [Javna uprava i obrana; obvezno socijalno osiguranje 1 3 9
P |Obrazovanje 1 6 11
Q |Djelatnosti zdravstvene zastite i socijalne skrbi 3 9 12
R |Umjetnost, zabava i rekreacija 4 5 15
S |Ostale usluzne djelatnosti 3 6 19
Djelatnosti kuc¢anstava kao poslodavaca; djelatnosti ku¢anstava
T |koja proizvode razliCitu robu i pruzaju razlicite usluge za vlastite 2 3 3
potrebe
U |Djelatnosti izvanteritorijalnih organizacija i tijela 1 1 1

U dijagramu [Slika 1] moze se vidjeti da najveci broj istrazivanja, 50% ukupnih istrazivanja

odnosi se na prijevoz i skladiStenje te informacije i komunikacije.

I br. operacijskih istrazivanja  =ll=kumulativno %

200 100

180 90
160 80
140 70
120 60
100 50
80 40
60 30

40 20

Broj objavljenih rezultata Ol

20 10

Kategorija usluznih djelatnosti prema NDK

Slika 1. Analiza objavljenih rezultata Ol prema kategorijama djelatnosti [Tablica 1]
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Kada se pogleda odnos broja istrazivanja u usluznim djelatnostima u usporedbi s drugim
podru¢jima [Slika 2] jasno je vidljivo koliko je sektor usluznih djelatnosti neistrazen. A s
obzirom da usluzni sektor ima ogroman utjecaj na porast BDP-a, bilo bi dobro neke od

metoda OI primijeniti u usluznom sektoru kako bi se osigurala konkurentnost.

Ukupan broj objavljenih istrazivanja Broj istrazivanja u usluznim djelatnostima
=o—% kumulativno ukupno =8—9 kumulativno usluzno

1400 +

100

1258
1200 | %0
: 80
1000 - 70
800 60
: 50
600
1 445 40
400 W38 W37 magp 364 © 349 - 30
1 r go =1 =1 10
0 i - 1 - 1 1 - 1 1 1 - 1 - 0
o f% £ S 5 = o
3 o g = & IS S
= 2 5 S s = =
t 5 § 5 * @ 5
& IS S

Logistika u pomorstvu
Proiz. i menadZmen
Poslovno odlu¢ivanje

Matematicko prog.

Slika 2. Odnos izmedu objavljenih istrazivanja u odnosu na usluzne djelatnosti (crveno)
Na temelju tih podataka od nabrojanih djelatnosti [Tablica 1] OI su se u proslosti najcesce

koristila u sljede¢im kategorijama:
1. transport i skladiStenje;
informacije i komunikacije;
djelatnosti zdravstvene zastite i socijalne skrbi;

trgovini na veliko i na malo, popravak motornih vozila i motocikla;

a c w DN

financijske djelatnosti i djelatnosti osiguranja.

Unutar svake od pet gore navedenih kategorija, operacijsko istraZivanje ¢e se razmotriti sa

stanovista predmeta istrazivanja, modela te metoda 1 tehnika OI.
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2.1. Primjena OI u razli¢itim usluZnim djelatnostima

Fokus rada odnosi se na aspekt primjene OI u usluznom sektoru. U ovom dijelu
razmatraju se predmeti istrazivanja i metodologije koje su se pokazale kao korisne u raznim
podruc¢jima usluznog sektora, u tre¢em se poglavlju teorijske postavke nekih metoda detaljno
objasniti.

Najjednostavnije je napravit podjelu prema predmetu istrazivanja, odnosno prema
djelatnostima koje su nabrojane u uvodu poglavlja [Tablica 1]. Proucit ¢e se koncept
modeliranja i rjeSavanja razli¢itih problema kako bi se pruzio uvid u obiljezja koja utje¢u na

razvijanje podruc¢ja OI u usluznom sektoru.

2.1.1. Djelatnosti informacija i komunikacija.

Razvojem kapaciteta prerade informacija i Sirenjem interneta jasni su nam pojmovi
informacijskog doba i informacijske ekonomije. Brzo su se pojavile razne vrste
informacijskih djelatnosti, koje izmedu ostalog ukljucuju pruzanje internet usluge, usluge
obrade podataka, usluge ciljanog oglaSavanja na temelju informacijskih podataka iz proslosti.
Kao §to se moze pretpostaviti ova kategorija djelatnosti je najbrze rastu¢a u gotovo svim
drzavama svijeta, pa tako i u Hrvatskoj. Logi¢no je da se zbog brzog rasta ove grane zahtjeva

najbolji moguci rad sustava kako bi se osigurala konkurentnost.
Sustav djelatnosti informacija 1 komunikacija predstavlja jako Siroko podrucje koje se moze
podijeliti na djelatnosti koje ukljucuju proces:

1. proizvodnje i distribucije informacija i kulturnih proizvoda,

2. pruzanja sredstava za prijenos ili distribuciju prethodno navedenih proizvoda,

podataka ili komunikacije,
3. obrade podataka.

Od navedene tri kategorije naj¢eS¢a primjena OI nalazi se u prijenosu informacija i
komunikaciji, no 1 druga podru¢ja mogu posluziti za istrazivanje buduci da se i tu pronalaze

slu¢ajevi primjene OI.

2.1.1.1. Proizvodnja i distribucija informacija

Primjena Ol u djelatnostima proizvodnje i distribucije informacija:

— optimalan pristup donosSenju odluka u razvoju softverskih paketa,
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2.1.1.2.

teorija igara za istrazivanje kratkoroCne i dugoro¢ne konkurentnost jednokratne
prodaje softvera i prodaje softvera kao usluge,

analiza omjera sive za izradu modela procjene napora razvoja softvera,

modeli za optimiziranje vremena izdavanja softvera uz pretpostavku nesavrSenog
procesa otklanjanja gresaka softvera i kazne za zakasnjelo izdavanje softvera,
ispitivanje optimalnih kontrolnih odluka $to se tice cijene, veli¢ine mreze i strategije
zapoS$ljavanja u kontekstu razvoja besplatnog softvera,

odredivanje maksimalnog profita s obzirom na tipove korisnika, te broj i cijenu
svake verzije softvera,

minimiziranje troska racunalnog piratstva u ovisnosti o0 novim verzijama softvera,
teorija igara izmedu isporucitelja softvera i poduzecéa koje je koristilo softver, za
analizu efekta razliCitih radnji, poduzeée zeli minimizirati ukupne troSkove
odabirom javno dostupnog aZuriranja ili nove verzije softvera, isporucitelj analizira
Sto ¢e se dogoditi i pokusava izvu¢i maksimalan profit,

odredivanje cijene informacijskih paketa nelinearnim programiranjem mjeSovitim
brojevima uz maksimiziranje profita,

maksimiziranjem profita odabirom najbolje dugorocne strategije cijene distribucije

informacijskih proizvoda, proizvedenih uz jako male troskove kopiranjem originala.

Prijenos informacija i komunikacija

Informacije se prenose razli€itim kanalima, na primjer radio prijenos, TV emitiranje,

bezicnom 1 ZiCanom mrezom, satelitskom mrezom. Na temelju toga ova se kategorija

djelatnosti moze podijeliti na potkategorije djelatnosti:

1.

> wn

TV i radio emitiranje,
zicane telekomunikacije,
bezicne telekomunikacije,

telekomunikacija u opem smislu.

Istrazivanja u tim djelatnostima mogu podijeliti s obzirom na probleme:

1.
2.

u poslovanju [Tablica 2],

u radu informacijskih tehnologija [Tablica 3].
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Tablica 2. Primjena Ol u poslovanju

Primjena Metode i matematicki modeli
1 Raspored emitiranja promidzbenih Cjelo_brojno programiranje i heuristi¢ki
_ | programa algoritam
LP, maksimiziranje profita
Matematicki modeli
Odredivanje cijene naknade emitiranja Teorija igara
2. Stohasticki modeli optimizacije

Iterativne gradijentne metode

Odabir vremena emitiranja odredenog
sadrzaja

Dinamicko programiranje

Markovljevi modeli

Vise - pristupne arhitekture Internet
posluzitelja

Gradijentne metode minimiziranje funkcije

troska

Kooperacije internet posluzitelja 1
posluzitelja glavnih podatkovnih linija

Teorije repova ¢ekanja

Teorije igara

Optimizacije troskova

Naplate usluge

Teorija igara (maksimiziranje profita)

LP (klasi¢no optimiranje)

Simpleks

Aproksimativne gradijentne metode,

M/M/o0 model repova za optimiranje cijene

Upravljanja prihodima

Markovljevi modeli

3. | Planiranja oglasa

Cjelobrojno programiranje

Hibridni genetski algoritmi (GA)

Ugovora outsourceing-a pozivnih centara

Teorija igara unutar repova ¢ekanja

Sustava usmjeravanja poziva

M/M/N model teorija repova

Markovljevi modeli donoSenja odluka

Zaposljavanja pozivnih agenata

M/M/N modeli repova

Asimptotska aproksimacija

Iterativni algoritmi za nehomogena
Poissonova pristizanja

Markovljevi lanci

M/M/N modeli repova ¢ekanja

Analize konstrukcije modela pozivnog
centra

Markovljevi lanci u 2D repovima ¢ekanja

Modeli repova ¢ekanja

4. | Optimalnog planiranja radne snage

Iterativne metode procjene

Algoritmi ucenja klasifikacije

Klasifikacija
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Tablica 3. Primjena Ol u radu informacijskih tehnologija

Primjena Metode i matematic¢ki modeli
1. | Optimiranje mreznih paketa pri NLP-teski problemi, iterativno rjeSavanje
zemaljskom emitiranju Heuristicka metoda (2 stupnja rjeSavanja)

Dodjeljivanje frekvencije s obzirom | Heuristi¢ka metoda problem velikih razmjera

na ogranicen raspon i interferenciju s

drugim izvorima Genetski algoritmi (GA) i analiticka optimiranja

Mjesovito cjelobrojno programiranje (MCP)

Optimiranje lan¢anim LP

Lokacija i konfiguracija bazne Heuristicki algoritmi
postaje Stohasticki algoritmi optimiranja
Matematicki modeli simulacije
cilj: maksimalna pokrivenost, uz Cjelobrojno programiranje (CP)
minimalne troskove instalacije Mrezno programiranje (MP), pohlepni algoritmi

Deterministi¢ki modeli

Iterativne gradijentne metode

Metode trazenja maksimuma

Razni mreznih problema LP unutar modela aproksimacije

. izdrzljivost, brzina, kapacitet = .
(npr. izdrZljivos P ) M/M/N model teorije repova ¢ekanja

MCLP unutar heuristickog algoritma

CNLP — problem duala

Raspodjele sredstava medu LP unutar modela aproksimacije

korisnicima — ——
Aproksimacija dinami¢kim programiranjem (DN)

(M/M/PP) : (/G/1/K) model repa ¢ekanja

PERT, CPM

Sheme rada mreze Markovljevi redovi (konacan broj spremnika)

Pohlepni algoritmi

Jakosti prijenosa Optimiranje rojem Cestica (Depth-First-Search)

MCNLP minimalan tro$ak

Planiranja paketa podataka Genetski algoritmi optimiranja topologije mreze

Samoorganiziraju¢e neuronske mreze (SOM)

2. | Mreznog pristupa telefonske tvrtke

na velikim udaljenostima Cjelobrojno programiranje, optimiranje troska

Klasifikacija (Sigmond funkcija)

NLP, podrucje povjerenja, n-D problemi

Klasifikacija iterativnim srednjim vrijednostima

Konstruiranja specificnih GI/M/1 1 M/G/1 modeli repova ¢ekanja

mehanizama internet usluga - —
g Metoda Lagrangeovih multiplikatora

Neuronske mreze, genericki algoritmi

Transportni problem, PERT

4. | Konstruiranja mreze (optimalni ulaz) | Jednostavno LP (postoji optimalno rjeSenje)
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2.1.2. Transport i skladiStenje

U ovoj kategoriji razmotrit ¢e se operacijska istrazivanja primijenjena u transportu i

skladiStenju. Ovdje spadaju tipi¢ne aktivnosti poput transporta putnika i tereta, pruzanje

usluga parkiranja, usluge terminala, kargo, upravljanje i skladiStenje teretom, posStanske i

kurirske usluge. Transport se odvija zracnim, kopnenim, pomorskim i zeljeznickim

prometom. Operacijska istrazivanja u ovom podrucju se klasificiraju na putnicki prijevoz i

prijevoz tereta. Za prijevoz putnika najvise pozornosti privlace zrakoplovna industrija i javni

prijevoz. Prijevoz tereta se razlaze na terminalne transportne usluge brodovima te

postanske/kurirske usluge.

Dakle, transport se moze podijeliti u 3 glavne kategorije:

1.  zrakoplovna industrija,
2. javni prijevoz,

3. djelatnosti logistike i transporta.

U sljedecoj tablici nalaze se primjeri primjene operacijskih istrazivanja za svaku od navedenih

kategorija [Tablica 4].

Tablica 4. Primjena OI u transportu i skladistenju

Primjena

Metode i matematié¢ki modeli

Raspored letova

Maksimiziranje

Metode donosenja odluka

Generativni algoritmi

MjeSovito cjelobrojno NLP

Planiranje piste

Heuristicki pristup rjeSavanju problema

Planiranje flote

Kombinacija programiranja s ograni¢enjima

Deterministi¢ki modeli

Heuristicki pristup rjeSavanju problema

Stohasticki algoritmi optimiranja

Planiranje posade

Neuronske mreZe, genericki algoritmi

Matematicki modeli simulacije

Stohasticki algoritmi optimiranja

Izvedbe terminala

Mjes$ovito cjelobrojno linearno programiranje

Pareto simuliranje Zarenja

Razni matematic¢ki modeli

Upravljanje prihodima

Markovljevi redovi (kona¢an broj obroka)

Data Envelopment Analysis (DEA).
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Tablica 5. Primjena OI u transportu i skladistenju

Primjena Metode i matematicki modeli

Linearni model mjeSovitih/cijelih brojeva

Simulacija formulacije linearnog programa

Rasporedivanje vozila Hibridni genetski algoritam

D/C/C model teorije repova ¢ekanja

Tehnike matematickog programiranja

Cjelobrojno linearno programiranje

Iterativni heuristicki pristup rjesavanju

Rasporedivanje vozaca
problema

Metoda kaznenih funkcija

Genetski algoritam

Usmjeravanje — izrada ruta za vozila Visekriterijalno optimiranje

Evolucijski algoritam s lokalnim ekstremima

Metoda uzastopnih presjeka

Algoritam za mrezu javnog prijevoza

Mjesovito cjelobrojno linearno programiranje

Konstrukeija mreze Multikriterijalna analiza odluka

Model protoka

Simulacijski model diskretnih dogadaja

2.1.3. Dijelatnosti zdravstvene zastite i socijalne skrbi

Gotovo u svim zemljama na svijetu najveéi problem kod djelatnosti zdravstvene zastite je
nedostatak resursa zbog velike potraznje od strane gradana. Stoga je naglasak Ol u ovom
sustavu optimalno iskoriStenje resursa u svrhu poboljsanja ucinkovitosti i ucinka sustava.
Generalno gledaju¢i OI su vitalni alat u planiranju 1 donoSenju odluka raznih aktivnosti,

planiranje i organiziranje na vi$oj i niZoj razini.

Tablica 6. Operacijska istrazivanja provedena u zdravstvu

Primjena Metode i matematicki modeli

Cijene zdravstvenog osiguranja
optimalna njega

optimalna procjena

Raspodjela resursa (vozila, ambulante,
bolnice)

Organiziranje narucivanja pacijenata
Planiranje operacije

Planiranje vozila

Planiranje kapaciteta

MenadZzment troskova

Menadzment zaliha

Organiziranje narucivanja pacijenata
Planiranje operacije

Planiranje vozila

Neparametarske metode
Stohasticki algoritmi

Metode trazenja maksimuma i minimuma
Metode repova ¢ekanja

Metode procjene na temelju ucenja
Matematicki modeli zaliha
Dinamicko programiranje lokacije
Heuristicki algoritmi i Lagrangeovi
multiplikatori

Multivarijatne metode

Binarno cjelobrojno programiranje
Metode repova ¢ekanja

Metode zaliha
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3. OPERACIJKA ISTRAZIVANJA

Operacijska istrazivanja (Ol) jesu stru¢na i znanstvena disciplina koja se bavi

pomaganjem kod dono$enja odluka na bazi egzaktnih metoda. [1]

Kako je ranije bilo spomenuto, Ol nastoje odrediti najbolji, odnosno optimalni smjer

aktivnosti u problemu odlucivanja u okviru danih restrikcija i ogranicenih kapaciteta.

Da bi se mogao analizirati sustav iz realnog svijeta, to¢nije da bi se mogao rijesiti neki
problem, nuzno je izraditi matemati¢ki model sustava. Pri izradi modela na umu treba imati
da su veze u realnom svijetu nelinearne 1 nepredvidive te da podatci nisu apsolutno tocni.
Prije izrade modela potrebno je procijeniti ili provjeriti tocnost podataka kako bi se mogle

pojednostavniti veze medu njima.

Kada se operacijska istrazivanja koriste za rjeSavanje problema u usluznim i proizvodnim
djelatnostima, treba slijediti odredenu proceduru. Prvi korak, definiranje problema obuhvaca
odredivanje ciljeva i podrucja koja je potrebno prouciti prije nego li se problem moze rijesiti.
Kada je cilj jasno definiran, po€inje promatranje sustava, definiranje parametara koji
otezavaju ostvarenje cilja, odnosno prikupljanje podataka za procjenu vrijednosti parametara
koji utjeCu na probleme organizacije. Procijenjeni parametri se koriste za razvoj i vrednovanje
matematickog modela. Formulacija modela obuhvaca razvoj novog modela ili primjenu
postoje¢ih modela na definirani problem. Potrebno je ustanoviti da u prethodnom koraku
razvijeni matematicki model daje tocan prikaz stvarnosti. Kako bi provjerili valjanost naseg
modela trebamo provjeriti optimalnost za vrijednosti koje nisu koriStene za procjenu. Treba
imati na umu da trenutna prihvatljivost matematickog modela ne podrazumijeva njegovu
buducu prihvatljivost, model se mora aktualizirati 1 prilagoditi budu¢im ogranienjima.
Odabire se alternativa koja najbolje odgovara zadanim ciljevima. Odabrana alternativa
prezentira se donositeljima odluke. Ukoliko se preporuke prihvate, dolazi do implementacije.
Sustav se mora konstantno nadgledati i azurirati kako bi se osiguralo ostvarenje ciljeva. U
zadnjem koraku potrebno je provesti korekcije 1 adaptacije modela s obzirom na dinami¢no
okruzenje.

Na shematskom prikazu [Slika 3] prikazan je op¢i postupak prilikom modeliranja. Analizom
stanja u realnom svijetu prikupljaju se informacije za formulaciju modela. Odabranim
postupcima nad modelom nastaje odziv, zakljucci o ponasanju modela. Zaklju¢ci o modelu se

interpretiraju kako bi bili upotrebljivi u realnom svijetu. Na kraju se zaklju¢ci o modelu
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usporeduju sa zaklju¢cima do kojih se dolazi analizom realnog svijeta, ali bez koriStenja

modela. Tek se tada mogu formulirati elementi za donosSenje stvarne odluke. [2]

Procedura izrade modela [3]:

5.

© © N o

11.

definiranje problema,

promatranje sustava,

formulacija matemati¢kog modela (ukljucujuci i statisticki model) problema,
provjera modela i upotreba modela za predvidanje,

odabir odgovarajuce alternative,

prezentiranje rezultata i zakljucaka,

primjena i analiza u¢inkovitosti preporuka.

~ Model
Formulacija
Realni svijst
ostupcina modelu
, 75
I
O I
=
5 =
= : =
5. =
o )
[
:
VA
Zakljucci o realnom Interpretacija L
svijetu Zakljucci o modelu
usporedba

Slika 3. Proces modeliranja [2]

U modele operacijskih istrazivanja i njihovo rjeSavanje, mogu se ubrojiti [4]:

matemati¢ki modeli optimiranja,
modeli transporta,

teorija grafova,

modeli mreznih tijekova,

teorija igara,

modeli zaliha,

modeli repova ¢ekanja,

modeli odlucivanja,

simulacija.
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Matematicki modeli optimiranja mogu biti [Slika 4]:
12. Propisani ili optimizacijski,
13. Staticki 1 dinamicki,
14. Linearni i nelinearni,
15. Cjelobrojni i mjesovit cjelobrojni (,,ne cjelobrojni),

16. Deterministic¢ki 1 stohastic¢ki.

Matematicki modeli

Deterministicki | stohasticki
Propisani ili optimizacijski

Linearni i nelinearni
Staticki i1 dinamicki

Cjelobrojni | mjeSoviti
Slika 4. Podjela matematickih modela

Potreba da se problemi iz prakse obuhvate i rijeSe, dovode do nastanka dva pravca u
Operacijskim istrazivanjima [4]:

1. teorijski pravac,

2. primijenjeni pravac.
Nemoguce je povuéi jasnu granicu izmedu ta dva pravca. Teorijski pravac bavi se izradom
matematiCkih teorija za pojedina pitanja. Tako se kod cjelobrojnog programiranja istrazuju
svojstva diskretnih skupova, nova podru¢ja u teoriji grafova; u matemati¢kom programiranju
istrazuju se svojstva pojedinih funkcija modela, izraduju se metode za rjeSavanje teorijskih
modela. U primijenjenom pravcu razvijaju se metode za konkretne prakti€ne probleme,
programi i programski paketi. [4]
Izbor metode ovisi 0 modelu [Slika 5]. Nekada treba izraditi novu metodu za model, a u
nekim slucajevima se oslanjamo na ve¢ poznate metode . Na primjer, kod postavljenog

konkretnog linearnog modela za rjeSavanje se koristi simpleks metoda. [4]
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Metode

Metode zaliha
Teorije igara i strategije

Metode odlucivanja
Metode zamjene | obnove

Metode matematickog
Teorije masovnog posluZivanja

Metode simulacije

Slika 5. Metode operacijskih istrazivanja s obzirom na prirodu problema
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4. METODE OPERACIJSKIH ISTRAZIVANJA U USLUZNIM
DJELATNOSTIMA

S obzirom da postoji velik broj metoda OI koje se koriste u usluznim djelatnostima, u
daljnjem tekstu bit ¢e opisane samo one metode bitne za rjeSavanje problema bolnic¢kih

sustava. Ostale metode ¢e biti opisane iskljucivo u nekoliko recenica.

4.1. Nelinearno programiranje [2]

Nelinearno programiranje (NP) se bavi optimiranjem nelinearnih (linearnih) funkcija s

linearnim ili nelinearnim ograni¢enjima.

Matematicki model NP-a se moze napisati u obliku (1):

max F (x) 1)

Uz ogranicenja (2) i (3) za slucaj maksimuma dobiva se x (4):

9:i(x) <0, i=123.m )
h(x)=0, i=123..1 3)
X1
x= |7 @
xn

gdje je:

— F(x) — funkcija cilja,

— 01 ... gm — ograni¢enje u obliku nejednadzbe,

— h; ... hj— ogranicenje tipa jednadzbe.
Pritom je x € X (viSedimenzionalno), odnosno X je vektor koji mora zadovoljiti ogranicenja.
Svi vektori u rjeSenju ¢ine skup mogucih rjesenja. [2]
Dakle, problem NP-a svodi se na pronalaZzenje optimalne vrijednosti X;» . n koje Ce
zadovoljiti postavljena ogranicenja, a u optimalnom rjeSenju nelinearna funkcija cilja ce

dosegnuti maksimalnu vrijednost.
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Metode optimiranja koje se koriste kod programiranja su [2]:

1. analiticke metode — koriste se klasi¢nim tehnikama diferencijalnog i varijacijskog
racuna (parcijalne derivacije, ekstremi...); metoda se upotrebljava za jednostavnije

oblike nelinearnih funkcija,

2. numericke metode — koriste informacije iz prethodnog koraka za dobivanje boljih

rjeSenja; ove metode se koriste elementima vektorske analize,

3. graficke metode — crtanje funkcije jedne ili viSe varijabli pri cemu se trazi minimum ili

maksimum,

4. eksperimentalne metode — optimum funkcije cilja dobije se eksperimentalnim radom.

Nelinearno programiranje
\

Funkcije jedne Funkcije viSe
varijable varijabli
\ \
| \ | \
koje koriste koje ne koriste koje koriste koje ne Kkoriste
derivacije derivacije derivacije derivacije
\ \ \ \
Newtonova Fibonaccijeva metoda metoda Hooke
metoda metoda, eliminacije, _ Jeeves
metoda zlatnog metoda metoda Nedler
reza, metoda Lagrangeovih | | _\1ood metoda
aproksimacije multiplikatora, PO\,Ne”a
polinomom ... metoda
kaznenih
funkcija, kvazi -
Newtonova
metoda ...

Slika 6. Podjela metoda nelinearnog programiranja [2]
4.2. Linearno programiranje [5]

Metode linearnog programiranja (LP) su najvaZniji instrument operacijskih istrazivanja. U
linearno programiranje (LP) spadaju problemi gdje su funkcija cilja i funkcije ograni¢enja
zapisane u obliku linearnih jednadzbi i nejednadzbi. Pod linearnim programiranjem
podrazumijeva se rjeSenje nekog matematiCkog zadatka koji se sastoji u optimiranju neke

linearne funkcije ¢ije varijable zadovoljavaju neki sustav linearnih jednadzbi i nejednadzbi.
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U praksi ima veliko znacenje jer se mozZe primijeniti u rjeSavanju razlicitih problema. Tipi¢ni
problemi koji spadaju u ovu kategoriju su problemi optimalnog razmjesStanja resursa,

transportni problemi, mrezni problemi i drugi sli¢ni problemi.

Najces¢e problemi optimizacije za funkciju cilja imaju maksimum profita (kada se radi o
dobiti) ili minimum troSkova, a za ograni¢enja grani¢ne vrijednosti (limite) resursa (npr.
raspoloziv broj radnih sati, fizi¢ka ograni¢enja prostora ili transportnih sredstava). Minimum
troSkova se pri tome u opéem slucaju ne moze uzeti u uskom smislu kao minimum
operativnih troSkova. Potrebno je realnije modelirati pripadne troSkove te obuhvatiti
operativni utroSak materijala, rada (direktni i indirektni), angazman ili troSenje prostora,
strojeva i opreme iskazano putem amortizacije, popratne troskove. Sve ove elemente potrebno
je prema potrebi na odgovaraju¢i nain podijeliti jedinici proizvoda odgovaraju¢im
normativom.

Neki postupci nelinearnog programiranja (NPL) provode uzastopnu linearizaciju
problema u pojedinim tockama te onda koriste varijante LP za rjeSavanje tih lineariziranih
potproblema. Uzastopna linearizacija nelinearnih problema s ograni¢enjima provodi se kod
niza metoda NPL-a iz tog razloga potrebni su u¢inkoviti algoritmi nalazenja optimuma LP-a.
LP se najvise koristi u vojsci i industriji: proizvodni programi, izbor lokacija tvornica,
optimalno planiranje investicijskih ulaganja, razmjestaj strojeva, izbor optimalnih tehnoloskih
postupaka, sastavljanje optimalnih planova prehrane, transporta, izbor i razmjestaj sredstava
naoruzanja. Uspjesnost optimizacije kod linearnih problema ovisi o znanju 1 sposobnosti

inZenjera koji modelira promatrani problem.

4.2.1. Opdi oblik problema linearnog programiranja
Op¢i problem kod LP-a definiran je sa:
— funkcijom cilja (5) i

— ograni¢enjima (6),(7) i (8).

No
min f(x) = Z cix; zail=1,n, ()
i=1
No
Z a;jx; =b; zaj=1m, (6)
i=1
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Gdje su:

No
Z aijxl- < b] (7)
i=1
No
z aijxi = b] (8)
i=1

no zadani broj varijabli,

Mo izvorno zadani broj ograni¢enja,

ci koeficijenti funkcije cilja (konstante),
a;; konstantni koeficijenti,

bj vrijednosti granica

Svi linearni problemi mogu se svesti na standardni oblik. Kod standardnog oblika LP vrijede

sljededi uvjeti:

1.

2
3.
4

odreduje se minimum funkcije cilja,
sve varijable su nenegativne,
slobodni koeficijenti desnih strana jednadzbi ograni¢enja su nenegativni,

sva ogranic¢enja su svedena na ogranic¢enja jednakosti, odnosno (9):

min f(x) = ¢"x
uzAx=»>b )

x=0

Da bi se op¢i problem sveo na standardni oblik, potrebno je provesti sljedece intervencije u

modelu

1.

optimiranja za konkretni LP:

Potrebno je da su ¢lanovi desne strane ogranic¢enja (bj) nenegativni, §to se postize
eventualnim mnoZenjem ogranicenja sa (-1), kada se mijenja i karakter znaka
nejednakosti u ograni¢enju, iz < u > 1 obrnuto.

Varijable x;j moraju biti nenegativne, pa ako je neka varijabla slobodnog predznaka

treba je zamijeniti s razlikom dvaju novouvedenih nenegativnih varijabli (10):

Xi = Xi1 — Xio (10)
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Izraz (10) ima nepovoljnu posljedicu da uvodi niz dodatnih varijabli u problem. Kao
alternativa ovom izrazu moze se i¢i na dodavanje velike pozitivne konstante K; (ili

konstante K) varijabli x; na nacin (11):

x; = x;i" —K; (11)
no to ima za mogucu posljedicu numericki slabo uvjetovan problem, uz nuznost da se
nakon rjesavanja LP provjeri jesu li sve konstante dovoljno velike da su varijable
pozitivne. U suprotnom problem treba rijesiti iznova s ve¢om vrijednosti K;.
3. Pretpostavlja se trazenje minimuma funkcije f(x), pa ako je u zadatku potrebno

odrediti maksimum, mozZe se npr. primijeniti transformacija (12):

max(f) - min(—f) (12)
4. U standardnom obliku LP, prihvatljiva su samo ograni¢enja jednakosti, pa se
ograni¢enja u obliku nejednadzbi svode na ogranic¢enja u obliku jednadzbi uvodenjem

(nenegativnih) dopunskih varijabli (eng. slack variables i surplus variables s;) na

nacin (13):
umjesto: A1 X1 + Ajpxy + o+ apx, < ili = b;
(13)
slijedi: a1 X1+ appx, + o+ apmx, +s;=>b; zas; =0
Time se LP u standardnom obliku mozZe zapisati kao (14):
minf =c’x ili minf = Z cx; zai=1,n (14)
uz ograni¢enja (15) i (16):
n
Ax=D>b ili z ainj = bi zai = 1,m (15)
j=1
x>0 (16)

gdje je:
— n ukupan broj varijabli (zadane varijable plus dopunske varijable nastale kod
svodenja u standardni oblik)

— mukupan broj ogranicenja.
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Jednadzbe ograni¢enja moraju biti linearno nezavisne uz uvjet m < n, jer inae ne postoje

stupnjevi slobode problema potrebni za optimizaciju.

Obzirom da je gradijent kod linearnih problema konstantan, optimum smjerom pada
funkcije tezi u beskonac¢nost ako podrucje nije ograni¢eno. Dopusteno podrucje kod LP mora
biti omedeno da bi postojao minimum. Kod LP optimum uvijek lezi na nekom ograni¢enju
odnosno na rubu dopustivog podrucja, Sto znaci da je u tocki optimuma aktivnho neko
ogranicenje. Ovo slijedi iz prirode linearne funkcije cilja, ali i1 iz postavljanja nuznog uvjeta
ekstrema f(x), s obzirom da nisu svi koeficijenti funkcije cilja c¢; jednaki nuli. Stoga se
postupak trazenja rjeSenja LP svodi na trazenje dopustivog rjeSenja (koje zadovoljava
ograniCenja) uz istovremeno smanjivanje vrijednosti funkcije cilja. Kako optimum kod
linearnih problema lezi na nekom od ogranicenja, algoritam trazenja optimuma moze se svesti

na pretrazivanje granica dopustivog podrucja.

U nD prostoru (problem sa n varijabli), svako ograni¢enje u obliku jednadzbi geometrijski
predstavlja (n-1) dimenzionalnu hiperplohu. Funkcija cilja f = ¢"x je hiperravnina u nD

prostoru ¢iji je gradijent vektor koeficijenata c. Dopustivo podrucje (eng. feasible region) je

onaj dio nD prostora (domena) gdje su zadovoljena sva ogranicenja.

Kod 2D problema domena je dio ravnine Oy, a ograni¢enja u obliku jednadzbi su pravci u
toj ravnini. Pravcima u toj ravnini mogu se prikazati i nivo-linije funkcije cilja. Funkcija cilja
je ravnina iznad domene odnosno ravnine Oy, koja Se unutar domene moze prikazati svojim
nivo-pravcima (izo-linije). Dopustivo podrucje je zatvoreni poligon. Kod 3D problema
domena je u prostoru Oyixoxs, @ 0granic¢enja jednakosti su ravnine u tom prostoru.
Aktivna ograni¢enja su ona gdje su uvjeti ograni¢enja zadovoljeni sa znakom jednakosti, $to
zna¢i da u aktivna ograni¢enja spadaju sva ograniCenja jednakosti i ona ogranicenja
nejednakosti gdje je ogranienje nejednakosti (< , >) zadovoljeno sa znakom jednakosti
(ograni¢enja na kojima lezi trenutna tocka), odnosno gdje su vrijednosti dodatnih varijabli s;
jednake nuli.
Moguc¢i slucajevi rjeSenja LP su:

— jedinstveno rjesenje,

— nejedinstveno rjesenje, rjeSenje brid poligona (aktivno ogranicenje),

— neogranic¢en problem, rjeSenje je u beskonacnosti,

— nemogu¢ problem, dopustivo podrucje ne postoji.
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Kod posljednja dva slucaja, ako je ocito da rjeSenje za zadani problem mora postojati, gresku

treba pronaci u postavljanju modela LP.

Pretpostavka je da je LP sveden na standardni oblik te da ima m jednadzbi ograni¢enja
jednakosti i ukupno n varijabli. Bazi¢no rjeSenje problema je (dopustivo) rjeSenje sustava
jednadzbi ograni¢enja (15) 1 (16) kada se visak varijabli postavi jednakim nuli, dok se ostalih
m varijabli nazivaju bazi¢nim varijablama i mogu se odrediti iz m jednadzbi ograni¢enja.
Visak varijabli nakon zadovoljavanja zadanih ograni¢enja, odnosno (n — m) varijabli, nazivaju

se nebazi¢nim varijablama.

Trazenje optimuma Se svodi na trazenje optimuma medu baznim dopustivim rjeSenjima
odnosno na kretanje po poligonu ograni¢enja Uz istovremeno smanjivanje vrijednosti funkcije
cilja.

Kako je broj baznih rjesenja velik, za rjeSavanje stvarnih problema je potreban ucinkovit
algoritam. Kombinacije za n varijabli i m ograni¢enja, za stupanj slobode problema Koji

odgovara visku od (n — m) varijabli daje najveéi broj baznih rjesenja (17):

(n) _ n! (17)

m’/  m!(n—m)!

4.2.2. Simpleks metoda [5]

Simpleks postupak je specijalizirani algoritam za uéinkovito rjeSavanje LP zadanih u
standardnom obliku. Postupak se svodi na kretanje po skupu bazi¢nih dopustivih to¢aka uz
istovremeno smanjenje vrijednosti funkcije cilja. Postupak daje rjeSenje ili informaciju postoji
li rjeSenje (jednostruko ili visestruko), te radi li se o neogranic¢enom problemu ili problemu
koji nema rjesenje.

Simpleks u nD prostoru je konveksni skup od (n + 1) tocke koje ne leze na istoj hiperravnini,

odnosno u 2D (ravnini) skup od tri tocke koje ne leZe na istom pravcu.

4.2.2.1. Jednofazni postupak

Jednofazni postupak predstavlja problem s ograni¢enjima < . Sustav jednadzbi ogranienja
(15) sa m jednadzbi i n varijabli svodi se na kanonski oblik, odnosno takav oblik gdje u svakoj
jednadzbi postoji jedna varijabla s jedini¢nim koeficijentom koja se ne pojavljuje ni u jednoj

drugoj jednadzbi (18):

I(m xm) " Xm + Q(m x(n-1)) " Xm-m) = b (18)
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gdje je:
— | jedini¢na matrica reda m,
— X vektor varijabli,

— Q matrica koeficijenata.

Sustav jednadzbi (15) ima m jednadzbi pa se njegovom primjenom moze odrediti vrijednost m
varijabli. Ostale varijable, njih (n — m), mogu poprimiti proizvoljne vrijednosti te
predstavljaju slobodu u definiciji problema, a problem simbolic¢ki re¢eno ima beskonacno
mnogo kombinacja rjeSenja.

Kada se u sustavu (18) nebazi¢ne varijable X - m) postave na nulu, rjeSenje za bazi¢ne
varijable je X, = b. Rije¢ je naravno o jednom od dopustivih rjeSenja jer zadovoljava sustav
ogranicenja (15).

Kod problema gdje su sva zadana ograni¢enja oblika Y a;jx; <b; sustav jednadzbi
ograni¢enja u obliku (18) se dobiva izravno. Dopunske varijable prema (13) koje ograni¢enje
nejednadzbe transformiraju u ogranicenje u obliku jednadzbe postaju u ovom slucaju bazi¢ne
varijable s obzirom da se pojavljuju samo u jednoj jednadzbi pripadnog ogranicenja.

Sada slijedi korak prijelaza iz jednog bazicnog dopustivog rjeSenja u drugo, geometrijski
susjedno bazi¢no dopustivo rjesenje, uz smanjenje vrijednosti funkcije cilja. Ovo se realizira
primjenom Gauss — Jordanove eliminacije (GJ) [Slika 7]. Pri tome p-ta bazi¢na varijabla
postaje nebazi¢nom i zamjenjuje mjesto sa g-tom nebazi¢nom koja postaje bazi¢na varijabla
(uz uvjet apg#0). Tako se mijenja skup bazi¢nih varijabli.

To implicira da X, mora biti eliminiran iz svih redaka osim p-tog, a cijeli g-ti stupac dobiva
koeficijente nula osim a,q = 1, $to se postize eliminacijom ¢lanova g-tog stupca u svim recima
(18) pomocu p-tog retka (pivot redak). Ovaj postupak odgovara koraku eliminacije kod

Gaussove metode. Dijeljenje pivot retka s pivot elementom slijedi prema (19):

r_apj

Apj —apq zaj=1,n
(19)?
! bp
b, =—
Apq

2 .. . .. v . .
Nove vrijednosti koeficijenta oznacuju se sa crticom (')
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Eliminacija [Slika 7] u g-tom stupcu (20):

P TR
a;j' = a;j — ap; e zaj=1,n
(20)
1 aiq . .
b =b;— by -— j=1m,i#p
Apq
H J
A J=n
L
PSS TSSOSO SOSSUOIs INSSN OSSO
1 |i=p i
optl Clan @ ay &
i=m i=m

Slika 7. Shema Gauss — Jordanove eliminacije[5]
Za pivot stupac g odabire se (nebazi¢ni) stupac s najnegativnijim koeficijentom koeficijentom
u retku funkcije cilja. Razlog ovome je to $to je vrijednost nebazi¢nih varijabli postavljena na
nulu, pa se najvece smanjenje funkcije cilja postize promjenom vrijednosti iz nula one
nebazi¢ne varijable Ciji je pripadni koeficijent funkcije cilja najnegativniji. Ako su svi
koeficijenti nenegativni, postavljanje bilo koje nebazi¢ne varijable u bazicnu ne smanjuje
funkciju cilja. Za pivot redak odabire se onaj gdje je omjer koeficijenta desne strane b s
pozitivnim ¢lanom u (-tom stupcu najmanji, pa bazi¢na varijabla koja pripada tom retku u
idu¢em koraku postaje nebazi¢na. Ako su svi koeficijenti u pivot stupcu g negativni, problem
je neomeden (neogranicen), pa je rjeSenje f = - co. Ako se ovo pravilo ne postuje, iduca tocka
moze biti nedopustiva. Zamjena varijabli znaci korak prema iducoj (susjednoj) bazi¢noj
dopustivoj tocki uz smanjenje vrijednosti funkcije, $to se ponavlja do dolaska u ekstrem. GJ
eliminacija se provodi i u zadnjem retku tablice (funkcija cilja) koji ima koeficijente samo uz
nebazi¢ne varijable. Kada svi koeficijenti retka funkcije cilja tijekom postupka postanu
nenegativni, dobiveno je rjesenje, a ako je neki od njih nula, moguéa su viSestruka rjesenja.
Obi¢no se primjenjuje tabli¢ni zapis sustava jednadzbi ograniCenja (18). Svakom retku
(pojedinom ogranicenju) pripada odgovaraju¢a bazi¢na varijabla, Cija se vrijednost (uz

nebazic¢ne varijable postavljene na nulu) vidi u stupcu b.
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Na dijagramu [Slika 8] je pregledno prikazan dijagram toka za postupak rjeSavanja simpleks
problema.

Pocetak iz bazi€nog dopustivog rieSenja, tabli¢ni zapis. Ciljna
funkcija izrazena samo preko nebazi¢nih varijabli. S nebazitnim
varijablama postavljenim na nulu trenutno rijesenje je xi = bi, iznos
optimuma u zadnjem retku tablice

Svi reducirani koeficijenti fedenie
funkciie cilia nenegeativni J J
Odabir pivot stupca: stupac s najnegativnijim koeficijentom funkcije
cilja. Pripadna varijabla tog stupca postaje bazicnom varijablom u
idu¢em koraku
Problem je
Svi elementi pivot stupca negativni neogranicen
Korigirati
model LP

Korak redukcije:

- Pivot redak je onaj s najmanjim omjerom koeficijenta desne
strane jednadzZbe ogranicenja i pozitivhim elementima u pivot
stupcu

- Pripadna bazi€na varijabla pivot retka postaje nebazicna

- Provesti GJ eliminaciju, ukljucivo s retkom ciljne funkcije prema
izrazima (19) i (20)

Identifikacija novih bazi¢nih i nebaziénih varijabli, odnosno novog
bazi¢nog dopustivog rjiesenja

Slika 8. Dijagram toka simpleks postupka [5]
4.2.2.2. Dvofazni postupak

Dvofazni postupak predstavlja zadani problem s ograni¢enjima <, =, > . U ovom sluéaju
potrebno je odgovaraju¢im postupkom doci u polazni oblik jednofaznog postupka Za svako

ogranicenje tipa = i > nuzno je uvesti po jednu umjetnu varijablu (eng. artificial variable) u
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odgovarajuc¢e ograni¢enje kako bi se dobio polazni kanonski oblik jednofaznog postupka.
Time umjetne varijable postaju bazi¢ne varijable doti¢nih jednadzbi ograniCenja, a sustav
poprima pocetni kanonski oblik sustava jednadzbi u prostoru proSirenom umjetnim
varijablama (eng. expanded space). Pri tome se koristi umjetna funkcija cilja koja predstavlja

sumu svih umjetnih varijabli, ali izrazenu preko nebazi¢nih varijabli.

Redoslijed dvofaznog postupka isti je kao kod jednofaznog postupka, .ali u proSirenom
prostoru, i to u nizu koraka sve dok se ne dode do to¢ke u polaznom prostoru, kada se
prosireni prostor povrati u prostor polaznih varijabli. Ovo se dogada kada sve umjetne
varijable postanu nebazi¢ne, odnosno s vrijednostima jednakim nuli, ¢ime je i umjetna
funkcija cilja jednaka nuli. Od ove toc¢ke dalje, Simpleks metodom Se u izvornom prostoru

kora¢a do optimuma, a umjetna funkcija cilja i umjetne varijable se odbace.

Kod zapisa tablice problema, polazna funkcija cilja se pojavljuje u pretposljednjem retku, a
umjetna funkcija cilja u posljednjem. Pri tome je prethodno potrebno umjetnu funkciju cilja
izraziti isklju¢ivo preko nebazi¢nih varijabli, §to se postize eliminacijom (supstitucijom)
bazi¢nih varijabli iz umjetne funkcije cilja putem jednadzbi ograni¢enja. U ovom dijelu
postupka (prva faza) izvorna funkcija cilja se tretira kao ogranicenje te se i nad njom provodi
Gaussova eliminacija (kao u (19) i (20)) ¢ime ona na kraju prve faze postupka ostaje funkcija

trenutno nebazi¢nih varijabli.

Polazni problem se prvo mora svesti na standardni oblik. Prva faza postupka je zavrSena kada
je dostignut optimum prve faze, odnosno kada je vrijednost umjetne funkcije cilja i umjetnih
varijabli nula. Tada se proSireni prostor reducira u polazni prostor odbacivanjem umjetnih
varijabli i umjetne funkcije cilja. Ukoliko se prva faza ne uspije na ovaj nacin rijesiti, problem
je pogresno zadan ili loSe modeliran (npr. pogresno zadana ograni¢enja).

Alternativno se umjesto dvofazne Simpleks metode moze koristiti i BIG- M, metoda s
kaznenim multiplikatorima. Kod ove metode se takoder uvode umjetne varijable, ali se ne
uvodi umjetna funkcija cilja. Umjesto toga se umjetne varijable, pomnoZene s velikim
nulu logikom kaznene funkcije. Kazne funkcije obradene su u nelinearnom programiranju.
Prije provedbe Simpleks metode, umjetne varijable (koje su bazi¢ne) eliminiraju se u funkcije

cilja primjenom odgovarajucih jednadZbi ogranicenja.
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Na slici [Slika 9] prikazan je dijagram toka za prvu fazu postupka rjeSavanja dvofaznoe
metode. Nakon prve faze rjeSavanje se nastavlja s drugom fazom prema proceduri prikazanoj

na dijagramu toka [Slika 8] za jednofaznu metodu.

Uvesti dodatne varijable za ograni€enja < i = za standardni oblik LP.
Definirati umjetne varijable za ograni€enja tipa = i 2 slijedi kanonski
oblik sustava jednadzbi ogranienja

y

Definira se umjetna funkcija cilja koja se izrazi samo preko
nebazi¢nih varijabli, $to se ostvari eliminacijom (supstitucijom)
umijetnih varijabli primjenom jednadZbi ogranicenja.

|
Formira se tablica problema sa polaznom funkcijom cilja u
pretposljednjem retku tablice, koja se u prvoj fazi postupka tretira
kao ograniCenje. Umjetna funkcija cilja je u posljednjem retku
tablice.

J

Pretragom koeficijenata posljednjeg retka (umjetna funkcija cilja)
utvrdi se stupac sa najnegativnijim koeficijentom ¢ija varijabla
postaje bazi¢na.

!

Usporedbom omjera koeficijenta desne strane jednadzbe s
pozitivnim koeficijentom bazi¢nog stupca slijedi bazi¢ni redak. Ako
je ovo nemoguce ostvariti, problem je neomeden. Varijabla tog
retka postaje nebazi¢na.

IzvrSi se GJ eliminacija u prostoru proSirenom s umjetnim
varijablama.
da Postoji li jo$ negativnih

koeficijenata posljednjeg retka
(umjetna funkcija cilja)?

Svi koeficijenti zadnjeg retka su negativni i vrijednosti umjetne
funkcije cilja su jednake nuli. Prva faza dvofazne simplex metode je
zavrSena. Dobiveno je pocetno dopustivo rieSenje za drugu fazu
odnosno rieSenje zadanog problema.

Druga faza provesti postupak za
jednosfazni simpleks

Slika 9. Dijagram toka dvofaznog simpleks postupka [5]
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4.2.3. Dual [5]

Ovdje je prenesena samo osnovna informacija kao. Za svaki LP problem sa n varijabli i m
ograni¢enja (primami problem) postoji dualni problem sa m varijabli i n ograni¢enja. Iz
rjesenja jednog moze se dobiti rjeSenje drugog.
Svaka varijabla dualnog problema je pridruzena ograni¢enju zadanog (primarnog) problema i
obrnuto. Svaka varijabla primarnog problema pridruzena je ograni¢enju dualnog problema.
Primami problem ima ograni¢enja tipa <, a dualni tipa> .
Koeficijenti funkcije cilja (,cijene) primarnog problema postaju slobodni koeficijenti
jednadzbi ogranicenja (,,granice resursa“) dualnog problema. Slobodni koeficijenti jednadzbi
ogranicenja primarnog problema postaju koeficijenti funkcije cilja dualnog problema.
Matrica koeficijenata jednadzbi ograni¢enja primarnog problema Se transponira za
ograni¢enja dualnog problema. Trazenje maksimuma| primarnog problema postaje trazenje
minimuma dualnog problema. Nenegativnost varijabli vrijedi za zadani i dualni problem.
Ogranicenja jednakosti se transformiraju u dvostruka ograni¢enja nejednakosti <1i>.

Ako je primami problem definiran sa (21) sa ograni¢enjima oblika < i slobodnim

predznakom b,

T

maximum c'x
(21)
ograniCenja: A xn) "X <b
tada je dualni problem (22):
maximum bT -y
(22)
ograni¢enja: AT-y=>c
gdje su:
— y dualne varijable y;, i = I, m, svaka pridruZzena po jednom ograni¢enju primarnog
problema.

Standardni zapis dualnog problema slijedi iz zapisa LP u obliku (21), gdje se ogranic¢enja
svode na oblik < mnoZenjem ogranicenja oblika sa -1 bez obzira na promjenu predznaka b, te
svodenja ogranicenja tipa = na tip < . Nakon rjesenja dualnog LP, iz odgovarajuc¢e konacne
tablice (iz reduciranih koeficijenata funkcije cilja u stupcima dodatnih varijabli uz

ograni¢enja) moze se dobiti rjeSenje primarnog LP.
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4.2.4. Postoptimalna analiza[5]

Postoptimalna analiza se nadovezuje na optimalno rjeSenje. Posebno se to odnosi na
analizu osjetljivosti. Osjetljivost problema na promjene konstanti u izrazima ograni¢enja
izravno je ovisna o vrijednostima Lagrangeovih mnozitelja u tocki rjeSenja. Uvidom u
vrijednosti koeficijenata u zavrsnoj tablici problema, moguce je do izvjesne mjere napraviti
analizu osjetljivosti, odnosno odrediti promjenu optimalnog rjesenja za odredenu promjenu

nekih ulaznih podataka problema.

Kod LP vrijednost Lagrangeovog mnozitelja za pojedino ograni¢enje jednaka je iznosu
reduciranog koeficijenta funkcije cilja u stupcu dodatne ili umjetne varijable koja pripada tom
ogranicenju (u zavrsnoj tablici u kojoj je dobiveno rjesenje):
— kod ograni¢enja <, to je reducirani koeficijent funkcije cilja uz pripadnu dodatnu
varijablu u zavr$noj tablici, nenegativne vrijednosti
— kod ograni¢enja = , to je reducirani koeficijent funkcije cilja uz pripadnu umjetnu
varijablu u zavr$noj tablici, slobodnog predznaka
— kod ogranic¢enja tipa > , to je reducirani koeficijent funkcije cilja uz pripadnu
umjetnu varijablu u zavr$noj tablici (nepozitivne vrijednosti) ili (ekvivalentno)
reducirani koeficijent funkcije cilja uz pripadnu dodatnu varijablu u zavrsnoj tablici,

suprotnog predznaka

4.2.4.1. Analiza osjetljivosti[4]

U analizi osjetljivosti se istrazuje koliko se po€etni podaci mogu promijeniti uz uvjet da
se optimalno rjeSenje ne mijenja. RjeSenje viSe nije optimalno ili dopusteno kada se za
primjer duala, na desnoj strani pojavi negativni element ili se on pojavi u funkciji cilja.
Pomocu analize osjetljivosti izracunavaju se, moguci pomaci pojedinih ograni¢enja izmedu
dviju tocaka koje su susjedne optimumu. Formalna racunica se svodi za izraCunavanje
najmanjeg pozitivnog i apsolutno najmanjeg koeficijenta od elemenata desne strane i
koeficijenata, odnosnog stupca. Ti kvocijenti odgovaraju onima koji se izraCunavaju u drugoj

fazi za izbor pivot reda.

Dosada smo se pitali za promjene koje su se ispoljavale na optimumu ako se pocetne primame
vrijednosti (elementi desne strane) nebazi¢nih varijabli optimuma promijene. Takva promjena
moze se interpretirati kao pomak pojedinih ograni¢enja dopustenog rjeSenja. Na isti se nacin

pita 1 za pomak optimuma ako se pocCetne dualne vrijednosti (koeficijent funkcije cilja)
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bazi¢nih varijabli koje se nalaze u optimalnom rjesenju promijene. Takva promjena moze se

predstaviti kao okretanje funkcije cilja.

Okretanje funkcije cilja u gornjem problemu postize se npr. promjenom koeficijenta funkcije
cilja. Kod analize osjetljivosti se trazi apsolutno najmanja negativna vrijednost i najmanja
pozitivna vrijednost za kod koje koeficijent funkcije cilja postaje negativan. Te vrijednosti
oznacavaju granice do kojih se moze mijenjati prvotni koeficijent iz funkcije cilja

odgovarajuce varijable prije nego optimum sko¢i na neku drugu ugaonu toc¢ku

U sazetom obliku pravila racunanja glase: kod analize osjetljivosti nebazi¢nih varijabli
apsolutno najmanji negativan i najmanji pozitivan kvocijent iz primarnih vrijednosti i
odgovarajuceg stupca optimalnog rjeSenja pokazuje Sirinu odstupanja oko odgovarajuce
pocetnog rjesenja iz apsolutno najmanjeg negativnog i najmanjeg pozitivnog kvocijenta iz

dualnih vrijednosti i koeficijenta odnosnog reda optimalnog rjesenja.

4.2.4.2. Parametarsko programiranje

Kod ovog programiranja ide se korak dalje u odnosu na analizu osjetljivosti. Ne pita se
samo koliko je moguce promijeniti pojedine pocetne koeficijente nego ih se i mijenja.
Promjene se mogu odnositi na elemente desne strane (primame vrijednosti), na koeficijente
funkcije cilja (dualne vrijednosti) ili pak na preostale koeficijente. Istovremeno je moguce
promijeniti viSe koeficijenata, Sto znai da se promjena izvrS$i u jednom cEvrsto zadanom

odnosu. [3]

4.3. ViSekriterijalno programiranje

U procesu odlucivanja ¢esto nije moguce definirati samo jednu funkciju cilja. Kriterija,
koje traZeno rjeSenje treba zadovoljavati, obi¢no ima viSe. Kod izbora automobila, na primjer,
bilo pri kupovini ili proizvodnji, Zelimo ostvariti $to veéu udobnost, brzinu i ubrzanje uz
najmanju cijenu i utroSak goriva. Problem prehrane trazi zadovoljenje dnevnih potreba
organizma uz najmanje troSkove 1 minimalnu konzumiranu koli¢inu Stetnih tvari. Kod
planiranja proizvodnje Zeli se posti¢i maksimalni doprinos za pokrice (razlika izmedu prihoda
I direktnih troskova), ali cilj moze biti i zadovoljenje potreba trzista u §to kracem roku. lzbor
konacnog rjeSenja tada predstavlja kompromis izmedu nekoliko zahtjeva, Cesto suprotnih. Od
donosioca odluke zahtijeva se da procijeni prihvatljivost ponudenog rjeSenja i eventualno
usmjeri proces optimizacije prema boljemu. Metoda visekriterijalnog programiranja ima

mnogo, od kojih svaka ima svoje prednosti, ali i nedostatke. [1]
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ViSekriterijalno programiranje moze se podijeliti u dvije osnovne kategorije [1]. U prvu
kategoriju spadaju metode optimalnog izbora, koje se koriste u slucaju kada treba izabrati
najbolju moguénost izmedu ograni¢enog broja prethodno definiranih mogucénosti. Svaka ¢e
mogucénost biti opisana s nekoliko atributa, koji mogu biti kvalitativni i kvantitativni. Kao
optimalno rjeSenje odabire se mogucnost ¢iji su atributi po nekim kriterijima bolji od atributa
ostalih mogucénosti. Te ¢e se metode koristiti, primjerice, pri kupovini elektroni¢kog racunala
kad treba izabrati najpovoljniju izmedu nekoliko ponuda raznih proizvodaca, pri odabiranju

poslovnih partnera i sli¢no.

U drugu kategoriju spadaju metode optimizacije s viSe funkcija cilja koje nisu povezane s
izborom iz skupa prethodno definiranih rjeSenja. Problemi kojima se te metode bave sastoje
se od odredenog broja funkcija cilja koje treba maksimizirati ili minimizirati i skupa
ogranicenja koja se postavljaju na varijable modela. Takvi problemi imaju beskona¢no mnogo
rjesenja. Kao primjer za tu grupu metoda moze se navesti problem prehrane ili oblikovanja

novog proizvoda.

Svaka metoda viSekriterijalnog programiranja zahtijeva prisutnost ¢ovjeka koji postavlja
zahtjeve, usmjerava proces optimizacije i na kraju prihvaca ili odbija ponudeno rjesenje. Za tu
osobu, ili vise njih, uobicajeni je naziv donosilac odluke. Dalja podjela obiju grupa vrsi se
prema ucescu donosioca odluke u procesu optimizacije. [1]

Metode optimizacije s viSe funkcija cilja dijele se prema zahtjevima koji se postavljaju na
donosioca odluke da usmjeri proces prema zadovoljavaju¢em rjeSenju,te prema tipu informacija
koje treba dati u proces i prema trenutku u kojem su te informacije potrebne. Tako postoje metode
koje ne zahtijevaju od donosioca odluke da se izjasni o preferencijama na funkciju cilja, odnosno
metode kod kojih se preferencije zadaju prije procesa optimizacije, u toku njega, ili nakon njega.
Metode optimalnog izbora dijele se prema tome daje li donosilac odluke informaciju o svojim
zahtjevima na atribute modela, ili se izja§njava o preferenciji neke moguénosti, ili ne daje nikakvu

informaciju.

4.4. Dinamicko programiranje [1]

Dinamicko programiranje je metoda za modeliranje 1 rjeSavanje posebno strukturiranih
zadataka vezanih uz vise — etapne procese odlu¢ivanja. Problem se rjesava po fazama, te se u
proracunu svake faze koriste optimalne vrijednosti dobivene u prethodnoj fazi. Taj je

postupak poznat kao Bellmanov princip i njime se dobije slijed optimalnih odluka.
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Dakle, proces se sastoji od niza etapa i u svakoj od njih treba donijeti odluku, tj. treba izabrati
vrijednosti parametara odlu¢ivanja pri ¢emu taj izbor ovisi o prethodnom ponasanju procesa i

utjece na buduce ponasanje procesa.

Kod dinamickog programiranja ne moze se postaviti striktna matematicka formulacija. Nije
jednostavno definirati ni klase problema koji se na taj na¢in mogu rijesiti, niti tipi¢na podrucja
primjene.

Dva najpoznatija problema dinamickog programiranja su problem najbrzeg prijenosa i

problem raspodjele investicija.

4.5. Cjelobrojno programiranje [1]

Kod velikog broja problema u matemati¢kom programiranju postoji zahtjev da varijable
imaju cjelobrojne vrijednosti. Cjelobrojnost se javlja kod razli¢itih problema: investicijski
problemi instaliranja veceg broja strojeva, razmjeStanje radnika na odgovarajue strojeve,

problem montaze, problem fiksnih troskova, itd.

Ponekad se cjelobrojni modeli koriste za rjeSavanje necjelobrojnih problema kako bi se
ubrzao proces rjeSavanja problema (trgovacki putnik, problem lokacije). Tako primjerice
simpleks metoda uvijek daje necjelobrojne vrijednosti varijabli, a sporedna ¢e ogranicenja
zahtijevati da sve strukturne varijable ili samo neke budu cijeli brojevi. Ukoliko su samo neke
varijable cijeli brojevi, radi se o mjeSovito — cjelobrojnom programiranju. A ako su sve
strukturne varijable cijeli brojevi radi se o diskretnom ili cjelobrojnom programiranju. [4]

Za odredivanje optimalnih cjelobrojnih rjeSenja LP-a razvijeni su specijalni algoritmi
rjeSavanja:

1. metode odsijecanja ravnina — uvodenjem hiperravnina skup mogucih rjeSenja se
iterativno suzava dok ne padne na cijeli broj,

2. metode stabala odluc¢ivanja — pokusSava se od optimalnog MjeSovito cjelobrojnog
rjeSenja postepenim uvodenjem pojedinih cjelobrojnih vrijednosti za varijable, do¢i do
optimalnog cjelobrojnog rjesenja,

3. heuristicke metode — vode do suboptimalnih rjeSenja (prednost im je u brzem vremenu

racunanja, a nedostatak $to ne pronalaze uvijek optimalno rjesenje).
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4.6. Transportni problem

Transportni problem (TP) je specijalni slucaj linearnog optimiranja. Cilj transportnog
problema je odrediti najbolji nacdin transporta od viSe izvora sredstava tj. ishodiSta (npr.
skladista sirovina, materijala, proizvodna poduzeca koja opskrbljuju potrosaca) do korisnika
izvora sredstava tj. odredista. Najéesce se razmatra problem minimalnih transportnih troskova
prijevoza neke robe. [2]

Osnovne znacajke transportnoga problema:

— izvori sredstava, tj. ishodiSta oznaCavaju se sa Ry, Ry, ..., Rj (i=1, 2, ..., r), a njihov
kapacitet sa Xio,

— korisnici izvora sredstava, tj. odrediSta oznacavaju se sa S1, S, ..., §;(J = 1, 2, ..., 9),
a njihovi kapaciteti sa Xgj;

— sa X;j oznacava se koli¢ina materijala koja se preveze iz bilo kojeg i-tog ishodiSta u
bilo koje j-to odrediste, a sa Cjj troSak transporta jedinice tereta iz bilo kojeg i-tog
ishodista u bilo koje j-to odrediste.

Kod ovakvih problema mogu nastupiti dvije situacije:

1. da je suma ponude jednaka sumi potraznje - u tom slucaju se govori o zatvorenom

modelu transporta, tj.

r N

zxio = Xoj » (23)

i=1 I

1l
=

2. ili da suma ponude nije jednaka sumi potraznje - u tom se slucaju govori o otvorenom

modelu transporta, tj.

ino * Xoj . (24)

i=1 j=1
Za drugi slucaj je potrebno model zatvoriti uvodenjem fiktivnog ishodista, odnosno odredista

(ovisno o tome nedostaje li ponude ili potraznje).

Kako bi se rijesio zadani transportni problem potrebno je definirati funkciju cilja F(x) i
sistem ogranicenja. Zatim je potrebno odrediti nenegativne vrijednosti varijable x; (i = 1, 2,
. ) =12,..,9) tako da se ostvare minimalni ukupni troskovi transporta iz r-tog ishodista

u s-to odrediste, a da se pri tome zadovolje uvjeti ponude i potraznje.
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Matematicka formulacija problema glasi:

F(x)zzr:zs:cij-xijﬁmin. (25)

i=1 j=1
Uvjeti ponude su:
S
X1j = X10
j=1
S
X2j = X20
S
Xrj = Xro
j=1
Uvjeti potraznje su:
T
Xi1 = Xo1
i=1
T
Xiz2 = Xo2
i=1 (27)
T
Xis = Xos
i=1

Pri tome vrijedi uvjet nenegativnosti varijabli:
x; =20, i=1,2,...,r;j=1,2,..,s. (28)

U opéem slucaju transportnog problema moze se postaviti ukupno (r + s) jednadzbi:

— I jednadzbi za ishodista,

— Sjednadzbi za odredista.
Zbog uvjeta jednakosti sume ponude i sume potraznje broj neovisnih jednadzbi bit ¢e (r + s —
1). Broj neovisnih varijabli odreduje broj varijabli X;; koje mogu poprimiti vrijednost vec¢u od

nule (xij > 0) u nekom otvorenom nedegeneriranom rjeSenju. Varijable koje imaju vrijednost
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strogo vecu od nule (>), zovu se bazne varijable. Ako je broj baznih varijabli manji od (r +s —
1), tada ¢e nastupiti degeneracija, a takvo se rjeSenje u teoriji linearnog programiranja naziva
osnovno degenerirano rjesenje.
Znacajke metoda za rjeSavanje transportnog problema jesu u tome $to sam problem rjesavaju
u dvije faze:
1. najprije se odreduje pocetno rjesenje,
2. zatim se vrSi poboljSanje pocetnog rjeSenja (Sto je u vecini slucajeva iterativni
postupak pronalazenja konacnog, tj. optimalnog rjesenja).
Za odredivanje pocetnog rjeSenja koriste se dvije metode, metoda sjeverozapadnog kuta i
Vogelova metoda.
Za odredivanje optimalnog rjeSenja mogu se koristiti sljedec¢e metode:
— Stepping-Stonova metoda (metoda skakanja s kamena na kamen),
— MODI metoda,
— Ford-Fulkersonova metoda.
Ovim postupcima se provjerava je li po¢etno osnovno rjesenje optimalno i pronalazi se bolje

rjeSenje.
4.6.1. Metoda sjeverozapadnog kuta

Metoda sjeverozapadnog kuta (Northwest corner rule) kao polaznu tablicu uzima tablicu u
kojoj su dane ponude ishodista i potraznje odredista. Polazi se od lijevog gornjeg kuta te se
usporeduju potrebe Xg I Xo1.

a) AKO je Xi9 > Xo1 — X11 = Xo1, razlika xio - Xo1 stavlja se u sljedeci stupac u istom redu

(X12 = X10 - Xo1)- Ako je potraznja odrediSta S, manja od ove razlike: xi2 = Xop, razlika
X10 - Xo1 - Xo2 Prenosi se u tre¢i stupac u istom redu (sve dok se ponuda ishodista R; ne
iskoristi).

b) AKO je X0 = Xo1 — X11 = X10 = Xo1, zatim se prelazi se na odredivanje varijable X2, (tj.

ide se dijagonalno od lijevog gornjeg kuta do donjeg desnog kuta).

c) AKko je X1p0 < Xo1 — X11 = X0, razlika Xoz - X10 Stavlja se u drugi redak u istom stupcu

(prelazi se na odredivanje varijable X1). Postupak dalje slijedi kao pod tockom a)

samo se mora uzeti u obzir da je ovdje prelazak vertikalan.
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4.6.1.1. Primjer metode sjeverozapadnog kuta [1]

Sljede¢i primjer pokazuje kako do¢i do pocetnog rjesenja transportnog problema preko
metode sjeverozapadnog kuta. U tablici je zadan jednostavni transportni problem sa svojim

ishodistima 1 odrediStima.

Tablica 7. zadani transportni problem

TRANSPORTNI PROBLEM
- o Odredista . "
Ishodisni troSkovi Xi S: 1S, 1Ss]5Ss] se Ponuda ishodista Xi,
R 4 1 2 5 7 6 20
Ishodista R, 7 813|415 110
R3 2 1 14| 3 2 120
Potraznja odredista X,; 70 1 40 | 30 | 60 | 50 250/250

Potrebno je postaviti uvjete potraznje i ponude te funkciju.

X1+ Xpp + X5 + Xy + X =20
X1 + Xpp + Xp3 + Xy + X, =110 uvjeti ponude
Xg + Xgp + Xgg + X3y + X5 =120

Xqp + Xy +Xg =70
X1, + X,y + X5, =40
Xy3 + X, + X33 = 30 ¢ UVjeti potraznje
Xy4 + Xy + X4, =60
Xi5 + Xp5 + X35 =50

F(X):4'X11+2'X12+5~X13+7~X14+6-X15+7'X21+8-X22+3~X23+4~X24+5~X25+2

X3+ 1-Xzp+4- X3+ 3 Xz + 2 Xzs —> Min

Tablica 8. Pocetno rjeSenje TP-a rijeSeno metodom sjeverozapadnog kuta

TRANSPORTNI PROBLEM

Xi j Sy Sy S3 Sy S5 Xio
Ry 20 20
R, 50 40 20 110
Rj 10 60 50 120
Xoj 70 40 30 60 50 250/250
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4.6.2. Vogleova metoda [2]
Vogelova metoda je vrlo efikasna u odredivanju prvog osnovnog rjeSenja transportnog
problema. Postupak rada moze se prikazati u Cetiri faze:
1. Zasvako ishodiste i odrediSte potrebno je odrediti kaznu za nekoriStenje najjeftinijeg
puta:
— kazna se racuna kao razlika dviju najmanjih cijena za svaki redak i stupac,
— ako su u nekom retku (stupcu) dvije cijene iste, kazna je za to odrediste
(ishodiste) jednaka nuli.

1.  Izabrati redak ili stupac sa najve¢om kaznom i u njemu polje (i, j) S minimalnim
troskom transporta. U to se polje matrice unosi vrijednost varijable xj; = min (Xio, Xoj)-
Time se iscrpljuje i-ti redak ili stupac pa se izostavlja iz daljnjeg razmatranja.

2. Ako je redak (stupac) bio izostavljen, ponovo se racuna kazna za svaki redak
(stupac).

3. Potrebno je ponoviti faze 2 1 3 dok se ne dobije cijelo pocetno osnovno rjeSenje.

U drugoj fazi postoji vise redaka ili stupaca sa jednakim maksimalnim kaznama. Postupak
rada ima tri faze:

1. Pogleda se je li minimalna cijena u jednom od tih redaka (stupaca) ujedno i
minimalna u stupcu (retku) u kojem se nalazi. Ako je, bira se taj redak (stupac). Ako
nije, ratunaju se sekundarne kazne za retke i stupce koji imaju istu kaznu.

2.  Racuna se sekundarna kazna tj. izracuna se razlika izmedu drugog najmanjeg troska u
retku i najmanjeg troska u stupcu §to sadrzi taj najmanji troSak. Sekundarna kazna za

stupac ra¢una se na isti nacin.

3. Odabere se redak ili stupac sa najvecom sekundarnom kaznom.
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4.6.2.1. Primjer Vogelove metode

Primjer u nastavku [Tablica 9] pokazuje kako doé¢i do pocetnog rjeSenja transportnog

problema preko Vogelove metode.

Tablica 9. Zadani transportni problem,

TRANSPORTNI PROBLEM

Jedini¢ni troSkovi Cj; Odredista Ponuda ishodista X;,
S1 S, S3 Sa4
R1 8 18 9 10 60
Ishodista R, 10 12 3 15 80
Rs3 12 15 16 4 60
Potraznja odrediSta Xo; 40 60 30 70 200

Tablica 10. Prvi korak rjeSavanja zadanog transportnog problema

PRIMJENA VOGELOVE METODE

. Qdredista “ o
1) Sl 52 83 S4 io io
Ry 8 18 9 10 60 1
Ishodista Ro 10 12 3 15 80 7
Rj 12 15 16 4 60 8
Xoj 40 60 30 70 200
Cloj 2 3 6 6

Xij = min (Xio, Xoj)

X34 = min (60, 70) = 60

Tablica 11. Drugi korak rjeSavanja zadanog transportnog problema

SUPTABLICA 2x4

e Odredista % o
! St S Ss3 S4 0 0
- R, 8 18 9 10 60 1
shodista R, 10 12 3 15 80 7
X 40 60 30 10 140
T 2 3 6 5

X23 = min (80, 30) = 30
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Tablica 12. Tre¢i korak rjeSavanja zadanog transportnog problema

SUPTABLICA 2x3

i Odredista Xio Cio
E S1 S S4
R1 8 18 10 60 2
Ishodista
R2 10 12 15 50 2
Xoj 40 60 10 110
Cloj 2 6 5
Xp3 = min (50, 60) =50
Tablica 13. Cetvrti korak rje$avanja zadanog transportnog problema
SUPTABLICA 1x3
o Odredista Xio C'io
R S1 S Sy
R1 8 18 10 60 2
Xoj 40 10 10 60
40 10 0 10
[xi;]]=]10 50 30 0
0 0 0 60
Tablica 14. Pocetno rjesenje TP-a rijeSeno Vogelovom metodom
PRIMJENA VOGELOVE METODE
Odredista
Sy Sy S3 Ss
R1 40 10 10
Ishodista R» 50 30
R3 60
Dakle rjeSenje za F(x) Vogleovom metodom iznosi 1530.
F(x)=40-8+10-184+10-10+50-12+30-3+60-4 = 1530
Metodom sjeverozapadnog kuta F(x) iznosi 1640.
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4.6.3. Stepping-Stonova metoda [2]

Ovom metodom se ispituje optimalnost osnovnog rjesenja. Najprije se vrsi racunanje
relativnih troskova za nezauzeta polja matrice transporta. Relativni troskovi (d;j) pokazuju za
koliko bi se promijenili ukupni troskovi transporta, ako bi se jedinica robe transportirala preko
nezauzetog polja. Razlikuju se pozitivni relativni troskovi (povecanje transportnih troskova)

te negativni relativni troskovi (Smanjenje transportnih troskova). Optimalni plan transporta

nastaje onda kada u osnovnom rjeSenje ne postoji niti jedan negativni relativni trosak.

Degeneracija kod TP-a nastupa kad je broj bazi¢nih varijabli manji od (r + s —1).

4.6.3.1.1.  Primjer rjesavanja Stepping-Stone metodom
Tablica 15. zadani transportni problem
DEGENERACIJA KOD TP-a
. Odredista «

i Sl 82 SS io

R; 8 10 4 30

o R» 9 3 6 20

Ishodista Rs 5 3 5 20

R4 7 9 3 30
Xoj 30 40 50 110/110

Degeneracija: r +s—1 =4 + 3— 1 = 6; broj bazi¢nih varijabli =5

Tablica 16. Prvo osnovno rjesenje dobiveno metodom sjeverozapadnog kuta

DEGENERACIA KOD TP-a

. Odredista .
ij S, S, S io
Rl 8/30 10/ 4-/ 30
R 9 3 6 20
Ishodista 2 6/ 8/20 5/
Rs / /20 /20 40
R, 7/ 9/ 3/30 30
Xo 30 40 50 19%/110
F(x) = 650

Tablica 17. Prvi korak rjeSavanja
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DEGENERACIA KOD TP-a

. Odredista .
Y S, S, S o
Ri %30 - 1/ Y i 30
R 9 3 6 20
Ishodista 2 3 / 8/20 z /
Rs /£+x /20 /20—x 40
R4 7/ 9/ 3/30 30
Xo 30 40 50 110/,.4
min (20-x=0,30-x=0); x=20
X11 =10, X33 =0
X13 = 20, X31 = 20
di2=0;0d13=-3,;0d21=8;03=6;0ds=3;dsp=3
Tablica 18. Drugi korak rjesavanja
DEGENERACIJA KOD TP-a
Odredista
Cijj Xio
S; S, S3
R, 8/10 10/ 4-/20 30
. R2 o 3/ 20 6/ 20
Ishodista 6 3 g
Rs /20 /20 / 40
R, 7/ 9/ 3/30 30
Xo 30 40 50 107,14

min (20-x=0,30-x=0); x=20
X11 = 10, X33=0

X13 = 20, X31 = 20

F(x)’ = F(x) + di3 x =590

4.7. Teorijaigara[4]

Mnogi modeli odlucivanja postavljaju velike zahtjeve u pogledu znanja u odredenim
situacijama u kojima se mora donijeti neka odluka. Ti zahtjevi se posebno odnose na obujam i
kvalitetu informacija. Deterministicki modeli preSutno pretpostavljaju potpune i sigurne
informacije. Ta pretpostavaka moze u odredenim situacijama biti to¢na, ali u mnogim

situacijama, u kojima je donoSenje odluke orijentirano na buducnost, takva pretpostavka nije
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dopustena Nepoznavanje prirodnih procesa ili personalnih interakcija rezultira stohastickim

rizikom, a u modelskom pristupu zahtijeva tzv. modele neizvjesnosti.

Ako se neizvjesne situacije odlucivanja interpretiraju kao igre koje igra donosilac odluke s
obzirom na svoje aktivnosti protiv neutralnog ili protiv neopredijeljene strane, tada se govori
0 igrama protiv prirode, odnosno o igrama protiv protivnika. Igre protiv prirode, protiv srece,
vremenskih okolnosti ili defekta masovnih proizvoda odvijaju se Cesto uz pomo¢ posebnih

pravila odlucivanja.

Osnovna premisa za primjenu teorije igara protiv protivnika (teorija strategijskih igara) je da
se u svjesnim odlukama protivnog igraca izvedenim iz njegovog interesa kao reakcije na

alternativni potencijal suigraca koji se moze naslutiti.

Primijene li se pravila strategijskih igara na igre protiv prirode, dolazi se do optimalnog
rezultata koji je obi¢no blizi donjem pragu, jer se pretpostavlja da je inteligentan protivnik
jaci partner od indiferentne prirode. Neizvjesnost u igri protiv protivnika proizlazi iz
nepoznavanja ponasanja protivnika i njegove orijentacije u pogledu cilja. Ovako postavljena
teza akcija — reakcija prihvatljiva je ako reakcija u igri ima stvarnog odraza u igri, §to
prakticki znaci da u igri postoje zavisni odnosi izmedu obaju igraca. Ta zavisnost definira se

kao konflikt izmedu, osoba.

4.7.1.1. Elementi strategijske igre

Slika jedne konfliktne situacije kao igre protiv protivnika zahtijeva potpuni i precizni
modelsko — teoretski opis i razgraniCenje igraca koji sudjeluju, pravila igre, raspolozive
strategije kao i konsekvence koje proizlaze iz sukoba strategija.

Igra je skup pravila i dogovora po kojima se igraci moraju ravnati. Kao igra¢ se moze pojaviti
pojedinac, grupa, drZava itd. Vazno je samo da postoji jedinstveni i samostalni donosilac
odluke. Igra¢ tezi ostvariti postavljeni cilj ili sustav ciljeva uz dosljedno odabiranje
strategijskih mogucénosti. Pri tome se igra¢ mora pridrzavati pravila igre koja, izmedu ostalog,
utvrduju s kojim informacijama o cilju, ponasanju i strategijskom prostoru protivnika moze
racunati. Prostor odlucivanja sastoji se iz mnoStva strategijskih kombinacija. Strategija se
uobicajeno definira kao skup uputa za igraca, koji sadrzi sve poteze koji bi mogli do¢i u obzir
u toku jedne partije. Pod partijom se podrazumijeva svaka pojedina realizacija jedne igre.
Svako suceljavanje strategije dovodi do posljedica koje se mogu izraziti u dimenzijama kao

Sto su prestiz, novac, utjecaj itd.
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4.7.1.2. Igre izmedu dvije osobe sa sumom nula

Najjednostavniji i najpoznatiji tip igara su igre izmedu dvije osobe sa sumom nula. Dva
igraca igraju jedan protiv drugog. Izraz ,,suma nula“ oznacava da je 1 zajednicki dobitak obaju
igraca jednak nuli. To znaci da je dobitak jednog igraca jednak gubitku ili negativhom
dobitku drugoga. Ako u takvoj igri jedan igra¢ dobije Kk jedinica, njegov protivnik gubi k
jedinica, pa je k + (-k) = 0.

Najjednostavnije igre izmedu dvaju igraca sa sumom nula imaju sljedeca pravila: U svakom
potezu svaki igra¢ mora donijeti jednu jedinu odluku. Izbor prvog igraca ne smije biti poznat
drugom igracu prije nego §to se ovaj drugi odluci za vlastiti izbor. Dakle, svaki igra¢ mora
izvr§iti svoj izbor, a da pri tom ne zna za izbor drugog igraca, iako su mu poznate sve
mogucénosti izbora protivnika. Visina dobitka, odnosno gubitka, dana je matricom placanja
koja se odnosi na sve izbore u igri.

Cilj teorije igara je odredivanje optimalne strategije. Razlikuju se Cista i mjeSovita strategija.
Kod ciste strategije svaki igra¢ vr$i odredeni izbor koji ostaje nepromijenjen u ponavljanju
igre. NajceS¢e se odabire mjeSovita strategija. Ona se sastoji od fiksnih udjela razli¢itih
mogucénosti izbora. Npr. igra¢ se odlucuje da od tri moguénosti izabere prvu u 30% poteza,

drugu u 25% poteza, a trecu u 45% poteza.

4.7.1.3. Igrasa sedlom

Kod posebnih struktura matrica placanja u igri postoji sedlo ili sedlasta tocka. Pretpostavi
li se da su oba igraca inteligentna (u smislu teorije igara), nastojat ¢e svaki odabrati onu
strategiju koja mu donosi maksimalni dobitak, respektirajui pri tome strategiju protivnika.
Buduci da je protivnik inteligentan suparnik i nastoji posti¢i Sto je moguce vec¢i dobitak, igra¢
A mora ukljuditi rezoniranje suparnika B u izboru vlastite strategije. Svaki igra¢ odabire
strategiju kojom maksimizira vlastiti minimalni dobitak i istovremeno minimizira maksimalni

gubitak. To je tzv. minimaks kritetrij, poznat pod nazivom von Neumannov Kkriterij.

Rjesenje problema moze se pronaci na jednostavan nacin pronalazi se minimalni element
svakog reda i upisuje se s desne strane tabele, a podno svakog stupca upisuje se maksimalni
element svakog stupca. Zatim se pronalazi najve¢i minimalni element i najmanji maksimalni

element to je sedlasta tocka [Tablica 19]

Tablica 19. Matrica placanja za igraca A
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Strategije B .. Bn
A S1
placanja : «—max
A, Sh
Sl cee Sn
T
min

Ako postoji sedlo, igraci ne trebaju skrivati svoje strategije jedan od drugoga. Ako B zna da je
A izabrao optimalnu strategiju, nikakvu prednost ne moze iz toga izvudi, jer ne moze umanjiti

dobitak protivnika. Takva svojstva ima svaka igra sa sedlom.

Matematicki se takvi problemi oznacavaju analogno linearnom optimiranju kao minimax ili
maxmin problemi, a odgovarajuce strategije se nazivaju minimaks strategije.
4.7.1.4. Igre bez sedla

Mnogo je teze odrediti optimalnu strategija kod igara bez sedla. Dva igraca A i B igraju,
u tablici [Tablica 20] je matrica placanja za igraa A. Matrica pla¢anja za igraca B dobije se

na taj na¢in da se matrica placanja igrata A pomnozi s -1 i transponira.

Tablica 20. Matrica placanja igraa A

A/B F1 . Fn
E1 Sl
placanja : max!
En Sh
S]_ e Sn
min!

Svaki igra¢ zeli, po moguénosti, posti¢i najveéi dobitak. Za optimalno rjeSenje potrebne su
mjeSovite strategije, za razliku od ¢istih strategija koje se odnose na odluke koje se ne
mijenjaju. Problem se sastoji u tome da se odredi ucestalost kojom ¢e se naizmjence
primjenjivati vlastita strategija. Mora se pretpostaviti da je moguce zadrzati vlastitu Strategiju

u tajnosti tako dugo dok se protivnik ne odlu¢i za svoju. Za izraCunavanje optimalnih
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mjeSovitih strategija moze se koristiti linearno programiranje. Od viSe tehnika predlozenih za

rjesavanje ovog problema koristit ¢emo onu koju je pokazao Mtiller-Merbach.

Najprije treba postaviti funkciju cilja i restrikcije. Recimo da se to provede za igrada B. Zeli
se maksimalni gubitak V minimizirati za igraca B. S varijablama yi, ..., yn oznacit ¢emo
relativnu ucestalost izbora F, .., F,. Ako igra¢ A odabere E,, gubitak za igraca B ne smije biti
veéi od V. Za varijable y, ..., Y, vrijedi zahtjev nenegativnosti. V je slobodna varijabla. Treba

minimizirati gubitak V ili maksimirati negativan gubitak Kkoji je u stvari jednak dobitku.

D = —V max! (29)
Te restrikcije unose se u simpleks tabelu. Simpleks metoda daje rjeSenje za ovaj problem.
Identitet ovih dvaju problema bazira se na teoremu dualnosti. Prema tome, ako se problem
igraca B oznaci kao primami problem, a problem igraca A kao dualni, rjeSenje se pronalazi u
optimalnom rjeSenju primarnog problema i to u zadnjem redu tabele ispod dopunskih
varijabli.

4.7.1.5. Dominacija

Pojedine strategije mogu dominirati nad drugima. To znaci da je neka strategije uvijek losija
za igraca od neke druge, bez obzira na to kojom strategijom nastupa protivnik. Prije
izraCunavanja optimalne strategije vrs$i se redukcija po dominaciji. Na taj je nadin igra

pojednostavljena bilo da se radi o igri sa sedlom ili bez sedla.

4.7.1.6. Opceniti poucci za matricne igre

Matrica plac¢anja [Tablica 21] moze biti tipa m x n. Igra¢ A ima na raspolaganju m strategiju, a

igra¢ B n strategiju. Konac¢ne igre s takvom matricom zovu se jo§ i matricne igre.

Tablica 21. Matrica placanja

Strategija I I n
| a1 adig din
I az1 az azn
A
m ami am2 dmn
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Pomoc¢u matematickih metoda mogli bi se dokazati sljede¢i poucci koje je naveo Ackoff:

1.  Svaka matri¢na igra ima odredenu vrijednost v. Ta je vrijednost jednoznacna.

2. Zaigraca A postoji najbolja strategija, to znaci postoje relativne ucestalosti Xy, X, ...,
Xm UZ UVjet X; + X2 + ...+ Xy, = 1, tako da odabiranjem strategije | s u¢estaloSc¢u X,
strategije II s ucestaloSc¢u Xy, strategiju m s ucestalo$¢u X, igra¢ A osigurava
minimalni dobitak v pri ¢emu je v vrijednost igre.

4.  Analogno, postoji i za igraca B najbolja strategija (30) sa sljede¢im svojstvima:
odabere li igrac¢ B strategiju I, I, ..., n s ucestaloséu yi, Yo, ..., Yo, moZe biti siguran

da ¢e izgubiti najviseg iznosu V.

Y =0wny e Vn) uz uvjety; = 1 (30)

Treba uociti da za matri¢nu igru koja ima sedlo u polju (igjo) vrijedi sljedece rjesenje (31):

0 i*i,

_ 0 J#Jo
=t Zeoov=b 5Dk (31

V= Qi j,

4.7.1.6.1.  Opcenita metoda rjeSenja matricne igre

Moze se pokazati da se nepoznanice X, X2, ..., Xm, Y1, Y2, --., Yn, V mogu izraCunati iz sljedeceg

sustava jednadzbi i nejednadzbi (32) - (35):

X +x,+ ot x, =1 x>0 (32)
Vi+y,+ oty =1 y; =0 (33)
AyjX1 + AjXy + oot ApjXy =V zaj=12,..,n (34)
a1 y1+apy, + o+ apmyn < v zai=12,..,m (35)

Uvjet (34) sastoji se od n, a uvjet (35) od m nejednadzbi. Iz Cega proizlazi m + n + 1
nepoznanica i m + n + 2 uvjeta, s dodatnim ogranic¢enjima x; > 0 i y; > 0. Zadnji i predzadnji
uvjet mogu biti jednadzbe ili nejednadzbe. Igra moze imati beskona¢no mnogo rjeSenja X i Y;.

zadatci se mogu rijesiti algebarskim nac¢inom, grafickom metodom, matri¢nim ra¢unom.

4.7.1.6.2.  Algebarsko rjesenje

Polazi se od cinjenice da svaka matri¢na igra ima vrijednost v, koja uvijek postoji i

jednoznacna je. Nepoznanice se pokusavaju pronaci rjeSavanjem gore navedenih uvjeta.
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Pokusava se pronaci takva vrijednost za v koja zadovoljava n uvjeta. Prvi je korak u tome da

se predzadnja i zadnja relacija prihvate kao jednadzbe.

Opceniti postupak sastoji se u tome da se jedan uvjet uzme u obliku nejednadzbe, a ostali u
obliku jednadzbe. Ako se opet ne dode do rjeSenja, uzimaju se neki drugi uvjeti kao
nejednadzba, a ostali ponovo zadrzavaju oblik jednadzbe. To se provodi tako dugo dok se ne

dode do rjesenja. Poucak koji pojednostavljuje racunanje (36) i (37):
ayjX1 + A3jX; + ot QX >V yi =0 (36)
ainy1 t Ay, + o+ QipYn <V x; =0 (37)

4.7.1.7. Igre protiv prirode

Kod osnovnog Kriterija teorije igara pretpostavlja se da je suigra¢ inteligentan (u smislu
teorije igara), Sto znaci da ¢e svaki otklon od optimalne strategije suigra€ pretvoriti u vlastitu
prednost. Ako se igra protiv prirode (u smislu teorije igara) neinteligentnog igraca, ne moze se

prihvatiti. Neumannovo pravilo: moguci razli€iti pristupi utvrdivanju racionalnog pravila igre.
Kriteriji igre protiv prirode:
1. Laplaceov kriterij: vjerojatnosti razli¢itih stanja prirode su nepoznati. Uzima se kao
da su vjerojatnosti jednake i igrac izabire red za koji vrijedi (38):
1

max [a;; + a;p + ...+ ajy] (38)

i
Odnosno onaj red za koji je ocekivani dobitak maksimalan. Daljnja istrazivanja
usmjerena su na vjerojatnosti razli¢itih mogucéih stanja prirode. Ako su te
vjerojatnosti poznate, uvrstavaju umjesto 1/n u gornji izraz.

5. Hurwiczov kriterij: uvazava se optimizam igraca brojem a, 0 < a < 1. Neka je A;

najveci, odnosno a; najmanji element jednog reda i. Tada se bira onaj red kojem

odgovara (39):

max [ad; + (1 — a)a;] (39)

l

6. Savagov kriterij: ovaj kriterij zahtijeva da se definira nova matrica s elementima (40):

Aij = m’;clx akj - aij (40)
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koji pokazuje raskorak izmedu efektivno realiziranog dobitka a;; i onog koji bi se
mogao postici, tj. max ay; kada bi stanje prirode bilo poznato. Ta se matrica naziva
matrica zaljenja. Igra¢ A bira onaj red za koje je maksimalno "zaljenje" minimalno
(412):

min [ml?xAkj] i=12,..,m j=12,..,n (41)

4.8. MreZno programiranje

Kod mreznog programiranja (MP) sve se aktivnosti, potrebne za provodenje jednog
projekta, prikazuju u grafickom obliku paze¢i pri tome da se usklade sve vremenske
zavisnosti izmedu pojedinih aktivnosti. Slika koja tako nastaje je mreza pa otuda naziv

mrezno programiranje.

U primjeni MP razlikuju se tri faze provedbe koje su medusobno zavisne:
1.  planiranje strukture,
2. analiza vremena,
3. kontrola i upravljanje.

Metode koje su danas poznate pod nazivom MP-a nazivaju se metoda kriticnog puta i PERT
metoda (eng. Project Evaluation and Review Technique).

4.9. Teorijagrafova

Teorija grafova je matematicka disciplina koja se koristi u planiranju radnih organizacija.
Graf je mreza sastavljena od ¢vorova koje povezuju bridovi. Bridovi mogu biti orijentirani u
jednom smijeru (tada se nazivaju lukovi) i 0znacavaju se strjelicom. U tom se slucaju govori o
orijentiranim grafovima. Kada bridovi nisu orijentirani radi se o neorijentiranim grafovima.
Ako su ¢vorovi medusobno direktno ili indirektno povezan nizom bridova, imamo povezani
graf. Graf s naziva potpunim ako je svaki ¢vor povezan jednim bridom direktno sa svakim
drugim ¢vorom. Grafovi mogu biti povezani u obliku stabla i u obliku lanca. Postoje jo$
mnoge druge vrste grafova.

Vazno podrucje primjene teorije grafova odnosi se na izraCunavanje najkraceg 1 najduzeg puta

u grafu. Uz izraunavanje optimalnih putova u grafu vaznu ulogu u prakti¢noj primjeni teorije

grafova ima odredivanje maksimalnog tijeka.
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4.10. Problem zaliha

Problem vodenja zaliha javlja se u svim onim djelatnostima gdje je potrebno donijeti
odluku o koli¢ini sirovina i materijala, poluproizvoda, finalnih proizvoda, likvidnih
financijskih sredstava i sliéno koji moraju biti odmah raspolozivi za neki proces koji ih

konzumira.

Motivi za povecanje nivoa zaliha nalaze se u sigurnosti da ¢e se proces moci odvijati
nesmetano. Zaustavljanje procesa zbog nedostatnih zaliha izaziva troskove, gubitak dobiti ili
neke druge nepovoljne posljedice. Osim toga, svaki postupak za obnavljanje zaliha kao $to je
izdavanje narudzbe, pokretanje proizvodnje, dostava i slicno najcesc¢e izaziva odredene fiksne
troskove. S druge strane, drzanje zaliha stvara troSkove skladiStenja koji nastanu zbog gubitka
vrijednosti robe na skladiStu, troskova za skladiSni prostor, i S$to je Cesto najvaznije,
zamrznutog kapitala koji ne donosi nikakvu dobit. Dakle, problem zaliha predstavlja znac¢ajno
pitanje u ekonomiji radne organizacije, a politika zaliha je dio poslovne politike i vazno
podrugje djelovanja organa upravljanja i rukovodenja. [1] [4]

Postoji velik broj matemati¢kih modela koji opisuju razlicite slu¢ajeve vodenja zaliha. Modeli
mogu biti deterministi¢ki i stohasticki s dopustenim ili nedopustenim manjkovima robe. U

nekim se modelima manjkovi moraju nadoknaditi a u drugima ne itd.

4.11. Modeli repova ¢ekanja

Dobro su poznati problemi ¢ekanja usluZivanja ili pruZanja usluga. Javljaju se u drustvu,
transportu, komercijali, komunikacijama, poslovanju i industriji [Tablica 22]. Za opis sustava

¢ekanja potrebno je definirati ulazni, izlazni proces i disciplinu usluge

Tablica 22. Primjeri sustava ¢ekanja [4]

Jedinice Posluzitelj usluge
Sustav repa . . .

(ulazni proces) (izlazni proces)
Zdravstvo Ljudi Medicinsko osoblje, ambulante, kreveti
Transfuzija krvi Pristignute doze krvi Transfuzija krvi pacijentima
Sudstvo Parnice Suci
Zakonodavstvo Objave Pravnici
Banka Ljudi Sluzbenici u bankama
Supermarket Ljudi Blagajnici
Benzinska postaja Ljudi, automobili Crpka, posluzitelj
Automat za prodaju Ljudi Automat
Autocesta Automobili Prometni signali
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Sustav repa Jed_inice Posluzitelj usluge
(ulazni proces) (izlazni proces)

Dokovi Kamioni, brodovi Zaposleno osoblje
Zracna luka Zrakoplovi Pista
Parkiranje Automobili Parkiralista
Javni transport Ljudi Autobusi, tramvaji, vlakovi
Telefon Ljudi Oprema, linije, signal
Materijalno poslovanje Sirovine, proizvodi Konvejer
Racunalna oprema Program Racunalo

Osnovni elementi modela repova ovise o [4]:
1. distribuciji ulaza,

distribuciji vremena usluge,

sustavu posluzivanja,

disciplini usluge,

duzini repa,

izvorima pozivanja,

N oo a &~ w DN

ljudskom ponasanju.
Ulazni proces je proces pristizanja, a pristizanja predstavljaju korisnike. U svim modelima
pretpostavlja se da je mogucée samo jedno pristizanje u danom trenutku. U nekim slucajevima
ta pretpostavka je nerealna, ako dolazi do viSe od jednog pristizanja u danom trenutku govori
se o grupnom pristizanju. Pretpostavlja se da na proces pristizanja ne utjece broj jedinica koje
su ve¢ prisutne, odnosno bez obzira nalazi li se u nekom sustavu 100 ili 5 jedinica
pretpostavlja se da proces reguliranja dolazaka ostaje isti.
Postoje dvije situacije u kojima ne vrijedi navedena pretpostavka:

1.  pristizanja su izvu¢ena iz malog skupa,

2. nova pristizanja ne uspijevaju uci u sustav.
Ako vrijedi pretpostavka da na proces pristizanja ne utjece broj jedinica koje su ve¢ prisutne,
onda se proces pristizanja opisuje odredivanjem distribucije vjerojatnosti koja regulira
sukcesivna pristizanja.
Za opisivanje izlaznog procesa potrebno je definirati distribuciju vjerojatnosti koja osigurava

reguliranje posluzivanja. Cesto se pretpostavlja da distribucija vremena posluzivanja ne ovisi
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o broju ve¢ prisutnih jedinica, §to znaci da posluzitelj nece raditi brze ako je prisutno vise
jedinica za posluzivanje.
Proucit ¢e se dva sustava posluzivanja:

1. paralelno posluzivanje,

2.  serijsko posluzivanje.

Paralelno posluzivanje podrazumijeva da svi posluzitelji pruzaju istu vrstu usluge, $§to znaci
da svaka jedinicu koja pristigne treba samo jednog posluzitelja za dovrSetak usluge. Serijsko
posluzivanje podrazumijeva da svako pristizanje prolazi nekoliko posluzitelja za dovrSetak

usluge.

Disciplina usluge ili disciplina reda odreduje redoslijed odabiranja jedinica iz reda ¢ekanja za

pocetak usluge. Najcesce discipline usluge su:

1. FCFS — prvi dosao prvi usluzen, eng. First come, first served

2. LCFS — zadnji dosao prvi usluzen, eng. Last come, first served

3. SIRO — usluzen po slué¢ajnom redoslijedu, eng. Service in random order
Najcesca je FCFS disciplina u kojoj su jedinice usluZene po redoslijedu pristizanja, posebna
kategorija ove discipline je prioritetno usluzivanje. U tom slucaju se jedinice prvo
klasificiraju u odredene kategorije, svakoj kategoriji je pridodana razina prioriteta, daljnji
redoslijed posluZivanja odreden je FCFS disciplinom. Kod LCFS discipline jedinice koje
posljednje pristignu biti ¢e prve usluzene, ukoliko redoslijed pristizanja nema utjecaja na

redoslijed posluzivanja govori se o SIRO disciplini.

Nacin ka koji jedinice odabiru red u koji ¢e stati takoder igra ulogu u teoriji redova. Najcesce
se odabire najkraci red, ali negdje vrsta usluge predodreduje odabir reda. Trebaju se razmotriti

situacije kada se jedinice prebacuju iz jednog u drugi red.

4.11.1. Proces radanja i umiranja [3]

Proces radanja 1 umiranja koristit ¢e se za definiranje razli¢itih sustava repova. Proces
radanja 1 umiranja je kontinuirani stohasti¢ki proces za koji je stanje sustava u bilo kojem
trenutku cijeli pozitivni broj. Radanja i umiranja predstavljaju dolaske i odlaske (kraj usluge)

entiteta u ili iz sustava.

Neka je stanje sustava repova u vremenu t definirano brojem entiteta prisutnih u sustavu
repa u vremenu t. Za slucaj kada je t = 0 stanje sustava biti ¢e jednako broju entiteta koji su

ve¢ u pocetku bili prisutni u sustavu. Pjj(t) predstavlja vjerojatnost da ¢e u vremenu t biti
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prisutno j entiteta u sustavu i da ¢e u vremenu t = 0 biti prisutno i entiteta. Za velike
vrijednosti t, Pjj(t) se priblizava vjerojatnosti p; koja je neovisna o pocetnom stanju Ii.
Vjerojatnost p; naziva se stabilno ili ravnotezno stanje sustava u stanju j. za sustave repova
koji ¢e se ovdje obraditi p; se moze zamisliti kao vjerojatnost da ¢e u nekom trenutku u
dalekoj buducnosti j entiteta biti prisutno. Moze se re¢i da p; predstavlja za vrijeme u dalekoj
buduénosti djeli¢ vremena u kojem je j entiteta prisutno.
U vedini sustava repova vjerojatnost Pjj(t) za male vrijednosti t jako ovisi 0 i (broju ve¢
prisutnih entiteta). Pa tako ¢e se npr. za jako mali t, vrijednosti Psg1(t) 1 Ppa(t) znatno
razlikovati. Ali ako se sustav nalazi u stabilnom stanju Pso1(t) 1 P11(t) ¢e biti blizu vrijednosti
p;. Pitanje je koliko t mora biti velik da bi se postiglo stabilno stanje. Stanje u kojem se Pj(t)
nalazi prije nego li ude stanje stabilnosti naziva se prijelazno ponaSanje sustava repova. Za
sada ¢e se razmatrati samo stabilno stanje sustava i vrijednost p.
Proces radanja i umiranja u potpunosti je definiran vrijednostima:

— Aj—stoparadanja i

— uj—stopa umiranja
Ako se proces radanja i umiranja nalazi u stanju j u vremenu t, onda je kretanje procesa
odredeno sljede¢im zakonitostima:

1. Vjerojatnost da ¢e se dogoditi radanje izmedu vremena t i t + At iznosi Z;At + o(At)®,
gdje je 4; je stopa radanja u stanju j. Stanje sustava nakon radanja Se povecava za 1, sa
jnaj+1

2. Vjerojatnost da ¢e se dogoditi umiranje izmedu vremena t i t + At iznosi ujAt + 0(At),
gdje je u;j stopa umiranja u stanju j. stanje sustava nakon umiranja smanjuje se za 1, sa
j naj—1. Jednakost uo = 0 mora uvijek vrijediti jer bi u suprotnom nastupio
negativan dogadaj.

3. Radanja i umiranja medusobno su neovisna

Navedene zakonitosti se koriste za izracun vjerojatnosti da ¢e se u vremenu izmedu t it + At
pojaviti dogadaj (radanja ili umiranja).
4.11.1.1. Veza procesa radanja — umiranja i eksponencijalne distribucije

Vecéina sustava repova sa eksponencijalnom distribucijom vremena dolazaka i vremena

usluzivanja mogu se modelirati kori$tenjem procesa umiranja i radanja.

3. o(At)
llmM_,O A_t =0
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Da bi se to ilustriralo pogledati ¢e se sustav repa jednog posluzitelja i beskona¢no mnogo
dolazaka. Kod ovog sustava vremena medudolazaka eksponencijalno su distribuirana
parametrom A i vremena trajanja usluzivanja eksponencijalno su distribuirana parametrom .
Ako je broj entiteta u vremenu t jednak j onda vjerojatnost radanja u intervalu od t do t + At
neée ovisiti o duzini vremena koje se provede u stanju j. Stoga se vjerojatnost da Ce se
dogoditi radanje u intervalu izmedu t i t + At moze odrediti kao da se radanje dogodilo upravo
u trenutku t (42):
At

de Mdt =1 — et (42)
0

Razvojem funkcije (42) u Taylorov red dobiva se (43):

e Mt =1 — AAt + o(At) (43)

Uvrstavanjem jednadzbe (43) u (42) dobit ¢e se ;At + 0(At), Sto predstavlja vjerojatnost da ¢e
se u vremenu izmedu t i t + At dogoditi radanje. 1z navedenog se moze zakljuéiti da je stopa
radanja u stanju j jednaka stopi dolazaka 4.

Kako bi se odredila stopa umiranja u vremenu t, treba uzeti u obzir da ukoliko je stanje nula u
vremenu t onda se ne vr$i nikakva usluga, stoga ne moze do¢i do zavrSetka usluge u vremenu
izmedu tit+ At. 1z toga slijedi da je uo = 0.

Ako je u vremenu t, j > 1, onda je jasno da se samo jedan entitet usluzuje (s obzirom da je

prisutan samo jedan usluzitelj S = 1). Vjerojatnost da ¢e entitet zavrsiti s uslugom u vremenu

izmedu tit+ Atiznosi (44):

At
f pe HFtdt = 1 — e M4 = yAt + o(At) (44)
0

Iz toga slijedi da je za j > 1, uj = u. Konacno, ako se pretpostavi da su dolasci i zavrSetci
usluzivanja medusobno neovisni onda se moze zaklju€iti sustav repa (M/M/1) : (GN/wo/x0)

proces umiranja i radanja [Slika 10].

A =radanje radanje radan]e radanje

W= umiranje  ymiranje umiranje  umiranje

Slika 10. Shema stopa radanja i umiranja za sustav repa [3]
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4.11.1.2. Izvodenje vjerojatnosti stabilnog stanja za proces radanja i umiranja

Potrebno je povezati Pj(t + At) sa Pjj(t), kako bi se to napravilo treba uociti Cetiri nacina

da stanje bude j u vremenu t + At [Tablica 23].

Ako sustav nije u stanju j — 1, j + 1 ili j koje vodi u stanje j u vremenu t + At to znaci da ¢e u
vremenu izmedu t i t + At nastupiti jedan dogadaj (radanje ili umiranje), a vjerojatnost da se to

desi je 0(At), stoga se moze pisati (45):

P;i(t + At) + (49) + (50) + (51) + (52) (45)

Nakon uvrstavanja vrijednosti iz tablice [Tablica 23] u (45) dobiti ¢e se (46):

P’ (t) = A1 Py jo1(8) + pjy1Pijra(®) — P (Op; — Py j ()4 (46)

Stabilno stanje p; postize se za (47):
pj = lim P;;(t) (47)

Tablica 23. Izracun vjerojatnosti da u vremenu t + At stanje j [3]

Stanjeut Stanje u t + At Vjerojatnost tog slijeda dogadaja
j-1 j Pij-1(®) (218t + 0(A0)) (48)
j+1 j P i1 () (ujHAt + o(At)) (49)
j j Pj(8) (1 — bt — Ay At = 20(A8))  (50)
drugo stanje j o(At) (51)

4.11.2. Poissonov proces [4]

Pretpostavlja se da je jedan sustav u odredenom stanju k [Slika 11]. To je stanje opisano time
§to se u vremenu izmedu 0 i t zbiva to¢no k dogadaja. Vjerojatnost da ¢e se u vremenu izmedu
tit+ dt nastupiti daljnji dogadaj, to znaci da ¢e sustav prijeci u stanje U stanje k + 1, neka je 4
konstanta. Prijelaz u vise stanje k + 2, k + 3 znaci da nastup drugog i tre¢eg dogadaja unutar t i

t + dt treba zanemariti.
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0 i ) i i+ di

Slika 11. Prikaz sustava u stanju k
Uz te pretpostavke racunaju se vjerojatnosti da se sustav u vremenu t + dt nalazi u stanju n. Ta

se vjerojatnost sastoji:

a) iz vjerojatnosti da se sustav u vremenu t nalazi u stanju n— 1 i da u vremenu t + dt

nastupa jedan dogadaj,

b) iz vjerojatnosti da je sustav u vremenu t bio u stanju n i da u vremenu izmedu t + dt
nije nastupio nijedan dogada;.

Na osnovu toga moze se pisati (52):

Pr(t + dt) = pr_(D)Adt + p,(£)(1 — A)dt (52)
Ili preko grani¢ne vrijednosti dt = 0, (53):

Pn(t) = App_1(t) + Ap,(2) (53)
Rjesenje diferencijalne jednadzbe (54):

A"
pa() = e 2 (54)
n!
Zat =1 dobiva se izraz poznat kao Poissonov zakon (55):

A

(55)
n!

bn=2¢

Po ovom zakonu (55) racuna se vjerojatnost nastupa n dogadaja u jedinici vremena uzimajuci

u obzir gore navedene pretpostavke.

Srednja vrijednost (56) i varijanca (57) po jedinici vremena su:
E(n)y=x=21 (56)

Var(n) = ¢?

A (57)
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Vjerojatnost da ¢e interval vremena izmedu dva dogadaja koji slijede jedan za drugim biti
jednak ili veéi od o [Slika 12], jednak je vjerojatnosti da unutar intervala ¢ ne nastupi nijedan
dogada;j (58):

Po=¢€ Ao (58)

TIijeme

el

Slika 12. Prikaz intervala o
Ako sa F(o) ozna¢imo funkciju od o, moZzemo tu vjerojatnost napisati u obliku 1 — F(o), iz

cega je:

Flo)=1—e%° (59)

A funkcija gustoée vjerojatnosti je:

f(o)do = e~*9d(Ao) (60)
Na taj nacin su u okviru Poissonovog procesa intervali izmedu dva dogadaja koji slijede jedan

za drugim rasporedeni prema eksponencijalnom zakonu.

Srednja vrijednost (61) i varijanca (62) su:

E(o) = % (61)
1
Var(o) = pF (62)

4.11.3. Kombinirani dolasci i usluge [4]

Modeli repova ¢ekanja klasificirani su kroz procese dolazaka, usluge, broj usluznih mjesta,
veli¢inu prostora za ¢ekanje 1 pravila usluZivanja. Obiljezavanje glavnih karakteristika repova

¢ekanja standardizirano je Kendallovom notacijom (63):

(a/b/c) = (d/e/f) (63)
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Gdje slova predstavljaju osnovne elemente modela repova cekanja:
— a=distribucija dolazaka,
— b =distribucija usluge,
— ¢ = broj paralelnih usluga,
— d=disciplina u repu,
— e =maksimalan broj dozvoljen u sustavu,
— f=veli¢ina izvora pozivanja.
Standardizirano obiljezavanje dolazaka i usluga (a i b) zamjenjuje se oznakama:
— M = Poissonova ili Markovljeva distribucija dolaska ili dolaska ili ekvivalentna
eksponencijalna distribucija medudolazaka ili usluge
— D =konstantan ili deterministicki medudolazak ili vrijeme usluge
— Ex = Erlangova ili gama (y) distribucija medudolazaka ili usluge s parametrom kK
— GI = opcenita nezavisna distribucija dolazaka

— G = opcenita distribucija dolazaka ili vremena usluge

Razmotrimo primjer Kendallove notacije (64):

(M/D/10) : (GD/N /) (64)
Iz gornje oznake moze se zakljuciti da se radi o modelu repova ¢ekanja u kojem postoji
Poissonova distribucija dolazaka s konstantnim vremenom usluge i 10 paralelnih mjesta
usluge. Disciplina repa opcenito je GD u smislu da moze biti FCFS, LCLS, SIRO ili neki
drugi postupak koji posluZzitelji koriste za odabir jedinica iz repa za pocetak usluge. Bez
obzira koliko jedinica dolazi sustav moze imati maksimalno N jedinica. MoZemo vidjeti da

oznaka beskonacnosti na kraju oznacuje neogranicen kapacitet izvora.

4.11.4. Opdi Poissonov model [4]

Ovdje ¢e se opisati osnove opéeg modela repa koji se temelji na Poissonovom procesu S
dolascima i uslugama ovisnim o stanju sustava. Stopa dolazaka i usluga ovisna je o stanju
sustava. Pretpostaviti ¢e se sustav s ukupno N posluzitelja, stopa po kojoj posluzitelji izlaze iz
rada funkcija je broja posluzitelja koji rade. Ako je 1 stopa otkazivanja posluzitelja, onda je
stopa otkazivanja za ¢itavi sustav koja ima n posluZitelja u radu jednaka A, uzimajuc¢i u obzir
da je n < N. Ako sustav ima S paralelnih usluznih mjesta (kanala) i ako je u stopa usluge po
posluzitelju, a n broj jedinica u sustavu (sustav predstavlja rep i uslugu) tada je stopa usluge

(odlazaka) iz sustava nu ako je n < S. Ako je n > S onda je stopa usluge jednaka Su.
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Iz navedenog primjera vidi se da u op¢enitom modelu repa stope dolazaka i i odlazaka mogu
biti funkcije stanja sustava predstavljenog brojem jedinica, n. Tako A i un definiraju dolaske i
odlaske kao funkciju od n. Cilj op¢enitog modela je izvesti izraz za p,, 0dnosno vjerojatnost
da ¢e se u stabilnom stanju u sustavu na¢i n jedinica koje su funkcije A, i un. Ako se pode od
promatranja malog vremenskog perioda At u koji moze doci najvise jedna jedinica, odnosno
moze biti usluzena najvise jedna jedinica. Vremenski period koji se promatra je toliko malen
da je prakticki nemoguce da u njega mogu prispjeti dvije ili vise jedinica koje trebaju biti
usluzene. Vjerojatnost da ¢e u repu biti n jedinica izraCunava se na temelju odgovarajucih
odnosa (65).
Opcenito se vrijednost p, sastoji od:

— vjerojatnosti da u rep duzine (N — 1) jedinica dolazi jedna jedinica, ali ne izlazi

nijedna,
— vjerojatnost da u rep duzine n jedinica ostaje nepromijenjen,

— vjerojatnost da iz repa duzine (N + 1) odlazi jedna jedinica,

P; = P (1 — pA)AAt + P;(1 — ut) (1 — AAt) + P ulAt(1 — AAL) (65)

—  Pn = vjerojatnost da se u repu ¢ekanja nalazi n jedinica,
— AAt = vjerojatnost da u rep dolazi jedna jedinica u periodu At,

— uAt =vjerojatnost da ¢e se u u periodu At usluziti jedna jedinica.

Sredivanjem jednadzbe (65) dobiva se jednadzbu ravnoteZe ulaza i izlaza iz sustava (66):

An-1Pn-1 + tns1Pns1 = Pn(An + ) zan=123,.. (66)
Jednadzba (66) vrijedi samo za n > 0, za izraCunavanje jednadzbe ravnoteze kada je n = 0

treba uzeti u obzir da stanje 0 korespondira jedino sa stanjem 1 (67):

AoPo = H1P1 zan=0 (67)
JednadZbe ravnoteze racunaju se rekurzivno polazeci od p1, te se nastavlja induktivno prema
pn. Uz n =0 iz dobiva se jednadzba (68):
Ao
P1=—p (68)
1= Po

Te uz n =1, iz jednadzbe (69) dobivamo:
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Aobo + t202 = 1 (A1 + 1y) zan= 1 (69)
Uz supstituciju jednadzbe (68) u jednadzbu (69) i pojednostavljenje dobiva se (70):

A1lg
= (70)
P2 H1H> Po
Opcenito bi se moglo dokazati da vrijedi (71):
A—1An_z A
= poifmm2 o zan= 1,23, .. (71)
Pn HnHn—1 - U1 Po

Vrijednost pp se racuna iz jednadzbe (72):

i Pn=1 (72)
n=0

4.11.4.1. Parametri stabilnog stanja

Kada je izraCunata vjerojatnost p, da ¢e broj jedinica u sustavu biti N, mogu se racunati i
ostali parametri. Ti parametri posluzit ¢e u analizi modela repova kao preporuka za
konstrukciju sustava. Najpoznatiji parametri su ocekivane vrijednosti jedinica koje ¢ekaju,

ocekivano vrijeme ¢ekanja i oekivana iskoriStenost sustava.
Za opis parametara koristiti ¢e se sljedece oznake:
— Ls = ocekivani broj jedinica u sustavu,
— Lgq = ocekivani broj jedinica u repu,
—  Ws = ocekivano vrijeme ¢ekanja u sustavu,
— Wq = ocekivano vrijeme ¢ekanja u repu.
Pretpostaviti ¢e se sustav sa S paralelnih usluga. 1z definicije p, ratuna se ocekivani broj

jedinica u sustavu (73) te ocekivani broj jedinica u repu (74):

Ly = Npn (73)
Ly= ) (=S)p (74
n=S+1
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Budu¢i da postoji stroga veza izmedu Ls i Ws takoder i izmedu Lq i Wy parametri se
automatski izraCunavaju jedan iz drugoga. AKO je ¢ efektivna prosjeéna stopa dolazaka,

neovisna o broju jedinica u sustavu n, onda je (75) i (76):
Ls = AefWS (75)

Lq = AerVq (76)

Vrijednost Aef se racuna iz 4, zavisnog stanja i vjerojatnosti p, (77):

Jeg = ) Aubn @
n=0

Ocekivano vrijeme ¢ekanja u sustavu (Ws) dobiva se zbrojem ocekivanog vremena ¢ekanja u

repu (Wg) 1 o¢ekivanog vremena usluge (78):

Ws =W+ 1/u (78)
Gdje je:
— u = stopa usluge po posluzitelju
— 1/u = ocekivano vrijeme usluge

Ukoliko se jednadzba (78) pomnoZi sa e dobiva se (79):

Ly =Lq+ Aef/1 (79)
Ocekivano iskoriStenje sustava je definirano kao funkcija prosje¢nog broja zaposlenih

posluzitelja. Budu¢i da razlika Ls i Ly mora biti jednaka ocekivanom broju zaposlenih

posluzitelja racuna se (80):
ocekivani broj zaposlenih posluzitelja = S* = Lg — Lg = 4.¢/n (80)
Postotak iskoriStenja sustava sa S paralelnih usluznih mjesta (kanala) ra¢una se prema (81):

X

postotak iskoristenja = - 100 (81)
Na kraju se mogu sumirati rezultati parametara za poznati p, (82):

oo

L 1
Pt o= ) mpu o Wy =3 oWy = Wo— oo Ly = AWy = ' = L= Ly (82
e

n=0
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4.11.4.1.1. Primjer racuna iskoristivosti [4]

Radi boljeg shvacanja primijeniti ¢emo gore navede formule. Ako se pretpostavi rep s
jednim usluznim mjestom (kanalom) kod kojeg su prosje¢ne stope dolazaka A,=3 i usluge
Un=8 po satu za sve n > 0.

Koraci rjeSavanja racuna iskoristivosti za:

1. IzraCun vjerojatnosti da se u repu ¢ekanja nalazi n jedinica (83):

AN 3\"
Pn = <l_l) Po = (g) po = (0375)"p, zan=0 (83)

2. Izracun vrijednosti pg iz jednadzbe (72) dobiva se jednadzba (85).

2(0.375) npo =1 (84)
n=0

(85)
po(1+0.375 + 03752+ 0.3753 + ...+ 0.375™) =1

3. Primjenom formule za sumu geometrijskog reda na lijevu stranu jednadzbe (85),
dobiva se jednadzba (86):

Po _
1-0.375

Iz Cega slijedi da je po = 0.625, iz jednadzbe (83) se moze izraCunati vjerojatnost p, da se u

1 - po = 0.0625 (86)

repu ¢ekanja nalazi n jedinica za pripadajuci broj jedinica u sustavu [Tablica 24].

Tablica 24. Vrijednosti p, za pripadajuci broj jedinica n

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pn 0.625 | 0.2344 | 0.0879 | 0.0330 | 0.0124 | 0.0046 | 0.0017 | 0.0007 | 0.0002

Na dijagramu [Slika 13] se vidi da se povecanjem broja jedinica u sustavu, vjerojatnost da se
u repu ¢ekanja nalazi n jedinica smanjuje. Kako broj entiteta tezi u beskonacnost tako

vjerojatnost tezi u nulu.
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Broj jedinica u sustavu
Slika 13. Vjerojatnost stabilnog stanja povecanjem broja entiteta
7.  Prosje¢na stopa dolazaka racuna se iz jednadzbe (77) i (72):
Aef =3(@otpi+tp2t ..+pp) =3 (87)
8.  Ocekivani broj jedinica u sustavu (88):
Ly = Z np, =0-0.625+1-0.234+ .. +8-0.0002 = 0.6 (88)
n=0
9. Iz formule (75) dobiva se vrijeme ¢ekanja u sustavu (89):
w =2 =20, 89
s = Aef - 3 - " ( )
10. Ocekivano vrijeme ¢ekanja u repu racuna se iz (78), a rezultat je prikazan
jednadzbom (90):
1 1
%:m—;:0.2—§:0.075 (90)
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11. 1z (76) dobiva se o¢ekivani broj jedinica u repu:

Lg = Aes- W, =3-0.075 = 0.225 (91)
12. Konacno, se racuna postotak iskoriStenja iz (80) i (81), buduci da sustav ima samo

jedno mjesto pruzanja usluge (S = 1) dobiva se (92):

S¥ Ls—L 0.6 — 0.225
iskoristenje = - 100 = - qqnoz-——jr——~1oo=375% (92)

4.11.5. Specijalni Poissonovi modeli repova [4]

Navest ¢e se nekoliko specijalnih slucajeva prema Kendallovoj notaciji. Za svaki model
repova ¢ekanja dane su odgovarajuce formule koje vrijede za stanje ravnoteze (stacionarno

stanje)

4.11.5.1. Model (M/M/1) : (GD/wo/®) repa cekanja

Ovo je najjednostavniji model repova ¢ekanja koji se moze primijeniti na velik broj
sustava. Model polazi od toga da na neko mjesto usluge s prosje¢nim brojem usluzivanja od
Un = u mjesta usluzivana u jedinici vremena dolazi 1, = A entiteta po jedinici vremena.
Vrijeme potrebno za uslugu i intervali pristizanja eksponencijalno su raspodijeljeni. To je isto
kao da je broj usluga i pristizanja po vremenskoj jedinici raspodijeljen prema Poissonu.
Pretpostaviti ¢e se da procjena dolazaka neovisna o broju entiteta u sustavu tako da vrijedi A,
= A za svaki n. Uzimajuéi u obzir formule izvedene za op¢i Poissonov model [4.11.4] mogu se
dobiti odgovarajuce formule za bilo koji drugi model. Neka je intenzitet prometa entiteta ¥

omjer dolazaka i usluZivanja (93):

p == (93)
i

Tada se izraz za vjerojatnost pn, da se u repu ¢ekanja nalazi n jedinica u modelu svodi na (94):

Pn=%"py, zan=0,1,2,.. (94)
Vjerojatnost py, za slu¢aj n = 0 racuna se iz ¢injenice da je suma svih vjerojatnosti py, jednaka

jedan, odnosno vrijedi jednadzba (95):

po(1+¥1+¥w2 4+ + ¥ =1 zan=0,12,.. (95)
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Ako se pretpostavi da je ¥ < 1, vrijedi (96):

1
=1 il =1- 96
p0<1_qj> 1 ili py=1-¥ za¥<1 (96)

1z jednadzbe (96) dobiva se formula (97) koja predstavlja geometrijsku distribuciju:

Pn=A-"OYP"* ili py=1-¥¥ zan=0,1,2,.. 97)
Nuzan uvjet je ¥ < 1, kako bi geometrijski red konvergirao. Cinjenica da je ¥ <, znadi da

brzina dolazaka mora biti manja od brzine usluge u danoj situaciji, odnosno A < u.

Faktor Ls, o¢ekivani broj jedinica u sustavu izvodi se na sljede¢i nac¢in (98):

n=0

v L

d/ 1 (98)
:(1_40w5_<1—QJ
oy
11—y

Koristenjem veza danih parametrima stabilnog stanja [4.11.4.1] mogu se dobiti svi ostali
parametri sutava:

— Ls=ocekivani broj jedinica u sustavu (99),

¥ 99
Ls=1"% (®9)

— Lg = ocekivani broj jedinica u repu (100),

'1”2
L, = 100
=Ty (100)
— Ws = ocekivano vrijeme ¢ekanja u sustavu (101),
A . (101)
ST u(-w)
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— Wy = ocekivano vrijeme ¢ekanja u repu (102).

U 102
Yo =7 =ua-w (102)

4.11.5.2. Model (M/M/1) : (GD/N/x) repa cekanja

Jedina razlika izmedu ovog modela i prethodnog , je u maksimalnom broju jedinica u sustavu
N, Sto znaci da je maksimalna duzina repa N — 1. To znaci da jednom kada se u sustavu nalazi

N entiteta nije dozvoljen novi pristup novih entiteta u rep.

Stoga se moze pisati (103) i (104):

1, 2, 3,...,N_ 1 (103)

W=t

0,
0 N

Un = W, n=2012,..,N (104)

Ako se u obzir uzme jednadzba za intenzitet prometa (93), dobiva se jednadzba (105):

Prp, n<N

= 1
pn=1, S (105)
Vrijednost pg izraCunava se iz jednadzbe (106):
N
anzl - p(1+¥+¥2+ . +¥N)=1 (106)
n=0
Primjenom formule za sumu geometrijskog reda dobiva se po (107):
S
— WN+1
po=141 1 v (107)
T+N =1
Ubacivanjem (107) u (105) moze se pisati da je pn (108):
(1-v
Pn = " n=20,1,2,..,N (108)
L— Y =1
1+N

Y ne treba biti manji od jedan kao u modelu Model (M/M/1) : (GD/w/). Broj dozvoljen u
sustavu kontroliran je duzinom repa (N — 1), ne relativnim odnosom dolazaka i usluga.

Primjenjujuci p, (109) dobiva se oc¢ekivani broj jedinica u sustavu (109):
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(W[1—(N+ 1PN + NpN+1
I =9 — ¥ pn v+l
Ly = 4 (109)
LN vy=1
> =
Parametri Ly, Ws i Wq mogu biti izvedeni iz Ls kada je odredena mjera dolazaka Aes :
Aef = A(po + P1 + ..+ Dpy-1) + Opy - Aef = A(1 —py) (110)

Vjerojatnost da se kupci ne mogu pridruziti sustavu je p,, prema tomeodnos kupaca koji se

mogu pridruziti sustavu je (1 — pn). Primjenom Lg, i ¢ dolazi se do:

der _, _M1=pw)

L,=L,——<L= =L, —¥Y(— (111)
q s i N 1 s ( pN)
L L
Wy=-—"t=—10~=>— 112
T T A0 —pw) (112
W—W+1— Ls (113)
* T A1 -py)

4.11.5.3. Model (M/M/S) : (GD/x/x) repa cekanja

U ovom modelu dolasci slijede Poissonovu distribuciju s prosjeénim brojem dolazaka u
jedinici vremena A i maksimumom od S jedinica koje mogu biti istovremeno usluZzene. Sva
mjesta usluzivanja imaju istu prosjecnu konstantnu vrijednost u. AKo je broj dolazaka u sustav

n jednak ili prelazi S, tada je u, = Su. Ako je n manji od S mjera usluge je nS.

A, = A n=>0 (114)
_ (nu n<S§
Hn = {Su n>S$ (115)

(pn
Jﬁpo 0<n<S

Pn = wn (116)
LS"‘SS! Po n>S3
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-1

S ) )5 A S R
Po = _ y | sdiee 5 =1¢

Ocekivane vrijednosti ratunaju se iz:

L= 1[/5+1p0 B S(I/
1T DS —w)E  (s—wePe
Li=L,+¥
L
q
Wo=—~
1
Ws=Wq+;

PronalaZenje optimalnog broja usluznih mjesta:

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

1. Pronalazi se najmanji cijeli broj K > A/ S. za izabrani broj posluzitelja K pronalazi se

vrijednost Ls i izraCunava vrijednost troskova Tk za taj K.

2. K se povetava za jedan, pronalazi se vrijednost Ls za novi broj posluZzitelja

izraCunavaju se ukupni troskovi Tk+1.

3. Usporeduju se vrijednosti Tk i T+ ako je Tx > Tksp treba se vratiti na korak 2.

Postupak se nastavlja sve dok se T smanjuje. Ako se T povecava ili ostaje isti

procedura se prekida, optimalno rjesenje je pronadeno.

4.11.5.4. Model (M/M/S) : (GDIN/xw) repa cekanja

Ovaj model se od prethodnog razlikuje po tome $to je dana granica kapaciteta sustava N, pa je

maksimalna duzina repa N — S. pomoc¢u op¢ih izraza dolazi se od parametara:

A 0<n<N
_ sns 122
An {0 n>N (122)
_(nu 0<sn<S$§
Hn = {Su S<n<N (123)
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Uz supstitiuciju Ay i i, u opéem izrazu za pp i uklju¢ujuéi ¥ =1/ u dobiva se:

lIUTL
Pn = wn (124)
\sn-sg1 P Ssns<N
Gdje je:
(/1 w\N-$ -1
S, 2y v
— n! S! S *
Po = 3 n=0
5-1 -1
( pn WS(N—S+1)> y
Wt s 571
\ \n=0
Ocekivane vrijednosti ratunaju se iz:
e Y I |
; =Jp°(5—1)!(5—l1’)2 3 W=951-3)'s 125)
Tl wS(IN-SH(N-S+1) v_.
\Po 251 s
_ Aef
LS=Lq+(S—S)=Lq+7 (126)
Gdje je S prosjecan broj iskoristenih posluZitelja:
S
5= S-mp, (127)

n=0
4.11.5.5. Model (M/M/x) : (GD/wo/0) repa cekanja

Ovaj model se zove model samoposluzivanja buduci da je broj posluzitelja neogranicen jer su
jedinice ujedno 1 posluzitelji.

Iz opc¢enitog modela imamo:
An = A n=0 (128)

Un = NU n=>0 (129)
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An pn
Pn = [P0 = JrPo (130)
Po=e" (131)
Uzimajuéi u obzir gore navedene jednadzbe i op¢i slucaj modela repova ¢ekanja moze se
pisati:
q;n
Pn = 1ow zan=0,12,.. (132)
Ly=%¥ (133)
1
Ws =~ (134)
U
Lg=Wg=0 (135)

Wy = 0 zbog toga jer se radi o modelu samoposluzivanja. Rezultati ovog modela mogu se
koristiti za aproksimaciju Model (M/M/S) : (GD/w/0) modela ako se S dovoljno poveca,

puno je prakti¢nije koristiti aproksimaciju buduci da je raunanje puno jednostavnije.

4.11.5.6. Model (M/MIR) : (GD/KIK) repa c¢ekanja

Ovaj model naziva se strojni model usluge. Pretpostavlja R servisera koji su na raspolaganju
da izvrSe servisiranje svih K strojeva. Ovaj model primjer je ograni¢enog izvora pozivanja
budu¢i da pokvareni stroj ne moze izazvati nove pozive dok je na servisu. Neka je 4 stopa

kvara po stroju, a x stopa usluge, onda vrijedi:

_((K=m)A 0<n<K
An = {0 nxkK (136)
nu 0<n<R
Ay = {R,u R<n<K (137)
0 n>kK
Ubacivanjem (136) i (137) u dobiva se :
K
(n) ¥Y"po 0<n<R
_ 138
Pn K @ (138)
(=i R=n=K
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pﬁ(i (e Y e a39)

n=0 n=R+1

Ocekivane vrijednosti Uz R # 1 prikazane su jednadzbama :

R
Lq = Z (n = R)pn (140)
n=R+1
L.=L,(R—R)=1L ler
s q a7y (141)

Gdje R predstavlja prosjecan broj servisera koji nemaju $to raditi:

R
R= n;d(R —n)py (142)

Aef = (R —R) = A(K — Ly)

U slu¢aju R=1, samo jedan serviser:

Ly =K — (1 + %) (1-po) (143)

Li=K-—5 (144)

4.12. Optimiranje rojem ¢estica [1], [2]

Postoji jos jedan nacin podjele metoda za optimiranje, na egzaktne, gdje spadaju linearno
programiranje, nelinearno i dinami¢ko programiranje, te na heuristi¢ke gdje spada optimiranje
rojem cCestica. Heuristika jest pravilo temeljeno na prethodnom iskustvu pomocu kojeg
trazimo rjeSenje. Heuristi¢ki algoritmi se temelje na heuristici 1 koriste se za rjeSavanje

slozenih problema. Shema opc¢e procedure heuristickog modela prikazana je na sljedecoj slici.
Dakle, najvazniji elementi heuristi¢kog algoritma jesu:

1. memorija potencijalnih rjeSenja (Cestice koje generirano pamte pozicije 1 usporeduju
pozicije),
mehanizam transformacije postojecih rjeSenja,
mehanizam razmatranja susjednih tocaka,

mehanizam smjene potencijalnih rjesenja,

a N

uvjeti zaustavljanja.
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Start
v
|zbor jedne ili viSe toCaka

<
A 4

Odredivanje susjednih toCaka

v

Zamjena trenutnog rjeSenja

Zadovoljen uvjet pretrazivanja

Kraj

Slika 14. Op¢a procedura heuristiCkog modela

Uvjeti pri kojima dolazi do zaustavljanja:

1.
2.
3.
4.

maksimalan broj iteracija — prije samog pretrazivanja odredi se broj iteracija,
mjere poboljsanja vrijednosti kriterija izmedu dvije ili viSe opcija,
mjere napredovanja u prostoru pretrazivanja (pomak po¢ne stagnirati),

ograni¢enje vezano Uz resurse.

Postupak pri rjesavanju problema ovim algoritmom vr$i se sljede¢im koracima:

1.

najprije se odredi veli¢ina roja (roj je populacija Cestica, a Cestica je jedinka

populacije), odnosno broj Cestica N,

generira se pocetna populacija slu¢ajnim odabirom x;(t), pri cemu t 0znacava iteraciju,

aibrojeve 1,2, ..., N,

a) izraCunati iteraciju 1: X1(1), x2(2), ..., xn(1),

b) evaluirati funkciju cilja s obzirom na Cestice: F(x1(1)), F(X2(1)), ..., F(xn(1)),

racuna se brzina Cestice,

u iteraciji t + 1 racunaju se parametri,

a) najbolju poziciju do sada Cestice Xj(t) oznaciti s pj(t), Sto je vrijednost s najveom
vrijednos¢u funkcije cilja - najbolje lokalno rjeSenje (P oznacava memoriju),

b) najbolju poziciju medu svim Cesticama (najbolja pozicija cijelog roja) oznaciti s

Py(t), Sto je najbolje globalno rjesenje,
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C) izraCunati vi(t + 1),
d) odrediti novu poziciju ¢estice Xi(t +1),
5. na kraju se provjerava konvergencija, odnosno uvjet zaustavljanja - ako ne postoji,

vrac¢amo se na cetvrti korak, u suprotnom je kraj.

Jednadzba glasi:
xi(t + 1) = xi(t) + Ui(t + 1) ’ (145)
vi(t+1) = v;(t) + ¢ Ry (pi (1) — x:(8)) + 2R, (Pg(t) - xi(t)) ) (146)
pri cemu je:
C1 ... kognitivni ili spoznajni parametar,

Cz ... SOcijalni ili drustveni parametar,

za:
1,8 < 1 =C < 2,2 , (147)
Ry, R2(0;1] , (148)
x;(£), akojeF(x;(t+1)) <p;(©)
(t+1)=1" l il
Pi( ) {pi(t), za sve ostalo (149)

4.13. Simulacije [3]

Simulacije se koriste za analizu i proucavanje kompleksnih sustava. U prethodnom
poglavlju smo se fokusirali na formuliranje modela koji se mogu rijesiti analiticki. U gotovo
svim modelima cilj je bio odrediti optimalno rjeSenje. Medutim, zbog slozenosti, stohastickih
odnosa i drugih faktora realni problemi se ne mogu adekvatno reprezentirati u obliku
analiti¢kih modela obradenih u prethodnom poglavlju. Pokusaji koriStenja analitickih modela
Cesto zahtijevaju jako puno pojednostavljenih pretpostavki. Pa je takav rezultat puno loSiji i
Cesto je neadekvatan za implementaciju. Zbog toga je donositelju odluke jedini alternativni
oblik modeliranja i analize simulacija. Najéesc¢e se primjenjuje u situacijama dolaska putnika

u redovima za posluzivanje, usluZivanja kupaca, posluZivanja radnika alatom, testiranja

pilota.
Postoje mnogi razlozi za koriStenje simulacija, ali naj¢esci su:
a) kompleksni problemi, nelinearne varijable, velik broj varijabli i ograni¢enja,

b) simulacijski se model koristi za eksperimentiranje bez da se ometa realni sustav,
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€) simulacijom se postize kompresija ili skra¢enje vremena (za prikupljanje podataka se
utro§i manje vremena, nego da se to radi iz realnog sustava),

d) koriStenjem simulacijskog modela menadzeri se vijezbaju pri donoSenju odluka, dakle
manja Steta ¢e biti ukoliko se pogrijesi na simulacijskom modelu nego u realnom

sustavu.

e) Vrlo rijetko se simulacijski model koristi za odredivanje optimalne vrijednosti
funkcije cilja,

Simulacija se moze definirati kao tehnika koja imitira rad stvarnog sustava koji se mijenja
s vremenom. Simulacijski model predstavlja skup pretpostavki o radu sustava, koje su
izrazene kao matematicke 1 logi¢ke veze medu objektima od interesa. Za razliku od egzaktnih
matematickih rjeSenja simulacijski proces ukljucuje izvodenje i rad modela kroz vrijeme kako
bi se prikupili reprezentativni uzorci specifiénih mjera. U tom smislu se na proces simulacije
moze gledati kao na eksperiment uzorkovanja realnog sustava gdje rezultati predstavljaju
uzorke. Faktori kao §to su pocetni uvjeti, trajanje i to¢nost modela simulacije utjeCu na
kona¢nu kvalitetu procjene. Prednost simulacije u odnosnu na analiticke metode jest

jednostavnost primjene i fleksibilnost u pogledu reprezentiranja sustava realnog svijeta.

Reprezentativni model realnog sustava sluzit ¢e za analiziranje ponaSanja sustava u razlicitim
uvjetima. Pa ¢e tako mijenjanjem parametara i pravila unutar sustava biti vidljivi razli¢iti
ishodi uz iste pocetne uvjete. Treba naglasiti da simulacija ne predstavlja tehniku optimiranja
(iako je optimiranje simulacijom moguce). Koristi se najcesée za analizu sustava mijenjanjem
njegovih parametara. Odnosno za pitanja tipa ,,§to ée se desiti ako...?* (npr. ,,Sto ée se desiti
ako se poveca broj radnika?*, ,Sto ¢e se desiti ako se skrati radno vrijeme?* 1 sli¢no).
Optimiranje sustava moze se izvesti kombinacijom simulacije i drugih modela optimiranja.
Proces svake simulacije se sastoji od sljedecih koraka [Slika 15]:

1. prikupljanje podataka

2. dodjeljivanje sluc¢ajnih brojeva,

3. formulacija simulacijskog model,

4. analiza rezultata.
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‘ Formulacija problema ‘
v

‘ Prikupljanje podataka i razvijanje modela F
v

‘ Racunalna formulacija modela

Model je prihvaéen

NE
‘ Izrada eksperimenta F
v
‘ Simuliranje ‘
v
‘ Analiza izlaznih podataka ‘
NE

Simulacija je zavrSena

Dokumentiranje rezultata simulacije i donoSenje zaklju€aka ‘

Slika 15. Koraci prilikom izrade simulacije[3]
Prikupljanje podataka se vr$i na dva nacina:

1. statiCkim uzorkovanjem — iz osnovnog skupa se odabire uzorak i na njemu se radi
(ovaj nacin se primjenjuje kada je prikupljanje podataka skupo ili kada podaci nisu
raspolozivi iz javnih izvora);

2. povijesnim podacima — uzimaju se iz podataka poduzeca, novina, znanstvenih baza,
vladinih izvora, statistickih baza.

Osnovna terminologija u simulacijama [Slika 16]:
— sustav® — skup entiteta koji agira i interagira radi postizanja logi¢kog svrietka;
— stanje sustava — skup varijabli potreban za opisivanje statusa sustava u bilo kojem
trenutku
— varijable stanja — varijable koje opisuju moguce promjene stanja unutar sustava
— entitet — predmet od interesa

— atributi — karakteristike koje opisuju entitet

* Definicija prema Schmidtu i Tayloru iz 1970.g.
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Osnovna
termminologija
u simulacijama

Diskretni =TT - o
Sustav \
Kontinuirani !
e Stanje sustava
f
: —
4" o
Varijable stanja \
I
Entitet
- A
Atributi -

N

Slika 16. Osnovna terminologija u simulacijama i veze
Tocan opis sustava ovisi 0 ciljevima koji se Zele posti¢i simulacijom. 1z tog razloga ono §to
predstavlja sustav u jednoj simulaciji u drugoj moze biti samo podskup cjelokupnog sustava.
Budu¢i da su sustavi u sustini dinami¢ni (mijenjaju se vremenom) potrebno je definirati stanje

sustava.

Za objasnjavanje terminologije [Slika 16] razmotrit ¢e se pojednostavljeni sustav banke.
Sustav banke se sastoji se od bankara i korisnika koji ¢ekaju u redu ili im se pruza usluga.
Odlaskom i dolaskom korisnika sustav se mijenja. Kako bi se opisale promijene u sustavu
potreban nam je skup varijabli. Na primjer broj zauzetih bankara, broj korisnika u banci,
vrijeme pristizanja sljedeceg korisnika i vrijeme odlaska korisnika kojima se usluga pruzila.
To su varijable stanja, one zajedno opisuju svaku mogucéu promjenu stanja unutar banke.

Korisnici su entiteti, a karakteristike korisnika npr. zanimanje korisnika je atribut tog entiteta.
Razlikuju se tri vrste varijabli:

- varijabla odlucivanja — kontrolira ih donositelj odluka i mijenjaju se od dogadaja do

dogadaja u procesu simulacije,
- nekontrolirane varijable — sluc¢ajni dogadaji koji se ne mogu kontrolirati,

- zavisne varijable — varijable na koje utjeCu prve dvije varijable.
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Sustavi se mogu klasificirati kao diskretni i kontinuirani:

1.  diskretan je sustav onaj kod kojeg se varijable stanja mijenjaju u diskretnim tj

prebrojivim vremenskim trenutcima (npr. banka).

2. Kontinuirani sustav je onaj kod kojeg se varijable mijenjaju kontinuirano tijekom

vremena (npr. kemijski proces)

Tipovi simulacijskih modela:

1.  staticki — reprezentacija sustava u to¢no odredenom vremenskom trenutku,

2. dinamicki - reprezentacija sustava koji se tijekom vremena razvija (mijenja).
Unutar ta dva tipa simulacijski model moze biti:

1.  deterministi¢ki —ne sadrzi slucajne varijable,

2.  stohastiCka — sadrzi jednu ili viSe slucajnih varijabli,
Tipovi simulacija s obzirom na trajanje:

1. Terminirana simulacija — zaustavlja se u definiranom periodu u vremenu,

2. Simulacija stabilnog stanja — zaustavlja se u nedefiniranom periodu u vremenu (traje

,,beskona¢no* dugo)

4.13.1. Simulacija diskretnog dogadaja

Prvo ¢e se razmotriti diskretni stohasticki modeli. Takvi modeli se zovu simulacijski modeli
diskretnih dogadaja. Simulacija diskretnog dogadaja ukljucuje modeliranje stohastickog
sustava Kkoji se razvija vremenom reprezentacijom sustava u kojem se varijable stanja
mijenjaju samo u diskretnim vremenskim trenutcima.

U prethodnom poglavlju pretpostavilo se da su dolasci i odlasci eksponencijalno distribuirani.
Kod stvarnih problema potrebno je koristiti empiri¢ku distribuciju dolazaka. U simulacijama
se moze koristiti bilo koja distribucija vremena dolazaka i vremena trajanja usluge, ali takva

da $to bolje opisuje dani sustav.

4.13.1.1. Razumijevanje osnovnih koncepata simulacije
Kako bi se objasnili osnovni koncepti simulacije pro¢i ¢e se kroz pojednostavljeni primjer. Pri
tome ¢e se obratiti pozornost na terminologiju u simulacijama [Slika 16].

Prvo je potrebno definirati sustav. Neka je dan sustav repova c¢ekanja s jednim usluznim

mjestom (S = 1). Korisnici u sustav pristizu iz beskonac¢nog izvora entiteta, nakon toga im se
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pruzi usluga ako je pruzatelj usluge slobodan ili ¢ekaju u redu ukoliko je pruzatelj usluge
zauzet. Kapacitet prostora ¢ekanja je beskonacan i korisnici se usluzuju prema redoslijedu
dolaska. Pretpostavlja se da u jednoj vremenskoj jedinici stize jedan korisnik, s distribucijom
dolazaka prema tablici [Tablica 25]. Korisnicima se usluga pruza s distribucijom vremena
pruzanja usluge prikazanoj u tablici [Tablica 25]. Vremena pruzanja usluge su slucajna.

Nakon pruzanja usluge svi se korisnici vracaju u izvor pristizanja iz kojeg su dosli.

Tablica 25. Distribucija vremena dolazaka i pruzanja usluge

Distribucija vremena dolazaka Distribucija vremena pruzanja usluge
Vrijeme izmedu o Trajanje pruzanja o
Vjerojatnost Vjerojatnost

dolazaka usluge

1 0.20 1 0.35

2 0.30 2 0.40

3 0.35 3 0.25

4 0.15

Prije nego li se krene u detalje simuliranja potrebno je definirati stanje sustava, razumijeti
koncepte dogadaja i vrijeme unutar simulacije.
Varijable stanja:
— broj korisnika u sustavu,
— status pruzatelja usluge (zauzet ili slobodan),
— vrijeme sljedeceg dolaska.
Koncept dogadaja usko je vezan sa stanjem sustava. Dogadaj je definiran kao situacija koja
izaziva trenutacnu promjenu stanja sustava. U sustavu s jednim pruzateljem usluge postoje
dva dogadaja koja mogu promijeniti stanje sustava:
1. dolazak u sustav i
2. odlazak iz sustava nakon zavrSetka usluge.
U simulaciji ¢e se ti dogadaji planirati u odredenom vremenskom trenutku.

Informacije o dogadajima se spremaju u popis dogadaja. Unutar tog popisa vodi se evidencija
o tipu dogadaja koji se planira i vremenu u kojem je ¢e se dogadaj dogoditi. Vrijeme se u

simulaciji sacuvano u varijabli vrijeme (na satu).
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Simulacija zapocinje s praznim sustavom i pretpostavkom da se prvi dogadaj dogada u
vremenu nula [Slika 17]. Prvom entitetu se usluga odmah pruza buduci da je pruzatelj usluge

slobodan.

Pruzatelj usluge

odlasci

. o O O O O
lzvor dolasci
. _
WP 1
Red

Slika 17. Shema sustava [3]
Entiteti koji stizu nakon prvog entiteta, pruzatelja usluge mogu zate¢i kao slobodnog ili
zauzetog. Ako je pruzatelj usluge slobodan entitet ulazi u proces pruzanja usluge. Ako je

pruzatelj usluge zauzet entitet ¢e stati u red [Slika 18].

Dolazak entiteta

pruzatelj Ne
usluge je

slobodan

Da

entitet ulazi u proces entitet ulazi u red
pruzanja usluge Cekanja

Slika 18. Shema dolazaka [3]
Odlazak prvog korisnika planira se generiranjem sluc¢ajnih vremena pruzanja usluge prema
distribuciji vremena pruzanja usluge [Tablica 25]. Vremena odlazaka definiraju se zbrojem
trenutnog i generiranog vremena. Sljedeci dolazak u sustav se planira generiranjem slucajnih
dolazaka iz distribucije vremena dolazaka [Tablica 25]. Vremena dolazaka definirat ¢e se kao

zbroj trenutnog i generiranog vremena.
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Na primjer generiralo se vrijeme pruzanja usluge od 2 minute stoga je trenutno vrijeme
odlaska prvog korisnika biti 2 minute. Sli¢no ako smo generirali dolaske od 1 minute sljedeci

dolazak ¢e biti planiran za trenutno vrijeme 1 minute.

Oba dogadaja i njihova vremena planiranja se vode u popisu dogadaja. Jednom kada se zavrse
sve potrebne akcije prvog dolaska, lista dogadaja se skenira za odredivanje sljedeceg
planiranog dogadaja i1 pripadajuceg vremena. Ako je sljede¢i dogadaj dolazak, trenutno
vrijeme se postavlja na planirano vrijeme dolaska i prolazi se kroz proces dolaska. Ako je
sljede¢i dogadaj odlazak, vrijeme se postavlja na planirano vrijeme odlaska i prolazi se kroz
proces odlaska. Pri odlasku entiteta provjerava je li duzina reda ¢ekanja veéa od nule. Ukoliko
je, iz reda cekanja izuzima se jedan korisnik koji pocCinje s procesom usluzivanja
postavljanjem vremena odlaska kao zbroj trenutnog i generiranog vremena. Ako nema nikoga

u redu ¢ekanja pruzatelj usluge je slobodan [Slika 19].

Odlazak entiteta

Ne
Red je prazan

lzuzeti entitet iz reda i Pruzatelj usluge je
poceti s pruzanjem usluge slobodan

Slika 19. Shema odlazaka [3]
Ovaj pristupu simulacije naziva se mehanizam sljede¢eg dogadaja pomakom vremena, zbog
nacina na koji se trenutno vrijeme racuna. Vrijeme simulacije se pomice na vrijeme Sljedeceg
dogadaja, a to je prvi dogadaj u popisu dogadaja. Budu¢i da se varijable stanja mijenjaju samo
u vremenu dogadaja, preskacu se periodi vremena neaktivnosti izmedu vremena. To se izvodi
skakanjem s dogadaja na dogadaj, veli¢ina skokova moze varirati. Taj proces zahtjeva da u
bilo kojem trenu simulacije imamo planirani buduéi dolazak i odlazak. Buduéi dolazak se
planira kada je novi dolazak u sustavu. A vrijeme odlaska se moze jedino planirati kada
korisnik dode do procesa usluzivanja. Sto znaci da se odlasci ne mogu planirati ukoliko je
pruzatelj usluge slobodan. U tom slucaju kreira se demo odlazak na nacin da se vrijeme

odlaska postavi na neku veliku vrijednost u odnosu na ono $to bi se u sustavu ocekivalo.
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Kod metode fiksiranog prirasta pomakom vremena, vrijeme simulacije se pomiée u koracima
At vremenskih jedinica, gdje je At jedna vremenska jedinica. Nakon svakog azuriranja
vremena provjerava se postoji li planirani dogadaj u toj trenutnoj vremenskoj jedinici.
Ukoliko je neki dogadaj planiran provode se prikladne radnje vezane uz taj dogadaj. Ukoliko
nema planiranih dogadaja, ili su zavrSene sve potrebne radnje trenutnog vremena vrijeme
simulacije se azurira s At jedinica i proces se ponavlja. Ovaj se postupak ponavlja sve dok se
ne postigne unaprijed definirano stanje zaustavljanja.

Dijagram toka procesa simulacije sustava reda ¢ekanja s jednim usluznim mjestom prikazan
je naslici [Slika 20]. Radi jednostavnosti pretpostavlja se da su vremena pristizanja i pruzanja
usluge generirana za prvih nekoliko dolazaka prema zadanim distribucijama vjerojatnosti
[Tablica 25].

Varijable u sustavu:

— vremena pristizanja, VP;

— vremena pruzanja usluge, VPU,;

— trenutno vrijeme, TV,

— vrijeme planiranog sljedeceg dolaska, VD;

— vrijeme planiranog sljede¢eg odlaska, VO;

— Status pruzatelja usluge (1 = zauzet, 0 = slobodan), SPU;

— (duzina reda ¢ekanja, DR;

— trajanje simulacije (u vremenskim jedinicama), MAX.
Simulacija zapoc€inje inicijalizacijom svih varijabli uz pretpostavke:

— VD=0, prvi dolazak odrzati ¢e se u vremenu 0;

— SPU=0, jer je u vremenu 0 sustav prazan;

— DR=0, jer je u vremenu 0 sustav prazan;

— V0=9999, postavljanje demo odlaska s obzirom na SPU=0, pri ¢emu VO > MAX.
Sada ¢e se dati kratak opis logike dijagrama. Buduc¢i da simulacija sadrzi samo dva dogadaja
treba se usporedbom tih dogadaja odrediti dogadaj koji slijedi. Nakon inicijalizacije VD =0 1
manji je od VO = 9999 sto znaci da ¢e uslijediti dogadaj dolaska. Taj dogadaj je sada dogadaj
1, trenutno vrijeme se azurira na vrijeme dogadaja 1 odnosno TV = 0. Dolazak u vremenu 0
nailazi na prazan sustav odnosno SPU = 0, korisnik neposredno kre¢e u proces usluzivanja.
Tada se postavlja SPU = 1 kako bi se naznacila zauzetost pruzatelja usluge. Nakon toga slijedi

generiranje vremena usluzivanja i postavljanje vremena odlaska tog korisnika. Budu¢i da je
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TV =0, slijedi VO = VPU, za dovrsetak procesa dolaska generira se vrijeme pristizanja VP

nakon Cega se postavlja vrijeme VD = VP zbog TV=0 s ovime je zavrSen dogadaj 1. Neka

bude TV < MAX, slijedi dogadaj 2 i tako dalje sve dok TV > MAX.

Inicijalizacija varijabli stanja

DA NE
(Proces dolaska) Vb : Vo (Proces odlaska)
A ¥
TV=VD TV =VO
NE DA NE (DR = 0) DA
v A
DR =DR +1 SPU =1 SPU=0 DR=DR-1
Generiraj VPU VO =9999 Generiraj VPU
VO =TV + VPU VO =TV + VPU
Generiraj VP nastavi
'
VD=TV + VP
nastavi <
NE DA i i
TV > MAX IspiSi rezulltate i
stani

Slika 20. Dijagram toka za simulacijski model reda ¢ekanja s jednim usluznim mjestom [3]
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4.13.2. Slucajni brojevi i Monte Carlo simulacija

U primjeru simulacije reda ¢ekanja Kkretanje kroz vrijeme postignuto je generiranjem
vremena pristizanja i usluzivanja zadanim distribucijama vjerojatnosti. Moze se re¢i da su sva
vremena dogadaja direktno ili indirektno odredena generiranim vremenima pristizanja i
usluzivanja. Proces generiranja tih vremena iz date distribucije vjerojatnosti poznat je pod
nazivom uzorkovanje iz vjerojatnosti, generiranje slucajnih varijabli ili Monte Carlo
uzorkovanje. Sluc¢ajni broj definiran je kao nezavisni slu¢ajni uzorak izvucen iz kontinuirane
uniformne distribucije. Za neprekidnu slucajnu varijablu X kazemo da ima uniformnu
distribuciju na intervalu (a, b), a < b ako joj je funkcija gusto¢e dana izrazom (150):

1
f)=1b—a * € (ab) (150)
0 x € (a,b)

Monte Carlo simulacija ili simulacija vjerojatnosti je metoda koja se Kkoristi za
razumijevanje utjecaja rizika i neizvjesnosti u razli¢itim modelima predvidanja. Monte Carlo
simulacije se mogu ¢initi kompliciranima, ali najjednostavnije objasnjenje proizlazi iz pitanja:
»Zasto se radi Monte Carlo simulacija?*. Postoje brojni razlozi koriStenja Monte Carlo
simulacije, ali svi se svode na jednu stvar, a to je predvidanje ucinkovitosti bez provodenja

stotine eksperimenata i sakupljanja uzoraka.

Pri izradi modela predvidanja, odnosno bilo kakvog modela kojim se razmatraju dogadanja u
buduénosti postavljaju se odredene pretpostavke. Na primjer predvidanje zavrSetka odredenog
dogadaja ili predvidanja troSka nekog projekta. Budu¢i da su to projekcije u buducnosti
najbolje $to se moZe napraviti je procijeniti ocekivanu vrijednost. Ne moze se sa sigurnoscu
znati stvarna vrijednost, ali s obzirom na stare podatke, stru¢na znanja u odredenom podrucju
ili iskustva iz pro§losti moze se napraviti procjena. Ta procjena je korisna pri izradi modela
predvidanja, ali isto tako sadrzi nesigurnost i rizik jer se radi o procjeni nepoznate vrijednosti.
U nekim slucajevima moguce je procijeniti raspon vrijednosti. Na primjer moze se procijeniti
vrijeme zavrSetka nekog projekta ili usluge. Na temelju iskustva moze se procijeniti
maksimalno trajanje nekog zadatka u najgorem slu¢aju i minimalno trajanje tog istog zadatka
u najboljem sluc¢aju. KoriStenjem raspona mogucih vrijednosti, umjesto pogadanja svake
vrijednosti zasebno, moze se stvoriti puno realnija slika budu¢ih dogadanja. Kada se model
temelji na rasponima procjena, dobivene vrijednosti takoder ¢e biti u obliku raspona. Odnosno

dobit ¢e se procjena ukupne minimalne i maksimalne vrijednosti. Kada se na raspolaganju
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ima raspon vrijednosti mogu se razumjeti rizici i nesigurnosti modela. Monte Carlo simulacija
daje informaciju o vjerojatnosti rezultata ishoda, ovisno o tome kako su se kreirali rasponi
procjene. Cijela stvar funkcionira tako $to se kreira neka slucajna vrijednost koja ovisi o
rasponu procjena. Model se onda racuna pomocu tih slucajnih vrijednosti. Rezultat modela se
sprema i cijeli proces se ponavlja. Proces se ponavlja nekoliko stotina ili tisu¢a puta, ali se
svaki puta koriste druge slucajne varijable. Treba obratiti paznju da se tokom ponavljanja
modela ne desi ponavljanje slucajnih varijabli po nekom uzorku. Kada je simulacija gotova
imamo velik broj razli¢itih vrijednosti koje su nastale na temelju slucajnih vrijednosti
procijenjenog raspona. Ti se rezultati onda koriste za opis mogucnosti ili vjerojatnosti
dostizanja razlicitih rezultata modela. Kao kod svakog modela predvidanja simulacija ¢e biti
onoliko dobra koliko je dobra procjena onoga koji kreira model. Bitno je zapamtiti da
simulacija daje samo vjerojatnosti nekog dogadaja, ne i to¢nost te vjerojatnosti. Kada se na
kraju dobiju to¢ne vrijednosti one se mogu iskoristiti za adaptaciju modela simulacije,
odnosno iza izracun greSke. Ako se Citava situacija dovoljno dobro organizira, buduce
procjene bi mogle puno bolje reprezentirati budué¢e dogadaje. Ako se za procjenu koriste
razliite varijable s razli¢itim atributima 1 ako se vremenom promatra ponasanje varijabli i
atributa i na temelju toga stvori dovoljno dobra procjena, vrlo je vjerojatno da ¢e i rezultati
simulacije biti puno pouzdaniji.

Monte Carlo simulacije ne napreduju u vremenu, neovisne su o vremenu u tom smislu rijeci
za razliku od drugih simulacija. Kod Monte Carlo simulacija uzima se odredeni dio neke
procedure, odreden vremenski period, koji je bitan i stalno se ponavlja isti taj dio sa razli¢itim
brojevima. U tom smislu broj koraka odnosno broj ponavljanja mora biti dovoljno velik kako
bi se simulacija mogla stabilizirati. Jer se moze desiti da slucajna vrijednost u prvom drugom i
tre¢em koraku bude neki jako velik broj, zbog Cega ¢e 1 vrijednost na kraju simulacije biti
velika, ako se dakle uzme premali broj ponavljanja rezultati ¢e vrlo vjerojatno biti statisticki

neprihvatljivi.
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5. PRIMJENA METODA OPERACIJSKIH ISTRAZIVANJA

U ovom poglavlju ¢e se na temelju dva primjera pokazati primjena OI u usluznim
djelatnostima, primjenom programskog paketa MATLAB pokusat ¢e se do¢i do rjeSenja
ukoliko je to moguce.

Prvi primjer odnosi se na ugovaranje police osiguranja. Na raspolaganju imamo velik broj
realnih podataka o korisnicima raznih polica osiguranja, zadatak je s obzirom na odredene
karakteristike korisnika procijeniti ugovaranje nove police osiguranja.

U drugom primjeru na raspolaganju imamo podatke o dnevnim dolascima i odlascima
pacijenata u domu zdravlja. Simulirati ¢e se sustav ambulante, u kojem 8 lije¢nika opce
medicine pruza usluge u gradu s otprilike 22 tisu¢e stanovnika. Primijeniti ¢e se Monte Carlo
simulacija, podatke potrebne za simulaciju pruzili su nam lije¢nici opée prakse u Dugom

Selu.

5.1. Agencija za ugovaranje police osiguranja

Prema izvoru podataka [7] dani su podatci za rudarenje: opis zadatka, opis varijabli,
podatci za testiranje sa rezultatom, podatci za testiranje bez rezultata, stvarni rezultati.

5.1.1. Opis zadatka

Agencija koja ugovara police osiguranja zeli predvidjeti koje su osobe zainteresirane za
kupnju police osiguranja mobilne kucice. Cilj agencije je opisati potencijale klijente u svrhu
predvidanja zainteresiranosti korisnika. Boljim poznavanjem korisnika postize se optimalna
ucinkovitosti zaposlenika (manje nepotrebnih sastanaka, e — mail poruka, ciljane promotivne
ponude). Na kraju se pomocu zakljucaka o korisnicima mogu formirati modeli maksimalnog
profita.

Na temelju 5822 korisnika, rasporedenih unutar 86 kategorija sastavlja se tablica podataka.
Agencija na raspolaganju ima:

1.  sociolosko — demografske podatke o korisnicima,

2. ugovorene police osiguranja korisnika.
Potrebno je predvidjeti koji su korisnici zainteresirani za ugovaranje police osiguranja
mobilne kucice te opisati trenutne ili potencijalne korisnike. Treba objasniti zasto ba$ ti

korisnici ugovaraju policu osiguranja mobilne kucice.
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5.1.2. Opis varijabli

Atributi su podijeljeni u dvije jednako velike grupe, kao $to je navedeno u zadatku.
Sociolosko — demografski podatci o korisniku predstavljaju 43 atributa, ti podatci izvedeni su
iz postanskog broja korisnika. Odnosno svi korisnici s istim poStanskim brojem imaju iste

sociolosko — demografske atribute.

Ugovorene police osiguranja korisnika predstavljaju 42 atributa. Prvi dio se odnosi na
kategoriju doprinosa za pojedine vrste polica osiguranja, a drugi dio na broj ugovorenih polica
korisnika.

Stoga je jasno da varijable koje opisuju atribute predstavljaju pripadnost odredenoj
kategoriji ili koli¢inu [Tablica 26]. Koli¢ina iskazana u obliku cijelog broja, kategorija
takoder ima cjelobrojne vrijednosti. Zadnji atribut ima svojstvo da moze predstavljati i

koli¢inu i kategoriju, jer je maksimalan broj ugovorenih polica 1.

Tablica 26. Varijable koje opisuju atribute

Opis varijable
Opis atributa
koli¢ina kategorija

1 Sporedni tip korisnika / 1-41

2 Prosjecna starost / 1-6

3 Broj kuca Cijeli broj /

4 Prosjecna veli¢ina kuc¢anstva / 1-6

5 Glavni tip korisnika / 1-10
6 — 43 | Vjerska pripadnost, bra¢no stanje, prihodi, edukacija / 0-9
44 — 64 | Doprinos police razli¢itih osiguranja / 0-9
65 — 85 | Broj ugovorenih polica razlicitih osiguranja Cijeli broj /

86 Broj ugovorenih polica osiguranja mobilnih kucica Cijeli broj 0-1

5.1.3. Opis rjeSenja zadatka

Podatci se stavljaju u tablicu koja mora imati oblik (151), takva matrica podataka sadrzi

varijable koje utjec¢u na funkciju cilja i podatke koji sadrze specificne vrijednosti funkcije cilja

u ovisnosti o pripadaju¢im varijablama.

<x1 Xy e X y1>
Xm Xm v Xm Ym

(151)

Fakultet strojarstva i brodogradnje

86




Tanja Proti¢ Uporaba metoda operacijskih istrazivanja u usluznom sektoru

Nakon toga se pocCinje s obradom podataka koja ¢e za rezultat imati atribute (6) sadrzane

unutar m x (n + 1) matrice X, te rezultate (7) sadrzane unutar mD vektora y.

X1 Xz .. Xp
: : : : ] (152)
Xm Xm - Xmlxn

<
I

V1
: ] (153)
Ym

Prije nego li se krene s ovim korakom provjerava se broj setova podataka i broj atributa,

ne smije se desiti da je broj atributa veci od broja podataka.

Podatci se moraju dovesti u stanje u kojem je moguée napraviti inverz umnoska X'X.
Ukoliko to nije moguée podatci se provjeravaju. Broj atributa ne smije biti ve¢i od broja
podataka, odnosno m > n i ne smije postojati linearna ovisnost izmedu atributa Atributi se
moraju razumno odabrati, treba znati kako pojedini atribut utjeée na rezultat i treba li smanyjiti
broj atributa ili prikupiti ve¢i broj podataka.

Varijable koje su opisane u prethodnom dijelu se prvo moraju normalizirati. Budu¢i da
Moramo smanjiti raspon 0 < x; < 41,ovaj raspon je ovako velik jer prvi atribut sadrzi velik
broj kategorija. Stoga ¢emo mi smanjiti taj raspon na 1 < x; < 5, nakon ¢ega je raspon nasih

podataka unutar razumnih granica 0 < x; < 10.

Nakon normalizacije dodaje se stupac u matrici X, koji se sastoji od m — dimenzionalnog
vektora popunjenog jedinicama. Svaki sljedeci stupac predstavlja jedan atribut, a svaki red

matrice X je jedan set podataka iz kojih se uci.

Za ucenje se koristi samo dio podataka, a ostali podatci sluzit ¢e za provjeru algoritma.

Najcesce se 2/3 podataka koristi za ucenje, a ostatak 1/3 podataka je testni skup.

Recimo da imamo neku funkciju h koja ovisi varijablama X, i parametrima . Funkcija h
sluzi za procjenu vrijednosti rezultata y. Parametri @ odabrati ¢e se tako da se funkcija troska
minimizira. Funkcija troska predstavlja prosjek sume kvadratne razlike izmedu rezultata
funkcije h i rezultata y (iz skupa za ucéenje), tj srednje kvadratno odstupanje. Funkcija h ovisi
vrijednosti x, a funkcija troSka o parametru 6. Svaka vrijednost & odgovara jednoj drugoj
hipotezi, i za svaku novu hipotezu dobije se nova vrijednost funkcije troska. Dakle moze se
re¢i da je cilj pronaci optimalni @ koji minimizira funkciju troska. Zato ¢emo postaviti neki

pocetni @ i malo po malo ga smanjivati kako bi dobili §to manju funkciju troska.
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Cilj je pronalazenje optimalne vrijednosti nekog vektora # koji ¢e pomoci u predvidanju
funkcije cilja. Vektor @ opisuje kako se funkcija cilja ponasa ovisno o zadanim varijablama.
Opisuje ponasanje funkcije cilja u odnosu na rast ili pad vrijednosti odredene varijable.
Nauceni obrasci ponaSanja sluze za predvidanje funkcije cilja u novim, nepoznatim
okolnostima. Varijable nove okolnosti su opisno iste varijable razlic¢itih vrijednosti, a funkcija
cilja je nepoznata.

Problem spada nD probleme, rijeSen je NLP, iterativnom gradijentnom metodom.
Gradijentna metoda spada u grupu najceS¢e koriStenith metoda, pripada numerickim
metodama optimiranja. Koristi se za linearne i nelinearne funkcije cilja, koje mogu, ali ne
moraju imati ograni¢enja. Unutar nelinearnog programiranja [Slika 4] moze se svrstati u
funkcije viSe varijabli koje koriste derivacije. Cilj metode je iterativno priblizavanje
optimumu zadane funkcije po gradijentnoj trajektoriji. Trajektorija je u 2D problemima,
okomita na jednako udaljene nivo linije u konturnom dijagramu zadane funkcije. U njenim
toCkama postize se najveca promjena, najveci prirast ili pad funkcije cilja.

Rjesenje je dobiveno programskim paketom MATLAB, pripadaju¢i kod nalazi se u
prilogu[l]. Gradijentna metoda NLP odabrana je iz razloga $to za razliku od klasifikacije u
buduénosti moze dati bolje rezultate, ako se odlu¢i konkretnije sakupljati podatke o
korisnicima. Agencija nije sakupila relevantne sociolosko — ekonomske atribute koji opisuju
korisnika, podatci su jako grubo klasificirani. Iz tog razloga rezultati koji se postizu
zanemarivanjem sociolosko — demografskih podataka isti su kao i kada ih uzmemo u obzir.
Jedini atribut iz ove skupine koji utjeCe na promjenu je atribut 43 koji opisuje kupovnu mo¢

korisnika. Ostali atributi iz te grupe su irelevantni.

5.1.4. Interpretacija rezultata
Najjaci faktor predvidanja je doprinos police osiguranja automobila i broj police osiguranja
automobila. Odnosno najjaci pojedina¢ni faktor predvidanja je maksimalna razina (kategorija
6) doprinosa jedne police osiguranja automobila ili dvije police osiguranja.
Drugi statisticki relevantni faktori predvidanja:

— Visoka razina kupovne moci (najvise kategorija 7, kategorija 5 ili vise)

— Posjedovanje police privatnog osiguranja od odgovornosti

— Posjedovanje police osiguranja broda

— Posjedovanje police osiguranja socijalnog osiguranja

— Posjedovanje police osiguranja od pozara (razina 4)
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Intuitivno mozemo zakljuéiti ovo osiguranje koriste Klijenti koji su bogatiji od prosjeka i koji
se opéenito osiguravaju vise od prosjeka.

Vjerojatnost da korisnik s nizom premijom osiguranja automobila (razina5) ima osiguranu
mobilnu kamp kucicu manja je od prosjeka. Vjerojatno je ova skupina korisnika siromasnija
pa stoga postoji manja vjerojatnost posjedovanja kamp prikolice.

S obzirom da od ukupnog broja podataka (5800) za ucenje samo 389 korisnika posjeduje
kamp prikolicu podatci za ucenje nisu bas dobri, potreban je set sa ve¢im brojem korisnika

koji imaju kamp prikolicu.
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5.2.  Simulacija sustava ambulante

Na raspolaganju imamo podatke o dnevnim dolascima i odlascima pacijenata u domu
zdravlja. Simulirat ¢e se sustav ambulante, u kojem 8 lijeCnika op¢e medicine pruza usluge u
gradu s otprilike 22 tisu¢e stanovnika. Primijeniti ¢e se Monte Carlo simulacija, podatke

potrebne za simulaciju pruzili su nam lije¢nici opée prakse u Dugom Selu.

5.2.1. Podatci o dolascima i odlascima

Prema evidenciji lije¢nika svaki dan se pojavi izmedu 130 i 140 pacijenata koji traze
usluge ambulante. Oko 60% pacijenata se za pregled narucuje, a prema lije¢nicima oko 14 %
narucenih pacijenata se ne pojavi na pregledu, 46% pacijenata dode na vrijeme, a ostalih 40%

koji se pojave nisu imali zakazan sastanak. Kod nekih lije¢nika nije moguce naruéivanje.

U ambulanti se radi u smjenama odnosno u svakoj smjeni su 4 dezurna lije¢nika. Lije¢nici u
prosijeku mogu primiti maksimalno 33 pacijenta dnevno. Odnosno u prosjeku lije¢nik na
pacijenta potro$i oko 15 minuta. Lije¢nici Dnevno narucuju maksimalno 15 pacijenata.

Dnevna pauza je 30 minuta.

U danom trenutku kapacitet ambulante omogucéava pregled 4 pacijenta, odnosno svaki
lije¢nik moZe primiti samo jednog pacijenta u danom trenutku. Sto zna¢i da se radi o
jednostrukom repu ¢ekanja kada gledamo na sustav pojedinog lije¢nika i viSestrukom repu

¢ekanja kada gledamo na cjelokupni sustav.

Na shemi [Slika 21] se moze vidjeti slijed dogadaja. Prikazan je beskonacan broj dolazaka

odnosno beskonacan kapacitet reda uz beskonacan izvor pozivanja.

Prosjectna stopa

Prosjecna stopa dolazaka po satu = 4 usluge po saty = 6

® ® @ w s

T Y

Pacijentn ... Pacijent 5 Pacijent 4 Pacuem 3 F’av,:ijent 2 Doktor (S=1) Pacijent 1

Slika 21. Shema slijeda dogadaja
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Za rjeSavanje ovog primjera koristit ¢e se programski paket MATLAB. Potrebno je izraditi

sustav naveden u primjeru. Na slici [Slika 22] mozemo vidjeti pojedine dijelove gotovog

sustava.
rAing ¢ M
#n !
Pacijent u redu Generiranje
usluZivanja
Brojac pacijenata Hing ¢
 —— w AN, #
. Prosjetno
»IN QOUT» »IN tekanje u redu UshuZeni
1 [ ¥d}l- pacient
len {Ain. ¢ 1t a—
4oUT @ Prosjeéna Lo B bl
duljina reda Iskonstivost
ouUTh> M IN
Generame OuTp PIN O
pacijenata
FIFO Ambutanta Usluzeni pacijenti

Slika 22. Model ambulante
Prvo je potrebno generirati pacijente po eksponencijalnoj razdiobi, a to se postize blokom
Generiranje pacijenata. Blok Brojac¢ pacijenata sluzi da bi uvijek imali informaciju o broju
pacijenata koji pristizu u sustav. Nakon toga postavljamo disciplinu reda, u ovom slucaju
koristit ¢e se FIFO disciplina reda. U bloku FIFO mogu se vidjeti izlazi #n, w, len, OUT. Oni
daju informacije o prosje¢nom vremenu ¢ekanja (izlaz w), broju pacijenata u redu (izlaz #n) i
prosjec¢noj duljini reda (izlaz len). Izlaz OUT sluzi za transfer entiteta kroz sustav. Kada
pacijenti dodu na red ulaze u ambulantu gdje se vr$i usluga. U bloku Ambulanta se mogu
vidjeti izlazi #d i util - oni daju informaciju o broju usluzenih pacijenata (izlaz #d) i
iskoristivosti posluzitelja (izlaz util). Zadano je da se u ambulanti nalazi samo jedan davatelj
usluge. Vrijeme trajanja usluge u ambulanti generira se prema eksponencijalnoj distribuciji
koristenjem bloka Generiranje usluzivanja. Svi izlazi koji daju informacije spojeni su na tzv.,

signal scope blokove, koji nakon zavrsetka simulacije izbacuju graficki prikaz rezultata.

Ocekivane vrijednosti mogu se izracunati jednostavnom for petljom [PRILOG I]. Kao rezultat

¢e se dobiti sljedeci rezultati:

oc¢ekivani broj jedinica u sustavu LS = 2,

oc¢ekivani broj jedinica u repu Lq = 1.333,

oc¢ekivano vrijeme ¢ekanja u sustavu Ws = 30 minuta,

oc¢ekivano vrijeme ¢ekanja u repu Wq = 20 minuta,
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— postotak iskoristenosti S = 66.67 %.

Gore navedeni rezultati ukazuju na ocekivane vrijednosti, one ne moraju odgovarati stvarnim

vrijednostima. Moze se ocekivati da ¢e se stvarne vrijednosti nalaziti iznad i ispod ocekivane.

Na dijagramu [Slika 23] se moze vidjeti broj pacijenata koji se nalaze u redu. Krugovi

predstavljaju pacijente koji ulaze ili izlaze iz reda, a horizontalne linije predstavljaju vrijeme

koje pacijent provede u redu. Moze se zakljuciti da nikada nece viti vise od pet pacijenata u

redu.
Broj pacijenata u redu
T T T T
o -
5 I R - 1 W O o S S SRR . NP . SO - o SN . % SO . gy, W, SR SO . NN . .
5 4r |
=3
[
o
2 - -
0
[k =
a BOO
Yrijeme simulacije
Eroj pacijenata u redu
5 L
45 .
4L _
35T Pacijent 1 ]
= lazi d
£ af TN Pacijent 3 -
= ulaziuredi
25 ostaje U njemu .
2 L ]
15k ) .
Pacijent 1 Pacijent 3
1k izlaziiz odlaziiz reda .
reda
05+ \ / _
|:| 1 | | | |
] 10 15 20 25 30
Yrijeme simulacije
Slika 23. Broj pacijenata koji ¢ekaju u redu
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U tablici [Tablica 27] se nalaze statisticki podatci koji ukazuju na ponaSanje entiteta u repu
¢ekanja. Vidljivo je da je aritmeticka sredina broja pacijenata 3.293, a oc¢ekivana vrijednost je
bila Lg=1.333. Standardna devijacija iznosi 1.457, ako se ona usporedi sa srednjom
vrijednos¢u moze se zakljuciti da aritmeticka sredina ne reprezentira uzorak dovoljno dobro.
Prosjecan broj pacijenata u redu je 3.293, a devijacija je 1.457 iz toga slijedi da je prosjecno
odstupanje od prosje¢nog broja pacijenata u redu 44%. Iz tog razloga treba uzeti u obzir
vrijednost najéesce frekvencije i medijana, koji u ovom slucaju iznose 4 i daju realan podatak

o broju pacijenata u redu ¢ekanja.

Tablica 27. Statisticki podatci broja pacijenata u redu ¢ekanja

min 0
max 5
mean 3.292
median 4
mode 4
std 1.456
range 5

Na dijagramu [Slika 24] prikazana je usporedba razli¢itih vremena Cekanja, te ukupno
prosje¢no vrijeme koje jedan pacijent provede u sustavu. Vidi se da je prosje¢no vrijeme
¢ekanja u redu skoro duplo vece od vremena trajanja usluge. Skok na pocetku dijagrama
ukazuje na mali broj simulacija u tom trenutku, to se desilo jer u prvom uzorku simulacije
vrijeme izmedu dolazaka jako kratko i naglo. Vidi se da se nakon nekog vremena taj dio

stabilizira.

B, !
0 iC b 3 40 7] &0 70
Pacijernt

Slika 24. Prosjecno vrijeme ¢ekanja i vrijeme trajanja usluge
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Iz podataka [Tablica 28] je vidljivo da se prosje¢no vrijeme ¢ekanja u redu (19 minuta) i
medijan prosjeka (21 minuta) podudara s ocekivanim vremenom cekanja u redu (Wq = 20
minuta). O&ekivano vrijeme &ekanja u sustavu je Ws = 30 minuta, a medijan 27 minuta. Sto
znaci da iz ocekivanih vrijednosti mozemo dobiti dovoljno dobru predodzbu o vremenima u

sustavu i repu.

Tablica 28. Statisti¢ki podatci vremena ¢ekanja

Red Usluga Red + Usluga

min 0 0 0

max 23.39 12.32 29.58
mean 19.24 6.033 25.27
median 21.43 6.065 27.66
mode 0 0 0

std 5.237 1.363 5.854
range 23.39 12.32 29.58
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6. ZAKLJUCAK

Operacijska istrazivanja su se u usluznim djelatnostima pocela sve vise razvijati. Najcesce
se koriste u djelatnostima transporta i skladiStenja, informacija i komunikacija, djelatnosti
zdravstvene zastite i socijalne skrbi, trgovini na veliko i na malo, financijske djelatnosti i

djelatnosti osiguranja.

Operacijska istrazivanja su jako kompleksno podrué¢je. Kako bi se uspjes$no rijeSio problem
nekog sustava potrebno je suradivati s raznim stru¢njacima iz raznih podruc¢ja. Ovo se osobito
odnosi na usluzne djelatnosti. Uspjesno rjeSavanje problema ne ovisi samo o godinama
iskustva strucnjaka operacijskih istrazivanja, nego o sposobnosti da se uz pomo¢ stru¢njaka

koji godinama rade unutar tog sustava pronadu problemi i razlozi zbog kojih se oni javljaju.

Generalno gledajuéi stru¢njak operacijskih istrazivanja tesko ¢e rijeSiti problem iz nekog
drugog sustava, ako tematika kojom se sustav bavi nije podru¢je njegove struke. Kako bi se
metode operacijskih istrazivanja adekvatno mogle primijeniti na bilo koji problem iz bilo
kojeg podrucja nije dovoljno biti samo stru¢njak na podrucju operacijskih istrazivanja, vec je
potrebno biti stru¢njak i u podrucju sustava promatranog problema.

Za razlu€ivanje 1 sistematiziranje, a naro€ito rjeSavanje problema nuzno je poznavanje teorije.
Modificiranjem metoda se moze kreirati rjesenje, kod prakti¢nih problema. Skoro nikada nije
dovoljna samo jedna metoda za rjeSavanje problema. Metode i matematicki modeli

medusobno se kombiniraju 1 tvore nove metode.

Obradom tematike ovog rada doSlo se do zakljucka da je jako komplicirano svrstati
metodologiju nekog problema promatrajuci sektor usluznih djelatnosti. Djelatnosti u ovom
sektoru se same po sebi jako razlikuju i1 uspjeSna implementacija neke metode u jednoj
djelatnosti nece osigurati uspjeSnu implementaciju te iste metode u drugoj djelatnosti.
Promatraju¢i sustav zdravstva primjecuje se da je jako teSko pronaci granicu izmedu

problema, tj. tesko je izvu¢i jedan dio iz konteksta i onda o¢ekivati adekvatna rjesenja.

U zdanjem poglavlju samostalno su rijeSena dva zadatka, doslo se do zakljucka da podatci
koji su prikupljeni, odnosno podatci koji su odabrani kao relevantni u biti i nisu bili u
potpunosti relevantni. Podatci u bili suviSe generalizirani, iz ¢ega se zakljucuje da je nuzno
unutar sustava imati strucnjaka za operacijska istrazivanja, koji ¢e sugerirati moguce razloge i

moguca medudjelovanja unutar sustava.
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Programski kod NLP, gradijentna metoda

o°

% Machine Learning Online Class
class.coursera.org
Instructions by: Andrew Ng

oe

o° oo

[} [o)

T \U¢itavanje podataka/--—-----------—---"-——-—"—————- S
Pocetak. ..
clear all; close all; clc;

o\
o

o
°

fprintf ('U¢itavanje podataka ''za ucenje.txt''...\n')
fprintf ('Podatci o korisnicima: \n');
(
(

fprintf ('Socioekonomski status (1:43)\n');

fprintf ('i ugovorene police osiguranja(44:86)\n');

data = load('za ucenje.txt');

% —mmmmmm - \Normalizacija podataka/--------——--———-—-————-———- %

% Kakvi su podatci?
% 1.Normalizacija kategorija
% 2.Normalizacija brojeva

% 11! Oprez ono Sto predvisamo se ne normalizira !!!
fprintf ('Normalizacija varijabli... \n'")
T e \Normalizacija kategorija/-----------------—---—-—- %

% Budu¢i da su podatci kategorije 1:41, 1:6, 1:9, 1:12 itd.

% Kategorizacija ¢e se prilagoiti (preveliki rasponi)

% Biramo kategorije 1, 1.1, 1.2, ... ,4.8, 4.9, 5

% Raspon je sada puno bolji! Prije(l:41), sada(l:5)

%% Machine Learning Online Class

% class.coursera.org

% Instructions by: Andrew Ng

% —mmmmm— - \Uc¢itavanje podataka/-—--—---——-——————-————————————- %
$PocCetak...

clear all; close all; clc;

fprintf ('U¢itavanje podataka ''za ucenje.txt''...\n'")
fprintf ('Podatci o korisnicima: \n'");

fprintf ('Socioekonomski status(1:43)\n'");

fprintf ('i ugovorene police osiguranja(44:86)\n');

)

data = load('za ucenje.txt');

o°

o)

§ mmmmmm—m \Normalizacija podataka/----—-----—-———-—-————-———— 5
Kakvi su podatci?

1.Normalizacija kategorija

2.Normalizacija brojeva

'l Oprez ono Sto predvisamo se ne normalizira !!!
fprintf ('Normalizacija varijabli... \n'")

o

data=[changem(data(:,2:end),[1:0.1:5]",[1:41]"),data(:,1)]; % zamjena

= data(:, l:end-1); y =data(:,end);

definiranje dimenzija matrice

m = size(X,1); n = size(X,2);

G \Normalizacija brojeva/--—--—-=--"=-"-"---—————~ %
% % na srednju vrijednost O

% % [X mu sigma] = featureNormalize (X)

% mu = mean(X); sigma = std(X); t = ones(size(X,1), 1);

$ X norm = (X - (t * mu)) ./ (t * sigma); X=X norm;

o° o° oo

o° oo

oo X
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o\°

% Dodavanje dodatnog atributa Xo

X [ones(m, 1) X];

% ———m—mmmm - \Gradijentno pribliZavanje/-------——---——-—-————- %
fprintf ('Gradijentno pribliZavanje ...\n'

% Odabir koraka ucenja (0.1 : 0.0001) i broja iteracija

alpha = 0.0257; num iters = 3000;

[}

% Odabir pocetne vrijednosti theta

theta = zeros(n+l, 1);
m = size(X,1);J history = zeros(num iters, 1);
for iter = l:num iters
theta = theta - alpha * (1/m) * (((X*theta) - y)' * X)';

J history(iter)=computeCostMulti (X, y, theta);
J = computeCostMulti (X, y, theta);
J = 0;
J
end
% Prikaz grafa konvergencije
hold on; plot(l:numel(J history),J history,'-r', 'LineWidth',1);
xlabel ('Broj iteracija'); ylabel ('Funkcija "troska"');
% Rezultat:
fprintf ('Theta izracunat gradijentnim pribliZavanjem: \n');

(1/(2*m)) * (X*theta-y)' * (X*theta-y);

fprintf (' %£ \n', theta);

fprintf ('\n'");

fprintf ('Pritisnite enter za nastavak.\n');

pause;

%% —mmmm e e \Procjena/-————====—————mmmmm %
thetal = (X'*X)"(-1)*(X'*y);

yl=X*thetal;
y2=X*theta;
data test = [load('testiranje.txt'), load('pravi.txt')];
y_test = data test(:, 1);

=[1:0.1:5]";sk=[1:41]"';data test=[changem(data test(:,2:end),nk,sk)];
X test = data test(:, l:end); X test = [ones(size(X test,1l), 1) X test];
m = size(X test,l); n = size(X test,2);
y_procjena=X test*thetal;
Y=round (y procjena);
fprintf ('Procjena cilja: %f \n',Y);
tocno=ismember (round(y procjena),y test, 'rows');
tocno=size (tocno (tocno==1),1);
fprintf ('Dobro procjenjeni: $f£f \n', tocno);

data=[changem(data(:,2:end), [1:0.1:5]",[1:41]"),data(:,1)]; % zamjena
X = data(:, l:end-1); y =data(:,end);
% definiranje dimenzija matrice

m = size(X,1); n = size(X,2);

e \Normalizacija brojeva/-——--=—===-=---=-=-———-—-—~ %
% % na srednju vrijednost O

% % [X mu sigma] = featureNormalize (X)

% mu = mean(X); sigma = std(X); t = ones(size(X,1), 1);

% X norm = (X - (t * mu)) ./ (t * sigma); X=X norm;

% % Dodavanje dodatnog atributa Xo

X [ones (m, 1) XI];

$% mmmm e \Gradijentno pribliZavanje/-—-——--=——===————-—————— %
fprintf ('Gradijentno pribliZavanje ...\n');

% Odabir koraka ucenja (0.1 : 0.0001) i broja iteracija
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alpha = 0.0257; num iters = 3000;
% Odabir pocetne vrijednosti theta

theta = zeros(n+l, 1);
m = size(X,1);J history = zeros (num iters, 1);
for iter = l:num iters
theta = theta - alpha * (1/m) * (((X*theta) - y)' * X)';

J history(iter)=computeCostMulti (X, y, theta);
J = computeCostMulti (X, y, theta);
J = 0;
J (1/(2*m)) * (X*theta-y)' * (X*theta-y);
end
% Prikaz grafa konvergencije
hold on; plot(l:numel(J history),J history,'-r', 'LineWidth',1);
xlabel ('Broj iteracija'); ylabel ('Funkcija "troska"');
% Rezultat:
fprintf ('Theta izracunat gradijentnim pribliZavanjem: \n');

fprintf (' %f \n', theta);

fprintf ('\n");

fprintf ('Pritisnite enter za nastavak.\n');

pause;

% —mm e m e m— \Procjena/—--——-—=——-———————————————————— %
thetal = (X'"*X) " (-1)*(X"*y);

yl=X*thetal;

y2=X*theta;

data test = [load('testiranje.txt'), load('pravi.txt')];

y test = data test(:, 1);

nk=[1:0.1:5]"';sk=[1:41]";data test=[changem(data test(:,2:end),nk,sk)];
X test = data test(:, l:end); X test = [ones(size(X test,1l), 1) X test];
m = size(X test,l); n = size(X test,2);

y_procjena=X test*thetal;

Y=round(y procjena);

fprintf ('Procjena cilja: $f \n',Y);
tocno=ismember (round(y procjena),y test, 'rows');
tocno=size (tocno (tocno==1),1);

fprintf ('Dobro procjenjeni: $f \n', tocno);

data=[changem(data(:,2:end), [1:0.1:5]"',[1:41]"),data(:,1)]; % zamjena
X = data(:, l:end-1); y =data(:,end);
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Programski kod teorija repova ¢ekanja

clear all
clc
Teorija repova (M/M/1):(GN/inf/inf)

o° o°

o\°

Izracun ocekivanih vrijednosti,
potrebne varijable: lambda, mu, n

o°

o°

Simulacija repova c¢ekanja,
potrebne varijable: vsim
Tanja Protic

o° o°

o\©
o\©

o°
o°

o

printf ('Teorija repova (M/M/1):(GN/inf/inf) \r\n'")

o

]

G —— \Unos podataka/--—-—-——-——----"-""""""“"“"-"-----—-————— %
lambda = input ('UpisSite prosjecénu stopu dolazaka po satu: ');

mu = input('Upisite prosjecénu stopu usluge po satu: ');

m = input ('UpisSite broj jedinica u sustavu: '); % = beskonacno

s=1; $broj usluznih mjesta

r=lambda/mu; % intenzitet "prometa" u repu cekanja
G \Izracun ocCekivanih vrijednosti/------------------—- %

% pn - vjerojatnost stabilnog stanja

% n - zadani broj jedninica u sustavu

% Ls - ocCekivani broj jedinica u sustavu

% Lg - ocekivani broj jedinica u repu

% Ws - ocekivano vrijeme cekanja u sustavu

% Wg - ocCekivano vrijeme c¢ekanja u repu

% S - postotak iskoristenosti

% s - broj usluZznih mjesta

%
g
] o
pO0=1-r; $suma geometrijskog reda

for n=1:m;
pn=r” (n-1) *p0;
Ls=(n-1) *pn;
pnl (n)=pn; $kreira vektor pnl
Lsl (n)=Ls; %kreira vektor Lsl
end
Ls=sum(Lsl) ;
Ws=Ls/lambda;

(n
(n

Ws1l=Ws*60; % 1z sata u u minute
Wg=Ws-1/mu;
Wgl=Wg*60; % iz sata u u minute
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