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SazZetak rada

Vuko Vukcevié

Racunalna dinamika fluida temeljena na sustavu Cestica

U ovom radu se razmatra numericka metoda za rjeSavanje problema dinamike fluida
forumulirana koncepcijom sustava Cestica, metoda hidrodinamike izgladenih cestica (engleski
»Smoothed particle hydrodynamics®, u daljnjem tekstu skraéeno SPH metoda). SPH metoda
kontinuum diskretizira kona¢nim brojem cCestica koje nose fizikalna svojstva, a za koje se
rjeSavaju spomenute jednadzbe. U svrhu formulacije metode, opisane su integralne
aproksimacije prostorne funkcije i njene derivacije pomocu jezgrenih funkcija, te su dani
izrazi za aproksimaciju ¢esticama. Prikazane su neke Cesto koristene jezgrene funkcije. Uvjeti
koje te funkcije moraju zadovoljiti u svrhu ocuvanja konzistentnosti odredenog reda su
detaljno razmotreni. Takoder su dani uvjeti konzistentnosti aproksimacije Cesticama. Na
temelju prethodnih razmatranja mogu se jednostavno izvesti obi¢ne diferencijalne jednadzbe
za pojedinu cCesticu, koje ovise o vremenu. Time se problem svodi sa sustava parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi na skup obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Razvijen je ra¢unalni kod
za rjeSavanja Poiseulle-ovog strujanja. Pokazano je da se dobiveni rezultati dobro slazu s
analitickim rezultatima predlozenim od strane Morris et al., Cime je metoda potvrdena. Kao i
svaka numeri¢ka metoda, 1 SPH metoda ima svoje prednosti 1 nedostatke koji su primijec¢eni

kroz praksu i kroz teorijska razmatranja, te su ovdje prikazani.

Kljucne rijeci: racunalna dinamika fluida, hidrodinamika izgladenih Cestica, jezgrene

funkcije, cestice, Poiseuille — ovo strujanje



Summary

Vuko Vukcevié

Particle Based Approach to Computational Fluid Dynamics

Smoothed particle hydrodynamics (SPH), a numerical method for simulating fluid
dynamics phenomena, based on particle systems is described in this paper. SPH method
approximates continuum with finite number of particles which carry physical properties.
Integral approximations of a field functions and its derivative are described using smoothing
kernel functions. Particle approximations are also derived. Often used kernel functions are
listed. Kernel functions have to satisfy a number of conditions to ensure consistency to a
given order. Those conditions, as well as particle approximation consistency conditions are
also thoroughly described. For each particle, an ordinary, time dependant, differential
equation is formulated. Problem is therefore reduced from partial differential equations to a
set of ordinary differential equations. Computer algorithm is developed for simulating
Poiseuille flow. It is shown that obtained results are in good agreement with analytic series
solution provided by Morris et al. Like every other numerical method, SPH method also has
its advantages and disadvantages noted through practical use and theoretical considerations,

which are briefly noted in this paper.

Key words: computational fluid dynamics, smoothed particle hydrodynamics, kernel

smoothing functions, particles, Poiseuille flow



Popis oznaka:

X; [m] - vektor polozaja
Vi [m] - vektor polozZaja u trenutku identificiranja Cestice fluida
t [s] - vrijeme
J - Jacobijeva matrica
vF [m/s] - Lagrangeovo polje brzine
vE  [m/s] - Eulerovo polje brzine
4 [m3] - volumen fluida
S [m?] - povrsina koja zatvara volumen fluida
n; [m] - Vektor normale na povrsinu
m [kg] - masa fluida

p [kg/m3] - gustoca fluida

0j [Pa] - tenzor naprezanja

p [Pa] - polje tlaka

Tjj [Pa] - tenzor tangencijalnog naprezanja

F; [m/s?] - masena sila u smjeru osi x;

U [Pas] - dinamicka viskoznos fluida
v [Pas] - kinematicka viskoznost fluida
&ij [1/s] - tenzor brzine deformacije fluida
bij - Kroneckerov delta simbol

f(x;) - opcenita prostorna funkcija
o - Diracova delta funkcija

w [1/ m3] - jezgrena funkcija

h [m] - nosac jezgrene funkcije



r - ostatak pri razvoju u Taylorov red

a,fp - oznake za Cesticu
Tap [m] - udaljenost Cestice a od Cestice B
ag - koeficijent jezgrene funkcije ovisan o dimenzijama problema
R - relativna udaljenost izmedu para Cestica
K - parametar uvecanja nosaca funkcije
A - koeficijenti pri razvoju u Taylorov red
M, - momenti jezgrene funkcije
by, - konstante pri razvoju jezgrene funkcije u Taylorov red
M - matrica momenata
/ - vektor poznatih konstanti uvjeta konzistentnosti

W [1/m3] - reproducirajuca jezgrena funkcija

W, [1/m3] - prozor funkcija

Viap)y [m/s] - razlika vektora brzine Cestice a i Cestice B
/ [m] - udaljenost stijenki Poiseuille — ovog strujanja
Vo [m/s] - maksimalna stacionarna brzina Poiseuille — ovog strujanja
c [m/s] - brzina zvuka
€ - faktor XSPH metode integracije poloZaja Cestice

an [m/s2] - akceleracija un—tom koraku

At [s] - vremenski korak
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1. UvOD

Fluidi okruzuju cijeli svijet, pa je tako i vecina problema u brodogradnji, barem na
neki nacin, povezana s dinamikom fluida. Razvoj ra¢unalne dinamike fluida je usko povezan s
vrlo brzim razvojem racunala u prethodnom i ovom stolje¢u. U dana$njem svijetu, tvrtke
moraju imati brze odgovore na zahtjeve trzista da bi opstale. Tu dolazi do izrazaja racunalna
dinamika fluida, koja za razliku od eksperimentalnih metoda, moze ponuditi brza, i najvaznije
jeftinija rjeSenja. Medutim, ta rjeSenja joS uvijek u dobrom dijelu tehnickih struka nisu
dovoljno pouzdana, ali Cesto daju dobru i pribliznu sliku problema. Dinamika fluida je
opisana ¢uvenim Navier — Stokesovim jednadZbama (zakon o ocuvanju koli¢ine gibanja),
jednadzbom kontinuiteta (zakon o ocuvanju mase), te prvim i drugim glavnim stavkom
termodinamike. Strujanju fluida je moguée pristupiti na dva nacina, te su se stoga razvile
dvije metode u racunalnoj dinamici fluida. Prva, Eulerova metoda promatra fluid u odredenim
fiksnim toCkama prostora (odnosno tockama mreze). Ova metoda je danas viSe istraZena i
prilagodena rjesavanju raznih problema. U drugoj, Lagrange-ovoj metodi, koordinatni sustav
nije nepomican, ve¢ se giba s ¢esticom fluida. 1z tog razloga je ovaj pristup mozda intuitivniji,
posebno za promatranje same kinematike fluida. Racunalna dinamika fluida temeljena na
sustavu Cestica se danas sve viSe istrazuje 1 koristi u brojnim podru¢jima, posebno u
raunalnoj grafici, za koju su pozeljni jednostavniji matemati¢ki modeli koji i dalje daju
vjerodostojnu sliku vremenskih simulacija gibanja fluida. Medutim, metoda se sve vise koristi
1 u tehni¢kim prora¢unima, zasto je potrebno koristiti sloZzenije matematicke modele, te je
najvaznije kontrolirati i na razne nacine ispitati pouzdanost prora¢una, odnosno to¢nost same
simulacije. Metoda hidrodinamike izgladenih cCestica (engleski ,,Smoothed Particle

Hydrodynamics®) se razvila u svrhu rjeSavanja problema astrofizike. Kasnije se koristila 1 za



simulacije strujanja stlac¢ivih i nestlacivih fluida, za simulacije eksplozija, te ¢ak u
molekularnoj dinamici. U brodogradnji i morskoj tehnici se, na primjer, ova metoda koristila
za simulacije nelinearnih fenomena poput udaranja valova o konstrukciju. Moze se ocekivati
da ¢e se ova metoda i dalje nastaviti razvijati zbog svoje jednostavnosti, intuitivnosti, te
najvaznije, jer ne zahtijeva vremenski promijenjivu mrezu pri simulacijama sloZenijih,

nestacionarnih problema.



2. OPIS STRUJANJA FLUIDA

U dinamici fluida razraduju se zakoni odrzanja za fluid u strujanju, a to su: zakon o
oCuvanju mase, zakon o ocCuvanju koli¢ine gibanja, zakon o o¢uvanju momenta koli¢ine
gibanja, zakon o o¢uvanju energije (prvi glavni stavak termodinamike), te zakon o produkciji
entropije (drugi glavni stavak termodinamike). U kinematici fluida postoje dva pristupa
analitickog opisa strujanja fluida. Eulerov pristup polazi od geometrijskih toCaka prostora,
prate se mehanicka i termodinamicka zbivanja u pojedinoj tocki dok kroz nju prolaze razlicite
Cestice fluida. Ovakav opis strujanja vodi do nelinearnih (uslijed konvekcijskog ¢lana)
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje je moguée numericki rijesiti raznim metodama, na
primjer: metodom konacnih razlika, metodom kona¢nih volumena i drugim. Pristup u kojemu
se strujanje fluida opisuje u materijalnom koordinatnom sustavu, odnosno koordinatnom
sustavu koji se giba zajedno s cesticom fluida zove se Lagrangeov pristup. Ovakva
formulacija vodi do numerickih metoda kao §to su: metoda konaénih elemenata, metoda
izgladenih Cestica (engleski ,,Smoothed Particle Hydrodynamics®, u daljnjem tekstu SPH
metoda). Dakle, strujanje fluida se moze predstaviti u materijalnim koordinatama

(Lagrangeov opis):

xi = fi(t, ) @)

ili, u prostornim koordinatama (Eulerov opis):

yi = f7 1t x) 2)

uz uvjet [1]:

‘afi >0 J< o 3)

J




Jednadzba (1) predstavlja trajektoriju Cestice fluida koja je u nekom trenutku identificiranja
bila u tocki y;. Brzinu fluida je takoder moguce definirati u Lagrangeovom ili Eulerovom
koordinatnom sustavu. Brzina cCestice fluida u Lagrangeovom koordinatnom sustavu je
jednostavno parcijalna derivacija izraza (1) po vremenu, jer y; ne ovisi 0 vremenu
identificiranja [2]:

ax;(t,y;)
vi(ty) = # 4)
Eulerovo polje brzine je definirano materijalnom (totalnom) derivacijom trenutne pozicije

Cestice fluida po vremenu:

Dx;
vE(t,x;) = D_tl ®)

Izrazi (4) i (5) su povezani osnovnim principom kinematike:

VE (X)) |, = £,y = Vi (6 V) (6)
gdje je x; odredena tocka, a y; s desne i s lijeve strane jednadzbe predstavljaju istu pocetnu
poziciju u kojima je Cestica ,,identificirana®. Rije¢ima, brzina fluida u odredenoj tocki
kontinuuma (tocka x; s lijeve strane jednadzbe (6)) je jednaka brzini Cestice fluida koja se

nalazi u toj toc¢ki u istom vremenskom trenutku.



3. LAGRANGE - OV OBLIK NAVIER — STOKESOVIH JEDNADZBI

Promatrat ¢e se zatvoreni volumen V s povrsinom S, slika 1.

)

Slika 1. Lagrangeov konac¢ni volumen V omeden povrSinom S

PovrSina S zatvara volumen V. U Lagrangeovom pristupu, ovakav volumen se giba s fluidom
tako da iste Cestice fluida ostaju unutar volumena. Premda strujanje fluida moze uzrokovati
deformaciju (linearnu i kutnu) Lagrangeovog volumena, masa fluida unutar volumena se ne
mijenja. Gibanje fluida unutar volumena V vodi do promjene povrSine S. Nadalje, promjena
povr$ine uzrokuje promjenu Vvolumena. Promjena volumena d(AV) uslijed gibanja

diferencijalnog dijela povrsine dS tokom vremenskog intervala At, prema slici 2. iznosi:

d(AV) = rvin At dS (7)
gdje su: v; brzina gibanja diferencijalnog dijela povrsine dS, a n; je jedinicni vektor okomit

na diferencijal povrsine dS (odnosno vektor normale na diferencijal povrsine dS).



%/
S

Slika 2. Promjena Lagrangeovog volumena uslijed gibanja povrSine
Ukupna promjena volumena cijelog Lagrangeovog volumena je integral izraza (7) po povrsini
S:
AV = jvi At n; as (8)
S

Dijeljenjem jednadzbe (8) s At, i primjenom teorema o divergenciji [3] (poznat i kao Green —

Gauss teorem, odnosno Gauss — Ostrogradski teorem) dobije se:

] avl 9
6xl (9)
gdje ¢lan ispod znaka integrala (zapisan u indeksnoj notaciji) predstavlja divergenciju polja

brzine.

Ukoliko se Lagrangeov konacni volumen svede na infinitezimalni dio fluida s volumenom &V
(tako da vrijede postulati mehanike kontinuuma, odnosno da su svojstva fluida konstanta u

6V) dobije se sljedeca jednadzba:

A(6V) avl d(6V) av; 5V 10
At 6 _axi ( )

Prema tome, vremenska promjena volumena infinitezimalnog dijela fluida je:



D(V) _ av,

= 11
Iz izraza (11) slijedi divergencija brzine kao:
av; 1 D@6V
vi_ 1 D@EV) 12)

axi B W Dt
Jednadzba (12) pokazuje da se divergencija brzine moze fizikalno interpretirati kao

vremenska promjena volumena po jedinici volumena.

Iz zakona o ocuvanju mase moze se dobiti jednadZzba kontinuiteta. Masa sadrzana u

kontrolnom volumenu za Lagrangeov infinitezimalni dio fluida volumena &V iznosi:

odm = pdV (13)

gdje su: m masa, i p gustoca.

Kako je masa oCuvana u Lagrangeovom infinitezimalnom dijelu fluida, vremenska promjena

mase mora biti jednaka nuli:

D(6m) _ D(p8V) Dp  D(V)

=5V —= 14
Dt o ot P o O a4
JednadZba (14) se moZe napisati u obliku:
D D(6V
Do, » DGV) _, (15)

Dt 6V Dt

Koriste¢i jednadzbu (12), jednadzba kontinuiteta u Lagrangeovom pristupu glasi:

Dp av;

=—p—0o 16
Dt p axi ( )
Zakon o oCuvanju koli¢ine gibanja dobije se iz Newtonovog drugog aksioma koji kaze da su
povrsinske i masene sile koje djeluju na infinitezimalni Lagrangeov dio fluida u ravnotezi s

vremenskom promjenom koli¢ine gibanja tog istog dijela fluida (odnosno u ravnotezi s

inercijskim silama).
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Komponente brzine
v; = (v1,02,3)

Slika 3. Sile u smjeru osi x; koje djeluju na Lagrangeov infinitezimalni dio fluida

Prema slici 3. vektor polozaja je x; = (xq, x5, x3), dok je akceleracija infinitezimalnog dijela

. Dv; Dv, Dv, Dv . .\ o . .
fluida Dtl = ( thl , thz D t3) [4]. Masena sila moze biti gravitacijska sila, magnetske sile

ili neke druge sile koje djeluju na cijeli infinitezimalni volumen. Povrsinske sile su sile tlaka,

te tangencijalna i normalna naprezanja. U smjeru osi x; djeluju sljedece sile na Lagrangeov

infinitezimalni dio fluida:

dp 0711 07y
—a—ﬁdxldxzdx3 + a—xldxldXZdX3 + a—xzdxldxzdx3 +
(17)
aT31
+ o, dxidx,dx;

gdje je p tlak, a 7;; naprezanje u smjeru osi x; koje djeluje na ravninu okomitu na os x; .

Inercijska sila moZze se pisati u obliku:

dv dv
md—t1 = pdx;dx,dxs d_tl (18)



Izjednacavanjem (17) i (18), te ukoliko postoji masena sila F; koja djeluje u smjeru osi x;,

drugi Newtonov aksiom se moze pisati kao:

dv, dp 0714
pdx dx,dx; Frae —a—xldxldxzdx3 + a—xldxldxzdx3 +
ot ot 1
+ (')xzzl dx,dx,dx; + aTtdxldxzdxg, + (19)
+ pFidx,dx,dx

1z (19) slijedi parcijalna diferencijalna jednadzba o¢uvanja koli¢ine gibanja u smjeru osi x:

Dv, dp 0ty 01y 073
= — F. 20
th 6x1+ 6x1+ 6x2+6x3+p1 (20)

Istim postupkom moguce je izvesti jednadzbe oCuvanja koli¢ine gibanja za ostale osi, te se

kona¢no zakon o¢uvanja koli¢ine gibanja moze pisati u indeksnoj notaciji:

pv, op
Lo 2P T, 21)

,DE axi Oxj

zai=1, 2, 3.

Za Newtonovske fluide [5] je naprezanje proporcionalno deformaciji &€ preko dinamicke

viskoznosti u:
Tij = u Eij (22)
gdje je:

avi av] 2 avi

Eij - ax] axl- B § a_xl Y

(23)

a &;; je Kroneckerov delta simbol.



Zakon o o¢uvanju momenata koli¢ine gibanja dokazuje simetricnost tenzora naprezanja, te se
ovdje nece razmatrati. Zakon o oCuvanju energije te zakon o produkciji entropije se takoder

nece razmatrati buduci da u rjeSavanje problema nisu ukljuceni toplinski ucinci.

10



4. SPH (SMOOTHED PARTICLE HYDRODYNAMICS) METODA

4.1. Osnovna ideja SPH metode

SPH metoda je razvijena u svrhu rjeSavanja hidrodinamickih problema koji su opisani

parcijalnim diferencijalnim jednadzbama. Analiticko rjesenje takvih jednadzbi moguce je

prona¢i za samo malen broj jednostavnih problema, stoga se Cesto pristupa numerickim

metodama. Za svaku numeri¢ku metodu, najprije je potrebno diskretizirati domenu strujanja

fluida. Nadalje, potrebno je definirati prostornu aproksimaciju funkcija te njihovih derivacija

za svaku toCku. Pomocu takvih prostornih aproksimacija funkcije i njenih derivacija se

problem svodi sa skupa parcijalnih diferencijalnih jednadzbi na skup obi¢nih diferencijalnih

jednadzbi u diskretiziranom obliku koje ovise o vremenu. Ovakav skup obi¢nih

diferencijalnih jednadzbi je moguce numericki rijesiti raznim metodama [6]. Pristup SPH

metode gore opisanim problemima je sljedeci:

Domena fluida je predstavljena skupom proizvoljno rasporedenih Cestica. Bitno je
naglasiti da nije potrebno defnirati vezu medu cesticama, odnosno metoda je
bezmrezna (engleski ,,Meshfree®).

Koristi se metoda integralne reprezentacije za aproksimaciju prostorne funkcije koja
se Cesto naziva bazna, odnosno jezgrena aproksimacija (engleski ,kernel
approximation®). Ona se obavlja pomoc¢u baznih, odnosno jezgrenih podintegralnih
funkcija.

Jezgrena aproksimacija se nadalje aproksimira koriste¢i Cestice, §to se naziva
aproksimacija Cesticama (engleski ,,particle approximation®). Integral u integralnoj

aproksimaciji funkcije se zamijeni sumacijom odredenih vrijednosti u susjednim

11



Cesticama iz lokalne domene koja se naziva nosa¢ funkcije (engleski ,,compact
support). Nosa¢ jezgrene funkcije je zatvoreni skup (podskup domene funkcije) na
kojemu jezgrena funkcija poprima vrijednosti razli¢ite od nule.

e Aproksimacija Cesticama se provodi u svakom vremeneskom koraku, odnosno metoda
je adaptivna.

e Takoder se aproksimacija Cesticama provodi na sve ¢lanove prostornih funkcija u
parcijalnim diferencijalnim jednadzbama, ¢ime se one svode na skup obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi koje ovise o vremenu.

e Takve obi¢ne diferencijalne jednadzbe se obi¢no rjeSavaju eksplicitnim numerickim
integracijama. Ovakvim pristupom moguce je brzo rjeSavanje problema, te je moguce

dobiti vrijednosti funkcija u ovisnosti o vremenu.

4.2. Integralna reprezentacija funkcije i njene derivacije

Za SPH formulaciju najprije je potrebno opisati integralnu reprezentaciju, odnosno
takozvanu jezgrenu aproksimaciju funkcija ovisnih o prostoru. Koncept integralne

reprezentacije funkcije f(x) koji se koristi u SPH metodi zasniva se na sljedeCem izrazu:

fx) = fﬂf(xi,)6(xi — x;")dx;’ (24)

gdje je f funkcija trodimenzionalnog vektora polozaja x;, a §(x; — x;') je Diracova delta

funkcija koja je definirana kao:

Sx;—x)=1,zax; = x;'
(25)
S(x;—x;)=0,zax; # x;'

12



U jednadzbi (24), Q predstavlja volumen po kojem se vrs$i integracija koji sadrzava vektor
polozaja x;. Ta jednadzba pokazuje da se funkcija moze predstaviti u integralnom obliku.
Vazno je naglasiti da je integralni opis funkcije u jednadzbi (24) egzaktan zbog koriStenja
Diracove delta funkcije, dok god je f(x;) definirana i neprekidna na Q. Ukoliko se delta
funkcija § (x; — x;") zamijeni glatkom jezgrenom funkcijom (engleski ,,smoothing function®)

W (x; — x;', h), integralna reprezentacija funkcije f(x;) glasi:

) = fnﬂx;)wo«i — !, h)dx, (26)

gdje ¢e se funkcija W (x; — x;', h) u daljnjem tekstu zvati jezgrena funkcija. Jezgrena funkcija
ovisi 0 nosacu funkcije h (u stranoj literaturi se Cesto naziva i ,,smoothing length®) Kkoji
definira podrucje utjecaja jezgrena funkcije. Bitno je naglasiti da jednadzba (26) predstavlja
samo aproksimaciju funkcije f(x;) jer je delta funkcija zamijenjena jezgrenom funkcijom.

Bitne karakteristike jezgrenih funkcija su:

e Jezgrena funkcija mora biti normalizirana po podrucju definicije funkcije:

]W(Xl —Xl'l, h)dxi' =1 (27)
Q

e Jezgrena funkcija izvan nosaca funkcije treba biti jednaka nuli (kompaktna, engleski
,compact support®), odnosno:

W(x;—x;',h) = 0,zalx;—x;'| > h (28)
Vrijednost |x; — x;'| < h odreduje podruéje definicije funkcije u kojoj funkcija nije
jednaka nuli.

e Jezgrena funkcija koja opisuje fizikalne veli¢ine Cestice na polozaju x; mora biti
pozitivna za svaki x;' unutar nosaca funkcije:

W —x;,h) = 0,za|x;—x;'| < h (29)
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e Jezgrena funkcija mora monotono padati povecanjem udaljenosti od Cestice, odnosno
poveéanjem |x; — x;'|.

e Smanjenjem nosaca funkcije h, jezgrena funkcija treba teziti Diracovoj delta funkciji:
}11_1}3 W(x; —x;",h) = §(x; — x;") (30)

e Zajezgrenu funkciju se ¢esto koriste parne (simetri¢ne) funkcije, odnosno vrijedi:
WO —x',h) =W(=0q —x"),h) (31)

e Jezgrena funkcija treba biti dovoljno glatka, odnosno dovoljno derivabilna.

U SPH literaturi su se koristile razne jezgrene funkcije, ¢ija ¢e se konstrukcija pojasniti u

sljede¢em poglavlju.

Ukoliko se pretpostavi da je funkcija f(x;) derivabilna, te iz izraza (26) razvije f(x;") u

Taylorov red oko x; dobije se:
flx) = f [f () + ') (e — x) +r((xf — x))IW (x; — x;', h)dx;'
Q
FO) = G [ W = xi W + (32)
Q

+00) [ G = x0W G = ' W + ()
Q
gdje je r residual, odnosno ostatak. Vazno je naglasiti da je W(x; — x;’, h) parna funkcija u
odnosu na x;, prema tome je (x; — x;)W (x; — x;', h) neparna funkcija, te je:
] (xl' - Xl')W(Xi - xi', h)dxi' =0 (33)
Q

Koriste¢i jednadzbe (26) 1 (33), jednadzba (32) se moze pisati:

) = j FOOW (i — xi!, Bydx’ + 7(h2) (34)
Q

Iz gornje jednadzbe se vidi da je je ovakva integralna aproksimacija funkcije drugog reda

to¢nosti, ukoliko jezgrena funkcija zadovoljava uvjete parnosti i normalizacije.
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Aproksimacija za prostornu derivaciju funkcije glasi:

af (x; of (x;'
f(x ) = f f(x, ) W(xl - xil, h)dxi’ (35)
axi Q axi
Uz identitet:
af(xi,) ' _ ’ ’
ox; W(x; —x;',h) = %, [f (x)DW (x; — x;", h)] —
(36)
, OW(xl- - xl-’, h)
- f(xi) axil
izraz (35) postaje:
of () _ f o ., , , f LW —x k)
o % [f () )W (x; — x;', h)]dx; Qf(xl-) ox7 dx; (37)

Primjenom teorema o divergenciji na prvi integral u izrazu (37), te uzimajuci u obzir da
jezgrena funkcija izéezava na rubovima, mozemo reci da je prvi integral jednak nuli ukoliko
je podrugje definicije jezgrene funkcije podskup domene problema. Odnosno, za Eestice koje
su unutar domene problema, a jezgrene funkcije su im udaljene za najmanje h od rubova

domene moze se pisati:

o) _ W =)
o = | o =g (39)

Gornja jednadzba pokazuje da se derivacija funkcije prenosi na derivaciju jezgrene funkcije.

Ovakva formulacija je vrlo sli¢na slaboj formulaciji, na primjer u metodi kona¢nih elemenata.
Tu se parcijalnim integracijama smanjuje konzistentnost nepoznatih prostornih funkcija u
svrhu pronalazenja stabilnih rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Za Cestice koje su
blizu rubova domene (udaljenost Cestice od ruba je manje od h) jezgrena funkcija nije jednaka
nuli na svojim rubovima, te relacija (38) ne vrijedi. U tu svrhu se kraj rubova dodaju razne

vrste Cestica o cemu ¢e se govoriti poslije.
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4.3. Aprokimacija Cesticama

Kao §to je spomenuto, u SPH metodi je domena strujanja fluida diskretizirana
kona¢nim skupom cestica koje nose masu. Infinitezimalni dio fluida dx;" se u gornjim
integracijama, na poziciji Cestice f, zamjenjuje s konacnim volumenom cestice AVy koji je

povezan s masom Cestice mg preko jednostavne relacije:

gdje je pp gustoca Cestice (za f = 1,2,...,N), a N broj Cestica koje se nalaze unutar nosaca

funckije za Cesticu f5.

Kontinuirana SPH integralna reprezentacija funkcije f(x;) predstavljena jednadzbom (26) se

moze pisati u diskretiziranom obliku:

N
FG) = D F(xp)W (x = xg R)AV
p=1

(40)
N

= z Zl—;f(xﬁ)W(x — xg,h)

F=1
Uz napomenu da je x i dalje vektor, iako je ispuStena dosad koriStena notacija x; radi

jednostavnosti. Konaéno, aproksimacija funkcije f(x,) za Cesticu a glasi:

™
flxe) = BZ S i Weg (41)
gdje je:
Waﬁ = W(xa - Xﬁ,h) (42)
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Jednadzba (41) govori da se pomocu srednje vrijednosti funkcije za Cestice unutar nosaca
funkcije Gestice a dobije vrijednost funkcije Gestice a. Sto su estice medusobno vise

razmaknute, to im je i medusobni utjecaj manji.

Za prostornu derivaciju funkcije, analogno se dobije:

of (x4) _ mg OWqp
dx, - ﬁzﬁﬁ ( /3) axﬁ (43)

gdje je:

OWa[; _ Xg — XB 6Waﬁ _ Xa[g 6Waﬁ (44)
ax[; raﬁ 6raﬁ Taﬁ 61‘“[;

dok je 7,4 udaljenost Cestice a od Cestice f5.

Ukoliko se gradijent u izrazu (43) uzme s obzirom na Cesticu a, minus u jednadzbi se gubi, te

se moze pisati:

of (x2) O myp aWaB
o, ; o f(x) - (45)

Pomocu gornjih identiteta je moguce na vise nacina izvesti SPH formulaciju za parcijalne
diferencijalne jednadzbe. Monaghan je iskoristio sljedece identitete u svrhu stavljanja gustoce

unutar gradijenta:

of(x) 1]
=5 —(pf(x)) f(xl)—] (46)
af (x;) [ 0 (f(x) f(xi) dp

o ) ] “

Gornji izrazi mogu se uvrstiti u (35), te ako se primjeni aproksimacija Cesticama (45) na

clanove derivacije, dobije se:
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[ N

f(x,) 1 oW,

L) ;mﬁ[f(xﬁ)—ﬂxa)] T (49)
[ N

af(xa) _ f(xﬁ) f(xa) aWaﬂ

ox, " ;mﬁl % | o (49)

U gornjim jednadzbama se prostorna funkcija f(x) pojavljuje u parovima Cestica (Cestice « i

B) sto je dobro i pozeljno svojstvo.

Potrebno je napomenuti da je SPH aproksimacija linearan operator, odnosno da vrijede

sljedece relacije:

<fit fLr>=<fi>+<fo,> (50)
<cfo>=c<f,> (51)

gdje je c konstanta, na primjer ako je funkcija f; konstanta.

Takoder vrijedi:
<fifi>=<fi><f; > (52)
<fh+t fa>=<fi+ i> (53)
<fif2>=<f:i> (54)

gdje se s otvorenim zagradama oznafava SPH aproksimacija prostorne funkcije. Jednadzbe

(53) i (54) oznacavaju komutativnost zbrajanja i mnozenja.
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5. JEZGRENE (BAZNE) FUNKCIJE

5.1. Cesto koristene jezgrene funkcije

Ovdje ¢e se navesti neke jezgrene funkcije koje su se Cesto koristile u brojnim

radovima. Lucy (1977) je koristio zvonoliku krivulju kao jezgrenu funkciju:

W(x; —x{,h) = W(R,h) = ag (1 +3R)(1—R)3,zaR <1 (55)
1,5 -
1 _
<
.'“t: 0,5 . W/a/d
N
~
’\
Rz
h{ O T T T T
N 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 R
I
Sy -0,5 4
S
NS
=
_1 -
1,5 - (dWydR)/(a, - h)
_2 J

Slika 4. Zvonolika jezgrena funkcija (55) i njezina derivacija

dok je W(R,h) = 0 za R > 1, $to se u daljnjem tekstu za ostale jezgrene funkcije nece pisati.
Koeficijent a,; iznosi 5/4h, 5/mh?, te 105/16mh® za jednodimenzionalne,

dvodimenzionalne te trodimenzionalne probleme, redom. Gornje numericke vrijednosti se
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dobiju zadovoljavanjem uvjeta normalizacije (27). U jednadzbi (55) R je relativna udaljenosti

izmedu dvije Cestice na mjestima X; i x;, 0dnosno:

R—l_ X — xil

h- h (56)

gdje je r udaljenost izmedu dvije Cestice.

Gingold i Monaghan (1977) su u svom radu o0 ne — sfernim zvijezdama koristili sljedecu

Gaussovu jezgrenu funkciju:

W(QR,h) = ay e ®° (57)
gdje koeficijent a, iznosi 1/m*/?h, 1/mh? i 1/m3/?h3, redom za jednodimenzionalne,

dvodimenzionalne te trodimenzionalne probleme.

1,5 -
1 4
S
N
3
S 0,5 - Wya,
e
N
>
NI
'ﬁ O T T T T
S 0 0,5 1 1,5 2,5 3 3,5 4 R
NS
=
05 - (dW/dR)/ (2, h)
_1 J

Slika 5. Gaussova jezgrena funkcija (57) i njezina derivacija
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Gaussova jezgrena funkcija je dovoljno glatka (derivabilna). Ona se smatra ,,zlatnim*
izborom posto je vrlo stabilna i to¢na, posebno za nepravilno rasporedene Cestice. Medutim,
ona teoretski nikada ne dostize nulu, osim kada R teZi beskonacnosti, ali numericki brzo

dostize nulu, pa je prakti¢ki kompaktna.
Monaghan i Lattanzio (1985) su dosli do takozvane B — spline jezgrena funkcije koja se
temelji na kubnom spline-u:

2 2 1 3
W(R,h) = ag (5— R + ER ),ZCZOSR<1

a
= £ (2-R)zal1<R<2 (58)

= 0,zaR =2
gdje koeficijent ay iznosi 1/h, 15/7mh? i 3/2mh3, redom za jednodimenzionalne,

dvodimenzionalne te trodimenzionalne probleme.

0,8 -

0,4 - W/(Z’d

0,2 -

W/a, (dW/dR)/(ay-h)

(dW/dR)/(a;" h)

0,6 -

Slika 6. B — spline jezgrena funkcija (58) i njezina derivacija
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Ova jezgrena funkcija se dosad najvise koristila u SPH radovima jer dosta sli¢i Gaussovoj,
dok joj je nosa¢ funkcije manji. Vidljivo je da je ova funkcija razli¢ita od nule do 2R, ¢ime je
definiran parametar uvecanja nosaca funkcije ¥ = 2. Druga derivacija B — spline funkcije je
po dijelovima linearna funkcija §to moze dovesti do problema stabilnosti. Takoder, teze ju je
koristiti u kodovima posto je zadana kao dvije, odnosno tri funkcije za razlicite vrijednosti

varijable R.

Uz navedene jezgrene funkcije, koristile su se i mnoge druge funkcije viseg reda (polinomi
Cetvrtog, pa ¢ak i petog reda), funkcije nizeg reda (odnosno kvadratne jezgrene funkcije) kao i
takozvane super gaussianske jezgrene funkcije. Jezgrene funkcije viSeg reda mogu biti
negativne u podrucju definicije, Sto moze dovesti do nekih nefizikalnih pojava pri rjeSavanju

hidrodinamickih problema.
5.2. Aproksimacija prostorne funkcije

Kao §to je spomenuto u tre¢em poglavlju, ukoliko se prostorna funkcija f pomnozi s
jezgrenom funkcijom W, te integrira po podrucju definicije  neke Cestice, moze se dobiti

aproksimacija prostorne funkcije za tu Cesticu:

fx) = fﬂf(xi')W(xi — !, h)dx/ (59)

Ukoliko je f(x;) dovoljno derivabilna funkcija, razvojem f(x;") u Taylorov red u okolini

tocke x; slijedi:

FOD = FOD+ FEOG =3+ 5" G0xf —x)*+ . (60)
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(- 1)"h"f(")(x) = x\f X — %,
-y () ()

gdje zadnji ¢lan predstavlja ostatak, odnosno greSku razvoja u Taylorov red. UvrStavanjem

jednadzbe (60) u jednadzbu (59) slijedi:

kpk £ (k) —x\F
flx) = fz( 2 hf () ( th> W(x; —x;", Ddx;’ +

Kk £ (k) — .\
Z( D°h f (i) ( hxl ) W(x; — x;/, h)dx;' + (61)
Q

n !
= > A fO@) + m(’“;xl’ )
k=0

gdje je:

—1)kpk i\
Ak = ( ) f Xi Xi W(xl- - xl-’, h)dxl-' (62)
TR AN

Da bi se funkcija f(x;) aproksimirala do n — tog reda, koeficijenti A, na desnoj strani
jednadzbe (61) moraju biti jednaki lanovima f*(x;) na lijevoj strani jednadzbe. Na temelju

tih razmatranja jezgrena funkcija mora zadovoljiti sljedece uvjete:

Ay = jW(xl —x;',h)dx;' =

A1=—hj<

h? x; —x;"\°
= —_— l_ i . — ., .’ =
A, = T Q( A ) W(x; —x;',h)dx;" =

>W(xl x;',h)dx;" =0 (63)
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D" [ (xi—x\" LN
An = l fn A W(xl — X ,h,)dxi =0

Uvjeti (63) se mogu jednostavnije napisati u obliku k — tih momenata, M;, jezgrene funkcije:

M, = fW(xi —x;,h)dx; =1
Q

=
I

f (i — x) Wxi — x, h)daxi’ = 0
Q

M, = f (= 212 Wz, — 2/, )’ = 0 (64)
Q

M, = f (x; —x))" W(x; —x;',h)dx;' = 0
Q

Prva jednadzba medu uvjetima (64) je uvjet normalizacije jezgrene funkcije, dok druga
jednadzba predstavlja uvjet simetri¢nosti, odnosno parnosti funkcije W(x; — x;’, h). Kao $to
je spomenuto, zadovoljenjem ova dva uvjeta je osigurana to¢nost prvog reda SPH

aproksimacije jezgrenom funkcijom.
5.3. Aproksimacija derivacija prostorne funkcije

Posto su najviSe derivacije koje se pojavljuju u parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama dinamike fluida drugog reda, ovdje ¢e se razmatrati samo aproksimacije prve i
druge derivacije. Ukoliko je to potrebno, procedura se jednostavno moze prosiriti na
derivacije viseg reda. Takoder se derivacije viSeg reda mogu promatrati kao derivacije

derivacija nizeg reda (na primjer, druga derivacije je derivacije prve derivacije 1 tako dalje).
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Aproksimacija prve derivacije prostorne funkcije se moze dobiti zamjenom f(x;) s f'(x;) u

jednadzbi (59), odnosno:

fl(x) = Lfl(xi’)w(xi —x;', h)dx;’ (65)

Primjenom parcijalne integracije, gornji izraz se moze pisati kao:

e = [ FenWen —x' nd(09) f FOW G — x/, W) de) (66)
a0 Q

gdje se prvi ¢lan integrira po konturi podrucja definicije d(0, a n; je vektor normale na 9Q.

Uvrstavanjem jednakosti (60) u drugi integral na desnoj strani izraza (66) dobije se:

ffx) =1 f&IWk —x',hnd(0Q) —
00

O (DR O (2 — x| i~ X
L () ()
k=0

W'(xi - xi', h)]dxl-'

= | fG&OW( —x',h)n;d(0Q) —
00

(67)

n —1)kpk £ ;
_[Z( TARIED
k=0

Vi k
Xi — Xi ) / / ,
W'(x; — x;', h)dx; +
k! Q< h. l l l

gdje je:
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—1 k+1hk 4t k
Ak, = L f al al W'(xl- - xi', h)dxi' (68)
k! A\ h

Prva derivacija prostorne funkcije, f'(x;) se moze aproksimirati do n — tog reda ukoliko su

zadovoljeni sljedeéi uvjeti:
MOI = f W’(xi - xil, h,)dxil =0
Q

M, = f (o —x) Wix; —x;',h)dx;’ =1
Q

My = f (e —x)* W' (x; — x;/,h)dx;' = 0 (69)
Q
M, = f O —x)" W (x; —x;',h)dx;' =0
Q
i
W(x; —x;',h)|aq =0 (70)

Uvjet (70) je jednak uvjetu kompaktnosti jezgrene funkcije (28) i on vodi do iS¢ezavanja
prvog integrala u izrazu (67) za bilo koju funkciju f(x;). Prvi izraz u uvjetima (69) je ustvari

samo drugaciji zapis uvjeta (70) jer vrijedi:

]W’(Xi - Xil, h)dxl' = J 1W(Xl - xi', h)d(aﬂ) - f (1)'W(xl - xi', h)dxl'
Q on Q
(71)

= W(xi - xl-',h)nl-d(aﬂ) =0
Q

Aproksimacija druge derivacije moze se takoder dobiti zamjenom prostorne funkcije f(x;) S
f"(x;) ujednadzbi (59):
() = ff”(xi’)w(xi —x;', h)dx;’ (72)
Q
Nadalje, parcijalnom integracijom slijedi:
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') = f 1O W (x; — x', hn;d(0Q) — ff’(xi')W’(xi —x;',h)dx;
G10) Q
= 1O W (x; — x', hn;d(0Q) — fOW' (x; — %', n;d(09Q) +
a0 1)
+ [ aOw G - x Wy
Q
Uvrstavanjem jednakosti (60) u tre¢i integral na desnoj strani izraza (73) dobije se:
') = | f'&OW e — %', hnd(09) —
G10)
— | fODOW(x —x', hnd(09Q) +
a0

- (—D*REF®O(x) (% — 2 \" x; — x;'
LR () ()

W' (x; — x;', h)]dx;’

= | ffOOW(x —x',hnd(0Q) —
00

—| fOOW'(x; — %', Wn;d (0Q) +

a0
n K
—1D)EREFU (x, x; — x;
+[Z( ) k{ () < ' A ' ) W' (x; — x;', h)dx; +
k=0 ' Q

= fODWx; — %', n;d(0Q) —
00

—| fDOW'(x; —x;', h)n;d(0Q) +
00

n !
x. — x.
+ zAk”f(k)(xi) + ( l 5 . )
k=0

gdje je:
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—1)kpk e\
Ak” = ( ) f al al W"(xl- - xl-',h)dxl-' (75)
ke J \ T

Sli¢no kao i za samu funkciju i njezinu prvu derivaciju, druga derivacija prostorne funkcije,

f"(x;) se moze aproksimirati do n — tog reda ukoliko su zadovoljeni sljede¢i uvjeti:
MOH = f W”(xi - xil, h)dxil =0
Q

M," = f (i —x) W"(x; —x;, h)dx;" = 0
Q

M," = f (x; — x> W"(x; — x;/, h)dx;' = 2 (76)
Q
M," = f (i —x))" W"(x; —x;/,h)dx;" = 0
Q
i
W(x; —x;,h)|pn =0 (77)
W'(x; —x;',h)|agq = 0 (78)

Izrazi (77) i (78) uzrokuju izCezavanje prva dva integrala na desnoj strani jednadzbe (74).

Ukratko, ukoliko se prostorna funkcija i njezine prve dvije derivacije zele aproksimirati do n

— tog reda tocnosti, jezgrena funkcija treba zadovoljiti sljedece uvjete:

MO = jW(xl - Xil, h)dxl-' =1
Q

=
I

[ G =xp W - w iy =0
0 (79)

M, = f (x; —x{)* W(x; —x;/,h)dx;' =0
Q
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M, = f (x;i —x)" W(x; —x;", h)dx;" = 0
Q

W(x; —x;',h)|aq =0
(80)

W'(x; —x;',h)|pq = 0
Ovi uvjeti se mogu iskoristiti za konstruiranje jezgrenih funkcija za parcijalne diferencijalne
jednadzbe drugog reda. Uvijeti (80) predstavljaju kompaktnost jezgrene funkcije i njene
derivacije. Koriste¢i istu proceduru kao u ovom poglavlju, moguce je jednostavno dobiti
uvjete za viSe derivacije prostorne funkcije. Uvjeti (80) se tad proSiruju. Na primjer ukoliko je

potrebno dobiti aproksimaciju k — te derivacije prostorne funkcije do n — tog reda to¢nosti,
slijedi:

W —x', )loa =0

W'(x; — x;', )]aq = 0

(81)

WED(x; — x;', h) |90 = 0

5.4. Konzistentnost aproksimacije jezgrenim funkcijama

Ako aproksimacija (metodom konacnih razlika, metodom konacnih elemenata, pa i
SPH metodom) moze egzaktno reproducirati konstantu, govori se o konzistentnosti nultog
reda, odnosno C° konzistentnosti. Opéenito, ako aproksimacija moze egzaktno reproducirati
polinom k —tog reda, govori se o konzistentnosti k — tog reda, odnosno C* konzistentnosti.
Pri rjeSavanju parcijalnih diferencijalnih jednadZbi metodama slabe formulacije, kao na

primjer Galerkin metodom [7], potrebna je minimalna konzistentnost u svrhu osiguranja
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konvergencije diskretiziranog sustava jednadzbi. Minimalna potrebna konzistentnost ovisi o
redu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje opisuju problem. Za parcijalnu diferencijalnu

jednadzbu reda 2k, minimalna potrebna konzistentnost je C* za Galerkinovu formulaciju.

Sliéno kao u metodi kona¢nih elemenata, da bi SPH aproksimacija jezgrenim funkcijama
egzaktno reproducirala prostornu funkciju, jezgrena funkcija treba zadovoljiti odredene
uvjete. Da bi se konstanta f(x;) = ¢ (odnosno polinom nultog reda) egzaktno reproducirala

SPH jezgrenom aproksimacijom, potrebno je zadovoljiti:

FO) = [ eWen -5 W = ¢ (82)
Q
Odnosno:
fW(xl- - xl-', h)dxi' =1 (83)
Q

Moze se zakljuditi, da je uvjet normalizacije jezgrene funkcije (27) ekvivalentan uvjetu nulte

konzistentnosti aproksimacije jezgrenim funkcijama.

Za egzaktnu reprodukciju linearne funkcije f(x;) = ¢y + c1x; (polinoma prvog reda)

potrebno je zadovoljiti:

FO) = [ o+ ) W =3 W = 6o+ e (84
Q
Sto se moze pojednostavniti upotrebom izraza (83):

fxl-' W(xl- - xi', h)dxi' = X (85)
Q

MnozZenjem jednadzbe (83) s x; dobije se:

fxi W(xl- - xi', h)dxi' = X (86)
Q
Oduzimanjem jednadzbe (85) od jednadzbe (86) slijedi:
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L(xi —xYW(x; —x;',h)dx;' =0 (87)

Gornja jednadzba je jednaka drugoj jednadzbi u uvjetima (79). Rijeima, druga jednadzba u
uvjetima (79) predstavlja uvjet linearne konzistentnosti SPH jezgrene aproksimacije. Da bi
gornja jednadzba bila zadovoljena, jezgrena funkcija mora biti simetri¢na da bi njezin prvi
moment bio jednak nuli. Znaci, ukoliko je uvjet (31) u tre¢em poglavlju zadovoljen, SPH

aproksimacija jezgrenim funkcijama je C* konzistentna.

U svrhu reprodukcije polinoma viSeg reda promatrat ¢e se monom k — tog reda, odnosno

funkcija f(x;) = cxx¥. Aproksimacijom funkcije u ishodistu (odnosno za x; = 0) slijedi:

£(0) = fckxi'k WO —x;/,h)dx;’ = 0 (88)
Q

Opcenitiji izraz se moze dobiti translacijom koordinatnog sutava na proizvoljan polozaj x;. Na

taj nacin se dobije aproksimacija funkcije u novom koordinatnom sustavu:

] (x; =) W(x; —x;', h)dx;" = 0 (89)
Q

Gornja jednadzba je ista kao i zadnja jednadzba u uvjetima (79), tako da se ti uvjeti mogu

promatrati kao uvjeti konzistentnosti C¥, gdje je k red polinoma kojeg se Zeli reproducirati.
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5.5. Konzistentnost aproksimacije Cesticama

Prethodno opisani koncepti konzistentnosti ne osiguravaju konzistentnost prilikom
aproksimacije problema cesticama jer su izvedeni za kontinuiranu (glatku) jezgrenu
aproksimaciju. U bezmreznim metodama, fenomen u kojem diskretizirane jednadzbe ne
zadovoljavaju uvjete opisane jednadzbama (79) zove se nekonzistentnost Cestica (engleski
,particle inconsistency*, Morris, 1996; Belytschko et al., 1996.). Diskretni ekvivalenti uvjeta

za konstantnu (83) i linearnu konzistentnost (87) su:

N
Z W(x — Xg, h)Axﬁ =1 (90)
B=1
N
(x— x,g)W(x — Xg, h)Axﬁ =1 (91)
B=1

gdje je N ukupan broj Cestica koje se nalaze unutar nosaca funkcije za Cesticu na mjestu x.

Ovi diskretizirani uvjeti nisu uvijek zadovoljeni. Jedan problem nastaje blizu granice domene

problema jer je nosa¢ funkcije za Cesticu blizu granice ,,0dsje¢en® granicom problema (Slika

7).

Granica

&
a4

X1

[ ]

Slika 7. Aproksimacija ¢esticama za Cesticu €iji je nosa¢ funkcije odsjecen granicom
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X4

Slika 8. Aproksimacija ¢esticama za Cesticu koja ima nejednoliko rasporedene Cestice u

nosacu funkcije

Takoder, ukoliko su cestice nejednoliko rasporedene, uvjeti (90) i (91) ne moraju biti
zadovoljeni, a Cesto i nisu (slika 8.). Jedan od nacina za povratiti diskretne uvjete
konzistentnosti aproksimacije ¢esticama do § reda zasniva se na pisanju jezgrene funkcije u

sljede¢em obliku:

W (x — xg,h) = by(x, h) + b1(x,h)(x_hxﬁ)+ bz(x,h)(x_hxﬁ )2 o

)
= Y b (2 )
v=0

Koristenjem gornjeg izraza uvjeti (79) se mogu pisati kao:

N 9 x — xg ¥
Z Zby(x,h)(T> Axﬁ =1
B=1]|y=0

(NS oo (52 -

(92)

NEE

(93)

T
1

NgE

é
l(x;xﬁ)al Zby(x’h)(x—hxﬁ )V Axﬁ —0
Y=0

T
[N

odnosno:
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1) N

X —xg\Y
Zby(x,h)Z(T) Axﬁ =1
y=0 =1

8 N 94)
X — X y+1 (
Db Y (L) axg=0
y=0 =1
8 N
X — X ]/+6
D b Y (L) Ay =0
y=0 =1
Ukoliko se uvede supstitucija:
N
X — Xﬁ

Moguce je odrediti § + 1 koeficijenata b, (x, h) rjeSavajuci sljede¢i linearni sustav jednadzbi:

mo(x,h) my(x,h) - ms(x,h) 1 (bo(x,h) 1
mi(x,h) my(x,h) - mys(oh)| ) by(xh) ( 0 (96)
mg (x, h) m5+1(x, h) mé‘+5(x, h) b5 (X, h) 0
Ili jednostavnije:
Mb =1 97)

gdje je M matrica momenata, b vektor nepoznatih koeficijenata, a I vektor konstanti.

Nakon odredivanja nepoznatih koeficijenata b, (x, h), moZe se izraCunati jezgrena funkcija
prema (92) Sto osigurava konzistentnost do § reda. Ovakav postupak u biti opisuje pristup
kako konstruirati neku vrstu jezgrene funkcije za SPH metode. Sli¢an pristup zvan engleski
,reproducing kernel particle method* (RKPM u daljnjem tekstu, Liu and Chen, 1995; Liu et
al., 1995a, b) zasniva se na korekciji jezgrene funkcije. Reproduciraju¢a (nova) jezgrena

funkcija W je razvijena mnozeéi funkciju u jednadzbi (92) s takozvanom prozor funkcijom
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(engleski ,,window function®) Ww(x - xﬁ,h) koja je najces¢e tradicionalna SPH jezgrena

funkcija (kao na primjer kubni spline):

w(x — Xg, h) =W(x — Xg, h) W, (x — Xp, h) (98)
Takoder se nepoznati & + 1 koeficijenti b,(x,h) odreduju rjeSavajuci isti linearni sustav

jednadzbi (96), s tim da je sad izraz za moment:

N R
mg(x,h) = Z(x hxﬁ) Ww(x—xﬁ,h)Axﬁ (99)
B=1

Nedostatak ovog pristupa je potrebno dodatno vrijeme u kojem procesor racuna sustav
jednadzbi (96) za svaku od Cestica. Takoder, posto se Cestice gibaju u vremenu, potrebno je
racunati nove jezgrene funkcije za svaki vremenski korak. Jo§ jedan problem nastaje ukoliko
je matrica momenata M singularna, stoga razmjestaj Cestica mora zadovoljiti odredene uvjete.
Medutim, s ovakvim nafinom osiguranja konzistentnosti se povecava tocnost aproksimacije
Cesticama, ukoliko se moze osigurati da matrica momenata M ne bude singularna. Pri
koriStenju ovog pristupa za rjeSavanja hidrodinamickih problema zabiljezeni su 1 sljedeci

problemi:

e Rezultiraju¢a jezgrena funkcija je negativna na nekim dijelima unutar nosaca funkcije.
To moze dovesti do nefizikalnih pojava kao $to su: negativna gustoca, negativna
energija...

e Moze se dogoditi da funkcija monotono ne pada s porastom udaljenosti izmedu
Cestica.

e Takoder se moze dogoditi da funkcija nije simetri¢na, odnosno parna.

Prema tome, iako se konzistentnost aproksimacije Cesticama moZe povratiti na ovaj nacin,

treba biti oprezan pri rjeSavanju hidrodinamickih problema.
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6. SPH FORMULACIJA NAVIER — STOKESOVIH JEDNADZBI

6.1. Aproksimacije gustoée

Aproksimacija gustoce je vrlo vazna u SPH metodi poSto ona odreduje raspodjelu
Cestica 1 time veli¢inu nosaca funkcije. Postoje dva nacina za aproksimaciju gustoée u
konvencionalnoj SPH metodi. Prvi pristup je takozvana sumacija gustoce (engleski
,summation density”), koja direktno primjenjuje SPH aproksimaciju na samu gusto¢u (kao

funkciju). Za Cesticu a, njena gustoca se ovim pristupom moze pisati kao:

N
0y = ZmﬁW“ﬁ (100)
=]

gdje je N broj Cestica unutar nosaca funkcije W Cestice @, mg masa Cestice 8, dok je Wep

vrijednost jezgrene funkcije Cestice a za argument ovisan o Cestici 5.

Wep = W(xiay = Xigy h) = W(IXi) = Xipyl ) = W(Rap, h) (101)
gdje je:
T |Xicey — Xicay |
Rap = %ﬁ = % (102)

relativna udaljenost Cestice a od Cestice 8, a Tqp je prava udaljenost izmedu te dvije Cestice.

Jednadzba (100) govori da se gustoca Cestice @ jednostavno moze aproksimirati teZinskom
srednjom vrijednosti Cestica unutar nosaCa jezgrene funkcije Cestice «. Potrebno je
napomenuti da se u ovom poglavlju koriste indeksi i, j = 1, 2, 3 koji oznacavaju prostorne

tenzore (ili vektore), te njihove derivacije (divergenciju ili gradijent), te prije spomenuti
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indeksi a i f za oznacavanje Cestica na koje se odnose ¢lanovi, a koji su zbog jednostavnosti

zapisani u zagradama.

Jo$ jedan pristup za aproksimaciju gustoce je takozvana kontinuirana gustoca (engleski
,continuity density*). Taj pristup aproksimira gusto¢u prema jednadzbi kontinuiteta koristeci
osnovne koncepte SPH aproksimacija, uz razli¢ite transformacije desne strane jednadzbe (16).
Ukoliko se SPH aproksimacija primjeni samo na dio koji se odnosi na divergenciju brzine
(desna strana jednadzbe (16)), a gustoca (takoder na desnoj strani iste jednadzbe) se promatra

za Cesticu na koju se odnosi derivacija jezgrene funkcije, dobije se:

DP(a) me)  OWapg)
~Pa ) Vit®) G (103)
= PB) j (@)
Ukoliko se derivacija broja jedan napise pomoc¢u SPH aproksimacije, dobije se:
9 d o m gy AW,
() = [ Wi = 1)z = 2B D g (104)
0x; 0x; = Pe %@
Sto se moze pisati na sljede¢i na¢in (mnoZenjem s p(qy I Vj(a)):
N
m ﬁ) aW(aﬁ) mg) Wiap) 105
Pa ) ) Gx = P@Vita) A, (105)
Xj (a) Pp) 9Xj(a)

B=1
Posto je gornja jednadzba jednaka nuli, zbrajanjem njene desne strane s desnom Stranom

jednadzbe (103), dobije se jo$ jedan nacin aproksimacije gustoce:

DP(a) » z W(qap)

) (106)

gdje je vjap) = Vja) — Vj(p)> razlika vektora brzine Cestice a i Cestice f§, Uz napomenu da
indeks j oznacava vektor. Ova jednadzba uvodi razliku brzine u aproksimaciju §to je pozeljno

svojstvo u SPH formulaciji jer uzima u obzir relativnu brzinu parova cestica. Takoder,
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primjetilo se da ovakav pristup smanjuje greske uslijed nekonzisntenosti aproksimacije

éesticama.

Popularniji oblik kontinuirane gusto¢e se moze dobiti ukoliko se iskoristi sljede¢i identitet u

svrhu smjestanja gusto¢e unutar operatora derivacije:

—p— 0 _ (pv ) v, — (107)
ax; ax] J J c’)x

Ukoliko se SPH aproksimacija primijeni na svaku derivaciju, te ukoliko se brzina u drugom
¢lanu na desnoj strani jednadzbe promatra za Cesticu za koju se racunaju derivacije, dobije se

najcesce koristeni oblik jednadzbe za kontinuiranu gustodu:

N

Do OW(ap)

Dt = Zm(ﬁ)vj(aﬁ) I (108)
= Xj(a)

Ova jednadzba pokazuje da vremenska promjena gustoce Cestice a ovisi 0 relativnoj brzini

izmedu te Cestice 1 svih Cestica koje se nalaze unutar nosaca jezgrene funkcije Cestice a.
6.2. Aproksimacije koli¢ine gibanja

Izvod SPH formulacija za aproksimaciju koli¢ine gibanja je slican kao izvod
kontinuirane gustoce. Koriste¢i razne transformacije, moguce je doc¢i do razli¢itih oblika
jednadzbi od kojih ¢e se neke ovdje prikazati. Jednadzba koja opisuje zakon o ocuvanju
koli¢ine gibanja (21) se mozZe pisati u jednostavnijem obliku:

D'Ul' _ 1 aO'ij
Dt p ox;

(109)
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gdje je a;; = —pé;; + T;j, tenzor ukupnog naprezanja koji se sastoji od izotropnog tlaka p i
viskoznog naprezanja t;;, koje je za Newtonovske fluide definiran izrazima (22) i (23).

Direktnom primjenom SPH aproksimacije na gradijent na desnoj strani izraza (109) dobije se:

N
DViwy _ 1 N %ije) Wiap) (110)
Dt ®) dx;
P(a) = Pp) 9%j(a)
Zbrajanjem sljedeceg izraza:
N N
9ij@) Wap) _ Oij@) me Wap | _, 11
mp) FN pyir el bn (111)
= P@PB) 9%j(a) P \ =4 PB) @
na desnu stranu jednadzbe (110) dobije se:
Dv N o + 0 aw,
i(a) _ Z . 2@ T 01 OWiap) (112)
bt PPB) X

B=1
Gornja jednadzba je Cesto koriStena za proracun koli¢ine gibanja. Ovakva simetrizirana

jednadZba umanjuje greske nastale uslijed nekonzistentnosti aproksimacije ¢esticama.

Koriste¢i sljedeci identitet:

1d0;; 0 [0y oi; 0
__”=_(l)+ _L;_,D (113)
pdx; Ox; \ p p* 0x;
te primjenjujuc¢i SPH aproksimaciju na derivacije desne strane gornjeg izraza slijedi:
N N
Dviy _ Z M) %ij@ Wap) i@ N ") " OW(ap) (114)
Dt Lpp P @ Pl £ P® 0%;(a)
Nakon jednostavnog preuredenja, moze se pisati:
Dv X aw,
i(a) Oij(@) | 9ij(B) (@B)
Dt Z mg) ( 5=+ —5 ) 3 (115)
= P@  Pp Xj (@)
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Ova jednadzba je Cesto koriStena i moze se nac¢i u brojnoj literaturi. Sli¢no kao i (112) ovakva
simetrizirana jednadzba takoder umanjuje greske nastale wuslijed nekonzistentnosti

aproksimacije ¢esticama.

Koriste€i izraz (22) i relaciju 0;; = —pé;; + 745, jednadzbe (112) i (115) se redom mogu

pisati kao:

N
Dviwy _ _ z G + e Wap)

Dt = P@PP)  OXi)
(116)
N
Z m Ha)€ij@) T Hp)Eij) OWap)
= P)P(B) 0%j(a)
Dvma) P(a) LP® aW(aB)
m(ﬁ) 2 ax
Pl P(ﬁ) i(a)
(117)

N
Uea)Eii Wep)Eii aw,
+Zm<ﬁ)< @F@ | (ﬁ)zu(ﬁ)> 8 @p)
P(a) P) Xj(a)

Prve dvije sume desne strane gornjih jednadZbi predstavljaju SPH aproksimaciju tlaka, dok
preostale dvije sume predstavljaju SPH aproksimaciju viskoznih sila. Takoder je potrebno

razmotriti SPH aproksimaciju izraza tenzora deformacije (23) za Cesticu a:

N N
_N'"®) . W) me)  OWap
Gij@ = L, 5 VB G T L Vi G
= P®) i@ £ PP ()
(118)
N
2 Z mg) “ Weap) |
i ij
3¢ P 0%Xi(a)
Jednostavnim manipulacijama jednadzbe (104) dobije se:
N N
me  Wap M) Wiap) | _
Vi) g = Vi@ 3 =0 (119)
= P Xi(a) i PB M@
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N N
mp) OW(ap) mg) OW(ap)
Z — Vi) 5o = Vi(a) Z | =0 (120)
a

= P® 0% (a) = Py ()
N N
m ow, megy OW,
z D e 8 @) ey z ) ; @ | _ (121)
= P® Xi(a) = P® i@

Oduzimajuéi gornja tri izraza od jednadzbe (118) dobije se izraz za aproksimaciju tenzora

deformacije Cestice a, koji u sebi sadrzi razlike brzina:

N N

mp) OWap) Z mp) OW(ap)
&ij =z—v- —+ ——Vi(a) T —
ij(a) &~ P Jj(Ba) 0Xi(a) & P8 i(Ba) 9%;(a)

(122)
N
EZ m(p) » )aW(aﬁ)
i(Ba j
344 P@) 0%Xi(a)

SPH aproksimacija tenzora naprezanja za Cesticu £ se jednostavno dobije zamjenom indeksa
a s B if s a. Nakon §to se izratunaju tenzori deformacija za Cestice a i [, moguce je

izraCunati akceleraciju pomocu jednadzbi (116) i (117).
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7. PREDNOSTI | NEDOSTATCI SPH METODE

Vecina bezmreznih metoda temeljenih na sustavu Cestica, pa tako i SPH metoda, su
Lagrangeove metode u kojima se Cestice gibaju u materijalnom koordinatnom sustavu po
prethodno definiranim fizikalnim zakonima. Kao $to je spomenuto, strujanje fluida se moze
promatrati u Eulerovom ili u Lagrangeovom koordinatnom sustavu. Stoga u racunalnoj
dinamici fluida postoje Eulerove i Lagrangeove mreze. Lagrangeove mreze (npr. u metodi
konac¢nih elemenata) se gibaju zajedno s fluidom, dok su Eulerove (npr. u metodi konac¢nih
volumena) nepomiéne u prostoru. Prednosti bezmreznih metoda temeljenim na sustavu

Cestica nad metodama za koje je potrebna neka vrsta mreze Su:

e Moguce je rjesavati probleme mehanike kontinuuma (npr. mehanika fluida), kao i
probleme opisane sa diskretnim fizikalnim objektima (npr. problemi astrofizike, zbog
¢ega se 1 razvila ova metoda).

e Metoda se moze koristiti u svrhu rjeSavanja mikroskopskih problema (npr.
molekularna dinamika), srednjih problema, te makroskopskih problema.

e Fizikalni sustavi koji se mogu opisati ovom metodom mogu biti i deterministicki i
probabilisticki.

e Domena je diskretizirana Cesticama koje nisu povezane, te se u svakom vremenskom
koraku prostorne funkcije aproksimiraju na temalju trenutne pozicije proizvoljno
rasporedenih Cestica. To znaci da je metoda adaptivna, i time omogucava bolji 1 laksi
opis velikih deformacija.

e Za SPH aproksimaciju €esticama nije potrebno da Cestice budu povezane mrezom kao

kod metode konac¢nih elemenata ili metode konac¢nih razlika.
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e Diskretizacije komplicirane geometrije je jednostavnija metodom temeljenom na
sustavu Cestica jer je potrebna samo diskretizacija domene strujanja u pocetnom
trenutku, uz odgovarajuce rubne uvjete.

e Rafiniranje sustava cestica (engleski ,,refinement”) je jednostavnije nego rafiniranje
mreze.

e Zbog kombinacije Lagrangeovog pristupa i aproksimacije Cesticama, Cestice sluze kao
ne samo tocke u kojima se aproksimiraju prostorne funkcije, nego kao i nositelji
materijalnih svojstava, po ¢emu se ova metoda razlikuje od metoda kojima je potrebna
mreza. Takoder ju to ¢ini i intuitivnijom.

e Jednostavnije je dobiti karakteristike fizikalnog sustava prateci gibanje Cestica. Prema
tome problemi koji ukljucuju slobodnu povrsinu, gibajuce ili deformabilne granice ne
predstavljaju veliki problem.

e Vremensku promjenu prostornih funkcija je jednostavnije dobiti i prikazati.

Iako je SPH metoda koriStena u brojnim podrucjima, ona ima neke nedostatke i probleme koje
je potrebno istraziti. NajviSe se to odnosi na numericku analizu metode, koja nije dovoljno
istrazena. Medutim, kroz razna istrazivanja i kroz praksu, polako se shvacaju problemi
stabilnosti, to¢nosti i konvergencije SPH metode. Problem je §to je vecina analiza napravljena
za jednoliko rasporedene Cestice, Cesto i za jednodimenzionalne probleme, pa se rezultati
takvih analiza Cesto odnose na pojedine, prili€no idealizirane slucajeve. Takoder utjecaj
nejednolike raspodjele Cestica na tocnost rjeSenja nije dovoljno istrazen. Medutim, s

vremenom se moze ocekivati da ¢e metoda postati Siroko upotrebljiva i robusna.
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8. RJESENJE POISEUILLE — OVOG STRUJANJA SPH METODOM

Poiseuille — ovo strujanje je strujanje izmedu dvije paralelne nepomicne krute stijenke
na polozajima x, = 0, i x, = (gdje je x, koordinatna os usmjerena okomito na stijenke,
slika 9). Na fluid u mirovanju po¢ne djelovati masena sila F; (ili vanjska sila ili gradijent

tlaka) te se on po¢ne gibati i nakon nekog vremena strujanje postaje stacionarno.

i X5

-

Ag

Slika 9. Stacionarni profil brzine Poiseuille — ovog strujanja

Navier — Stokesove jednadzba koja opisuje Poisecuille — ovo strujanja pri malim

Reynoldsovim brojevima glasi:

dv, dp d?v,
Pac = “dx | M

(123)

Ukoliko se promatra stacionarno strujanje, odnosno ukoliko se uzme u obzir v, # v, (t), iz

jednadzbe (123) slijedi stacionarni profil brzine:

2
() = —id—”<l—— x%) (124)
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Konstanta [2 /4 je dobivena iz standardnih rubnih uvjeta koji govore da je brzina jednaka nuli
na nepomicnim stijenkama. Gradijent tlaka se u jednadzbi (124) moZe zamijeniti masenom

silom ukoliko je ona odgovorna za gibanje fluida.

Prema Morris et al. (1997), rjeSenje za nestacionarno Poiseuille — ovo strujanje glasi:

F
vy (xp, t) = Exz(xz - D+

(125)

= 4F1? [TXy 2n + 1)*m?v
+Z 2T 17 sm[ l (2n + 1)] exp _l—zt

n=0

U ovom primjeru su preuzete sljedece vrijednosti iz [4]:

[ = 1073 [m]

p= 10° [kg/m?]
v= 1076 [m?/s]
F= 2:107* [m/s?]

vo= 25-107° [m/s]

U svrhu rjeSenja problema SPH metodom napisan je kod u programskom jeziku C++, koji je
prikazan u PRILOGU 1. Domena je pravokutnik dimenzija x; = 0.0005 i x, = [ = 0.001 m.
U program se mogu unijeti i razli¢ite vrijednosti od gore navedenih, te razli¢it broj Cestica u
horizontalnom 1 vertikalnom smjeru. U ovom primjeru je koriSteno 20 Ccestica u
horizontalnom smjeru, i 41 Cestica u vertikalnom smjeru, Sto ¢ini ukupno 820 Cestica. Za
racunanje gustoc¢e Cestica koriStena je jednadzba (100), za ocuvanje koli¢inu gibanja
jednadzba (117), a za tenzor brzine deformacije jednadzba (122). B — spline jezgrena funkcija
(58) je koriStena, dok joj je nosa¢ funkcije 2.2 puta veci od udaljenosti Cestica u smjeru osi

x,. Time je odredeno da vecina Cestica ima 16 susjednih Cestica unutar nosaca funkcije
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(barem pri pocetku simulacije). Rubni uvjet brzine na krutim stijenkama je odreden
takozvanim virtualnim Cesticama (pune crne boje na slici 10) koje se nalaze na samom rubu
problema, a u svakom vremenskom koraku im je brzina jednaka nuli. Koristen je periodi¢ni
rubni uvjet na ulaznom i izlaznom presjeku, odnosno nakon $to Cestica prijede odredenu
vrijednosti u uzduznom smjeru (os x;), ona se premijes$ta na ulazni presjek. Posto Cestice
blizu ulaznog 1 izlaznog presjeka nemaju dovoljno susjednih Cestica da bi se osigurala
konzistentnost drugog reda, one medusobno utje¢u jedna na drugu. Na slici 10 su prikazani
susjedi (Srafirane Cestice) Cestice na ulaznom presjeku (prekrizena Cestica) KoriStenjem
takvog rubnog uvjeta, moguce je koristiti relativno malen broj Cestica u uzduznom smjeru

(svega njih 20).

Uazni presjek
Izlgzni presjek

Slika 10. Prikaz koriStenja periodi¢nog rubnog uvjeta i virtualnih Cestica

U standardnoj SPH metodi za stlaciva strujanja, gibanje Cestica je prouzrokovano gradijentom
tlaka, dok se tlak za pojedinu Cesticu racuna na temelju gustoce 1 unutarnje energije cestice iz

jednadzbe stanja. Medutim, za nestlacive fluide bi prava jednadzba stanja dovela do vrlo
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malih vremenskih koraka. Sama c¢injenica da je svaki fluid barem malo stlaciv, vodi do
koncepta umjetne stlacivosti (engleski ,,artificial compressiblity”. Morris et al. su koristili

sljedecu jednostavnu jednadzbu stanja za proracun tlaka Cestice:

p=c’p (126)

gdje je c brzina zvuka.

Medutim, ukoliko se uzme stvarna brzina zvuka za vodu (¢ = 1480 m/s), varijacija gustoce
postaje zanemariva. Stoga je potrebno uzeti vrlo male vrijednosti za brzinu zvuka. Brzinu
zvuka je moguce odrediti na temelju dimenzijske analize razmatranog problema [4]. U ovom

slu¢aju uzeto je ¢* = 5- 10712 m? /s2.

Gibanje cestice odredeno je takozvanim ,,XSPH“ modelom koji uzima u obzir gibanje

susjednih Cestica preko jednadzbe:

N

dXi(a)y mp)
= Vi) ~ € Z ——Vi(ap) Wiap) (127)
dt = Pp)

gdje je € konstanta koja moze biti od 0 do 1. KoriStenjem ovog modela Cestica se giba
brzinom koja je blize srednjoj brzini susjednih Cestica, te su time Cestice urednije gibaju. U

ovom primjeru je koriStena vrijednost faktora £ od 0.3.

Numericka integracija se vrsi takozvanom ,,leap frog* metodom koja je vrlo jednostavna za
implementaciju, a drugog je reda to¢nosti. Polozaj Cestice se racuna svakih pola koraka, dok

se brzina racuna jednom za svaki korak, prema:
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1
= x, + EvnAt

N[ =

n+

Uny1=Upt a +%At (128)

Xn4+1= X 1 + Evn +14t
2

gdje n oznacava broj iteracije, dok je a akceleracija Cestice koja se rauna izrazom (117).
Odabrana vrijednost vremenskog koraka At je 107°, ¢ime se greska ugrubo moZe procijeniti
na At2, iako posto se tada radi o vrlo malim brojevima, upitna je i to¢nost same aritmetike

racunala [8].

Na slici 11 je prikazana usporedba numerickih rezultata dobivenih SPH metodom (odnoso
proracunom pomocu koda prikazanog u PRILOGU 1) i analiti¢kih rezultata. Mogucée je vidjeti
da se rezultati dobro podudaraju, posebno u slucaju stacionarnog strujanja, odnosno za velike

vrijednosti t.

— Analiticko rjesenje

B SPHrjesenje

0,8

0,6

t—c0

0,4

x,[/m] 107

0,2

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
v,[/m/s]-10°

Slika 11. Usporedba rjeSenja dobivenog SPH metodom s analiti¢kim rjeSenjem
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9. ZAKLJUCAK

Koriste¢i danasnja osobna raCunala i relativno jednostavne algoritme moguce je
priblizno rijeSiti probleme dinamike fluida. U radu je opisana SPH formulacija, te je
razmatrana konzistentnost uvedenih aproksimacija koja je na kraju potvrdena jednostavnim
primjerom Poiseuille — ovog strujanja. Ovakav algoritam se pokazao dosta stabilan, te se
pomocu njega moze jednostavno vidjeti kako promjena razliitih parametara utjeCe na
rjeSenje. Na primjer, primijeceno je da smanjenje vremenskog koraka, iako povecava trajanje
proracuna, izrazito utjeCe na tocnost i stabilnost rjeSenja, Sto se moze u svakoj numerickoj
metodi 1 oCekivati. Nadalje, relativno povecanje brzine zvuka moze utjecati da rjeSenje ne
dode u stacionarno stanje, nego nakon nekog vremena pocne lagano simetri¢no oscilirati oko
sredine presjeka. Samo stacionarno rjeSenje brzine dobiveno SPH metodom vrlo malo
odudara od analitickog rjeSenja prema Morris et al., svega 0ko 0.4%, prosje¢no po visini
presjeka. RjeSenje za manje vrijednosti t vise odstupaju od analitiCkog rjeSenja. Ugrubo se
moze re¢i da odstupanje od analitickih rezultata pada kako raste vrijeme, odnosno kako
rjeSenje tezi stacionarnom. Neovisno o vremenu, rjeSenje pri rubovima domene, odnosno uz
same krute stijenke se najvise razlikuje od analitickog rjeSenja, Sto se moze i o¢ekivati zbog
implementacije rubnih uvjeta u SPH metodi pomocu virtualnih ¢estica. Moze se o¢ekivati da
¢e se SPH metoda nastaviti sve viSe primjenjivati u inZenjerskim proracunima. Medutim, da
bi metoda postala Siroko upotrebljiva na tom podru¢ju, potrebno je provesti jo§S dosta
teorijskih 1 prakti¢nih istrazivanja, posebno na podru¢jima konzistentnosti aproksimacije
Cesticama 1 efikasnijem generiranju rubnih uvjeta. Ovim praktiénim razmatranjem je
dokazana jednostavnost i efikasnost metode, barem za rjeSavanje jednostavnijih strujanja kao

§to je Poiseuille — ovo strujanje.
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10. PRILOG 1

#include <stdio.h>
#include "math.h"
#include "stdlib.h"

#define PI 3.1415926535
#define c_squared 0.000000000005
#define xsph_factor 0.3

//Distance

double distance (double x1, double x2, double yl, double y2) {
double r;
r = sqrt(pow(xl - x2, 2) + pow(yl - y2, 2));
return r;

}

//Cubic kernel function

double kernel (double r, double h) {

double W;

double R;

R = r/h;

if (R >=0 & R < 1) {
W = (double(15)/(7*PI*pow(h,2)))*(double(2)/3 - pow(R,2) + pow(R,3)/2);
return W;

}

else if (R >=1 & R < 2) {
W = (double(5)/(14*PI*pow(h,2)))*(pow(2 - R,3));

return W;
}
else {

return 0;
}

}

//Derivative of kernel function with respect to r

double kernel_derivative (double r, double h) {

double dW;

double R;

R = r/h;

if (R>=0 & R < 1) {
dW = (double(15)/(7*PI*pow(h,3)))*(-2*R + double(3)*pow(R,2)/2);
return dwW;

}

else if (R >= 1 && R < 2) {
dW = (-double(15)/(14*PI*pow(h,3)))*(pow(2 - R,2));

return dwW;
}
else {

return 0;
}

}

//Main program
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int main()

{
FILE *fp;
fp=fopen("D:/results.txt", "w");

int a, b, ¢, d, i, n, m, time_step, number_of_particles,
number_of_interacting_pairs, counter;

double x_max, y max, delta_x, delta_y, h, max_distance, current_distance;

double k, fluid_density, kinematic_viscosity, dynamic_viscosity, particle_mass,
F, delta_t;

double e;

int number_of_neighbors[1000];

int first_particle[20000];

int second_particle[20000];

double W_pair[20000];

double dW_pair[20000];

double distance_of_pair[20000];

double x[1000][2];

double y[1000];

double particle_density[1000];

double particle_deformation_xx[1000];
double particle_deformation_xy[1000];
double particle_pressure[1000];
double pressure_force[1000];

double viscous_force_xx[1000];

double viscous_force_xy[1000];

double particle_velocity[1000][2];
double particle_velocity xsph[1000];
double particle_acceleration[1000];
double velocity_sum[2];

//Input parameters

printf("\nInsert length of domain, x_max=");

scanf("%1f", &x_max);

printf("\nInsert height of domain, y max=");

scanf("%1f", &y_max);

printf("\nInsert number of particles in longitudinal (x) direction, n=");
scanf("%d", &n);

printf("\nInsert number of particles in vertical (y) direction, m=");
scanf("%d", &m);

number_of_particles = n*m;

printf("\nInsert smoothing length scaling factor, k=");

scanf("%1f", &k);

printf("\nInsert fluid density [kg/m~3], rho=");

scanf("%1f", &fluid_density);

printf("\nInsert fluid kinematic viscosity [m~2/s], ni=");
scanf("%1f", &kinematic_viscosity);

printf("\nInsert body force [m/s”2] (based on the pressure difference), F=");
scanf("%1f", &F);

printf("\nInsert time step for integration [s], delta_t=");
scanf("%1f", &delta_t);

printf("\nInsert error for time integration, e=");

scanf("%1f", &e);

//Particle spacing along axes calculation

delta_x
delta_y

x_max/(n-1);
y_max/(m-1);
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//Smoothing length calculation

max_distance = delta_x;
if (delta_y > delta_x) {
max_distance = delta_y;

}
h = 1.1*max_distance;
//Macroscopic properties calculation

particle_mass =
(fluid_density*(x_max+delta_x)*(y_max+delta_y))/number_of particles;
dynamic_viscosity = kinematic_viscosity*fluid_density;

//Particle initialization

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
x[a][@] = ((a-1)/m)*delta_x;
y[al = ((a-1)%m)*delta_y;

}

//Particle coordinates print test

fprintf(fp,"Total number of particles = %d\n\n", number_of_particles);
for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
fprintf(fp, "Particle [%d] has coordinates [%1f][%1f]\n\n", a, x[a][@],
yl[al);
}

//Velocity initial condition

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
particle_velocity[a][@] = ©;
}

//Start of time integration loop
time_step = 0;
do {

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
particle_velocity_xsph[a] = 0;
}

//Loops for calculating transient position for leapfrog integration
scheme

if (time_step != 0) {
for (i = 1; i <= number_of_interacting_pairs; i++) {
c = first_particle[i];
d = second_particle[i];
particle_velocity_xsph[c]
(particle_mass*W_pair[i]*(particle_velocity[c][@] -
particle_velocity[d][@]))/particle_density[d];
particle_velocity_xsph[d]
(particle_mass*W_pair[i]*(particle_velocity[d][@] -
particle_velocity[c][@]))/particle_density[c];

}

particle_velocity_xsph[c] +

particle_velocity_xsph[d] +
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for (a =

1; a <= number_of_particles; a++) {

if ((y[a] >= @ && y[a] < @.5*delta_y) || (y[a] > y_max-0.5*delta_y

&& y[a] <= y_max)) { //Boundary condition

, x[a][e] = x[a][@];
else {

x[a][e] = x[a]l[@] + ((particle_velocity[a][@] -

(xsph_factor*particle_velocity xsph[a]))*delta_t)/2;

}

if (x[a][@] > x_max + delta_x) {
x[a][@] = x[a][@] - x_max - delta_x;
}

//Initialization for new time step

number_of_interacting_pairs =

for (a

}

0;

= 1; a <= number_of_particles; a++) {
number_of_neighbors[a] = ©;
particle density[a] = ©;
particle_deformation_xx[a] =
particle_deformation_xy[a]
particle pressure[a] = 9;
viscous_force_xx[a] = ©;
viscous_force_xy[a] = ©;
pressure_force[a] = 0;
particle_acceleration[a] = 0;
particle_velocity_xsph[a] = ©;

nmn
[N
e e

//Calculation of interacting pairs

for (a

= 1; a <= number_of_particles - 1; a++) {
for (b = a+l; b <= number_of particles; b++) {
if ((x[a][@] >= @ && x[a][@] <= 2*delta_x) && (x[b][@] >=

x_max - delta_x && x[b][@] <= x_max + delta_x)) {

y[b]) < k*h) {

if (distance(x[a][@], x[b][@]-x_max-delta_x, y[a],

number_of_interacting_pairs =

number_of_interacting_pairs + 1;

a;

b;

first_particle[number_of_interacting_pairs] =

second_particle[number_of_interacting _pairs] =

number_of _neighbors[a]

number_of _neighbors[a] + 1;

number_of _neighbors[b]

number_of_neighbors[b] + 1;

current_distance = distance(x[a][@], x[b][@]-

x_max-delta x, y[a], y[b]);

= current_distance;

distance_of_pair[number_of_interacting pairs]

W_pair[number_of_interacting_pairs] =

kernel(current_distance, h);

dW_pair[number_of_interacting_pairs] =

kernel_derivative(current_distance, h);

}
}

else {
if (distance(x[a][@], x[b][e], y[a], y[b]) < k*h) {
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number_of_interacting_pairs =

number_of_interacting_pairs + 1;
first_particle[number_of_interacting_pairs] =

a;
second_particle[number_of_interacting_pairs] =
b;

number_of neighbors[a]
number_of neighbors[a] + 1;

number_of _neighbors[b]

number_of neighbors[b] + 1;
current_distance = distance(x[a][@], x[b][@],

ylal, y[b]);
distance_of_pair[number_of_interacting pairs]

= current_distance;

W_pair[number_of_interacting_pairs] =
kernel(current_distance, h);

dW_pair[number_of_interacting_pairs] =
kernel_derivative(current_distance, h);

}
}

//Loop for calculation of particle density (self effect)

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
particle_density[a] = particle_mass*kernel(0,h);

//Loop for calculation of particle density (interacting pairs)
for (i = 1; i <= number_of_interacting_pairs; i++) {
c = first_particle[i];

d = second_particle[i];

particle density[c] = particle_density[c] +
particle_mass*W_pair[i];

particle_density[d] = particle_density[d] +
particle_mass*W_pair[i];

}

////Particle density print

//for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {

// fprintf(fp,"Particle [%d] at [#1f][%1f] has density = %1f, and %d
neighbors\n\n", a, x[a][@], y[a], particle_density[a], number_of neighbors[a]);
/1%

//Loop for calculation of particle pressure

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
particle_pressure[a] = c_squared*particle_density[a];

}

//Loop for calculation of particle deformation
for (i = 1; i <= number_of_interacting_pairs; i++) {
c = first_particle[i];

d = second_particle[i];

particle_deformation_xx[c] = particle_deformation_xx[c] +
((double(4)/3)*(particle_mass*(particle_velocity[d][@]-
particle_velocity[c][@])*(x[c][@]-
x[d][@])*dW_pair[i]))/(particle_density[d]*distance_of_pair[i]);
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particle_deformation_xx[d] = particle_deformation_xx[d] +
((double(4)/3)*(particle_mass*(particle_velocity[c][@]-
particle_velocity[d][@])*(x[d][e]-
x[c][@])*dW_pair[i]))/(particle_density[c]*distance_of_pair[i]);

particle_deformation_xy[c] = particle_deformation_xy[c] +
(particle_mass*(particle_velocity[d][@]-particle_velocity[c][@])*(y[c]-
y[d])*dW_pair[i])/(particle_density[d]*distance_of pair[i]);

particle_deformation_xy[d] = particle_deformation_xy[d] +
(particle_mass*(particle_velocity[c][@]-particle_velocity[d][@])*(y[d]-
y[c])*dW_pair[i])/(particle_density[c]*distance_of_pair[i]);

}

//Loop for calculation of particle acceleration
for (i = 1; i <= number_of_interacting pairs; i++) {
c = first_particle[i];

d = second_particle[i];

pressure_force[c] =
(particle_mass*((particle_pressure[c]/pow(particle_density[c],2)) +
(particle_pressure[d]/pow(particle_density[d],2)))*(x[c][@] -
x[d][@])*dW_pair[i])/distance_of_pair[i];

pressure_force[d] =
(particle_mass*((particle_pressure[d]/pow(particle_density[d],2)) +
(particle_pressure[c]/pow(particle_density[c],2)))*(x[d][@] -
x[c][@])*dW_pair[i])/distance_of_pair[i];

viscous_force_xx[c] =
(particle_mass*dynamic_viscosity*((particle_deformation_xx[c]/pow(particle_density[c],
2)) + (particle_deformation_xx[d]/pow(particle_density[d],2)))*(x[c][@] -
x[d][@])*dW_pair[i])/distance_of_pair[i];

viscous_force_xx[d] =
(particle_mass*dynamic_viscosity*((particle_deformation_xx[d]/pow(particle_density[d],
2)) + (particle_deformation_xx[c]/pow(particle_density[c],2)))*(x[d][@] -
x[c][@])*dW_pair[i])/distance_of_pair[i];

viscous_force_xy[c] =
(particle_mass*dynamic_viscosity*((particle_deformation_xy[c]/pow(particle_density[c],
2)) + (particle_deformation_xy[d]/pow(particle_density[d],2)))*(y[c] -
y[d])*dW_pair[i])/distance_of_pair[i];

viscous_force_xy[d] =
(particle_mass*dynamic_viscosity*((particle_deformation_xy[d]/pow(particle_density[d],
2)) + (particle_deformation_xy[c]/pow(particle_density[c],2)))*(y[d] -
y[c])*dW_pair[i])/distance_of_pair[i];

particle_acceleration[c] = particle_acceleration[c] -
pressure_force[c] + viscous_force_xx[c] + viscous_force_xy[c];

particle_acceleration[d] = particle_acceleration[d] -
pressure_force[d] + viscous_force_xx[d] + viscous_force_xy[d];

}

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
particle_acceleration[a] = particle_acceleration[a] + F;

}

//Time integration

if (time_step != 0) {
for (i = 1; i <= number_of_interacting_pairs; i++) {
c = first_particle[i];

d = second_particle[i];

particle_velocity_xsph[c] = particle_velocity_xsph[c] +
(particle_mass*W_pair[i]*(particle_velocity[c][0] -
particle_velocity[d][@]))/particle_density[d];
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particle_velocity_xsph[d] = particle_velocity_xsph[d] +
(particle_mass*W_pair[i]*(particle_velocity[d][@] -
particle_velocity[c][@]))/particle_density[c];

}

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
if ((y[a] >= @ && y[a] < @.5*delta_y) || (y[a] > y_max-0.5*delta_y
&& y[a] <= y_max)) { //Boundary condition
particle_velocity[a][1]
x[a][1] = x[a][e];

9;

}

else {
particle_velocity[a][1]
delta_t*particle_acceleration[a];
x[a][1] = x[a][@] + ((particle_velocity[a][1] -
(xsph_factor*particle_velocity xsph[a]))*delta_t)/2;
if (x[a][1] > x_max + delta_x) {
x[a][1] = x[a][1] - x_max - delta_x;

particle_velocity[a][0] +

}
¥

//Convergence criteria

velocity_sum[@]
velocity_sum[1]
counter = 0;

9;
0;

for (a = 1; a <= number_of_particles; a++) {
if ((y[a] >= @ && y[a] < @.5*delta_y) || (y[a] > y_max-0.5*delta_y
&& y[a] <= y_max)) { //Boundary condition
continue;
}
else {
velocity_sum[@]

velocity_sum[@] +
particle_velocity[a][@];
velocity_sum[1]

velocity_sum[1] +
particle_velocity[a][1];

}

counter = counter + 1;

}
if (time_step%l0000 == 0) {
fprintf(fp, "Iteration: %d\n\n", time_step);
fprintf(fp, "Elapsed time: %1f\n\n", delta_t*time_step);

fprintf(fp, "\nTotal number of interacting pairs is: %d\n\n",
number_of_interacting_pairs);

for (a =1; a <=m; a++) {
fprintf(fp, "Particle %d: [%1f, %1f] has velocity of
%.121f, and %d neighbors\n", a, x[a][1], y[a], particle_velocity[a][1],
number_of _neighbors[a]);

fprintf(fp, "\n\n");

}

for (a = 1; a <= number_of _particles; a++) {

x[a][e] = x[a][1];
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particle_velocity[a][@] = particle_velocity[a][1];
}

time_step = time_step + 1;

} while (time_step*delta_t < 2.2);//(abs((2*(velocity_sum[1]/counter -
velocity_sum[@]/counter))/(velocity sum[1] + velocity_sum[@])) > e);

fclose(fp);
for (a = 1; a <= m; a++) {
printf("\nParticle at y = %1f, has velocity %.121f", y[a],

particle_velocity[a][@]);
}

printf("\n\n Iteration, %1f = ", time_step*delta_t);
printf("Results are printed in D:/results.txt\n");
printf("Insert any number and press enter to close: ");

scanf("%1f", &x_max);

return 0;
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