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最適化問題:

補助定理の証明と二つの制約想定

千 葉 昌 夫

1.はしがき

以前，拙稿(1Jにおいて，次のような非線形計画問題を考えた。すな

わち，X E M c Rn， f: M→R， gi:M→R， g(x) = (g1 (X) ， g2 (X)，…，gm 

(x) )とすると，

M砿 f(x)

s. t. g(x) !5; 0 

z εMCR匁

で表わされる最適化問題である。そのとき，補助定理および Slaterの制

約想定と Karlinの制約想定との同値性の証明を与えなかった。そこで，

この小論の目的は，

(1) 拙稿C1Jで用いた補助定理の証明を与える，

(2) Slaterの制約想定と Karlinの制約想定との同値性の簡単な証明を

与える，

ことである。したがって，このノートは，拙稿C1Jを補完するものである。

2. 補助定理の証明

第2節では，拙稿ClJにおいて用いられた補助定理 3.1，補助定理4.1

(分離定理)および補助定理4.2を証明する。ただし，補助定理の番号は

拙稿ClJの番号と同じものである。
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補助定理3.1 X c Rnを開集合かつ凸集合であるとする。 fが X上で

定義された微分可能な関数ならば，fが凹関数であることは，任意の x，X 

eX，x戸主に対して

Vf(企)・ (x-x) ~ f(x) -f(主)

と同値である。

証明 (必要性)fが凹関数ならば，

f( (1ー α)x+αx)主(1一 α)f(主)+ af(x) (0 語 α~ 1) (3.1.1) 

すなわち

f(主+α(x-x)) -f(主)~α(j(x) -f(主)) (0豆α壬1) (3. 1. 2) 

ここで hax-xとおき， (3. 1. 2)の両辺から αVf(x).hを引き， α>0

てず割ると，

f(x +αh)ー f(企)ー αf(x). h 
這f(x)-f(x) - Vf(x). h (3.1.3) 

をうる。 α→o(α> 0)にすると，

Vf(企)・ (x-x) ~ f(x) -f(x) 

をうる。

(3. 1. 4) 

(十分性) (3.1.4)が成立すると仮定する。 fが凹関数であることを示そ

う。 xl， x2をXの任意の点、とし，x1;1! x2とする。主 a (1-α)x1 +αx2，0 

〈 α<1，αεRおよび ha x1 - Xとする。すると，x2=全一((1ー α)

/α)hとなる。 (3.1. 4)より

f(x1) - f(主)醤 Vf(企).h 白 (3.1.5)

f(〆)一月)重別)(-L7h)

(3.1.5)と(3.1. 6)とから

(3. 1. 6) 

(午f(x1)+ f(ぷ))-(午+l)f(主)謡 o (3.1.7) 

すなわち

(1-α)f(x1) +αf(x2)語f(主) (O<t<1) (3. 1. 8) 
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α=1あるいは Oのとき，厳密な意味での不等号が成立する(証了)。

この補助定理 3.1の意味は，図 1から明らかであろう。

補助定理4.1(分離定理) 凸集合 Xが R~ の内点をふくまなければ，

XとRiは，原点を通り，非負の係数をもっ超平面によって分離される(図

2)。

証明 X と R~ はともに凸集合であるから，そのベクトル差 S=R~

-xは凸集合である。原点Oは Sの内点ではない。これを背理法で証明

する。 0が内点であり oの E一近傍 U(O，e)が S内にふくまれると仮定

する。 U(0， e) は R~ の内点 Z>O をふくむ。したがって，また -ZE

U(O， e) C S = R~ -X。ゆえに，← Z= u -X (u E R~ ， X E X) と書く

ことができる。そうすると ，z=x-u 壬z。しかし，Z>O であるから

X>O 。これは，XがRiの内点をふくまないと L、う仮定に矛盾する。し

たがって，原点 Oを通る超平面ρ'X= 0が存在し， Sはその片側の半空間

にふくまれる。すなわち，任意の UE R~ ， XE Xに対して， ρ・(u-X) E: 

0，これはつぎのことにほかならない。

ρ.u言 ρ'X すべての UER~ ， XE X に対して (4.1. 1) 

さて， 0 E R~ であるから， (4. 1. 1)において，U=Oとおけば，

0=ρ.0 E:ρ'X すべての XEXに対して (4.1. 2) 
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他方， (4. 1.1)によって， ρ .u は R~ 上で下に有界であるから，下界の一

つを yとすれば，p.u ?; y。ところが， λUE R~ (，1. > 0) であるから，

ρ-λu量れこれから， ρ.u?; y/λが任意の λ>0に対して成立する。ゆ

えに， λ→∞にすると，

ρ .u 這 o すべての UER~ に対して (4. 1. 3)

となる。したがって，R~ と X は超平面ρ'x= 0によって分離される。最

後に， (4.1.3)から， ρ孟 Oが導かれ， ρ書記 Oを考慮すれば，p<?Oをうる

(証了)。

補助定理4.2 R~ 上で定義された実数値関数 f(x) が，連続な偏導関数

をもっとする。もしも，x=主這 Oにおいて，f(x)が最大(最小)値に達

すれば，つぎの二条件が成立する。

df(完)
(i) す豆o(討 (i=l，2，…， η) (4.2.1) 

~ "df(主)
(ii) 主主iす= (4.2.2) 

したがって， Xj這Oを考慮すれば， (i)， (誼)より，あ>0ならば df(x)/dxj

=0である。

証明任意の y這Oに対して，

x(t)=(l-t)x+ty (0語 t妥 1) (4.2.3) 

すなわち，全と yを結ぶ線分をつくる。 x(t)の成分はすべて非負であるか

ら，x(t)這O。ところが，仮定により ，f(x)は x=主において最大値に

達するから，

f(x)孟f(x(t)) (0醤 t醤 1)

他方，x(o) =主であるから，上式より，

÷(f川 -f(x(O)))語 O 似国1) (4.2.4) 

仮定から，f(x(t))は微分可能になるから， (4.2.4)において，t →∞にす

ると，
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ftf(z(O))孟 O
dt 

他方，連鎖律によって，

η d{(x) 
:;j(x(O)) =I: (Yi -Xi)之とム
dt .l'~'~" i:'l'..I' dXi 

ゆえに， (4.2.5)， (4.2.6)から

ザ(全) _ ~ dj(x) 
I: Yiτ:ァ豆 z可子
i=l u.九 i=l UAi 
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(4.2.5) 

(4.2.6) 

(4.2.7) 

となる。 (4.2.7) は，任意の Y~O に対して成立するから，まず， Yi=λ 

>0とし，yのそのほかの成分を Oとおき， (4.2.7)の右辺を μ(=定数)

とおけば，

笠(x)..，. l!:.... 
dXi λ 

上式において， λ→∞にすると，右辺は Oに収束して (i)をうる。したが

って， (4.2. 7)の右辺は ， X~O と (i) から非正である。つぎに. (4.2.7) 

において，y=Oとすると O壬右辺，ゆえに， (ii)をうる。

なお，最小値についても同様に証明できる(証了)。

この補助定理の意味は，次の図3から明らかであろう。
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(i)境界での最大値 (ii)境界での最小値

図 3
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3. Slaterの制約想定と Karlinの制約想定

Kuhn-Tucker乗数ベクトルの存在を保証するために，制約関数 gに課

せられる条件は，通常制約想定とよばれる。制約想定は多数存在するが，

ここでは，いくつかの制約想定をあげておくことにする。

(1) 瓦由n-Tuckerの制約想定

(2) Vgl (主)， Vg2(X)，…， Vgm(企)の 1次独立性

(3) gl (X) ， g2 (X) ，…，g，拙 (x)が線形関数である。

(4) Slaterの制約想定

(5) Karlinの制約想定

(6) Arrow-Hurwicz-Uzawaの制約想定

拙稿(1)においては，上述の制約想定のなかから (4)，(5)だけをとりあ

げた。以下では，制約関数 gは，凸集合BグcRn上の m次元凹ベクトル

値関数であると仮定する。

Slaterの制約想定 M 内に g(XO)> 0となる点 XOが存在する。

iく arlin の制約想定任意のy~O に対して ， y-g(XO) > 0を満たす点 XO

がM内に存在する。

そうして，次の定理が成立することを述べた。

定理 Slaterの制約想定は Karlinの制約想定と同値である。

この定理を証明するために， F叩 -Glicksberg-Hoffman (2)による一般

化された Goldanの定理を用いる。

補助定理(一般化された Goldanの定理) fを凸集合 XcRn上の m次

元凸ベクトル値関数とすると，

f(x)く Oに解が存在する， (3_ 1) 

まTこは

P-f(x) ~ 0 すべての xeX， ある ρ~ 0，ρeRmに対して)

(3_ 2) 

のいずれか一方だけが成り立つ。
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それでは，この補助定理を用いて， Slaterの制約想定と Karlinの制約

想定の同値性を証明しよう。

定理の証明 (必要性) Slater の制約想定が成り立つならば，g(XO) 

>0 。ゆえに，y::::Oに対して y.g(XO)> 0 。すなわち， Karlinの制約想

定が成り立つ。

(十分性)Karlinの制約想定が成り立つならば，すべての xeMに対し

て y.g(x)壬 Oとなる y::::Oが存在しなL、。すると，上述の補助定理(一

般化された Goldanの定理)により， (3.2)は成立しないから， (3.1)が

成立する。したがって，g(x) > 0に解，たとえば，xOeMが存在する。

すなわち， Slaterの制約想定は満たされる(証了)。

(}992. 9.23) 

注

(1) 補助定理 3.1の証明は TakayamaC5J pp. 84-85，補助定理 4.1の証明は二階堂

C3J pp.207-208，および補助定理 4.2の証明は二階堂 C3Jpp. 180-181を参照。

(2) Takayama C5J p. 85を参照。

(3) 制約想定については，たとえば.Takayama C5Jの Chapter1の SectionB， 

Section Dおよび Appendixto Section Dを参照せよ。

(4) Fan-Glicksberg-Hoffman C2J p. 618およびp.620を参照せよ。

(5) Takayama C5J p. 77を参照。
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