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最適化問題:

消費者と生産者への応用

千葉 回
日 夫

1.はしがき

与えられた制約条件の下で目的関数を最大化(あるいは最小化)する解

を見い出す問題を最適化問題あるいは計画問題と Lづ。制約関数および目

的関数が一般の非線形関数であるとき，その問題を非線形計画問題と L、う。

ミクロ経済学の問題は，なんらかの非線形の制約関数の条件の下で非線

形の目的関数を最大化(あるいは最小化)する問題として定式化される。

それらを解析するためには，第 2節で説明する Kuhn-Tucker定理がき

わめて顕著な威力を発揮してくれる。第 3節では効用最大化問題，第4節

では支出最小化問題をとりあげる。第 5節では，双対性を利用して Slut-

sky方程式を導出する。第6節では利潤最大化問題を説明する。なお，費

用最小化問題は，支出最小化問題と形式的にはまったく同じなのでとりあ

げなL、。

2. Iくuhn-Tucker定理

次のような非線形計画問題を考えよう xεMc  Rn， f: M→R， gi 

M→R， g(x) = (gl(X)， g2(X)，…，gm(X)) として，

Max f(x) 

s. t. g(x) ?; 0 

xEM C Rn 

(2.1) 



108 第16巻 第 l号(経済学・経営学編)

で表わされる最大化問題である。

制約条付っき最大化問題に対する Lagrange関数 K:MxR，!:→R を

(2.2)のように定義するc ただし，MxR，!:={(x，y)lxEM，y εR';} ィ、、

ある。

K(x， y) = f(x) + y.g(x) (2.2) 

ここで y= (y1， y2，・"， Ym) は Kuhn-Tucker乗数ベクトルである。

y.g(x) = Li竺1yi gi(X) である。以下の記法も同様に内積を表わすものと

する。

問題(2.1)が最適解 f あるいは最適値 f(i)

十分条件を証明なしで述べておこう。

ここて、，さて， をもっ必要

Kuhn-Tucker定理 M=R~ で f(x) ， gi(X)が Rfで連続な偏導関数

をもち，かつ， 凹関数であるとする。そして，g(X)が

Slaterの制約想定 M 内に g(XO)> 0となる点 XOが少くとも一つ存

在する，

を満たすとする。すると問題(2.1)が最適値をもっ必要十分条件は，非負

ベクトル i，Yが存在して，

dK(i， Y) _ df(i) ， ~ .， dgi(i) _ r. 
~..一 τァ+ ~ Yi -O~ァ ~O
OAj oAj i=l oAj 

(j = 1，2，…， n) 

， dK(i，タ)ni司f(i) 拙 ，dgi(i)¥ 
均一τァ一=L ij (τ¥A) + L Yi τ:ァ)=

j=l OAj ニ 1¥日'Aj i=l 日':.tj I 

dK(i， Y) 
ーっァ一 =g;(i) ~ 0 

uゴ2

(i = 1， 2，…， m) 

間 ，dK(i， y) ~ 
一一一一ι=L Yigi(i) = 0 

i:-1 Jl dYi i:-1 

が成立することである。

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.3) -(2. 6)を Kuhn-Tucker条件とよぶ。 Kuhn-Tucker条件のなか

で，等号で表わされている (2.4)，(2.6)から次のことがし、えるc
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。ifCi) ι，dgi(i) 
τ:ァ十 ZJYt-zァ<0ならば，
UAj i=l OAj 

ij = 0 

(2. 7) (j = 1， 2，…， n) 

(i = 1， 2，…， m) (2.8) 

これらの条件は，非線形計画法における相補条件として知られている。

gi(i) > 0ならば，Yi = 0 

第 3節から第6節においては， 目的関数と制約関数は微分可能な凹関数

であり，制約関数は Slaterの制約想定を満たすものと仮定するつ

3. 効用最大化問題

消費者は予算の制約の下で効用を最大化する。 消費者の財ベクトルを

X = (X1， X2，…， Xn)，効用関数を

u(X) = U(X1， X2，…， Xn) (3.1) 

とする。ただし，U は凹関数とする。価格ベクトルを ρ=(ρ1，PZ， "'， PnJ > 

O とし所得を 1>0とするc すると， この消費者の解くべき問題は

Max u(x) 

s. t. 1-ρ'X ~ 0 (3.2) 

X ~ 0 

と定式化されるc ただし ρX= 'L/;lPjXjであるコこれは，非線形計画問

題のひとつである Kuhn-Tucker乗数を yで表わして， Lagrange関数

をつくる。

K(x， y) = U(X) + yU ρX) (3.3) 

Slaterの制約想定が満たされているから， 問題(3.2)が最適値をもっ必

要十分条件は ， i~O と Y~O とが存在して，

dK (i， y) _ du (;i) 
一再-=lz--yh壬O (j = 1， 2， "'， n) (3.4) 

土冷笠与y)-土め(竺(i)-y Pi)二=0 
1二 OXj j=l ¥α'Xj 

(3.5) 

dK(i， y) 
一石~=I-p.i 三 O (3.6) 
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，dK(x，y) 
y-17-=Y(I-ρ.X) = 0 

が成立することである。

この問題の解£と Kuhn-Tucker乗数 yは

Xj = Xj(ρ， I) (j = 1， 2，…， n) 

y =タ(ρ，I)

で表わされ，め(ρ，I)は通常の需要関数とよばれるc

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

すべての消費財の限界効用は正であると仮定する。すると，所得の増加

は財の購入量を増加させ，効用を増加させる。したがって，所得の限界効

用 Yは正である。よって，相補条件より

1-ρ・1二 o (3.10) 

が成り立つc すなわち，所得はすべて支出されるc また(3.4)は

(j=l， 2，…， n) (3.11) 

となる。これは，所得の限界効用と価格の積が，その財の限界効用の上限

であることを示しているc 相補条件より ，Xj が購入されるならば，すな

わち， Xj> 0ならば

du(X)/dx， 
ニrコ寸 (j=l， 2， "'， n) (3.12) 

が成立するc すなわち，実際に購入される財について，価格に対する限界

効用の比は，所得の限界効用に等しL、c これは 実際に購入される財につ

いては，限界代替率は価格比に等しいという周知の条件でもあるc もし

(3.11)が強い不等式で成立するならば，相補条件により，その財は購入さ

れなL、。すなわち冷 =0であるc

問題(3.2)の解(3.8)を効用関数に代入した(ρ，I)の関数

v(ρ， I) = max u(x)ニ U(Xl(ρ， I)， X2(ρ， I)，…，Xn(T， I)) (3.13) 

を間接効用関数と呼ぶc これは，任意の価格ベクトル ρ>0と所得 1>0

に対して， (ρ，I)の関数として最大効用の値を規定する。
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通常の需要関数と間接効用関数との聞には，次の重要な関係が成立す
4

0

 
る

Royの恒等式 間接効用関数 v(p， 1) と通常の需要関数吟(P，1) > 0 

(j = 1， 2，…， n)に対して

A仰(力 nld力1

ij(ρ，1) = 一一一一一i
dv(ρ， fJldl 

(j=1，2，…， n) (3. 14) 

が成り立つ。

証明 間接効用関数(3.13)をあ， 1で偏微分して

dv ~ du(i) di 
一=デ一一~~:t (j==1，2，…， n) 
dh 竺idx; d.あ

(3.15) 

dv ~ du (i) di; 
一-dl i='l dXi dl 

(3.16) 

を得るo ij > 0 (j二 1，2，…， n)ならば，効用最大化の l階の条件は

du(i) V"a;! -y Pj = 0 (j = 1， 2，…， n) (3.17) 

l-p・i=O (3.10) 

と周知の条件になる。 (3.17)と(3.15)， (3. 16)とから

dv タまρ位
。あ戸i1" dpj 

(j=1， 2，…， n) (3.18) 

生=タ主ρ笠i
dl -'i士 i1't dl 

(3.19) 

を得る。

一方，Lj，:'lρjij = 1をめ， 1で偏微分して

n !l"? 

今+pz号=0 (j = 1， 2， "'， n) (3.20) 

n ~，ý: 

z ρ竺f:.= 1 
i~l 1" dl 

(3.21) 

を得る。以上の 2式を(3.18)，(3.19)に代入して
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dv = _ yめ (j= 1， 2，…， n) 
dPj .?--; 

(3.22) 

dv 
訂 y (3.23) 

を得る。 (3.22)，(3.23)から (3.14)が得られる(証了)。

消費者行動理論において， Royの恒等式は，通常の需要関数を求める

ために用いられる。また，需要の計量経済学的研究においては，間接効用

関数と Royの恒等式はきわめて強力な分析用具とされている。

4. 支出最小化問題

消費者は，効用を少くともある一定水準 U に保たれると L、う制約条件

の下で，支出 ρ.x を最小化すると L、う問題を考えよう O すなわち，この

最小化問題は

Minρ.x 

s.t.u(x)~u 

X2:0 

と定式化される。これも 非線形計画問題のひとつであるc

(4.1) 

ρ.xを最小化することは，一ρ.xを最大化することであるから，問題は

Max -ρ.x 

s. t. u(x) -u ~ 0 

X2:0 

と書きかえることができるc

y を Kuhn-Tucker乗数として， Lagrange関数をつくる。

(4.2) 

K(x， y) = -ρ.x + y(u(x) -u) (4.3) 

Slaterの制約想定が満たされているから，問題(4.2)が最適値をもっ必

要十分条件は，x* ~ 0とf三Oとが存在して，

dK(γ* 旬*) h I ..* du(x*) 
一τムー=ーあ+ylz一重 o (j = 1， 2， "'， n) (4.4) 
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* dK(x* 初判 ~ ..* ( ... I ..* du(x*)¥ 
ん一 つ--.!....Lー =LX;(ーム +yっ:ヶ)=0 (4.5) 

j=l • OAj j=l • 、。\

dK(x*， y*) 
一一一~ー = u(x*) -u ~ 0 (4.6) 

dy 

* dK(x*， y*) y--E4ー =y*(u(x*) - u) = 0 (4.7) 

が成立することである。

問題の解 f と Kuhn-Tucker乗数 f は

xj = xj (ρ， u) (j = 1， 2，…， n) (4.8) 

y* = y*(ρ， u) (4.9) 

で表わされ，xj (ρ， u)は補償需要関数とよばれるo x*(ρ， u)が補償需要

関数とよばれるのは次のような理由による。価格が上昇したときには購買

力が低下し効用が低下するが，この新しい価格の下でも，価格変化前と

同水準の効用を生むように所得補助をしたときの需要が，支出最小化問題

の解だからである。

また，最小支出関数あるいは，簡単に支出関数は

M(ρ， u) = min ρ.x =ρ.x* (ρ， u) 

で表わされる。

(4.4)は

y*au(x*)J 
dXj 三 I

(j = 1， 2，…， n) 

(4.10) 

(4.11) 

となる。これは， Kuhn-Tucker乗数とある財の限界効用の積の上限がそ

の財の価格であることを示している。ここで，内点解行 >0と y*> 0 

とを仮定するならば，相補条件より

* du (x*) 
- tj + y*=瓦--'-= 0 (j = 1， 2，…， n) (4. 12) 

u(x*) -u = 0 (4.13) 
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が成立する。 (4.12)より

du(x*)/dxi _ pi 
du(x*)/dxj ρz (i， j = 1， 2，…， n) (4. 14) 

が成立する。これは，点 f において限界代替率が価格比に等しいことを

示す。

支出関数(4.10)について Shephardの補題が成立する。これは， Slut-

sky方程式を導出する場合，非常に重要な役割を果たすものである。

Shephardの補題イ (ρ，u) > 0 (j = 1， 2，…， n) を補償需要関数と

する。支出関数が (ρ，u)で微分可能かつあ>0 (j=I， 2，…， n)ならば

dM(ρ， u) j (ρ， u)ー (j= 1， 2，…， n) 
dtり

が成立する。

(4. 15) 

証明 価格 f のとき効用 U を達成するために必要な支出を最小化す

る財ベクトルを f としよう。関数 G(ρ) を

G(ρ)=M(ρ， u)一ρ'x* (4.16) 

と定義する。 M(ρ，u) の定義により G(ρ)~O である。したがって ρ

=ρ*のとき G(ρ引 =0である。すると， ρ=ρ*のとき G(ρ)が最大

値をとるから

立立法*)盟立二互よ -x;=O (j=I，2，…， n) (4.17) 
dpj dpj .. J 

が成立する。よって (4.15)が証明された(証了)。

5. Slutsky方程式

第3節の効用最大化問題と第4節の支出最小化問題とから，つぎのこと

がL、える。在意の価格ベクトル ρ，任意の効用水準 u，および任意の所得 I

に井守して，

M(ρ， u) = 1 (5.1) 

xj(ρ， u) =今(ρ，1) (j = 1， 2，…， n) (5.2) 
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が成立するjここで，xj (ρ， u) =今(ρ，I) (j = 1， 2，・・，n) をあで偏

微分すると，

生i 笠iム笠t迎。ρ dPi' dI dPi 
(i， j = 1， 2，…， n) (5.3) 

を得る。Shepardの補題(4.15)とパ =Xi (i = 1， 2，…， η) とから， (5.3) 

は

Aι dx; A dXi 
~.WJ ここム Xi -~.; (i， j = 1， 2， …， n) 
aρ dPi ~Z dI 

(5.4) 

となる。これが Slutsky方程式であり，右辺の第 l項が代替効果であり，

第 2項が所得効果である。代替効果は，効用水準を一定に維持する場合の

価格の変化が需要に与える影響である。所得効果は，価格低下(増加)を

通じての実質的な購買力の増加(減少)の財の需要への影響である。所得

効果にマイナスの符号がついているのは， ρzが上昇すればあたかも所得 I

が減少するかのように需要に影響するからである。また Xiが乗ぜ、られて

いるのは，あの l単位の減少(増加)は 1XXi貨幣単位分の費用減少(増

加)となり，あたかも名目所得が Xiだけ増加(減少)したかのような効

果を与えるからであるc (5.4)は，名目所得を一定とするときに，価格の

変化による需要の変化は代替効果と所得効果の和になっていることを表わ

している。

6. 利潤最大化問題

企業は，生産関数の制約の下で利潤を最大化する。企業は n種類の投

入物を用いて 1種類の生産物を生産するものとする。投入物のベクトルを

X = (Xl， Xz，…，xη) とし，生産物を qとする。生産関数を

q = f(x) = f(Xl， Xz，…， xn) (6.1) 

とする。投入物の価格ベクトルを W = (Wl， Wz，…， Wn) とし，生産物の

価格を ρとする。この企業の解くべき問題は次のように定式化されるc

Max TI (q， x) =ρq-W'x 
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s. t. q = j(x) (6.2) 

x~O 

ただし W.X = 1: j:!l Wj Xjである。企業は，収入 pqと費用 W.Xの差であ

る利潤 I1(q，X) を最大化する投入量と産出量を決定する。

問題(6.2)は次のように書きかえることができる。

M回目(X)=ρj(X) - W・x (6.3) 

s. t. X ~主 O

Slaterの制約想定が満たされているから，問題(6.3)が最適値をもっ必要

十分条件は，X?;Oが存在して，

。I1(x) _ ~ dj(x) 一一瓦 ρ dXj一 町歪 o (j = 1， 2，…，n) (6.4) 

， dI1 (x) ~ .，司/幻 L
Xiつナ=1:め (ρ竺子!...-wil=0 

j=l U:J"j j=l ¥ U:J"j 

が成立することである。

問題(6.3)の解は

今=Xj(ρ， w) (j = 1， 2，…， n) 

である。したがって

(6.5) 

(6.6) 

q = q(ρ，W)=j(Xl(ρ， w)， X2(T， w)，…， Xn(ρ，W)) (6.7) 

である。

(6.4)から

d{(x) 仙

立とム ~v:， (j=1，2 …， n) 
dXj ρJ  (6.8) 

が導かれる。これは，限界生産物の上限が生産物の価格に対する投入物の

価格の比であることを示している。相補条件から， 13が購入されるなら

ば，すなわちめ >0ならば， (6.8)は等号で成立する。したがって，投入

物勾が購入されるならば

笠笠立生i_ 1 
Wj ρ (j = 1， 2，…， n) (6.9) 



117 最適化問題 消費者と生産者への応用

その投入物の価が成立する。すなわち，ある投入物が購入されるならば，

格に対する限界生産物の比は，すべての投入物について同一であり，生産

物の価格の逆数に等しい。 (6.9)を書きかえると

(6.10) (j = 1， 2，…， n) ρ笠〔fL=
d:tヶ 1

その投入となる。それゆえ，実際に購入されるすべての投入物に対して，

物の価格は限界生産物価値に等しいとし、う周知の条件が成立する。

生産物の価格を ρ，投入物の価格ベクトルを w= (Wl， W2，…， wn) と

し，投入物 Xjの需要関数をめ(ρ，w) (j= 1，2， "'， n)，生産物の供給関

このとき，利潤関数 π(p，w)はとする。数を q(p，w) 

π(ρ， w) = max(ρj(x) -w.x) 

(6. 11) 

と定義される。利潤関数については，次の性質が知られている。

投入物の需要関数と生産物の供給関数が内点解，す

=ρj(i(ρ， w)) -w.i(ρ， w) 

Hotellingの補題

~ 

」なわち，ij(ρ， w) > 0 (j = 1， 2，…， n)， q(ρ，w) > 0であるとするO

次の関係が成立する。のとき，利潤関数 π(ρ，w) について，

M
W
 

A
Y
 

AGA -一
初一め

(6.12) 

友=め(ρω) (6. 13) (j = 1， 2，…， n) 

(6.10)より (6.12)と(6.13)が成立する。

( ~ dj(i) ... ¥ dij :，; = q(ρ， w) + L( ρτ7-Z41jlz 
ap j=l、。'Aj I u1' 

証明

(6.14) = q(ρ， w) 

( L dj(i) ... ¥ dii 
dWj ーめ(ρ，w) +主(pVJa~! 一附)5Z

(6.15) 

(証了)。

(j = 1， 2，…， n) =一冷(ρ，w) 
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(6.12)は生産物の価格が変化するとき，手IJ潤の変化率は生産物の供給量

に等しいことを示す。 (6.13)は投入物の価格が変化するとき，利潤の変化

率は投入物の需要量の値に負の符号をつけたものに等しいことを示す。

(1993. 3.30) 

注

(1) Kuhn-Tucker [3J p. 486， Takayama (7J p. 92およひ時子山 [8Jp. 721を

参照。

(2) Intriligator [2J pp. 67-68を参照c

(3) Intriligator (2) pp. 79-81を参照c

(4 ) 西村 (6)pp. 56-58および Varian(9) pp.106-108を参照。

(5) Takayama (7) pp. 142-143を参照む

(6 ) 西村 (6)p. 34を参照。

(7) Varian (9) p.74を参照。

(8) Takayama (7) p. 115および Varian[9J p. 113を参照。

(9) Cook [1]，西村 [5Jp. 193， p. 222，西村 (6)p. 59， Takayama (7) p. 143お

よび Varian(9) p. 120を参照c

(10) 西村 (5)p. 190， p. 194および西村 (6)pp. 60-61を参照c

(1I) Intriligator (2) pp. 84-86を参照。

(12) 西村 [6Jpp. 152-153， Takayama (7) p. 142および Varian[9J pp. 43-45を

参照。
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