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Tiivistelma

Tassa tyossd madritetdan Rubikin kuution symmetriaryhman kom-
positiojono ryhméteorian tyokalujen avulla. Luvussa 1 kéydéaan lapi
Rubikin kuution taustaa. Luvussa 2 kuutiota tarkastellaan ryhmateo-
reettisesta ndkokulmasta ja esitellddn luvussa 3 tarvittavia késitteitd
ja lauseita. Luvussa 3 maéritetddn Rubikin kuution kompositiojono
tarkastelemalla erikseen kuution paikka- ja asentoryhmié.

Rubikin kuutio on yksi maailman suosituimmista pulmapeleista.
Sen kehittdjé unkarilainen Erné Rubik onkin tokaissut: ”We turn the
cube and it twists us.” Aivojumpan lisdksi Rubikin kuutio taipuu ryh-
méteorian keskeisten kéasitteiden havainnollistamiseen. Kuution siirto-
ja eli tahkojen pyoréaytyksid voidaan ajatella permutaatioina, jolloin
niitd on mahdollista késitelld algebrallisin menetelmin.

Rubikin ryhmé R on kuution kaikkien mahdollisten siirtojen muo-
dostama joukko. Rubikin ryhméén kuuluvat siis kuution perussiirrot,
sekd néaiden kaikki kombinaatiot. Rubikin ryhmalld R on osajoukko,
johon kuuluvat kaikki sellaiset permutaatiot, jotka pitdvit kuution
palat paikoillaan vaikka voivatkin muuttaa niiden asentoa. Tété osa-
joukkoa kutsutaan Rubikin asentoryhméksi R,. Rubikin asentoryh-
mé on Rubikin ryhmén normaali aliryhma. Sen suhteen muodostet-
tua tekijaryhméa kutsutaan Rubikin paikkaryhméksi R,. Paikkaryh-
man alkiot liikuttavat kuution paloja niiden asennoista valittamatta.
Kuution erds mahdollinen ratkaisustrategia perustuukin tdhén jaot-
teluun: laitetaan ensin palat oikeille paikoilleen, minké jéalkeen ne voi-
daan kdantéd oikeisiin asentoihin.

Tassa tutkielmassa Rubikin ryhméan R rakennetta havainnolliste-
taan syvéllisemmin tutkimalla sen sisdltdmien normaalien aliryhmien
muodostamaa jonoa. Pisintd mahdollista jonoa kutsutaan komposi-
tiojonoksi, ja sen perakkéisistd jasenistd muodostettua tekijaryhmaéé
jonon kompositiotekijaksi. Kompositiojono vastaa kokonaislukujen al-
kutekijahajotelmaa, ja ryhmén kompositiotekijit ovat jarjestysta vail-
le yksikésitteiset. Rubikin ryhmén R kompositiojonon méaérittadmises-
s keskeisid menetelmié ovat permutaatioiden parillisuuden tarkastelu
sekd ainoastaan nurkka- tai sirmépaloja liikuttavien permutaatioiden
tutkiminen. Naiden avulla muodostetaan jo loydetyille tekijoille aina
uusia normaaleja aliryhmié, kunnes vastaavista tekijaryhmistéd tulee
lopulta yksinkertaisia. Lopuksi kaikki 16ydetyt normaalit aliryhmét
nostetaan tekijaryhmaésté kanonisen surjektion avulla takaisin alku-
perdiseen ryhmaan. Néin edeten saadaan Rubikin kuutiolle muodos-
tettua kompositiojono, jonka kompositiotekijit ovat kahdeksan alkion
joukon alternoiva ryhmé Ag, kahdentoista alkion joukon alternoiva
ryhmé Ajg, kahden alkion syklinen ryhmé Co (12 kertaa) sekéd kolmen
alkion syklinen ryhmé C5 (7 kertaa).
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1 Taustaa

Rubikin kuutio on ehka yksi maailman kuuluisimmista pulmapeleista. Sen on
kehittényt vuonna 1974 unkarilainen arkkitehti ja kuvanveistaja Erné Rubik
(s. 1944), joka kutsui kuutiota alunperin nimelld Bivis Kocka, taikakuutio
(engl. the Magic Cube). Rubik halusi leikki&d geometrisilla muodoilla ja lii-
kutella pikkukuutioita ilman, ettd iso kuutio hajoaa. Mychemmin kuution
kaupallistamisprosessin yhteydessa se nimettiin uudelleen Rubikin kuutioks:
kunnianosoitukseksi kehittajalleen.

It was wonderful, to see how, after only a few turns, the colors
became mixed [---] After a while I decided [---] let us put the
cubes back in order. And it was at that moment that I came face
to face with the Big Challenge: What is the way home?

— Erné Rubik, 1974

Rubikin kuutiolla on 43,252,003, 274, 489, 856,000 ~ 4, 3 - 10'® mahdol-
lista asentoa, joista vain yksi on oikea. Onkin laskettu, ettd jos maailman
jokainen ihminen kéantaisi samaa kuutiota satunnaisesti kerran sekunnissa,
kuutio olisi ratkaistuna alkuperaisessa asennossaan noin kolmen vuosisadan
véalein. Taman ymmartaad jokainen Rubikin kuution ratkaisemista yrittanyt
— sen epamaéaaraisella kadntelylla ei padse ratkaisussa puusta pidemmalle.

Rubikin kuutioita on olemassa erikokoisia: 2 x 2 -taskukuutio, yleisin 3 X
3 -kuutio, 4 x 4 -kuutio, joka on nimetty Rubikin kostoksi, 5 x 5 -kuutio,
sekd 6 x 6- ja 7 x 7 -kuutiot. Kuutiosta on tietokoneen avulla muodostettu
myos useampi kuin 3-ulotteisia versioita. Lisédksi kuutiosta on kehitetty useita
muita samantyyppisia pulmapeleja, kuten numerokuutioita, -palloja ja muita
geometrisia muotoja. Taman tutkielman puitteissa kasittelemme yleisinta
3 x 3 -kuutiota. Késitteet ja suurimmilta osin myo6s ratkaisualgoritmit ovat
kuitenkin sovellettavissa myos kuution muille versioille.

Rubikin 3 x 3 -kuutio koostuu kuudesta erivarisesta tahkosta, joista jo-
kainen sisdltda yhdeksdn pienempéaa kuutiota. Naistd neljd on kulmapalo-
ja, nelja reunapaloja ja yksi keskipala. Kuution varitys voi vaihdella, vaikka
useimmiten torméaa kuutioon, jossa vérit ovat sininen, punainen, keltainen,
valkoinen, vihrea ja oranssi — jos kuutiota katsotaan sen sinisen sivun suun-
nasta keltainen vari ylhaalla ja valkoinen sita vastapédata alhaalla, muut vérit
kiertavit kuutiota myotapaivadn jarjestyksessa sininen, punainen, vihrea ja
oranssi. Kuution ratkaisemisen kannalta varien jarjestyksella ei luonnollisesti
ole mitaan merkitysta.

Rubikin kuution alkutilassa jokainen tahko on yksivarinen. Tahkoja voi-
daan pyorittaéd keskipisteenséd ympari, jolloin varit sekoittuvat. Kuution rat-
kaiseminen tarkoittaa tahkojen palauttamista takaisin yksivérisiksi. On syyté



huomata, ettéd missaéan siirroissa tahkon keskipalat eivat liiku. Niiden avulla
on siis helppo maérittaa kunkin tahkon alkuperdinen véri.

Rubikin kuutio on innoittanut monia kilpailemaan sen ratkaisemisnopeu-
dessa. Todelliset taitajat oljyavat kuutioitaan mahdollisimman sulavien tah-
kon kiertojen aikaansaamiseksi. World Cube Association jarjestaé kilpailuja
ja pitaa kirjaa maailmanennatyksistd. Kilpasarjoja on kaiken kokoisille Ru-
bikin kuutioille, ja niitd ratkotaan myos sokkona ja jaloilla. Télld hetkella
3 x 3 -kuution on nopeimmin ratkaissut alankomaalainen Mats Valk 5,55
sekunnissa (2013), 4 x 4 -kuution saksalainen Sebastian Weyer 24,33 sekun-
nissa (2014) ja 5 x 5 -kuution australialainen Felix Zemdegs 50,50 sekunnissa
(2013). Sokkona 3 x 3 -kuution on nopeimmin ratkaissut puolalainen Marcin
Zalewski 23,68 sekunnissa (2014). (WCA)

Rubikin kuutiossa riittda edelleen pohdittavaa myos matemaatikoille. Kuu-
tion ratkaisemiseen tarvittava pienin mahdollinen perussiirtojen eli sivutah-
kojen neljannesympyran pyordytysten méara vaatii vield tarkennusta. On
osoitettu, ettd minka tahansa kuution aseman ratkaisemiseen tarvitaan enin-
taan 29 siirtoa, ja on loydetty asema, jonka ratkaisemiseen tarvitaan vahin-
tdan 26 siirtoa. Kaikista taydellisinta algoritmia ei siis ole vield 16ytynyt.
Jos sivutahkon 180°:en pyoraytys lasketaan myos perussiirroksi, tarvittavien
siirtojen méara on tasan 20. (Rokicki et al, 2010)

2 Rubikin kuution matemaattinen tausta

Ryhméteoria tutkii algebrallisia rakenteita, joita kutsutaan ryhmiksi. Muut
algebran keskeiset kéasitteet kuten renkaat, kunnat ja vektoriavaruudet voi-
daan tulkita ryhmiksi, joille on maéritelty tiettyja listominaisuuksia. Namé
rakenteet toistuvat eri matematiikan osa-alueissa, ja néin ollen ryhmaéateo-
rialla on merkittdva rooli algebran lisdksi my6s muissa matematiikan osa-
alueissa.

Rubikin kuutiota voidaan lahestya ryhmaéteorian nakokulmasta. Sita var-
ten taytyy maéaritelld muutamia kasitteitd. Namé kasitteet ja niihin liittyvat
tulokset perustuvat padosin ldhteeseen Hasa, 2010a.

2.1 Permutaatiot

Madritelman mukaan joukon permutaatio on bijektio joukolta itselleen. Se
kuvaa joukon sisaistd muutosta, ja tietyssd mielesséd permutaatio onkin jou-
kon alkioiden uudelleenjérjestelya. Permutaatiota voidaan ajatella joko tietyn
operaation lopputuloksena tai vaihtoehtoisesti sind operaationa, joka tédhéan



alkioiden uuteen jérjestykseen johtaa. Molemmat ajattelutavat ovat yhta oi-
kein, joskin tietyissé tilanteissa toinen voi olla toista suotuisampi.

Permutaatiot ovat kuvauksia, joten niiden laskutoimituksena on kuvaus-
ten yhdistdaminen. Neutraalialkiona on identtinen kuvaus id, ja permutaation
o kiénteisalkiona on sen kddnteiskuvaus o~!. Permutaatioilla lasketaan ku-
ten kuvauksilla — ensin oikeanpuoleinen ja sitten vasemmanpuoleinen per-
mutaatio. Permutaatioiden ¢ ja 7 tulo on siis o7 = o o 7.

2.2 Symmetrinen ryhma ja syklit

Lukujoukolla N,, = {1,2,3,...,n} on yhteensa n! permutaatiota. TAméa nih-
daan tuloperiaatteen avulla: ensimmaiselle alkiolle voidaan valita paikka n:11a
eri tavalla, toiselle alkiolle (n — 1):114 eri tavalla jne. Nyt voidaan mééritella
symmetrinen ryhma 5,,, joka muodostuu kaikista joukon N,, permutaatioista.

Maaritelma 2.1. Symmetrinen ryhmd S,, on kaikkien joukon N, permutaa-
tioiden muodostama ryhma. Ryhmén laskutoimituksena on kuvausten yhdis-
tdminen, neutraalialkiona identtinen kuvaus id ja alkion o € S, kaédnteisal-
kiona sen kadnteiskuvaus o~ .
Jokainen &arellinen joukko voidaan numeroida varustamalla sen alkiot jar-
jestysnumerolla. Nain ollen minka tahansa aarellisen joukon permutaatio on
jokin joukon N, permutaatio. Liséksi jokainen &arellinen ryhmé on isomor-
finen jonkin permutaatioryhman kanssa. Siispd symmetristen ryhmien S,
ominaisuuksien tarkasteleminen riittda kaikkien &dérellisten ryhmien tunte-
miseen.

Kuten aikaisemmin mainittiin, permutaatiot ovat kuvauksia. Seuraavassa
esimerkissa kaydaédn lapi permutaatioiden merkintéatapaa.

Esimerkki 2.2. Olkoon permutaatio o € Sg sellainen, ettéd o(1) = 3, 0(2) =
1,0(3)=2,0(4) =4, 0(5) =6 ja o(6) = 5. Tata permutaatiota voidaan nyt
merkité seuraavasti:

O_( 1 2 3 4 5 6 )
~\a(1) a(2) o(3) o(4) a(5) o(6)
9 5 6
1 6 5)
- (132) (4) (56) - (132) (56) :

Permutaatio o on esitetty myos kuvassa [I} Syklit ovat permutaatioita, jotka
kuvaavat joitain alkioita kehéssé toisilleen, eivatka vaikuta muihin ryhmén

4
4



alkioihin. Esimerkkimme permutaatio o koostuu kolmesta erillisesta syklista:
sykleistd 1 — 3 — 2 — 1, 4 — 4 ja 5 — 6 — 5. Naita syklejd merkitaan
lyhyesti (132), (4) ja (56). On sovittu, ettei yhden alkion pituisia sykleja
tarvitse erikseen kirjoittaa. Tapauksessa, jossa permutaatio on identtinen eli
koostuu pelkastaan yhden alkion pituisista sykleista, yksi sykleista jatetaan
nékyviin. Taméa sykli on yleensa (1). Siis permutaatio o = (132)(56).

Kuva 1: Esimerkin 3.2 permutaatio o.

Syklin kertalukua kutsutaan syklin pituudeksi. Esimerkiksi sykli (132) on
3-sykli, silld se koostuu kolmesta toisilleen kuvautuvasta alkiosta. Yleisesti
syklin o pituus on pienin n € N, jolle péitee o"(x) = z kaikilla sykliin kuu-
luvilla alkioilla . Syklejé, joiden pituus on kaksi, kutsutaan vaihdoiksi. Itse
asiassa jokainen aarellisen joukon permutaatio voidaan muodostaa vaihtojen
tulona. Siispa vaihdot virittavat symmetrisen ryhman .S,,. Permutaatiot voi-
daan jakaa parillisiin ja parittomiin permutaatioihin sen mukaan, tarvitaan-
ko niiden kirjoittamiseen parillinen vai pariton méara vaihtoja. Esimerkiksi
kolmisykli (132) = (13)(32) voidaan kirjoittaa kahden vaihdon tulona. Se on
siis parillinen permutaatio.

2.3 Tekijaryhmat

Tekijaryhmét ovat algebrallisia rakenteita, joiden avulla monimutkainen ryh-
mé voidaan jakaa suurempiin ja yksinkertaisempiin kokonaisuuksiin. Teki-
jaryhmié kasiteltdessd unohdetaan hetkeksi ryhmaéan tarkat yksityiskohdat
ja keskitytdan sen yleisemman tason ominaisuuksiin. Myohemmin voidaan
tekijaryhmisté taas palata takaisin tarkastelemaan alkuperdista ryhméa ja
sen ominaisuuksia. Tekijaryhmien tarkastelemiseksi maaritelladn ensin kaksi
muuta kasitettd, vasemmat ja oikeat sivuluokat sekd normaalit aliryhmat.



Maaritelma 2.3. Olkoon G jokin ryhmé, jolla on aliryhma H. Kullakin
alkiolla ¢ € G maaritelladn H:n wvasen sivuluokka gH = {gh | h € H}.
Vastaavasti voidaan méaéaritella oikea sivuluokka Hg = {hg | h € H}.

Maaritelma 2.4. Ryhmén G aliryhmaa H kutsutaan normaaliksi aliryh-
maksi, jos sen vasemman- ja oikeanpuoleiset sivuluokat ovat samat, eli kai-
killa g € G péatee gH = Hg. Talloin merkitaan H < G.

Usein aliryhmén osoittaminen normaaliksi on suoraviivaisempaa alla esitelté-
van normaalisuuskriteerin avulla. Normaalisuuskriteerid tullaan kdyttaméaan
useasti Rubikin kuution kompositiojonon selvittamiseksi.

Lause 2.5. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmd. Aliryhmd H on normaali
tismdlleen silloin, kun kaikille ¢ € G pitee gHg ' C H eli ghg™' € H
jokaisella h € H.

Todistus. Ryhma on normaali, jos kaikilla ¢ € G pitee gH = Hg. Kun
yhtalon molemmilla puolilla olevien joukkojen alkiot kerrotaan oikealta g:n
kasnteisalkiolla, saadaan joukkoyhtélo H = gHg '. Tami yhtilo pitee siis
kaikilla ¢ € G tasmaélleen silloin, kun H on normaali. Téstd ndhdaan heti,
ettd jos H on normaali, niin myos gHg~! C H pétee kaikilla g € G.
Oletetaan sitten, ettd g~'Hg C H pitee kaikilla g € G. Olkoot h € H ja
g € G. Nyt myés g~! € G, joten oletuksen mukaan g~ *h(g~')™' = g7'hg €
H. Edelleen h = gg~thgg™' € gHg ', misti seuraa, etti H C gHg '. Niin
ollen H = gHg ! kaikilla ¢ € G, ja H on normaali. (Hési, 2010b: Lause
3.4) m

Nyt voidaan maaritelld tekijaryhmé. Tahan maéritelmaédn palataan tuota
pikaa Rubikin asentoryhmén yhteydessa.

Maaritelma 2.6. Olkoon H < G. Ryhméé, jonka alkioita ovat sivuluokat
gH, missa g € G, kutsutaan tekijaryhmadaksi. Tekijaryhmén laskutoimituksena
on g1H - goH = (g192) H. Tekijaryhméa merkitdan G/H.

Tekijaryhmén laskutoimituksen olemassaolon todistamisessa tarvitaan ali-
ryhmén normaalisuutta.

2.4 Rubikin ryhma

Kuten edelld mainittiin, joukon permutaatio jarjestda joukon alkiot uudel-
leen. Rubikin kuutiossa tahkoja pyorittamalla ruutujen paikat sekoittuvat



keskenéddn. Keskipalojen voidaan ajatella pysyvan paikallaan kaikissa siirto-
sarjoissa. Numeroimalla erivéiristen tahkojen jokainen ruutu keskipaloja lu-
kuun ottamatta Rubikin kuutiota voidaan tarkastella joukkona N,g. Tiet-
ty kuution siirto vastaa siis tiettya joukon N, permutaatiota eli ryhmén
S,s alkiota. Ryhmén Syg alkioita on yhteensd 48! ~ 1,24 - 10% kappaletta.
Kuitenkaan kaikkia joukon Ssg permutaatioita ei voida muodostaa kuution
siirroilla. Esimerkiksi sinisen ja valkoisen sivun reunassa olevaa sarmapalan
valkoista ruutua ei voi vaihtaa sinisen ja punaisen sivun reunan sarmapalan
sinisen sivun ruudun kanssa, silla talloin kuutioon tulisi sairmépala, jossa oli-
si kaksi sinista ruutua. Tallaista palaa ei kuutiossa ole, jolloin kyseessa ei ole
mahdollinen kuution siirto. Ryhmén Sys alkioista moni muukin on mahdo-
ton toteuttaa Rubikin kuution avulla. Erilaisia mahdollisia kuution siirtoja
onkin "vain” noin 4,3 - 10! kappaletta.

Tutkitaan seuraavaksi Rubikin kuution kaikkien mahdollisten siirtojen
joukkoa. Se on itse asiassa ryhmaé, sillé suoritettaessa kaksi mahdollista siir-
toa perdkkéin tulos on edelleen mahdollinen siirto. Se, ettei tehdé lainkaan
siirtoa, vastaa identtistda permutaatiota id. Lisdksi minka tahansa siirron voi
peruuttaa kaantamaélla tahkoja painvastaisessa jarjestyksessé. Siis mahdol-
listen siirtojen kéanteissiirrot ovat myos mahdollisia siirtoja. Téatd ryhmaé
kutsutaan Rubikin ryhmdksi. Se on symmetrisen ryhman Syg aliryhma.

Maaritelma 2.7. Olkoon X joukko, johon kuuluvat kaikki Rubikin kuution
ruudut keskiruutuja lukuun ottamatta. Rubikin ryhmd R on sellainen jou-
kon X permutaatioiden joukko, jonka jokainen alkio vastaa jotakin Rubikin
kuution laillista siirtoa.

Rubikin ryhmé koostuu niin sanotuista perussiirroista ja niiden erilaisis-
ta kombinaatioista. Se on siis perussiirtojen virittdmé. Perussiirrolla tarkoi-
tetaan tietyn tahkon pyorahdystd neljinnesympyrian verran myotapaivaan.
Laillisilla siirroilla sekoitettua Rubikin kuution ruutujen jéarjestysta kutsu-
taan kuution tilaksi. Jos tiettyyn tilaan johtaneen kuution siirtojen sarja eli
permutaatio on selvilld, kuutio voidaan ratkaista kayttdamalld tamén per-
mutaation kdanteisalkiota. Ongelmana on vain se, ettéd tiettyé tilaa vastaa-
van permutaation maarittdminen ja palauttaminen takaisin perussiirroiksi
on suhteellisen hankalaa. Senpéa vuoksi Rubikin kuution ratkaisemiseksi on
kehitetty erilaisia algoritmeja, joilla mika tahansa kuution tila voidaan rat-
kaista.

Rubikin kuutiolla voidaan suorittaa myos sellaisia siirtosarjoja, jotka pi-
tavat kuution kaikki palat paikoillaan vaikka muuttavatkin niiden asentoa.
Unohdetaan palojen asennot hetkeksi ja tarkastellaan seuraavaksi sellaista
Rubikin ryhman osajoukkoa R,, johon kuuluvat kaikki ne permutaatiot, jot-
ka pitavéit kuution jokaisen palan paikallaan.



Lause 2.8. Osajoukko R, on Rubikin ryhmdn normaali aliryhmd.

Todistus. Rubikin ryhméan osajoukko R, on sen aliryhma. Jos nimittain mo-
lemmat permutaatiot o € R, ja 7 € R, pitdavat kaikki palat paikoillaan, niin
my6s niiden yhdistelmé o7 ei lilkuta kuution paloja. Siis myos o7 € R,. Kos-
ka identtinen kuvaus ¢d pitaa kaikki palat paikoillaan, niin myos id € R,.
Liséksi jos permutaatio o pitda kaikki palat paikoillaan, ei myoskadn sen
kdanteiskuvaus o~ niité litkuta. Siis R, < R.

Todistetaan seuraavaksi, ettd aliryhmé R, on normaali. Olkoot 7 € R, ja
o € R. Tutkitaan nyt yhdistelmaa oro~!. Jos o siirtdéd jotkin palat toisiin
paikkoihin, o ! siirtad ne takaisin alkuperiisille paikoilleen. Koska 7 ei muuta
palan paikkaa, ei mydskadan koko yhdistelma sitd tee. Néin ollen o707 ! € R,
ja R, on normaali. (Hésé, 2010b: Lause 3.8) O

Kutsutaan ryhméa R, Rubikin asentoryhmdksi. Koska se on Rubikin ryhmén
normaali aliryhmé, voidaan sen suhteen méérittaa tekijiryhma R, = R/R,.
Kutsutaan tata tekijaryhmaéa Rubikin paikkaryhmdaksi. Rubikin paikkaryh-
méa voidaan ajatella permutaatioryhmaéna, joka liikuttaa kuution paloja nii-
den asennoista valittdmatta. Tekijaryhmien ominaisuuksien mukaisesti on
mahdollista ensin tarkastella Rubikin kuutiota Rubikin paikkaryhmén nako-
kulmasta ja sitten palata kuution yksityiskohtaisempaan tarkasteluun Rubi-
kin asentoryhmassa. Nyt Rubikin kuutiolle voidaan muodostaa ratkaisustra-
tegia: toimitaan ensin Rubikin paikkaryhmaéssé laittaen kaikki palat oikeil-
le paikoilleen, minka jalkeen siirrytdan Rubikin asentoryhmaéan kadntamaan
palat oikeisiin asentoihin. Toisin pain téssé ei olisi mitadn jérkea: palalle ei
voida mielekkaasti maéritella oikeaa asentoa, jos se ei ole omalla paikallaan.

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka tama kayténnossé tapahtuu. Kaikki pa-
rilliset permutaatiot muodostavat alternoivan ryhmdn, jota merkitdan A, =
{0 € S, | o on parillinen permutaatio}. Alternoiva ryhma A, on symmet-
risen ryhmén S, normaali aliryhmé. Lisdksi se on kolmisyklien virittama.
Tama tarkoittaa sité, etta kaikki parilliset permutaatiot voidaan muodostaa
kolmisyklien tulona.

Rubikin kuution paikkaryhmaéssa nurkkapalojen ratkaisemiseen tarvitta-
va siirtosarja on joko parillinen tai pariton permutaatio. Parillisessa tapauk-
sessa se ratkeaa kolmisyklien tulona. Tarvittavan siirtosarjan ollessa pari-
ton voidaan tehda miké tahansa perussiirto, jolloin ratkaisu muuttuu taas
parilliseksi. Taméa johtuu siitéd, ettd perussiirto on pariton permutaatio, ja
kahden parittoman permutaation tulo on parillinen. Kun nurkkapalat ovat
paikoillaan, myo6s sarmépalat ovat parillisessa permutaatiossa (kts. ja
ne saadaan paikoilleen kolmisykleilld. Nain ollen koko Rubikin paikkaryhmé
voidaan ratkaista kolmisyklien avulla.



Permutaatiot kuvaavat operaatiota jossain joukossa. Kolmisykli (132) ku-
vaa operaatiota esimerkiksi joukossa A = {1,2,3,4,5,6}. Konjugointi tar-
koittaa jossakin joukon osassa toimivan operaation siirtamista joukon toiseen
osaan. Konjugoimalla alkiota (132) € A alkiolla (124) € A, eli kertomalla se
vasemmalta puolelta alkiolla itsellaan ja oikealta puolelta sen kdanteisalkiol-
la, saadaan seuraava laskutoimitus:

(124)(132)(421) = (1)(234) = (234).

Siis joukon A operaatio (132) muuttui joukon A toiseksi operaatioksi (234).
Rubikin kuutiossa tdmé tarkoittaa sita, etta tietyssa kuution osassa toimi-
vaa opittua siirtosarjaa voidaan konjugoimalla kayttda myos kuution muis-
sa osissa. Tama vahentaéd opeteltavien siirtosarjojen maédraa huomattavasti.
Néin ollen se luo pohjan kuution ratkaisemisessa kaytettavien algoritmien
muodostamiselle.

3 Rubikin ryhman kompositiojono

Tutkitaan seuraavaksi hieman syvéllisemmin Rubikin ryhméan rakennetta
pilkkomalla se pienempiin osiin ja tutkimalla naiden osien ominaisuuksia.
Tama auttaa koko ryhmén tuntemisessa. Luonnollinen tapa jakaa ryhmé
osiin on tutkia sen normaaleja aliryhmid ja muodostaa niiden suhteen tekija-
ryhmia. Pilkkomista voidaan jatkaa edelleen etsimallé seka aliryhmélle ettéa
sen suhteen muodostetulle tekijaryhmalle uusia normaaleja aliryhmié, jolloin
saadaan taas uusia tekijaryhmié. Koska Rubikin ryhma on déarellinen, jossain
vaiheessa paadytadn ryhmaén, jolla ei endd ole epéatriviaalia normaalia ali-
ryhmaéa. Nyt loydetyistd ryhmén normaaleista aliryhmista saadaan muodos-
tettua jono, jonka tekijoita kutsutaan ryhmén kompositiotekijoiksi. Maari-
telladn tama viela tasmallisesti. Merkitaan sita varten n-alkioista syklista
ryhmaéa C), ja triviaalia ryhmaé 1.

Maaritelma 3.1. (Héasé, 2010a) Ryhméan G normaali jono on jono aliryhmié
G, joille pétee
G:GOEGlEGzE“'EGn:L

Tekijaryhmia G; /G, 41 kutsutaan jonon tekijoiksi. Tekijoita tarkastellessa kes-
kené&an isomorfiset ryhmaét tulkitaan samoiksi. Jonon pituus on jonon aitojen
inkluusioiden méaara, joka on sama kuin epatriviaalien tekijoiden maéara.

Ryhmaélla voi olla useita normaaleja jonoja. Esimerkiksi kahdentoista alkion
sykliselld ryhmaélla on normaalit jonot Cio > Cg> 1 ja Cio > Cy > 1, joilla on
eri tekijat Cy ja Cg sekd C5 ja Cy. Naita jonoja voidaan kuitenkin laajentaa



lisiamalla niithin uusia normaaleja aliryhmia. Taté kutsutaan jonon hienon-
tamiseksi.

Maaritelma 3.2. (Hésé, 2010a) Normaalia jonoa (H;) sanotaan jonon (G;)
hienonnukseksi, mikéli se siséltaa kaikki jonon (G;) jésenet, eli jono (G;) on
jonon (H;) osajono.

Esimerkiksi jono Cio > Cg > C5> 1 on jonon Cig > Cg > 1 hienonnus. Kun
normaaliin jonoon lisdtdan uusia aliryhmié, tulee jossain vaiheessa vastaan
tilanne, jossa uusia (epatriviaaleja) aliryhmié ei endé loydy. Téllaista pisinté
mahdollista normaalia jonoa, joka ei sisilla triviaaleja tekijoitéd, kutsutaan
kompositiojonoksi.

Maaritelma 3.3. (Hésé, 2010a) Jos ryhmén normaalilla jonolla ei ole trivi-
aaleja tekijoita, mutta kaikilla sen hienonnuksilla on, jonoa kutsutaan ryh-
mén kompositiojonoksi.

Kompositiojono jakaa ryhmén yksinkertaisempiin osiin ja se vastaakin
tietysséd mielessd kokonaislukujen alkutekijiéhajotelmaa. Ryhman komposi-
tiotekijat ovat jarjestysta vaille yksikasitteiset. Esimerkiksi ryhmalla Ch5 on
kolme kompositiojonoa Co > Cg> C3>1, Cia>Ce>Co>1 ja Cio>Cy>Coy>1,
joiden tekijat ovat jéarjestyksessia Cs, Cy ja C5, Cy, C3 ja Cs sekid Cs, C5 ja
5. Alkutekijahajotelmasta poiketen kahdella ryhmallé voi kuitenkin olla sa-
mat kompositiotekijat, vaikka ryhmaét eivit olekaan keskendén isomorfisia.
Nimittdin Kleinin neliryhmalla K, on kompositiojono K, > Cy > 1, jonka te-
kijat ovat Cy ja Cs. Samat tekijat 1oytyvat myos neljan alkion syklisen ryh-
mén ) kompositiojonosta Cy > Cy > 1, vaikka ryhmét eivit ole isomorfisia
kesken&an.

Seuraava lause osoittautuu hyodylliseksi kompositiojonon muodostami-
sessa. Sen nojalla riittda tutkia normaalin jonon tekijoiden yksinkertaisuut-
ta. Ryhmaa kutsutaan yksinkertaiseksi, jos se on epatriviaali eiké silla ole
aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmia.

Lause 3.4. Ryhmdn G normaali jono on kompositiojono, jos ja vain jos sen
tekijat ovat yksinkertaisia.

Todistus. (Hésé, 2010a) O

Nyt voidaan alkaa méarittdmaan Rubikin ryhmén kompositiojonoa. Tehdaan
se tutkimalla Rubikin ryhméan normaaleja aliryhmié ja niiden suhteen muo-
dostettuja tekijaryhmia, ja yritetdan loytad uusia normaaleja aliryhmia niin
pitkalle kuin mahdollista. Tavoitteena on siis "rakentaa” Rubikin ryhmé R
sen siséltamista yksinkertaisista ryhmista.



3.1 Rubikin paikkaryhmin kompositiojono

Aikaisemmin osoitettiin, ettd Rubikin ryhmélla R on normaali aliryhmé Ru-
bikin asentoryhméa R,. Siispd Rubikin ryhmaélle voidaan muodostaa normaa-
li jono R > R, > 1, jonka ensimmainen tekija on Rubikin paikkaryhmé
R, = R/R,. Rubikin paikkaryhmén tutkimiseksi tarvitsemme seuraavan apu-
lauseen. Merkitdan sitd varten ainoastaan sdrmépaloja liikuttavien permu-
taatioiden muodostamaa ryhmaa R, ja vastaavasti ainoastaan nurkkapa-
loja liikuttavien permutaatioiden muodostamaa ryhmaa R,y). Kutsutaan
naita ryhmia Rubikin sdrmé- ja nurkkapalojen paikkaryhmiksi.

Lemma 3.5. Jos 7 on Rubikin paikkaryhmdan siirto, niin sille loytyy yksikd-
sitteinen esitys tulona T = voo, missa v € Ryn) ja 0 € Rys). Lisdksi ndille
permutaatioille pdtee sign (v) = sign (o).

Todistus. (Hésé, 2010a) O

Néin ollen Rubikin paikkaryhmé R, voidaan kahteen osaan sen mukaan, on-
ko paikkaryhman permutaatio parillisten vai parittomien permutaatioiden
tulo. Olkoon 7 € R,. Nyt lemman nojalla 7 = v oo, missé v € Ry
ja 0 € Ryg). Lisdksi néille permutaatioille pétee sign(v) = sign(o). Jos
sign(v) = sign(c) = 1, niin merkitdén 7 € RV, ja jos sign(v) = sign(o) =
—1, niin merkitddan 7 € Ré‘l). Todistetaan seuraavaksi, etta parillisten per-
mutaatioiden muodostamat paikkaryhmén permutaatiot muodostavat Rubi-
kin paikkaryhméan normaalin aliryhmén.

Lause 3.6. Rubikin paikkaryhmdn parillisten permutaatioiden tulopermutaa-
tioiden joukko Rz()l) on Rubikin paikkaryhmdan R, normaali aliryhmd.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd joukko Rg) on Rubikin paikkaryhman R,
aliryhmé. Selvésti R(Y C R, Lisiksi R{Y # 0, sillé id € R(". Olkoot 7 ja 7
jotkin Rubikin parillisen paikkaryhméan permutaatiot. Talloin 71 = o7 o1 ja
Ty = 09 0 Uy, missd 01,09 € Ryg) ja v1, 15 € Ry, jonka lisdksi sign(oy) =
sign(oy) = sign(vy) = sign(r,) = 1. Nyt

niry ' = (o1)(oam) ™ = (o) (05 vy t) = (0105 ) () € RYY,

silld sign(oy05 ') =sign(vpy ') = 1-1 = 1. Néin ollen R(Y <R,
Osoitetaan sitten, ettd aliryhma ]R;l) on normaali Rubikin paikkaryh-
méssa R,. Olkoon p jokin Rubikin paikkaryhmén permutaatio. Télloin sille
on yksikésitteinen esitys tulona p = o,v,, missd 0, € Rys), v, € Ry
ja sign(o,) = sign(v,). Olkoon 7 jokin Rubikin parillisen paikkaryhmaéan
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permutaatio. Talloin patee 7 = o.v;, missd o, € Ryg), vr € Ry ja
sign(o,) = sign(v,) = 1. Nyt

prp~t = (0,0p) (0702 ) (0,0,) 7 = (UPVP>(UTVT>(U;1VP_1>

~1
= (0,0.0, 1)(l/pI/TVp )
missé 0,0,0," € Rys) ja v, € Ryy). Huomataan, etta

-1

sign(o,0,0, ') = sign(o,) sign(o,) sign(o, ') =1-1-1=1

tai

-1

sign(o,0.0,') = sign(o,) sign(o,) sign(o, ') = (1) - 1 (=1) = 1.

Koska p7p~" on Rubikin paikkaryhmén permutaatio, pétee sign(o,0.0,") =
-1

sign(v,v,v; ') = 1. Néin ollen konjugaatin prp~" tuloesitys muodostuu paril-
lisista permutaatioista, joten prp~ € R(Y. Siispa R{V I R,,.

O

Léydettiin siis uusi normaali aliryhma Rl(ol), jonka suhteen voidaan edel-
leen muodostaa tekijaryhma. Kutsutaan tata aliryvhméa Rubikin parilliseksi
paikkaryhméksi. Osoittautuu, etté sen suhteen muodostettu tekijaryhma on
yksinkertainen.

Lause 3.7. Rubikin paikkaryhmdssd Rubikin parillisen paikkaryhmdn RI(DI)
suhteen muodostetun tekijaryhmdan R, /R](Dl) kertaluku on kaksi, jolloin se on
yksinkertainen.

Todistus. Olkoon 7 jokin Rubikin paikkaryhmén perussiirto. Talloin m =
Ty o T, missd Ty € Ryv) ja ms € Ry(y. Koska kuution perussiirto liikkuttaa
neljaéd nurkka- ja sirmépalaa, taytyy pated sign(my) = sign(mg) = —1. Siispd
T ¢ RU.

Olkoon sitten 7 = v o o, misséd v € Ry, 0 € Ryg) ja 7 ¢ Rz(,l), jolloin
sign(v) = sign(o) = —1. Tutkitaan, kuuluvatko permutaatiot 7w ja 7 samaan
sivuluokkaan. Koska nurkka- ja sarméapalojen paikkaryhmien permutaatiot
liikuttavat erillisid paloja, niin 77! o7 = (7y o mg) Lo (o o) = (7' ©
v) o (15! o o). Huomataan, ettd sign(my' o v) = sign(ng' o ¢) = 1, jolloin
7 lor € R:f)l). Néin ollen 7 ja 7 kuuluvat samaan sivuluokkaan. Siispa
tekijaryhméan R,/ ]Rz(ol) kertaluku on kaksi. O

Tutkitaan seuraavaksi Rubikin parillisen paikkaryhman osajoukkoja. Huo-
mataan, ettd Rubikin nurkkapalojen paikkaryhma on itse asiassa Rubikin
parillisen paikkaryhméan normaali aliryhma.
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Lause 3.8. Rubikin nurkkapalojen paikkaryhmd R,y on Rubikin parillisen
paikkaryhmdn RI(}) normaali aliryhmd.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd Ry C RI(}). Oletetaan, ettd 7y on permu-
taatio, joka liikuttaa ainoastaan nurkkapaloja eli 7n € R y). Talloin myos
7n € R,. Siispd lemman [3.5 nojalla on olemassa yksikésitteiset permutaatiot
v € Ry ja o € Ryg), joille patee 7y = v o 0. Koska 7y liikuttaa ainoas-
taan nurkkapaloja, taytyy pated o = id. Siispd 7y = voo = void = v.
Nyt lemman nojalla patee myos sign(v) = sign(o) = sign(id) = 1. Siispa
kaikki permutaatiot 7y € R, (y) ovat parillisten permutaatioiden tuloja, joten
Ryny C RI(}). Liséksi nurkkapalojen permutaatioista muodostettu osajoukko
]Rp(N) 7é Q), silla id € ]Rp(N).

Oletetaan sitten, ettd permutaatiot «v ja 3 liikuttavat ainoastaan nurkka-
paloja, eli a, 8 € Ry,(n). Talloin myos niiden yhdiste cvo 3 liikuttaa ainoastaan
nurkkapaloja, joten avo 8 € Ry, (). Liséksi jos permutaatio « liikuttaa ainoas-
taan nurkkapaloja, samoin tekee my6s sen kidnteispermutaatio a~!. Siispa
kaikille o € Rp(N) patee a~le Rp(N)' Néain ollen Rp(N) < Rél).

Osoitetaan sitten, ettd R,y on normaali ryhméssa ]Rg,l). Olkoon 7y €
Ryvy jam € Rz(al)' Nyt 7n liikuttaa vain nurkkapaloja, mutta 7 voi liikuttaa
joko ainoastaan nurkkapaloja tai (ndiden lisiksi my06s) sirmépaloja.

1. Jos 7 liikuttaa vain nurkkapaloja, niin myos sen kaanteispermutaatio
7, ! liikuttaa vain nurkkapaloja. Néin ollen my6s konjugaatti 777,
lilkuttaa ainoastaan nurkkapaloja. Siis 777 Le Rp(ny-

2. Tutkitaan sitten tapausta, jossa 7 liikuttaakin (nurkkapalojen lisék-
si myds) sdrmépaloja. Huomataan, ettd konjugaatti m7y7 ' € Rp(wvys
silli kun permutaatio 77 ' liikuttaa sirmépaloja, keskimméinen per-
mutaatio 7y ei niita liikuta, jolloin 7 voi tuoda liikkuneet sarmépalat
takaisin alkuperéisille paikoilleen. Loppujen lopuksi ainoastaan nurk-
kapalat liikkuivat.

Niin ollen konjugaatti 7 7a7; ! liikuttaa vain nurkkapaloja, jolloin 7y7y7y * €
Rp(N) ja taten Rp(N) S] Rél). ]

Tassd kohtaa on hyva huomata, ettd Rubikin kuution nurkkapalojen paik-
karyhmé R,v) on isomorfinen kahdeksanalkioisen alternoivan ryhmén Ag
kanssa.

Ensinnéakin ryhméan R,y kaikki alkiot ovat parillisia permutaatioita ja
nurkkapaloja on kuutiossa kahdeksan kappaletta, se on isomorfinen jonkin
ryhmén Ag aliryvhmén H kanssa. Lisdksi tiedetdan, ettd alternoiva ryhmé
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Ag on 3-syklien virittdma. Koska miké tahansa ryhméan R, 3-sykli, joka lii-
kuttaa vain nurkkapaloja, on mahdollinen siirto (Hésé, 2010b, Lause 4.10.),
niin aliryhmén H kertaluku on sama kuin alternoivan ryhmén Ag kertaluku.
Siispa ne ovat sama ryhmaé, jolloin R,y = As.

Tunnetusti alternoiva ryhméa Ag on yksinkertainen. Siispd Rubikin paik-
karyhmalld R,y) ei ole epatriviaaleja normaaleja aliryhmia.

Tutkitaan sitten tekijaryhmaa R](}) /Ryn). Samassa sivuluokassa olevat
alkiot liikuttavat samoja sarmépaloja ja eroavat toisistaan vain jonkin nurk-
kapalojen paikkaryhmén siirron verran. (Tamé kaikki tapahtuu asennoista
vélittamatta.) Osoitetaan seuraavaksi, ettd tekijiryhmé R(Y /R,y on iso-
morfinen sairmépalojen paikkaryhmén R,,s) kanssa.

Lause 3.9. Rubikin parillisessa paikkaryhmdassa nurkkapalojen paikkaryh-
man suhteen muodostettu tekijaryhmd RI(DI) /Ryny on isomorfinen Rubikin
sarmdpalojen paikkaryhmdn Rs) kanssa.

Todistus. Maaritellidn kuvaus f : Rg) — Rys), f(voo) =0 kaikilla voo €
RV, missé v € Ryy) ja 0 € Rys). Kuvaus f on homomorfismi, silla

f((yloal)o(ygoag)) = f((l/l oyg)o(aloag)) = 01009 = f(ry001)o f(ry009).
Tutkitaan sitten kuvauksen f ydintd ja kuvaa. Kuvauksen f ydin on

Kerf:{yoaeR](gl)|f(Voa):id}Z{VOUERS)W:id}
= {v e RV |v € Ry} = Ry

ja kuva
Im(f)={x € Rys) | f(rvoo)=xjollakin voo € R]gl)}
= {X S Rp(g) | o = x jollakin o € ]Rp(g)} = Rp(S)'
Nyt homomorfialauseen nojalla R, g) = Rél) /Ry O

Edella siis osoitettiin, etta tekijaryhmé Rl(ol) /R,(n) on isomorfinen sarmépa-
lojen paikkaryhmén R,s) kanssa. Huomataan, kuten edelld nurkkapalojen
tapauksessa, ettd sarmapalojen paikkaryhma R,s) on isomorfinen kahden-
toista alkion alternoivan ryhmén A, kanssa. Siispa tekijaryhma Rz()l) /Ry
ja alternoiva ryhmé A ovat isomorfisia. Koska alternoiva ryhmé Ay on
yksinkertainen, niin myos tekijaryhma Rz(vl) /R,n) on yksinkertainen.
Néin ollen Rubikin paikkaryhmén R, osalta kompositiojono on valmis.
Se on muotoa
R, & RV > Ry(v) > 1

Y
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jossa ensimméinen tekija R,/ R](Dl) on yksinkertainen, koska sen kertaluku on
kaksi, seka toinen ja kolmas tekija RI(}) /Ryvy = Rysy ja Ry ovat isomor-
fisia tunnetusti yksinkertaisten ryhmien A5 ja Ag kanssa.

3.2 Rubikin asentoryhman kompositiojono

Siirrytaan seuraavaksi tarkastelemaan Rubikin asentoryhméaa R,. Asentoryh-
maan kuuluvat kaikki ne Rubikin ryhman permutaatiot, jotka eivat liikuta
paloja mutta voivat muuttaa niiden asentoa. Lahdetadn etsiméén sille nor-
maaleja aliryhmid. Osoitetaan kuitenkin ensin, ettd Rubikin asentoryhma on
vaihdannainen.

Lause 3.10. Rubikin asentoryhmd R, on vathdannainen.

Todistus. Olkoot o, 7 € R,. Jos permutaatiot ¢ ja 7 vaikuttavat kuution
eri paloihin, niin ¢ o 7 = 7 o 7, silla talloin palojen ka&ntojarjestykselld ei
selvastikadn ole merkitystéa. Olkoon sitten p sellainen kuution pala, jota mo-
lemmat permutaatiot ¢ ja 7 kadntévat. Olkoon luvut s € Z permutaation
o ja t € Z permutaation 7 palaan p tekemien kdantojen lukumaéra, jossa
etumerkki kertoo kdannon suunnan. Nyt selvasti s +¢ = t + s eli palojen
kaantojarjestykselld ei edelleenkdan ole merkitysta. Sama péaéttely voidaan
toistaa mille tahansa palalle, johon molemmat permutaatiot o ja 7 vaikutta-
vat. Siispad ryhmé R, on vaihdannainen. ]

Rubikin asentoryhman vaihdannaisuudesta seuraa, etta kaikki ryhmaéan ali-
ryhméat ovat normaaleja.

Rubikin asentoryhmall& on kaksi osajoukkoa, joiden alkiot kdantavat ai-
noastaan joko nurkka- tai sarméapaloja. Merkitdan niiden permutaatioiden
muodostamaa joukkoa, jotka pitdvat kaikki palat paikoillaan mutta voivat
muuttaa nurkkapalojen asentoa R,yy. Selvasti se on ryhma, joten kutsu-
taan sitd Rubikin nurkkapalojen asentoryhméksi. Vastaavasti sarmépalojen
tapauksessa merkitadan R, sy niiden permutaatioiden joukkoa, jotka pitavat
palat paikoillaan mutta voivat kaantaa sarmapaloja, ja kutsutaan sitd Rubi-
kin sarmépalojen asentoryhmaksi.

Rubikin asentoryhmalld on siis normaali jono R, > R,y B 1. Tut-
kitaan tdmédn normaalin jonon ensimmaista tekijad R,/R, ). Huomataan,
ettd samassa sivuluokassa olevat permutaatiot kaantavat samoja sarmapa-
loja samalla tavalla, ja ne eroavat toisistaan ainoastaan jonkin nurkkapalo-
jen asentoryhmén permutaation verran. Néin ollen tekijaryhmé R, /R,y on
isomorfinen sdrmépalojen asentoryhman R, g) kanssa. Todistus etenee kuten
Rubikin paikkaryhmén vastaavassa tilanteessa (Lause [3.9)).
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Tutkitaan sitten sairmépalojen asentoryhmaa R,(s) ja sen mahdollisia nor-
maaleja aliryhmia. Tiedetaén, etta sarméapaloja on 12 kappaletta. Tavoittee-
na on muodostaa sisakkaisia normaaleja aliryhmia kiinnittdmalla aina enem-
mén sarmépaloja siten, etta tekijaryhmaéstéa tulee lopulta yksinkertainen.

Sarmépalojen asentoryhmélla on osajoukko, joka muodostuu niista per-
mutaatioista, jotka voivat kdantda kaikkia muita paitsi yhtd sdrmépalaa.
Merkitadn tatéd osajoukkoa R,(s)(1), ja sen kaikissa permutaatioissa paikal-
laan pysyvéd sirmépalaa s;. Osoitetaan, ettd tdmé osajoukko Ry(s)(1) on
Rubikin sarmépalojen asentoryhman R,(s) normaali aliryhma.

Lause 3.11. Osajoukko Rys)(1) on ryhmdn R, sy normaali aliryhmd.

Todistus. Selvésti R,(s)(1) kuuluu joukkoon Ry(sy. Oletetaan, ettd permutaa-
tiot 7 ja o € R(s)(1) eli ne eivit liikuta sirmépalaa s;. Télloin yhdistetty per-
mutaatio 7 oo ei myo6skadn liikuta palaa sy, jolloin Too € Rys)(1). Osajouk-
ko on siis suljettu laskutoimituksen suhteen. Liitdnnéaisyys periytyy ryhmaésté
Ra(s)- Myoskééan neutraalialkio ei kddnné palaa sq, joten id € Ry(g)(1). Lisék-
si, jos permutaatio o € Ry(g)(1) niin myds sen kdanteisalkio o' € Rys(1).
Siispa Ry(sy(1) < Rgs). Koska sédrmépalojen asentoryhmaé on vaihdannainen,
niin tista seuraa, ettd R,(s)(1) on ryhmén R,g) normaali aliryhma. O

Tarkastellaan sitten tekijaryhméé R,(g)/Rqcs)(1). Huomataan, etté se on yk-
sinkertainen. Todistetaan tamaé vield tarkasti.

Lause 3.12. Tekijiryhmd Rocsy/Rqs)(1) on yksinkertainen.

Todistus. Oletetaan, ettd permutaatiot o; ja oo kddntavit myos sdrméapalaa
s1, jolloin 01,09 ¢ Ry(s)(1). Koska sédrmépalalla s; on vain kaksi mahdollista
asentoa, o ja oo kdantavat sitd samalla tavalla. Nain ollen ne eroavat toisis-
taan ainoastaan jonkin aliryhmén R,g)(1) siirron verran. Siispé ne kuuluvat
samaan sivuluokkaan. Tama tarkoittaa sitd, sivuluokkia on vain kaksi. Nain
ollen tekijaryhmén R,(s)/Rq(s)(1) indeksi on kaksi, ja titen se on yksinker-
tainen. ]

Kiinnitetdan seuraavaksi kaksi sarmépalaa s; ja so, ja tutkitaan niiden
sarmépalojen asentoryhméan kuuluvien permutaatioiden muodostamaa osa-
joukkoa, joissa nama kaksi palaa pysyvat paikoillaan. Merkitadn tata osa-
joukkoa R,(s)(2). Huomataan, etté se on ryhmén R,(s)(1) normaali aliryhma,
ja sen suhteen muodostetun tekijaryhmén indeksi on kaksi (todistukset kuten
edelld). Aivan vastaavasti voidaan jatkaa normaalien aliryhmien muodosta-
mista kiinnittamalld aina yksi sairmapala lisédéa, ja nédiden aliryhmien suhteen
muodostetuista tekijaryhmista tulee aina yksinkertaisia. Rubikin kuutiossa
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ainoastaan yhden sdrméapalan kddntyminen (ts. muut 11 sdrmépalaa pysyisi-
vt paikoillaan) ei ole mahdollista. Tamé seuraa suoraan Hésé, 2010b lausees-
ta 6.8. Siispd suurin mahdollinen kiinnitettyjen sdrméapalojen lukuméaré on
kymmenen.

Néin ollen Rubikin sarmépalojen asentoryhmén R,s) kompositiojonoksi
saadaan

Raes) B Rys)(1) B Ry5)(2) B Rys)(3) B -+ B Ry)(10) > 1,

jonka kaikki tekijat ovat kaksialkioisia yksinkertaisia syklisid ryhmia.

Palataan sitten tutkimaan Rubikin nurkkapalojen asentoryhméd Rq(y.
Nurkkapaloja on kahdeksan kappaletta, joilla jokaisella on kolme mahdollista
asentoa. Edetaédn aivan vastaavasti kuin sarmapalojen asentoryhmaén tapauk-
sessa. Tutkitaan ensin osajoukkoa R,ny(1), johon kuuluu kaikki ne nurk-
kapalojen asentoryhmén permutaatiot, jotka voivat kadntaa kaikkia muita
paitsi yhta nurkkapalaa. Merkitdan tata kaikissa siirroissa paikallaan pysyvaa
nurkkapalaa n;. Kyseessa on normaali aliryhmaé, jonka suhteen muodostetun
tekijairyhmén indeksi on kolme (todistukset kuten sarmépalojen tapaukses-
sa). Néin ollen tekijaryhma R,y /Rqny(1) on yksinkertainen.

Jatketaan normaalien aliryhmien muodostamista kiinnittamalld aina yk-
si nurkkapala enemmaéan. Kuten sarméapalojen kohdalla, tekijaryhmista tulee
aina yksinkertaisia. Lisdksi huomataan, ettd jos seitseman nurkkapalaa on
kiinnitetty, niin kahdeksas nurkkapala ei voi enaa kaantya kokonaiskiertymaén
sailymisehdon vuoksi (Hésé, 2010b: Korollaari 6.6.). Néin ollen on mahdol-
lista kiinnittaéd ainoastaan kuusi nurkkapalaa. Siispd Rubikin nurkkapalojen
asentoryhmén kompositiojonoksi saadaan

Rov) B Ry (1) B Rew) (2) & -+ & Ry(5)(6) 2 1,

jonka kaikki tekijat ovat kolmealkioisia yksinkertaisia syklisia ryhmié.

3.3 Rubikin ryhman kompositiojono

Edella seka Rubikin paikkaryhma R, etta asentoryhma R, pilkottiin pie-
nimpiin mahdollisiin epatriviaaleihin normaaleihin aliryhmiin. Rubikin paik-
karyhméan ja Rubikin sarmapalojen asentoryhman tapauksessa kompositio-
jonot ovat viela tekijaryhmissia. Kompositiojonoa halutaan tarkastella alku-
perdisesséd ryhmasséa, joten tuodaan kyseiset jonot tekijaryhmistd takaisin
Rubikin ryhméan R. Tallaista operaatiota kutsutaan nostamiseksi.

Lause 3.13. Olkoon Gy > Gj1 normaali jono ja kuvaus 7 : Gy — G /Gy
kanoninen surjektio. Jos tekijiryhmdlla Gy/Gry1 on epdtriviaali aliryhmd

16



H, niin sen alkukuvalle 7 H = H pitee Gy > H > Gryi1, ja hienonnetun
jonon tekijat ovat edelleen epdtriviaaleja.

Todistus. Tunnetusti normaalin ryhméan alkukuva kanonisessa surjektiossa
on normaali kuvauksen lahtojoukossa. Siispa 7~ H = H < Gy. Selvisti
Gry1 C H. Lisdksi, koska ryhmé Gy on normaah ryhméssa Gk, niin se
on normaali my6s pienemméssé ryhméssé H. Néin ollen G, > H > Gra-
Lisiksi H # Gy, silla 7H = H # Gj/Gri1, ja H # Gy, silla H # {1}
Néin ollen hienonnetussa jonossa ei ole triviaaleja tekijoita. O]

Nyt Rubikin paikkaryhman kompositiojono
R, > R > Ryy) > 1,

voidaan nostaa takaisin Rubikin ryhméan tarkastelemalla aina kunkin nor-
maalin aliryhmén alkukuvaa kanonisessa surjektiossa. Tunnetusti normaalin
aliryhmén alkukuva kanonisessa surjektiossa on normaali aliryhma. Merki-
tdan nostettua normaalia aliryhméa H erotuksena tekijaryhman alkiosta H.
Nyt Rubikin paikkaryhméan kompositiojono on lopullisessa muodossaan

R=R,>RM >R,y > 1.
Nostetaan vastaavasti Rubikin sarmapalojen asentoryhman kompositiojono
Ry(sy > Rags)(1) B Ry(s)(2) B Ry(sy(3) B -+ > Ryg)(10) B 1,

tekijaryhmastd Rubikin asentoryhmaan kuten Rubikin paikkaryhmén ta-
pauksessa. Rubikin asentoryhmén kompositiojonon muodostamisessa ollaan
siis seuraavassa vaiheessa:

A

Ra > RCL(S) > RCL(S)(]‘) > Ra(S) (2) > I@a(S)(B) R RQ(S)(lo) > Ra(N> > 1.

Yhdistamaélla edelliset tiedot Rubikin nurkkapalojen asentoryhmén kom-
positiojonon kanssa, koko Rubikin ryhméan kompositiojonoksi saadaan

R = p[ZRS) lZ]Rp(N) ERa
> Rys) > Rags)(1) = Rygs)(2) B Rys)(3) & -+ > Rys)(10)
> Rony B Ry (1) B Ry (2) B - - B> Ry (6) B 1.

Nain ollen Rubikin ryhméan kompositiotekijoitéd on yhteensa 21 kappaletta ja
ne ovat jarjestyksessa

027A12>A8702a"'7027037"'703-

11 kpl 7 kpl
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Kompositiotekijoiden tunteminen mahdollistaa Rubikin ryhman kertalu-
vun |R| eli kuution kaikkien mahdollisten asentojen lukumééaran selvittami-
sen. Kompositiojonon ominaisuuksien ja Lagrangen lauseen nojalla Rubikin
ryhmén |R| kertaluku on nimittdin sen kompositiotekijoiden kertalukujen
tulo. Alternoivan ryhmén A, kertaluku on puolet vastaavan symmetrisen
ryhmén 5, kertaluvusta, ja syklisen ryhmén C), kertaluku on n. Edellisten
tietojen nojalla koko Rubikin ryhman R kertaluku on siis

IR| = |Col - [Az] - | As| - |Ca|' - |C5|"

12! 8!
—9. . .ol g7
2 2
~4,3-10".

Niin ollen Rubikin kuutiolla on yhteensi noin 4,3 - 1012 mahdollista eri asen-
toa.
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