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1 Einfiihrung

1.1 Einleitung

Die Maxwell-Gleichungen, benannt nach JAMES CLERK MAXWELL (1831-1879), bilden die Grundlage des
Elektromagnetismus. Sie beschreiben, dass ein zeitlich verdnderliches elektrisches Feld ein magnetisches Feld
erzeugt und umgekehrt. Die Gleichungen sind im R? von der Gestalt

rotH — %D =1 , rotE + %B =0 , divD = p , divB =0 , (1.1)

wobei die dabei auftretenden Grofen die folgenden Bedeutungen haben:

Induktionsflussdichte
dielektrische Verschiebung
elektrische Feldstirke
magnetische Feldstarke
Stromdichte
Ladungsdichte

T ~IEOW

Die in den Gleichungen auftretenden Operatoren rot := Vx und div := V. werden in der Vektoranalysis als
Rotation und Divergenz bezeichnet. Mit den Materialeigenschaften Dielektrizitiat (), Permeabilitdt (u) und
Leitféhigkeit (o) lassen sich weitere Zusammenhénge zwischen den Gréfen aufstellen, und zwar

D=¢cE , B=uH , I=Ly+0E

Unter der Annahme, dass diese Materialeigenschaften linear und orts—, aber nicht zeitabhéngig sind, erhalten
die Maxwell-Gleichungen die Form

d d
rotH — saE — 0E =Ty , rotE + NEH =0 , diveE = p , divpH =0 . (1.2)
Macht man einen zeitharmonischen Ansatz (d.h. alle Grofen sind von der Form U(z,t) = exp(iwt)U(z) mit
einer gewissen Frequenz w), so erhilt man nach Division durch exp(iwt) die Gleichungen

rotH —iweE — o F = Loyt , rotE + iwuH =0 , diveE = p , divuH =0 , (L.3)

welche nur noch ortsabhingige Gleichungen sind. Die letzten beiden Gleichungen werden dann im Falle w # 0
unnoétig fiir die Suche nach einer Losung (E, H), weil sie implizit in den ersten beiden Gleichungen stecken. Da
wir diese Gleichungen im Ganzraum betrachten wollen, benétigen wir keine Randbedingungen. Die Leitfihig-
keit o sollte einen beschrinkten Trager besitzen, da das leitende Medium bzw. die leitenden Medien endliche
Ausmafe haben.

Die Maxwell-Gleichungen konnen fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten, also auch speziell in den RY, verall-
gemeinert werden, was HERMANN WEYL 1952 in [25] présentiert. Dabei sind die auftretenden Grofen Diffe-
rentialformen (auch ¢—Formen genannt) und die Operatoren rot und div werden dann durch die Cartan’sche
Ableitung d und die Co—Ableitung § ersetzt. Die Materialeigenschaften ¢, 4 und o sind entsprechend lineare
Transformationen auf dem Raum der Differentialformen. Diese Verallgemeinerung der Maxwell-Gleichungen ist
fiir den Fall N = 3 und ¢ = 1 &quivalent zum klassischen, oben erwéhnten Maxwell-System. Setzen wir rot := d
und div := § fest, so haben die Maxwell-Gleichungen in verallgemeinerter Form fiir w # 0 dann die Gestalt

divH +iweE +ocE = F ) rotE +iwpH =G . (1.4)

Unser Ziel wird es in dieser Arbeit sein, die Losung (F, H) dieses Gleichungssystems fiir vorgegebene Daten
(F,G) in Potenzen von w fiir kleine w zu entwickeln, also eine Niederfrequenzasymptotik fiir die Losung dieses
Gleichungssystems aufzustellen. Wir folgen in dieser Arbeit sehr eng der Arbeit [11] von DIRK PAULY, welcher
dieselbe Zielsetzung fiir o = 0 (dem sogenannten nicht-dissipativen Fall) in Aufengebieten @ C RY verfolgt. Da
diese beiden Probleme sehr eng verkniipft sind (sieche Abschnitt 2.1), ist es nicht verwunderlich, dass viele Dinge
analog gehen. Jedoch ist diese Arbeit keine einfache Folgerung aus [11], da die Kopplung der entsprechenden
statischen Gleichungen (w = 0) zusétzliche Schwierigkeiten mit sich bringt, sowie im zeitharmonischen Fall keine
Untersuchung des Spektrums eines selbstadjungierten Operators mehr vorliegt. Die Daten (F,G) werden aus
gewichteten L?-Réumen kommen und die Koeffizienten ¢ und p werden asymptotisch im Unendlichen mit der



Rate r~7 (7 > 0) gegen die Identitéit konvergieren.

Im zweiten Kapitel erarbeiten wir eine Fredholm—Theorie fiir den zeitharmonischen Fall. Dies geschieht iiber
eine Losungstheorie fiir Frequenzen w aus der unteren Halbebene, eine a—priori-Abschétzung der Losungen, das
polynomiale Abklingen von Eigenl6sungen zu reellen Frequenzen, sowie dem Prinzip der Grenzabsorption. Wir
werden dann Daten (F,G) € L2>’ 1 X Li”iﬂ behandeln kénnen, die auf Kerne endlicher Dimension senkrecht ste-
hen. Wir werden zeigen konnen, (Ziass sigh die Eigenwerte des entsprechenden Maxwell-Operators in R\{0} nicht
héufen konnen. Geniigen € und p stirkeren Voraussetzungen (zweimal stetige Differenzierbarkeit), so konnen
wir folgern, dass Eigenlosungen zu reellen Frequenzen exponentiell abklingen miissen. Im klassischen Fall kann
SEBASTIAN BAUER in [4] zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen Eigenlosungen sogar gar nicht auftreten kon-
nen, was sich leider nicht auf beliebige NV und ¢ {ibertragen ldsst. Dennoch ist es uns moglich, weitere Aussagen
zu machen, im Falle weiterer Voraussetzungen an € und p mit Hilfe des Prinzips der eindeutigen Fortsetzbarkeit.

Das dritte Kapitel beschaftigt sich mit der Losungstheorie fiir den statischen Fall (w = 0). Durch das Auf-
treten der Leitfahigkeit o sind die Gleichungen nicht entkoppelt, was uns dazu bewegt, das Ganzraumproblem
in ein Innen— und ein Aufenraumproblem mit Ubergangsbedingungen fiir die Tangentialspur und Normalspur
aufzuspalten. Wir kénnen dabei zeigen, dass die Anzahl der Freiheitsgrade, die man beim Losen des Innen-
raumproblems hat, genau der Anzahl der Bedingungen zum Lo&sen des Aufsenraumproblems entspricht, und
diese immer eindeutig einzurichten sind. In der Behandlung der Aufenraumprobleme treten die von PAULY in
[11] aufgestellten Turmformen auf, die Produkte sogenannter ,spherical harmonics“ und Radiuspotenzen sind.
Diese Turmformen kénnen beim einmaligen statischen Losen auftreten und kénnen dafiir sorgen, dass die stati-
schen Losungen mit einem Gewicht integrierbar sind, das niedriger als s — 1 ist, wenn die Daten mit Gewicht s
integrierbar sind. Um den statischen Losungsoperator iterieren zu kénnen, wie wir es fiir den Ansatz einer Neu-
mannschen Reihe tun wollen, werden wir ihn dann auf Daten verallgemeinern, die Turmformenanteile enthalten
kénnen. Um dies zu ermoglichen, miissen wir von € und p fordern, dass sie in einer Umgebung von Unendlich
einmal stetig differenzierbar sind, sowie die Abklingrate 7 entsprechend anpassen.

Die Niederfrequenzasymptotik im vierten Kapitel wird dann liefern, dass sich das Spektrum des Maxwell—
Operators in ganz R nicht hdufen kann, und dass fiir Daten (F, G) aus einem speziellen Datenraum die Losungen
L, (F,G) fir w — 0 in gewichteten Normen gegen die Losung des statischen Problems , L (F, G) konvergieren.
Wir werden dann Unterrdume dieses speziellen Datenraums identifizieren kénnen, fiir die ein Potenzreihenansatz
fir ,£,(F,G) in Potenzen von w bis zu einer gewissen Ordnung durchfithrbar ist, sodass wir in Abhéngigkeit
von den Daten die Neumannsche Reihe als Approximation heranziehen kénnen, die mit einer gewissen Konver-
genzordnung gegen L, (F, G) konvergiert. Unter der Bedingung eines nahe bei Unendlich homogenen Mediums
werden wir anschlieffend auf unserem speziellen Datenraum Korrekturoperatoren einfithren kénnen, mit Hilfe
derer wir die asymptotische Entwicklung bis zu einer gewissen Ordnung sogar auf unserem urspriinglichen Da-
tenraum durchfithren kénnen.

Im fiinften Kapitel werden wir dann ein Wirbelstrom—Problem betrachten, welches eine Approximation fiir
das Maxwell-Problem sein soll. Auch hier werden wir eine Niederfrequenzasymptotik bestimmen kénnen, und
in der Lage sein, zu zeigen, dass diese in nullter Ordnung immer mit der des Maxwell-Problems tibereinstimmt,
unter gewissen Voraussetzungen an die Daten sogar in erster Ordnung, aber nur fiir triviale Daten auch in
zweiter Ordnung. Die Untersuchung dieses Wirbelstrom—Problems wurde inspiriert durch die entsprechenden
Betrachtungen von AMMARI, BUFFA und NEDELEC in [1] fiir den klassischen Fall. Die vorliegende Arbeit stellt
beziiglich der Betrachtung des Wirbelstrom—Problems im Vergleich zur Arbeit [1] von AMMARI, BUFFA und
NEDELEC eine Korrektur und wesentliche Verbesserung der Ergebnisse dar, da AMMARI, BUFFA und NEDELEC
erstens davon ausgehen, dass die Losungen (E, H) des Maxwell-Problems und des Wirbelstrom—Problems in
eine Potenzreihe um w entwickelt werden kénnen, ohne dies zu beweisen, zweitens, weil sie auf die Einfiihrung
gewichteter L2-Riume verzichten, wodurch einige Schliisse falsch werden, drittens, weil ihre Voraussetzun-
gen strenger und die Bedingungen an die Daten komplizierter formuliert sind, und viertens, weil sie nur den
klassischen Fall behandeln, wohingegen wir den allgemeinen Fall beliebiger ungerader Raumdimension N > 3
behandeln kénnen.



1.2 Bezeichnungen

Wir wollen die Bezeichnungen sehr stark an denen von PAULY in [11]| halten, da sich dies aufgrund der Nihe
der Thematiken einfach anbietet, und da es dem Leser dann leichter fallt, sich zwischen dieser Arbeit und der
Arbeit von PAULY zu bewegen.

Grundlegendes

Es seien N, Ny, Z, R, Ry und C die Mengen der positiven natiirlichen, nicht negativen natiirlichen, ganzen,
reellen, positiven reellen und komplexen Zahlen. Weiterhin sei i die imaginére Einheit in C und fiir eine komplexe
Zahl z € C seien Re z, Im z und z der Realteil, Imaginérteil und die Konjugierte von z. Damit definieren wir
die Mengen

(L::{zGC:Imzﬁ()} und C+::{ZEC:ImzZO}

Fiir n € N schreiben wir die euklidische Norm im R™ bzw. C™ mit | - | und fiir z,y € C" seien
n
r(z) == |z| und Xy = Zml Y
i=1

Wenn x und y Elemente derselben Menge X sind, so bezeichnet das Kronecker—Symbol

5 a 1 ,falls =y
Ty 0 ,falls z#y

Fiir Teilmengen U, V eines metrischen Raums bezeichnen wir mit U und OU den Abschluss und den Rand
von U. Wir nennen U kompakt enthalten in V' (in Zeichen: U € V), falls U C V und U kompakt ist. Unter
dist(U, V') verstehen wir den Abstand von U zu V.

Die Mengen U(z, R), K(x, R) und S(z, R) reprasentieren die offene Kugel, abgeschlossene Kugel und die Sphére
um den Punkt x mit Radius R. SV ! sei im Speziellen definiert als SV =1 := S(0,1) € RY. Weiterhin definieren
wir fiir den Spezialfall des RV

UR):=U(0,R) , K(R):=K(®O,R) , SR):=S0,R) , AR):=R"\K(R) , Z(r,R):=Ar)nNU(R)

Fiir zwei Mengen X und Y sei F(X,Y) die Menge aller Abbildungen f mit Definitionsbereich D(f) = X und
Wertebereich W(f) C Y. Ist f eine Funktion aus F(X,Y"), so stehen N(f) und supp(f) fiir den Nullraum und
den Tréger von f. Mit f|, bezeichnen wir die Einschrankung von f auf die Teilmenge U C X. Die Funktionen
f,g € F(RF,C") erfiillen f = O(g) fiir r — oo genau dann, wenn

V V. A If@<C lg@)

C>0 R>0 z€A(R)

Sind X und Y normierte Ridume, so reprisentieren L(X,Y) und B(X,Y) die Mengen der linearen und der
beschréankten linearen Operatoren von X nach Y. Bezeichnen X’ und Y’ die Dualrdume von X und Y, so
verstehen wir fiir einen linearen Operator A € L(X,Y) unter A’ € L(Y’, X’) den konjugierten Operator. Mit
Idx € L(X, X) bezeichnen wir die Identitdt auf X. Ist aus dem Kontext ersichtlich, um welchen Raum X es
sich handelt, so lassen wir den Raumindex an der Identitédt auch schon mal wegfallen.

Sind X und Y Hilbertriume, so verstehen wir unter A € L(D(A),Y) und A* € L(D(A*), X) den Abschluss
und den adjungierten Operator eines Operators A € L(D(A),Y). Den Kommutator zweier Operatoren A und
B bezeichnen wir mit

Cap:=AB— BA

Fiir Unterrdume Vi,...,V,, eines Vektorraums V schreiben wir
Vi+Va bzw. M Vi, WVi4Ve baw. >V, . VieV, bzw. PV
i=1 i=1,...,n i=1
als die Summe, die direkte Summe und die orthogonale Summe der Vektorrdume Vi und V5 bzw. Vi,...,V,.
Im Falle der Letzteren muss natiirlich ein Skalarprodukt auf V' existieren. Mit Lin {v1, ..., v,} bezeichnen wir
die lineare Hiille der Elemente v, ..., v, eines Vektorraums V.



Sind (V1, (-, )v1), -+, (Va, (5 -)v,,) Hilbertrdume, so versehen wir den Hilbertraum V; x ... x V,, mit dem Ska-
larprodukt

n

<(§017 e '730774)7 (ql}la oo 7wn)>V1><m><Vn = Z<90171/}Z>Vz

i=1
Partielle Ableitungen nach mehreren Variablen fassen wir in der Multiindexschreibweise zusammen. Sei also
a € N) mit N € N, so verstehen wir unter |o| := Zivzl a; die Ableitungsordnung der Ableitung

(6% (0% « . a
0% == 01" ... 0" mit 871::87%
Der Gradient und der Laplace-Operator seien definiert als
o N
V= | und A= Z 0?
N i=1

Benutzen wir wihrend einer Abschétzung eine Konstante ¢, so kann sich deren Wert von Schritt zu Schritt
andern, bleibt aber immer unabhéngig von den genannten Werten.

Klassische Funktionenriume, Lebesgue— und Sobolev—Funktionenrdume

Sei Q C RY ein Gebiet, k € Ny und I € Ng U {oo}. Damit definieren wir die klassischen Funktionenriume
(n € N sei hierbei beliebig)

CHM(Q) = {f € F(R,C") : f ist k-mal stetig differenzierbar} )

C*(Q):= [ Q) :

keN
(Q) = {f € C(Q) : supp(f) € 2} :
C'(Q) ={feC(Q):f= ¢l mitpecC'RY)} :
Co(Q) = {f € Cl ) : f = ply mit p € CHRY)}

Q
L Q
=2

Ist A das Lebesgue-MaR im R¥| so definieren wir auf Cj°(f2) das Skalarprodukt sowie die dadurch induzierte
Norm

ey = [ F-7a0 wnd [F g = Do)

Schliefsen wir nun Cg°(€2) in der || . HL2 (Q)—Norm ab, so erhalten wir den Raum der quadratintegrablen, Lebesgue—

messbaren Funktionen
L2(Q) = CFrQ) = {f € F(Q,C") : f ist Lebesgue-messbar und ”fHLQ(Q) < oo}
Als Niichstes fiihren wir gewichtete Lebesgue— und Sobolev-Riume mittels der Gewichtsfunktion p := (1412)2

und der schwachen Ableitungen ein. Fiir m € Ny und s € R definieren wir die folgenden Rdume mit den durch
die entsprechenden Skalarprodukte induzierten Normen:

L2(Q) = {f € F(Q,C"):p°f € L*(Q)} mit |z = 10" F e ., (15)
HQ):={fel}(Q): N\ 0°f LX)} mit Hf”imm =y Haafuiw) ., (L6)
la|<m la|<m
HIQ) = {f e Li@): N\ 0°felliq@)  mit [flipe = 2 10915 o (L7)
|a|<m la|<m

Diese Raume sind mit ihren natiirlichen Skalarprodukten Hilbert—-Riume. Mit H?*(€2) bzw. HI*(Q2) bezeichnen
wir den Abschluss von C3°(€2) bzgl. der || - ~ bzw. || - —Norm. Im Falle s = 0 lassen wir den Index

fiir das Gewicht s wegfallen.

lexge o) e o



Ableitungen von Funktionen aus H?*(2) sind also mit einem Gewicht integrierbar, welches um die Ableitungs-
ordnung héher ist als das Gewicht, mit dem die Funktion selbst integrierbar ist, wihrend Ableitungen von
Funktionen aus H7"(2) mit demselben Gewicht integrierbar sind wie die Funktion selbst. Damit ist klar, dass
fir beschrankte Gebiete 2 fiir alle m € Ny und s € R

H'Q) = HYQ) = HQ) = MO

mit dquivalenten Normen gilt. Die Aquivalenzkonstanten hiéingen dabei von €, m und s ab. Wir definieren noch
fiir m € Ny

() ={feF@Q,CY: N @ feH"Q} , Li(Q):=H,Q)
PeCE° ()
HI (Q) := {f € H™(Q) : supp(f) € RN} LI () :=HI, ()

Offensichtlich gelten fiir alle m € Ny und fiir alle s,¢ € R mit s < ¢

o o (o) (o) (o) (o)
L2(Q) = HY(Q) = HY(Q) = H)(Q) = HJ(Q) , HPTH(Q) CHI(Q) , HMY(QCHMQ) , (1)
(°) (o) (o) o o o o
HI(Q) cHP(Q)c HE (@) . HQ) cHI(Q) , HM(Q) cHIMQ) |, (1.9)
HUe, () C HY'(Q) € H(Q) C Higo (), Hyg, () € Hi'(Q) € H'(Q) C Hig () . (1.10)

Im Falle Q = R¥ lassen wir die Gebietsabhiingigkeit bei allen Funktionenriumen wegfallen.

Mannigfaltigkeiten und Differentialformen

Als Néchstes wollen wir die Mannigfaltigkeiten— und Differentialformenbegriffe zusammenstellen, die wir in die-
ser Arbeit bendtigen. Ausfiihrlicheres zu diesem Thema ist bei BISHOP und GOLDBERG in [5] oder bei JANICH
in [6] nachzulesen.

Im Folgenden sei M eine reelle, unendlich oft differenzierbare, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension N und M’ C M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der gleichen Dimension mit M’ C M.
T, M bezeichnet fiir € M den Vektorraum der Derivationen im Punkte z, den sogenannten Tangentialraum
in x. Eine Derivation in z ist eine lineare Abbildung

D, : C®(z):= {f € C*(U,) : U, ist offene Umgebung von z} — R ,

welche die folgende Produktregel erfiillt:

f,9€C> ()

Das Tangentialbiindel nennen wir TM. Der Raum A%(x) bezeichnet fiir ¢ € Z den komplexen Vektorraum der
kovarianten alternierenden Tensoren des Ranges ¢ in x, welche wir mit dem Begriff der ¢—Formen abkiirzen,
und A?(M) bezeichnet sein Biindel. Fiir ® € AY(M) und « € M verstehen wir unter ®, das entsprechende
Element von A?(x) und unter ®|,,, das entsprechende Element von A?(M’). Man beachte AY(M) = {0} fiir
q € Z\{0,..., N}. Die Elemente von A°(M) sind gerade die komplexwertigen Funktionen auf M. Wir erkléren
punktweise das dufere Produkt, welches aus einer ¢—Form und einer p—Form eine (¢ + p)—Form macht,

Ao AY(M) x AP(M) — A"P(M)  mit A A OAT=(—1)PUAD
PcAI(M) WeAP(M)

Mit einer Karte (U, h) um z erhalten wir Tangenten 8} € TU durch die Vorschrift 87 (¢) := (9;(¢ o h™')) o h.
Die Menge {97,...,d%} bildet eine Basis von T, U fiir alle 2 € U. Es gilt 87 (h;) = ;.

Sind M; und My zwei Mannigfaltigkeiten und f € C*°(M;, Ma), so definieren wir das Differential
df : TMy; — TM,; punktweise durch d, f : T,M; — T,M> mit

/\ /\ d:zf(tw)(@) = tm(‘ﬁ © f)

tz €T M1 @eC>®(f(x))



Ist (U, h) eine Karte von M; und My = R", so liefert dies df(@;?‘) = 8jhf € R", wobei wir T, R" iiber old=e!
mit dem R™ identifizieren (e ist dabei der i~te Einheitsvektor). Fiir eine Karte gilt also dh?(9}') = 6; ;.

Die Kartendifferentiale {dh!,...,dh™} bilden fiir jedes = € U eine Basis von A'(z). Definieren wir Z(gq, N) :=
{I = (i1,...,iq) ENT: 1<y <--- <i, <N} und dh! := dh?* A--- Adh fiir I € Z(q, N), so erhalten wir
mit der Menge {dh! : I € Z(q, N)} eine Basis von A%(z) fiir z € U. Dies ermdglicht es uns, jedes ® € A?(M)
eindeutig lokal darzustellen als

Oly= > @rdh  mit & :U — C und &=,
I€Z(q,N)

NG

Dadurch sind wir in der Lage, Begriffe wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit auch fiir g—Formen einzufiihren:
Wir nennen ® € A?(M) stetig bzw. [-mal differenzierbar, falls dies lokal fiir alle Komponentenfunktionen ®;
und alle Karten h gilt. Fiir [ € Ny U {oo} definieren wir die Rédume

Ch(M) = {® € AY(M) : ® ist [-mal stetig differenzierbar} ,

CyY(M) = {® € C"(M) : supp(®) € M} ,

CHU(M) = {® € C"I(M") : ® = ¥|,, mit ¥ € C;*(M)}

Dabei definieren wir den Tréger einer Form ® € AY(M) als supp(®) :={z e M : &, A0} C M

Der Hodgesche Sternoperator  : AY(M) — A™79(M) ist ein Isomorphismus mit der folgenden Eigenschaft:
Ist {v!,...,v"} eine positiv orientierte Orthonormalbasis von A'(z) bzw. AY(U), so gilt fiir T := (i,...,i,)
mit vl =0t A AVl

sl = o(I, 10! ,
wobei I' := (if,...,iy_,) € Z(N — ¢, N) die Eigenschaft {i1,... i} U{i},... iy_,} = {1,..., N} erfiillt, und

o(I,1") das Vorzeichen der Permutation angibt, die die Menge {i1,...,iq,7},...,iy_,} in die Menge {1,..., N}
iiberfiihrt. Desweiteren besitzt der Hodgesche Sternoperator die Eigenschaften

° A Kok = (—l)q'(qu)Iqu(M) ,
DeAI(M)

° A A DAY = (xD) A (xP) ,
PeAI(M) WeAN—9I(M)

. A A #(p- @) =px®

QEAO(M) DEAI(M)

Man beachte, dass der Hodgesche Sternoperator sowohl von der Mannigfaltigkeit M, als auch vom Rang g
abhéngig ist. Wir wollen ihn jedoch nicht mit Indizes versehen, da der jeweilige Kontext ergibt, um welchen
Sternoperator es sich handeln muss. In einigen Fillen, wo besondere Vorsicht geboten ist, werden wir genau
angeben, welchen Sternoperator wir meinen. In den obigen Eigenschaften haben wir * fiir den Sternoperator
sowohl auf AY(M), als auch auf AN ~9(M) benutzt.

Die dufere oder Cartansche Ableitung d : C°9(M) — C°9T1 (M) lisst sich lokal erkliren: Ist (U, h)
eine Karte, so ist

N
dof, = Y D okerdw ade! fir @, = Y @y dbf
I€Z(q,N) j=1 I€Z(q,N)

Die duftere Ableitung hat die Eigenschaften

o A A d(PAT)=(dP)AT+ (—1)7- 2 A (dD) )
deC>a(M) WeC™>P(M)

° dod=0

Analog zum Hodgeschen Sternoperator unterdriicken wir eine Indizierung der &uferen Ableitung nach M und q.
Auf 0-Formen wirkt die dufere Ableitung wie das Differential. Die Co-Ableitung § : C°9t (M) — C°9(M)
wird durch §® := (—1)?" % d x ® definiert.



Eine Abbildung f € C*(M;, Ms) zweier Mannigfaltigkeiten induziert fiir alle ¢ € Z eine lineare Abbildung
f* o AYMy) — A%(My), welche wir punktweise durch

N A A (Fr®)ulte, ... ty) = Py (df (tr), . ... df(ty))

€M1 t1,...,tq€T M1 PEAI(Mz)

erklaren, und welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

. A fro=pof
©EAO(M>)

. A A f(eAY)=(f@)n(fY)
PecAI(My) YEAP(M>)

° A df*® = f*do
PeC>9(Ms)

Kommen wir nun zur Integration auf Mannigfaltigkeiten. Eine Teilmenge Q C R ist mit der globalen Karte
(©,1d) eine glatte N—dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit den kartesischen Koordinaten 1, ..., z,
ist die Menge {dz',...,dz™} eine Orthonormalbasis von A'(z) fiir jedes « € RY. Wir erhalten daher fiir jedes
® € AY(Q) die globale Darstellung

o = Z (b[ dxl

I€Z(q,N)

Im Spezialfall ¢ = N kann also jedes Element ® € A™(Q) geschrieben werden als ® = ®;, dz!~. Hierbei ist
Iy :=(1,...,N). Somit kénnen wir fiir & € CSO’N(Q) mit dem Lebesguema$ A im RY ein Integral definieren

durch
/<I>::/<I)1N dA
Q Q

Ist (U, h) eine Karte auf M und ® € C3°™ (U) mit der Darstellung ® = ®;,, dh/~, so definieren wir das Integral

/@;:/ (h—l)*q>=/ b7 oh~tdx
U h(U) h(U)

welches aufgrund des Transformationssatzes unabhéngig von der Kartenwahl ist. Ordnen wir den Kartengebie-
ten eine Zerlegung der Eins unter, so kénnen wir fiir ® € CSO’N(M ) das Integral [, @ definieren.

Fiir einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus f : M| — M} mit M/ C M; gilt der Transfor-
mationssatz:
A f o = / ®
secyom M i

Ist der Rand OM' einer Teilmenge M’ C M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit, so gilt mit der Inklusi-
onsabbildung ¢ : OM’ — M’ der Satz von Stokes:

/\ /dcb:/ P
deCs NN (M) ' oM’

Wir definieren auf C;”?(M) das Skalarprodukt und die entsprechende Norm
= . 2
(@, W)12.000p) = /M AT mit ||¢>’|L2,Q(M) = (D, ®)2.0(ar)

und bezeichnen mit L*9(M) den Abschluss von C;*%(M) bzgl. dieser Norm. Weiterhin fiihren wir noch folgende
Réume ein:

Lud(M) ={®eAiM): )\ ¢ -2el>(M)} :
PECT (M)

Lol(M) = {®ecAiM): N ¢ 2el>(M)}
PeC O (M)



Ist fiir die Karte (U, k) die Menge {dh',...,dhN} eine positiv orientierte Orthonormalbasis von A'(U), und
haben ®, ¥ € A?(M) die lokalen Darstellungen @[, = Z ®; dh! und v, = Z U dh’, so gilt
I€Z(q,N) JEZ(q,N)

(@, V)2ay = D, / O, - Uy dh' A« dh?
1,Jez(q,N) "V

/ Or-Wy-07. dniy = Z / (®7-U)oh~tdX
1,7ez(q,N)" UV 1€7(q,N) 7 PU)

Daran erkennt man direkt fiir Kartengebiete: ® € L>9(U) < A @r0h7t e L (R(D))
I€Z(q,N)

Sind ® € C3®Y(M) und ¥ € C™* (M), so folgt fiir & A +¥ € C5™ N

d(@AxT) = (dP)A*T + (=1)7- DA (d*¥)
= (dB)A*T + (—1)7 - (=1)TWV =D . B A (x5 d x V)
= (d®) AT + (—1)7- (—=1)TWN=D . (—1)IN . § A (x67)
= (d®) A*VU + ® A (x60)

Mit dem Satz von Stokes erhalten wir  (d®, W);2.4+1(pp) + (P, 6¥) 12400 =0
Die dufiere Ableitung d‘ch"“(M) und die Co-Ableitung ¢ sind also bzgl. (-, -)2.a(ps) und (-, -)2.0+1(pr) zZueinander
schiefadjungiert. Analoges gilt fiir d und ¢ |cgo,q+l( M)

Um den Bezug zur elektromagnetischen Theorie herzustellen, wollen wir die dufiere Ableitung d von nun an
mit rot und die Co-Ableitung § mit div bezeichnen. Im Spezialfall M = R3, ¢ = 1 und N = 3 entsprechen die
duflere Ableitung und die Co—Ableitung gerade den klassischen Operatoren der Vektoranalysis:

0y ®3 — 034 dz? A da? 3 3 ‘
AP = | 03Dy — 01 5| - |da® A da! und 60 =) 0%  fir  P=) & da’
81(1)2 — 82(1)1 dxl A d$2 i i

Mit dieser Bezeichnungsinderung erhalten wir fiir beliebige N € N und ¢ € Z im RY
rot rot =0 , divdiv=20 , A = rot div + div rot

Hierbei erkldren wir den Laplace—Operator A auf ¢—Formen in kartesischen Koordinaten komponentenweise.
Die Schiefadjungiertheit der Operatoren rot und div nutzen wir aus, um die Rotation und die Divergenz im
schwachen Sinne zu definieren. Fiir (E, H) € L29(M) x L2% (M) definieren wir

loc loc
rotbF =G € Llég—ﬂ(M) = /\ <l§7 diV‘I’)Lz,q(M) = — <G, ®>L2,q+l(M) ,
DeC It (M)
divH = F € L2Y(M) & A (H,1ot®) 20010y = — (F, ®)p2.a(an
eCy™ (M)

Damit fithren wir die folgenden Rotations— und Divergenz—R&ume ein:

R?oc( - {Q) € Lloc(M) rot® € L1072+1(M)} ’ D?OC(M = {(I) € Lloc (M) div® € Lloﬁ 1(M)}
RY(M ) ={® € L*Y(M) : rot® € L>*1 (M)}, Dq(M) ={® e L>YM):divd € L**" (M)}
oRL.(M) = {@ e RL (M) : rot® = 0} , oD (M) := {(I> € DI (M) : divd = 0}
OR‘I(M = {® € RY(M) : rot® = 0} , ODq(M = {® € DY(M) : div® = 0}
Mit den Normen
2 2 2 2 2 . 2
H(I)”Rq(M) = H(I)HLM(M) + ”rOt(PHLQ«(Hl(M) ' H<I>||D<I(M) = ”(I)HLM(M) + ”dlvq)”LMfl(M)

bezeichnen wir mit RY(M) bzw. D?(M) den Abschluss von Cg™4(M) bzgl. der |- ”R‘I(M)i bzw. |- ”Dq(M)fNorm.

Ist t : OM — M die Inklusionsabbildung, so besteht RY(M) gerade aus denjenigen Elementen ® € RY(M),



die t*® = 0 erfiillen. Fiir C°*%(M)-Elemente folgt dies mit dem Satz von Stokes. Analog besteht D?(M) gerade
aus denjenigen Elementen ® € DI(M), die +* x & = 0 erfiillen.

Im klassischen Fall der elektromagnetischen Theorie (N = 3, ¢ = 1,2, M C R? ein leGebiet) entspricht
*E = 0 fiir eine 1-Form F der klassischen elektrischen Randbedingung der Totalreflexion v x E = 0 an M,
und fiir eine 2-Form E' der klassischen magnetischen Randbedingung v - E' = 0 an OM . Hierbei ist v die dufsere
Normale an M und x bzw. - das Kreuz— bzw. Skalarprodukt im R3.

Weiterhin definieren wir

o

oRI(M) = RIM) N oRI(M) ,  oDI(M) := DY(M) N DI (M)

oR4(M), R4(M) und (R?(M) sind abgeschlossene Unterrdume von R?(M) und sie sind mit ihren natiirlichen

Skalarprodukten Hilbert—-Raume. Analoges gilt fiir die Unterrdume (D?(M), D?(M) und ¢D9(M) von D4(M).
Definieren wir die linearen Operatoren

rot : RI(M)C LQ,Q(M) N L2’q+1(M) div Dq+1(M) - L2,q+1(M) N L2’q(M)
P — rot® ’ v — div®d
so gilt (rot)* = _dlv|l%‘1+1(M) und (div)* = _r0t|1°aq(M)'

Fiir & € RY(M’), ¥ € DI(M’') und ¢ € CO(M’) gelten ¢ - & € RI(M') und ¢ - ¥ € DI(M’) mit

rot(p - ®) = ¢ - rot® + rotp A @ ,
div(p - ¥) = ¢ - divl + (=1)Y % (rotp A *¥)

Ist sogar ® € RY(M') bzw. ¥ € D4(M’), so ist auch ¢ - ® € RY(M’) bzw. ¢ - ¥ € D(M').
Der Hodgesche Sternoperator liefert eine lineare Isometrie von R4(M) nach DN =9(M), es gilt sogar

©) ),
(0) Rc(lloc) = *(0) D (loc?

Sobolev—, Rotations— und Divergenz—RAume von ¢—Formen im RY

Wenden wir den Differentialformenkalkiil auf den Spezialfall eines Gebietes 2 C RY an, so haben wir bereits
gesehen, dass uns mit (2,1d) eine globale Karte zur Verfligung steht, und wir mit den kartesischen Koordinaten
T1,..., o, fir jedes © € RY eine Orthonormalbasis {dz?,...,dz"} von A'(x) besitzen, sodass wir fiir jedes
® € AY(Q) die globale Darstellung

o= > ®ydz’ mit @ :Q-—C
I1€Z(q,N)

erhalten. In diesem Fall ist ®|g, fiir eine Teilmenge €' C € nichts anderes als dasjenige Element von A7(€Q)),
dessen Komponentenfunktionen gerade die ®;|,, sind, wobei die Einschrénkung ®;|,, im Funktionensinne ge-
meint ist. Genauso ist supp(®) dann nichts anderes als die Vereinigung | J; supp(®;), wobei die Trager supp(®;)
im Funktionensinne zu verstehen sind.

Definieren wir die schwachen Ableitungen von ® komponentenweise, also

0°®:= Y 9"®rda’

I€Z(q,N)



so konnen wir mit der Gewichtsfunktion p := (1 + 1"2)% gewichtete Lebesgue—, Sobolev—, Rotations— und
Divergenz-Réume von g—Formen definieren. Mit m € Ny und s € R seien

L2(Q) ={2e Lot (Q) : p°® € L2(Q)} mit H(DHL?Q(Q) = HPSCI)HL2=‘1(9) ’
H(Q) = {® e L29(Q) : a|/<\m 9°® € L21(Q)} mit @] @ = g;m EXI% @ ,
H1(Q) = {@ € L39(Q) : ‘ |/<\ 90 € Lifm( )} mit ||‘I)H12{g"»4(9) = |Z< |‘9Q(I>||L2 (@) ’
RI(Q) = {® e L2(Q):rotd € L297}(Q)} mit ”(I)H;q o = \|<1>Hi2 gy + [Pot®Feae g
RIQ) = {®cL29Q):rotd € L2 (Q)} mit @] 00 = HrotCIDHLif;rl @
DI(Q) = {®ecL2(Q):div® € L297(Q)} mit H@HDq @ = H<I>HL2 gy | AV[Teas g
DIQ) = {P e L29(Q):divd € L2 1(Q)} mit @] ,+ }|divq>}|i§fl_l .

Diese Rdume sind mit ihren natiirlichen Skalarprodukten Hilbert—Rdume. Die jeweiligen Unterrdume

HPO(Q) . HPO(Q) . RIQ) . RIQ) . DIQ) . DYUQ)
bezeichnen den Abschluss von C;~%(£2) bzgl. der entsprechenden Norm
H ’ HH;’L"’(Q) ) ” ’ | HT(Q) ) H ’ HRg(Q) ) (Q) ’ H ’ HDg(Q) ) ()

Im Falle s = 0 lassen wir den Index fiir das Gewicht wegfallen.

Ganz analog zu den Funktionenrdumen bringen diese gewichteten Lebesgue—, Sobolev—, Rotations— und Divergenz—
R&Aume von g—Formen nur fiir unbeschrinktes €2 etwas Neues. Ist Q hingegen beschrinkt, so gelten fiir alle ¢ € Z,
m € Ng und s € R analog zu den Funktionenrdumen H7»9(Q2) = H™9(Q2) = H™(Q) = H!"9(2), sowie auch

R{(©) = R1(Q) = R1(Q) = R{(©®) und  D{Q) = DYQ) = D) = D)

mit #quivalenten Normen, wobei die Aquivalenzkonstanten nur von 2, m und s abhingen. Nun definieren wir
noch fiir m € Ny die R&ume mit dem Index loc

Riloc - {CI) € LlOC(Q) :rot® € L12c;g+1(9)} ’ Diloc - {@ € LIOC(Q> div® € Llc;g 1(Q>} )

Riloc - {(I) € RIOC(Q) : /\ @ - VRS ﬁq(ﬂ)} ’ Di]oc - {(b € DIOC(Q) : /\ @ - NS Bq(ﬂ)} ’
peCcs peCcs’

RL.(Q) ={2eRL(Q: A ¢ 2eRU(Q} , DL():={2eDL (Q): N ¢ 2D} ,
gaEC‘X”O goEC‘g"’O

HRS (@) = {2 e Lgl(): A\ oeeLlpl@)} |
la|<m

und die Rdume mit dem Index vox, welche kompakten Triger im RY besitzen,

HP9(Q) = {& € H™9(Q) : supp(®) € RV}, L24(Q) := H%.(Q) ,
RY, () = {® € RY(Q) :supp(®) € RV}, R _(Q):=R% (Q)NRYQ)
D, (Q) = {® € DY(Q) : supp(®) € RN}, DI () == DI, (Q) N DI(Q)

Ein Index 0 unten links an irgendeinem der hier eingefiihrten Rotations— oder Divergenz—Raume bezeichnet
verschwindende Rotation bzw. Divergenz, also z.B.

oRI(Q) = {® € RY(Q) :10td =0} oder (DL (Q) = {® € DL () : divd =0}

loc

Fir t € R definieren wir
Ucy = ﬂ Us und Usy = U Us

s<t s>t
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mit einem beliebigen der oben eingefiihrten gewichteten Rdume der Form

S

(o) Q) () (0) (o) Q)
Uy € {H (@), HI"(Q), RUQ), @ RYUQ), ¢DUQ), DU}  (4€Z, meNy, s €R)

Die Sobolev—Ré&ume der ¢-Formen erfiillen dieselben Gleichungen und Inklusionen (1.8), (1.9) und (1.10), die die
entsprechenden Funktionenrdume erfiillen. Fiir die oben definierten Rotations— und Divergenz—R&ume gelten
fiir alle ¢ € Z und s,t € R mit s <t

() (o) () Q)

H,“(Q) C RZ(Q) , HyUQ) C RUQ) (1.11)

() () (o) (o)

RE(Q) Rq(ﬂ) CRI(Q) , oRIQ)=0RIA) , (1.12)

() (©) (©) () (©) Q) Q) Q)

Rio() CRY(2) C RI(D) C R (), Ri{n() € RY(Q) € RIUD) C RE () (1.13)
() QNS (o )q (o )

Hierbei ist i € {s,> s, < s, loc, vox} ein beliebiger Index und * der Hodgesche Sternoperator auf AN ~7(£2). Uber
(1.14) erhélt man die zu (1.11), (1.12) und (1.13) analogen Inklusionen fiir die Divergenz-R&ume.

Fiir ein Tupel von ¢-Formen (®1,...,®,) € L>7(Q) x ... x L?%(Q) fithren wir zur Abkiirzung noch die-

se Notation ein:
2@ Z @i 2

Analog definieren wir die Normen ||(<I>1,...7 n HHm(Q) bzw. H <I>1,...,<I>n)HHm(Q) fiir ein g¢—Formen—Tupel

(®41,...,9,) € H(Q) x ... x H™"(Q) bzw. (Py,...,®,) € HP1(Q) x ... x H™™(Q). Im Folgenden
benutzen wir fiir ®, ¥ € AY(Q) die Schreibweise

H((Dla"'v

(®, W), ::/qm@ ,
Q

sofern das Integral auf der rechten Seite existiert. Dies ist zum Belsplel fiir (®,¥) € L*9(Q) x L*(Q), oder
fiir (®, ) € L29(Q) x L>Y(Q) mit s € R, oder fiir (®,¥) € L29(Q) x Li;;;( ) der Fall. Diese Schreibweise

verallgemeinern wir noch auf Tupel von ¢—Formen: Fir (®4,...,9,), (¥1,...,¥,) € AT (Q) x ... x AT (Q) ist

<<¢)17"'7q>n)7(\Illa"'7llln)>Q :Z/(I)l/\*\l]il )
=179

sofern jedes einzelne Integral auf der rechten Seite existiert.
Im Falle Q = RY lassen wir die Gebietsabhiingigkeit bei allen Formenriumen, Normen, und bei der Skalarprodukt—
Schreibweise wegfallen.

Problemspezifisches

Um die Anforderungen an die Transformationen e (Dielektrizitét), u (Permeabilitit) und o (Leitfahigkeit) besser
zusammenfassen zu koénnen, wollen wir noch Réume von Transformationen definieren, die die gewiinschten
Eigenschaften besitzen. Seien Q ¢ RY und 7 > 0. Wir sagen v € VZ’O(Q), falls v die folgenden Bedingungen
erfiillt:

Hv:0Q — : — : A ist linear in jeder Faser )
' 0 A AYQ A9(Q) : A ist linear in jeder F
(ii) Die Matrixdarstellung von v bzgl. der Basis {dz!} besitzt L>°-Eintrige ,
(iii) v ist symmetrisch und gleichméfig positiv definit, d.h.

A V@, W)g = (&,v¥)g  und \/ A e d)g>c ||<I>||i27q(m ,
®,WeL24(Q) >0 PeL24(Q)

V) v=1v+70:=vy-Id+ 0 mit vy € Ry und o = O(r~7) fiir r — oco. Damit ist natiirlich gemeint, dass
+

die Eintriige der Matrixdarstellung von © bzgl. der Basis {dz! : I € Z(q, N)} alle O(r~7) fiir r — oo im
Funktionensinne sind. Im Falle 7 = 0 bedeutet dies lediglich, dass  und somit v beschrankt sind.
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Fiir [ € Ny nennen wir v € C"(Q) bzw. v € C"(Q), falls die Matrixdarstellung von v bzgl. der Basis
{dz' : T € Z(q, N)} CY(Q)- bzw. C'(Q) Eintriige besitzt. Die Ableitung d*v fiir |a| < [ ist die Transformation,
deren Matrixdarstellung die entsprechende Ableitung der Matrixdarstellung von v ist. Wir sagen v € V?l(Q)
bzw. v € VZL(Q), falls v € VZO(Q) N CH(Q) bzw. v € VI(Q) N CH4(Q) gilt und 9*» = O(r~7) fiir alle |a| <1
und r — oo erfiillt ist.

Im Falle Q = RY lassen wir die Gebietsabhingigkeit bei den Transformationen-Riaumen wegfallen.

Sind v € VI°(Q) und V, W C AY(Q) zwei Unterrdume, so definieren wir

W= {®ecAlQ): N @2, ¥)g=0}
vew

und die orthogonale Zerlegung

L2 =V, W = V,WcL»Q) A L*Q)=V+W A V=W
Im Falle v = Id lassen wir den Index fiir die Transformation an L und @ wegfallen. Ist W C L*9(Q), so ist im
Folgenden unter W+ das orthogonale Komplement beziiglich L*%(2) gemeint, und im Falle W C L29(Q) mit
s < 0 der Annihilator beziiglich der L2%(Q)-L*%(2)-Dualitiit.

Fiir das Zweiertupel von Transformationen (e,p) = (g0, p0) + (&,72) € VI x V10 und die Transformati-
on o seien

ol el el
AD,T) = (D, pT) |, Ag(®,T) = (50, uo¥) , AD,T):=(2D,00) , &(D,T):= (c®,0)

Hierbei sei (®,¥) € AY(RN) x AT (RY). Wir definieren den formalen Maxwell-Operator

M = [ro dlv} mit M(®,T) := (divl, rotd) fiir (@, 0) € C9(Q) x CtL ()

ot 0
N .
Mit X (z) := Z x; - da’ fithren wir noch die Operatoren
i=1
R o: AMRY) — ATTRN) o T ATTRY) — AYRY)
o —  XAQD ) — (-DIN xRx®

und schliefflich

S = [g ﬂ mit  S(®,0):= (TU,RP) fir (&) AYRY) x ATFL(RY)

ein. Weitere Eigenschaften der Operatoren sind bei WECK und WITSCH in [23, Def. 1] oder bei PAULY in [11,
Bem. 2.2] aufgefiihrt.

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt wollen wir die verallgemeinerten dissipativen Maxwell-Gleichungen
rotE +iwpH =G AN divH +iweE+ocE =F oder kurz (M +iwA+6)(E,H)=(F,G)
betrachten. Durch die Substitutionen
I :=ax und H:=(0H
l&sst sich mit geeigneter Wahl von «, f € R immer
eo=po =1 , also Ao =1d (1.15)

erreichen. Im Folgenden wollen wir annehmen, dass (1.15) gilt. Desweiteren wollen wir annehmen, dass es ein
Innengebiet Q; C RY gibt mit o, € V22(Q;) und supp(c) N Q24 = 0. Hierbei ist Q4 := RN\Q;.

12



Wir benétigen in den spéiteren Kapiteln noch eine Ausschneidefunktion 7, deren Eigenschaften wir hier festhalten
wollen. Es sei

n € C*(R,R) mit supp(n) C [1,00) und Mi2.00) =1 ) (1.16)
und mit 0 < r; < ry < 00 seien
tf
N(t) := n(l + i ) und ni=rnor . (1.17)
ro —7T1

Damit ergeben sich die folgenden Kommutatorgleichungen:
Crot,n = 77’(T>7"_1R 3 C'div,’r] = ’17/(’[“>’I"_1T 3 C]\/I;r] = ﬁl(’r)r_ls

Wie bereits von WECK und WITSCH in [22, Lemma 2 (i)] beschrieben, kann man fiir jedes j € Ny die Funktion
7 (bzw. 1) so wihlen, dass

>

/ i (r)rldr =805 fiir —j<j<j (1.18)
R
gilt. Abschliessend definieren wir mit

I

{n+N/2:neNJU{l-n—-N/2:neNp} (1.19)

eine von der Raumdimension N abhéngige Menge von ,,Ausnahmegewichten*.

Gebietseigenschaften
Fiir die Losungstheorie benétigen wir noch eine Gebietseigenschaft, die wir festhalten wollen in der folgenden

Definition 1.1
Ein Gebiet Q C RY besitzt die ,Mazwellsche Kompaktheitseigenschaft® (kurz MKE), falls fiir alle ¢ € {0,..., N}
die Finbettungen

RY(Q) N DY(Q) — L*9(Q)

kompakt sind. Ein Gebiet Q C RN besitzt die ,lokale Mazwellsche Kompaktheitseigenschaft* (kurz LMKE), falls
fiir alle ¢ € {0,..., N} die Einbettungen

]

RY(Q) N DY(Q) — L34(9Q)
kompakt sind.

Die MKE wurde fiir beschrankte Gebiete schon in vielen Arbeiten untersucht. Der erste Beweis der MKE fiir
beschriankte Gebiete mit nichtglatten Randern gelang WECK in [20] im Falle von ,Kegelgebieten®. PICARD konnte
in [14] die MKE fiir ,Lipschitz—Gebiete* beweisen. Im klassischen Fall haben PicArRD, WECK und WITSCH in
[17] die MKE fiir die bisher allgemeinste Klasse von Réndern bewiesen.

Bemerkung 1.2

(1) Beschrinkte Gebiete mit Kegeleigenschaft (siehe [20]) oder Lipschitz—Gebiete (siehe [14]) besitzen die
MKE.

(ii) Die MKE bzw. LMKE sind Eigenschaften des Gebietsrandes.

Eine weitere Eigenschaft von Gebieten mit LMKE werden wir spéter haufiger in Beweisen gebrauchen, und
wollen sie deshalb hier notieren:

Korollar 1.3
Seien Q C RY ein Gebiet mit LMKE und t € R. Dann sind fir alle ¢ € {0,...,N} und alle t < t die
Einbettungen

o

R!(Q) NDY(Q) — L?’q(ﬂ)
kompakt.
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2 Losungstheorie des zeitharmonischen Problems

In diesem Kapitel werden wir die zeitharmonische Losungstheorie (w # 0) des dissipativen Maxwell-Problems
(M +iwA+06)(E,H) = (F,G)

im Ganzraumfall (d.h. im RY) entwickeln. Im Falle N = 3 und ¢ = 1 wurde dieses Problem z.B. schon von
RAaMM, WEAVER, WECK und WITSCH in [18], sowie von KUHN in [7] bearbeitet. Dieses Kapitel verallgemeinert
die genannten Resultate also auf ¢-Formen im RY.

2.1 Zusammenhang zwischen den dissipativen und den nicht—dissipativen Maxwell—
Gleichungen

Da sich die dissipativen Maxwell-Gleichungen (d.h. die Gleichungen mit auftretendem &) von den nicht—
dissipativen Gleichungen (d.h. den Gleichungen mit 6 = 0) nur in eben diesem Term & unterscheiden, ist
eine Losung der dissipativen Maxwell-Gleichungen auch immer eine Lésung der nicht—dissipativen Maxwell—
Gleichungen mit ,leicht* verdnderten Daten und umgekehrt. Genauer gesagt:

(M +iwA+6)(E,H) = (F,G) < (M+iwA)(E H)=(F-0EG) (2.1)
(M +iwA)(E,H) = (F,.G) & (M+iwA+6)(E,H)=(F+0EG) . (2.2)

Aufgrund dieser engen Verkniipfung zwischen den dissipativen und den nicht—dissipativen Maxwell-Gleichungen
sind wir in der Lage, sehr viele Aussagen iiber die Losung (E, H) zu gewinnen, indem wir sie als Losung der
entsprechenden nicht—dissipativen Maxwell-Gleichungen auffassen.

Wegen supp(c) € RN gilt fiir £ € L3¢

loc

VOxX

cEelylc (L2 undsomit F-oEcl?? & Fell! & F+4oEcL)!
seR

Daher liegt es nahe, bei der Losungstheorie fiir die dissipativen Maxwell-Gleichungen die Daten (F,G) aus
denselben gewichteten L?-Riumen zuzulassen wie fiir die nicht—dissipativen Maxwell-Gleichungen.

Die Losungstheorie fiir die nicht—dissipativen Maxwell-Gleichungen wird von PAULY in [11] fiir Aufengebie-
te 2 sehr ausgiebig untersucht, wodurch wir in der Lage sind, sehr viel zitieren zu kénnen. Einige Aussagen und
Methoden werden durch die Tatsache vereinfacht, dass wir nur den Fall Q = R benétigen.

Aus diesem Grund wird sich der Aufbau dieses Kapitels sehr eng an den Aufbau des entsprechenden Kapi-
tels bei PAULY [11, Kap. 4] halten. Dies ermdglicht es uns, die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen der
zeitharmonischen Lésungstheorie des dissipativen und der des nicht—dissipativen Maxwell-Problems fiir Q = RV
genauer zu verfolgen.

In diesem Kapitel werden wir also die Losungstheorie fiir Frequenzen w € R\ {0} ebenfalls wie PAULY mittels des
Prinzips der Grenzabsorption durchfiithren. Das polynomiale Abklingen von Eigenlésungen bzw. das, bei stérke-
ren Voraussetzungen an die Koeffizienten € und p, exponentielle Abklingen von Eigenlésungen kénnen wir ohne
grofien Aufwand aus den Resultaten von PAULY folgern. Hierbei ist anzumerken, dass BAUER in [4] ebenfalls
flir Maxwell- Lamé— und verallgemeinerte Helmholtzsysteme im klassischen Fall das polynomiale und exponen-
tielle Abklingen von Eigenlosungen, sowie daraus gefolgert die Beschrénktheit und mit Hilfe des Prinzips der
eindeutigen Fortsetzbarkeit schlieRlich das Verschwinden von Eigenlosungen fiir abklingende C?-Koeffizienten
(e, 1) nachweisen kann.

Fiir dieses Kapitel wollen wir die folgenden Generalvoraussetzungen treffen:
(1) Die Raumdimension sei N und der Rang der Differentialformen sei ¢ € {0,..., N}.

(2) Q; C RY sei ein Innengebiet und Q4 := RV\Q;.

+1,0

(3) Die Transformationen e und y erfiillen (g, 1) € V20 x V¢ mit 7 > 0. Die Abklingrate 7 von (€, i) wird

dabei spédter noch naher spezifiziert.

(4) Die Transformation o erfiille o € V&°(€;) und supp(c) N Q4 = 0.
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2.2 Der Losungsbegriff

Aufgrund der Vorbetrachtung aus Abschnitt 2.1 werden wir den Losungsbegriff analog zu PAuLy [11, Def. 4.1]
definieren.

Definition 2.1
Seien w € C\R und (F,G) € L2 x L2 Dann, lost (E, H) das Problem Max(o, A, w, F,G), falls

loc loc
) (E,H) € R x DI+l
(i) (M +iwA +6)(E, H) = (F.G)

Analog wie bei PAULY [11, Def. 4.2] miissen wir beim Losungsbegriff fiir reelle Frequenzen stiarkere Bedingungen
an die Daten (F,G) und schwichere Bedingungen an die Losungen (E, H) stellen.

Definition 2.2
Seien w € R\{0} und (F,G) € L9 x L2 Dann lost (E, H) das Problem Max(o, A,w, F,G), falls

loc loc
@ (B.H)€R?_, xDI",
(ii) (M +iwA +6)(E, H) = (F,G)
(iif) (r"'TH —E,r'RE — H) e L7, x L274!

Die folgenden beiden Bemerkungen sind ebenfalls leicht abgewandelte Zitate aus der Arbeit [11, Bem. 4.3 u.
4.4] von PAuULY.

Bemerkung 2.3
Die obige Bedingung (iii) heifit ,Mazwellsche Strahlungsbedingung®, oder kurz ,Strahlungsbedingung®, denn sie
verallgemeinert die klassischen Sommerfeldschen Strahlungsbedingungen zu den Mazwell-Gleichungen

ExH+Eel? , und ExE-Hell ,

2

x

Klassisch nennen wir den Fall N =3 und q = 1. Hierbei sind &(x) := % und x das Kreuzprodukt im R3.

Bemerkung 2.4
Die Strahlungsbedingung (i) kann auch kompakter geschrieben werden in der Form

(r 'S —1d)(E,H) e L>? , x L2 oder e o P R
) >—3 X > PR -1 | |H| € s s
Bemerkung 2.5
Die Bedingung
(r'TH - E,r~'RE — H) e 127, x 1274/
2 2

nennt man auch ,Einstrahlungsbedingung®. Im nicht—dissipativen Fall kann man stattdessen auch die Bedingung

(r'TH+E,r'RE+ H) e L2, x 1274/

2 2
stellen, die sogenannte ,Ausstrahlungsbedingung®, wie PAULY dies in [11] tut. Dies beeinflusst natirlich den Lé-
sungsbegriff fiir reelle Frequenzen. Die Ldsungen, welche die Ausstrahlungsbedingung erfillen, erhdlt man mit
Hilfe des Prinzips der Grenzabsorption iber die obere Halbebene C,.. Die Lisungen, welche der Einstrahlungs-
bedingung geniigen, erhdlt man ebenfalls mit Hilfe des Prinzips der Grenzabsorption, jedoch tiber die untere

Halbebene C_.

Im dissipativen Fall haben wir keine Wahl zwischen der Ein- und Ausstrahlungsbedingung. Wir bekommen nur
eine Losungstheorie fir Frequenzen w € C_, also miissen wir die Grenzabsorption tber die untere Halbebene
durchfiithren. Da wir fiir Losungen zu diesen Frequenzen nur eine a—priori—Abschdtzung fir die FEinstrahlungsbe-
dingung erhalten, tbertrigt sich bei der Grenzabsorption die Einstrahlungsbedingung auf die Lésungen fiir reelle
Frequenzen.
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2.3 Losungstheorie fiir nichtreelle Frequenzen

In seiner Arbeit iiberfiihrt PAULY die nicht—dissipativen Maxwell-Gleichungen in eine Eigenwert—Gleichung fiir
einen speziellen, selbstadjungierten Maxwell-Operator und erhélt somit direkt die Existenz eindeutiger Losun-
gen fiir nichtreelle Frequenzen w € C\R. Der im dissipativen Fall auftretende Operator & sorgt jedoch dafiir,
dass die hier vorgestellte Losungstheorie nur fiir die untere Halbebene durchgefiihrt werden kann.

Wir fiihren zunichst zwei Lemmata an. Das erste Lemma zeigt, dass es reicht, die eindeutige Losbarkeit fiir
nichtreelle Frequenzen aus einem Quadranten der komplexen Zahlen zu beweisen, um die eindeutige Losbarkeit
auf der entsprechenden Halbebene zu folgern.

Lemma 2.6
Seien w € C\R und (F,G) € L2? x L2 Dann, gilt

loc loc

(E,H) l6st Max(o,A\,w, F,G) <« (E,H) lést Max(o, A, —w, F, G)

Beweis:
(E,H) 16st Max(o,A,w, F,G) < (E,H)cRIxD™ und (M +iwA +6)(E, H) = (F,G)
& (E,H)cRIx D™ und (M +iwA +6)(E,H) = (F,G)
& (E,H)cRIx D und (M —iwA+6)(E,H) = (F,G)
& (B, H) lést Max(o, A, —w, F, G)

Hierbei haben wir sowohl die Symmetrie von €, g und o ausgenutzt, als auch die Tatsache, dass wir die Konju-
gation an den Operatoren rot und div vorbeiziehen kénnen. |

Das zweite Lemma zeigt uns, dass wir bei der Ersetzung ¢ — —o entsprechend eine Losungstheorie fiir die
obere Halbebene erhalten, wodurch die Grenzabsorption zu Losungen fiir reelle Frequenzen fiihrt, die der Aus-
strahlungsbedingung geniigen.

Lemma 2.7
Seien w € C\R und (F,G) € LY x L2 Dann gilt

loc loc
(E,H) lost Max(o,A\,w, F,G) < (—E,H) lost Max(—o, A, —w, F, —Q)
Beweis:

(E,H) 16st Max(o,A,w, F,G) < (E,H)€RIxD™ und (M +iwA+6)(E, H)=(F,G)
& (-E,H)eRIx DY und (M —iwA —6)(—FE,H) = (F,-G)
<

(—E, H) 16st Max(—o, A, —w, F, —G)

Mit Hilfe einer vollig analogen Beweisfiihrung kénnen wir fiir reelle Frequenzen das folgende Korollar ziehen.

Korollar 2.8
Seien w € R\{0} und (F,G) € L9 x LIZC;‘C’H. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

loc

(i) (E, H) lost Max(o, A,w, F,G) mit der Einstrahlungsbedingung ,
(ii) (—E,H) lost Max(—o, A, —w, F, —G) mit der Ausstrahlungsbedingung

Im nicht—dissipativen Fall (¢ = 0) sieht man hieran direkt, wie man die Losungstheorie fiir eine Strahlungsbe-
dingung erhalt, falls man sie fiir die andere Strahlungsbedingung schon durchgefiihrt hat.
Im dissipativen Fall erkennt man, wie man die Losungstheorie fiir die Maxwell-Gleichungen mit negativer Leit-
fahigkeit erhalt, wenn man sie fiir positive Leitfahigkeit durchgefiihrt hat, und umgekehrt.

Da bei den Abschétzungen der Normen der Losungen (F, H) durch die Normen der Daten (F, G) eine Konjuga-
tion oder eine Verdnderung des Vorzeichens von F, H, F' oder G keine Rolle spielen, kénnen wir die Lemmata
2.6, 2.7 und das Korollar 2.8 dazu benutzen, solche Abschétzungen aus dem von PAULY behandelten Fall, ndm-
lich der nicht—dissipativen Maxwell-Gleichungen mit Ausstrahlungsbedingung, direkt auf die restlichen Félle zu
iibertragen. Dies wird uns bei der a—priori-Abschétzung von grofem Nutzen sein.
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Wir werden zunéchst noch ein technisches Lemma bereitstellen, welches uns bei der Losungstheorie fiir nichtreelle
Frequenzen, sowie spéter auch bei der Losungstheorie fiir reelle Frequenzen niitzen wird.

Lemma 2.9
Fiir w € C\{0} sei

Dann gelten

(i) A Voo A E e <[] an

weC\{0} >0 PcL24

(ii) Y, A A e ey < [ pan
c>0  weC_\{0} PecL?9

(iii) AV A el <e @0, )
weC_\{0} c>0 Hcl2:9

Beweis:
i) Seien w € C\{0} und ® € 19, Dann gilt
(1) g

R P

1
“L?q m

denn e und o sind nach Generalvoraussetzungen (3) und (4) beschrénkt. Die Konstante ¢ hingt offensichtlich
von w ab. O

(ii) Seien w € C_\{0} und ® € L*?. Wir betrachten die Gleichung

iw Im w iRe w
(£®,0) = (eD,®)— w ‘2 (oD, ®) = (eD,P) — WE A{o®, D) — ®E - (o®, D)
er €i-R

Wegen Im w < 0 fiir alle w € C_ und den Generalvoraussetzungen (3) und (4) fiir € und o erhalten wir also die
gleichméfige Abschatzung

\/ A /\  Re(g®,d)> (0, ®) >c- H‘I’Hm

c>0  weC_\{0} ®eL2q

Damit ist dist({0}, W(e’)) > c fiir alle w € C_\{0}, wobei W (') := {(¢/®, ®) ||®HLM = 1} der numerische

Wertebereich der stetigen linearen Abbildung von L?? in sich 1st, welche ® auf ¢'® abbildet. Nach BACHMAN
und NARICI [2, The. 21.11] existiert dann ¢/~ fiir alle w € C_\{0} und es gilt

&1 < - <o
AR A I e R s R R
Wir sehen also, dass die Stetigkeitskonstante unabhéngig von w gewéhlt werden kann. .

(iii) Seien w € C_\{0} und ® € L*>?. Dann gilt mit (i) und (ii)
2050 < el TRy < eRee TR TR) < o0, ))

Die Konstante ¢, welche sich hier von Abschitzung zu Abschitzung dndert, beinhaltet die Konstante aus (i)
und ist somit abhéngig von w. |
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Satz 2.10
Seien w € C_\R und (F,G) € L*7 x L% Dann ist das Problem Max(o, A, w, F,G) eindeutig l6sbar und der
Lésungsoperator

oLy o LI x L2 R? x Det!
(F, Q) — (E,H) Ldsung zu Max(o, A,w, F,G)

15t stetig.

Beweis:
1.Fall: Sei w=a+if mit « >0und § < 0.

Wir werden beim Beweis analog zur Arbeit von KUHN [7, Lemma 18] vorgehen. Wie schon in Lemma 2.9
definieren wir

1 — /
dimet—g=c— 0 und A= |° 0
iw w2 0 u

Lemma 2.9 (ii) liefert die Existenz und Beschriinktheit von ¢’ . Um unser Problem variationell zu formulieren,
betrachten wir folgende Aquivalenzen:

(E, H) 16st Max(o, A,w, F, Q)
& (BE,H)eRIx DY und (M +iwA)(E,H) = (F,G)
1,
&  (E,H)eRIxD!' und E=—¢ "(F—divH) und rotE =G — iwpH

1w

1,
& HeD'™ und E=—¢ "(F-divH) und
1w
1,
— (7Y (F - divH),div®) = —(G — iwuH, ®)
peDa+t W
1,
&  HeD'™ wd E=—¢ "(F-divH) und
1w

(&7 divH, div®) — w?(uH, ®) = (¢~ F,div®) + iw(G, ®)

PeDatl
Setzen wir
b : DIl x DIt C f : Dt C
(0, ®) — (&7 dive, div®) — w? (ul, @) ® s (¢7F dive) + iw(G, )

so erhalten wir unser eindeutiges (E, H) mit Hilfe des Satzes von Lax—Milgram, falls wir zeigen koénnen, dass b
eine stetige, streng koerzitive Sesquilinearform auf D9t und f ein stetiges, antilineares Funktional auf D9*+!
darstellen. Die Sesquilinearitdt von b und die Antilinearitdt von f sind trivial. Die Stetigkeit von b und die von
f sind mit der Beschréinktheit von &’ ~! ebenfalls klar. Es bleibt also nur noch die strenge Koerzitivitdt von b
zu zeigen. Dazu betrachten wir

(@ dive, divd) = (/' dive, divd)g, + (&' dive, divd)q,
(& divd, £'e' divd)g, + (e dive, divd)q,
= (¢ divd, e’ T dive)g, + (¢ divd, divd)q,,

+ ﬁwe’*ldiv@,as’*ldiv@m :
—w? (p®,®) = (8% —a®—2iap) - (ud, D)
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Wir erhalten damit als Abschétzungen fiir den Realteil und Imaginérteil von b(®, @)

Re b(®,®) = (¢ 'divd,ec’ 'divd)g, + (¢~ divd, divd)q,
54 1. 1.,
T B AT divd, oe’ T div®)q, + (6% — a?) - (u®, D)
> (7 dive, ee’divd)g, + (71 divd, divd)g, — o - (ud, ®)
. 2 2

> e fdive |, =y @)

Imb(®,®) = —2a8-(ud,®)+ % (e divd, o’ divd) g,
w
> 208 (u®,d)

2
2 s [2faen
mit geeigneten, von w abhingigen Konstanten ~y;, 2, v3 > 0. Folglich ergibt sich fiir alle § € [0, 1]

b(®, @)

v

5+ [Re b(®,®)| + (1 — ) - [Im b(®, )|
5 (il — [0 ) + (1= 0) 35 [0

S TR 2 OO Y O YA By L

Y

Nach geeigneter Wahl von ¢ erhalten wir schlieflich eine von w abhéngige Konstante v > 0 mit
2
p@ ) = oS, (2.3)

Damit ist die strenge Koerzitivitdt von b nachgewiesen und folglich auch die Existenz der eindeutigen Losung
(E, H) des Problems Max(o, A, w, F, G).

Als Letztes wollen wir die Stetigkeit des Losungsoperators , £, nachpriifen. Abschétzung (2.3) liefert uns

IN

‘(5’_1F, divH) + iw(G, H)‘

183, b(H,H)| = §-|f<H>| -

”(Fa G) HL21‘1><L2~‘1+1 ’ ”I{”D‘J'*'1

1 1
Y g
C .

IN

Division durch ||HHDqul liefert die Abschétzung fir HH”Dq+1' Die Abschétzung fir HE”Rq erhalten wir durch
die Gleichungen fiir E und rotE und die Abschéitzung fiir ||H “D‘Z +1- Damit ist die Stetigkeit des Losungsopera-

tors bewiesen. ]
2.Fall: Sei w=a+if mit a« < 0 und B < 0.
Dann ist —@ = —a + iB. Lemma 2.6 liefert die eindeutige Losbarkeit von Max(o, A,w, F,G) iiber die ein-
deutige Losbarkeit von Max(o, A, —w, F', G) nach dem 1. Fall. Die Bemerkungen nach Korollar 2.8 liefern die
Stetigkeit des Losungsoperators 5L, . O
3.Fall: Sei w = if mit 8 < 0. Dann ist

1 1 e 0

g =e+—0o=¢c+— -0 und A’::{ ]

iw |5] 0 u
Da ¢’ in diesem Fall dieselben Eigenschaften hat wie e, liefert die Losungstheorie fiir das nicht—dissipative
Maxwell-Problem mit A’ anstelle von A nach PAULY [11, Satz 4.5] die Behauptung. ]
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2.4 Die a—priori—-Abschitzung

Die a—priori-Abschéatzung wird zeigen, dass wir bei bestimmten nichtreellen Frequenzen w € C_ die Losung
(E,H) von Max(o,A,w, F,G) in der Norm mit jedem Gewicht ¢ < —1/2, sowie die Strahlungsbedingung in
der Norm mit einem bestimmten Gewicht ¢ > 1/2 durch die Norm der Daten (F,G) mit beliebigem Gewicht
s> 1/2, sowie der Norm von (F, H) auf einem Kompaktum abschétzen konnen. Dies werden wir spéter bei der
Grenzabsorption benutzen, um zu zeigen, dass die entsprechende Losung fiir reelle Frequenzen der Einstrah-
lungsbedingung geniigt.

Aufgrund der Uberlegungen in Abschnitt 2.1, sowie Lemma 2.7 und Korollar 2.8 kénnen wir diese a-priori—
Abschétzung direkt aus der a—priori—-Abschétzung fiir das nicht—dissipative Maxwell-Problem mit Ausstrah-
lungsbedingung folgern. Diese Abschétzung zitieren wir zunéchst aus PAULY [11, Satz 4.9].

Satz 2.11

Seien J @ R\{0} ein Intervall, t < —1/2, s € (1/2,1) und 7 > 1. Dann existieren Konstanten c¢,§ > 0 und ein
t > —1/2, sodass fiir alle w € C mit w? = X2 +iéX\, A € J, £ € (0,1] und (F,G) € Lg’q X Lf"Hl die folgende
Abschdtzung fir die Losung (E, H) von Max(0, A, w, F, G) gilt:

[B D) g cpy + 17 S +1)E D] < e ([EC) |y + 1B H) | s)

Hieraus gewinnen wir unsere a—priori-Abschétzung als

Korollar 2.12

Seien J € R\{0} ein Intervall, t < —1/2, s € (1/2,1) und 7 > 1. Dann existieren Konstanten ¢, > 0 und ein
t > —1/2, sodass fiir alle w € C_ mit w? = A2 —iEX, A € J, € € (0,1] und (F,G) € L34 x L>7™! die folgende
Abschdtzung fir die Losung (E, H) von Max(o, A,w, F,G) gilt:

||(E’H)”R‘ng§“ +[@7ls — 1) (&, H)HLf = ¢ (“(F7 G)HLg + H(E7H)“L2(U(5)))

Beweis:
Wegen Gleichung (2.1) und Lemma 2.7 gilt

(E,H) lost Max(o,A\,w, F,G) < (—E,H) lost Max(0,A,—w,F —oE, —-G)
Desweiteren gilt fiir den Strahlungsterm

(r'TH—-E,»"'RE—-H) = (r'TH+ (-E),—(r"'R(-E)+ H))
= |(r='S —1d)(E, H) i [=1S + 1)(=EB, )|,

Die Frequenzen w erfiillen mit A € .J und ¢ € (0, 1] die Aquivalenz

weC_ mit W= N - iEA
= —w € Cy mit (—w)? = (=N +iE(=N)

Nach Satz 2.11 erhalten wir fiir das Intervall —J, t < —1/2 und s € (1/2,1) Konstanten ¢, > 0 unabhéngig
von w, (E, H) und (F,G), sowie ein > —1/2, mit denen folgende Abschiitzung gilt:

H(E»H)HRnggH +[ (s —1d)(E, H)”Lg < c (H(F — ok, _G)HLg + H(EvH)“m(U(a)))

Die Verwendung der Dreiecksungleichung auf den ersten Summanden der rechten Seite und ein eventuelles Ver-
grofern der Konstanten ¢ und § (abhéngig nur von o) liefern die Behauptung. |
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2.5 Polynomiales und exponentielles Abklingen

In seiner Arbeit kann PAuLy [11, Satz 4.11] das polynomiale Abklingen fiir sehr allgemeine A zeigen, und zwar
reicht die Voraussetzung, dass A nur L>°-Eintrige besitzt. Da fiir das polynomiale Abklingen nur die Maxwell-
Gleichungen benétigt werden, nicht aber die Strahlungsbedingung, reichen die Uberlegungen aus Abschnitt 2.1
vollkommen aus, ein vollig analoges Ergebnis fiir die Losung der dissipativen Maxwell-Gleichungen zu folgern.

Satz 2.13
Seien w € J @ R\{0} ein Intervall, 1/2 < s € R\I und 7 > 1. Ist bereits (E,H) € Rq>_l X qu_ll und erfillt
2 2

die Mazwell-Gleichungen

(M +iwA)(E,H) =: (F,G) € L7 x L2t
so ist (E,H) € R, x D] und es existieren von (E, H), (F,G) und w unabhingige Konstanten ¢,d > 0,
sodass die folgende Abschdtzung gilt:

1B Dl s < e (1B ODgs + 1B Dlainy)
Hieraus ziehen wir sofort das folgende

Korollar 2.14
Seien w € J € R\{0} ein Intervall, 1/2 < s € R\l und 7 > 1. Ist bereits (E,H) € R? _, x D‘g_ll und erfillt
2 2

die dissipativen Mazwell-Gleichungen
(M +iwA 4+ 6)(E,H) =: (F,G) € L>? x L2} ’

soist (E,H) € RI_; x Dg’:} und es existieren von (E,H), (F,G) und w unabhdingige Konstanten c¢,§ > 0,
sodass die folgende Abschdtzung gilt:

[EDlgy prs < e (IEG sz + 1E D] 2y s))

Die nachfolgende Bemerkung [11, Bem. 4.12] zitieren wir ebenfalls aus der Arbeit von PAULY und erweitern sie
auf die Losung der dissipativen Maxwell-Gleichungen.

Bemerkung 2.15
Gilt in Satz 2.13 bzw. in Korollar 2.14 sogar (F,G) € L*% x L fiir alle s € R, so folgt

(E,H) € [ R? x DI
seR

Dies ist 2.B. bei (F,G) € L2% x L2 der Fall.

VOx VOX

Weiterhin kann PAULY in seiner Arbeit sogar exponentielles Abklingen nachweisen, falls
(e,1) € CH1(E) x CHITL(E)

mit beschriinkten Ableitungen gilt. Hierbei ist = C R ein AuRengebiet. Aukerdem miissen die Daten etwas
regulérer sein. Dieses Resultat ben6tigt PAULY in seiner Arbeit nicht und auch wir benétigen es nicht, aber es
ist ebenso leicht auf das nicht—dissipative Problem zu iibertragen wie das polynomiale Abklingen, weswegen wir
es der Vollstdndigkeit halber tun méchten. Wiederum benotigen wir nur die Maxwell-Gleichungen und nicht
die Strahlungsbedingung. Wir zitieren [11, Satz 4.19]:

Satz 2.16
Seien (e, ) € C*4(Z) x C*1TY(Z) mit beschrinkten Ableitungen, w € R\{0}, 7 > 1 und
exp(tr) - (F,G) € H>4(Z) x H29 L (Z) fiir alle t € R sowie

(E,H)eR! ,(E)xDI (2) mit (M+iwA)(E,H)=(FG)

2

(11}

Dann folgt fiir alle t € R und alle Auengebiete = C Z mit dist(Z,0Z) > 0 und 0 ¢
exp(tr) - (B, H) € H»1(Z) x H27+1(Z)

Analog erhélt man das
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Korollar 2.17
Seien (g, u) € C*U(Z) x C*1TY(Z) mit beschrinkten Ableitungen, w € R\{0}, 7 > 1 und
exp(tr) - (F,G) € H>4(Z) x H>%*Y(2) fiir alle t € R sowie

(E,H)eR! ,(E)xD(Z) mit (M+iwA+6)(E H)=(FG)

2 2

[112

Dann folgt fiir alle t € R und alle Aufengebiete = C Z mit dist(Z,9Z) > 0, dist(Z, supp(a)) > 0 und 0 ¢
exp(tr) - (B, H) € H>(Z) x H>1T1(2)
Wir zitieren eine weitere Bemerkung [11, Bem. 4.20] und erweitern sie auf das dissipative Problem.

Bemerkung 2.18
Fiir (F,G) € L22(2) x L22TY(Z) liefert Satz 2.16 bzw. Korollar 2.17 fir alle t € R mit

VOX VOX

E' := RN\ (supp(F, G) U supp(o) U {0})

exp(tr) - (E,H) € H*(Z") x H>1T(Z)

2.6 Polynomiales und exponentielles Abklingen der Eigenlosungen

Nun koénnen wir daran gehen, fiir w € R\{0} das polynomiale Abklingen der Eigenlosungen des dissipativen
Problems Max(o, A, w, 0,0) zu folgern, sowie unter den stirkeren Voraussetzungen an (e, ) sogar das exponen-
tielle Abklingen der Eigenlosungen.

Hierbei werden zum ersten Mal nicht nur die Maxwell-Gleichungen bendétigt, sondern auch die Strahlungs-
bedingung. Der Beweis fiir das dissipative Problem wird vollkommen analog zu dem von PAULY gefiihrten
verlaufen und dariiberhinaus liefern, dass die Eigenl6sungen des dissipativen Problems gerade die Eigenlosun-
gen des nicht—dissipativen Problems sind, welche auf {2; verschwinden.

Zunichst zitieren wir ein Lemma aus PAULY [11, Lemma 4.21|, welches wir wegen Q = RY etwas speziali-
sieren kénnen.

Lemma 2.19
Seien 0 > 0 und (E,H) € RY x DI mit einem t € R und ¢ € C° ([0, o], C). Dann gilt fiir

Yo [0,0] — , C
0 — / p(s) ds
0
und mit & :=gpor, V:=por
(r'RE,H)y, = (VrotE, H)y(,) + (VE,divH )y,

Der folgende Satz liefert das polynomiale bzw. exponentielle Abklingen der Eigenlésungen des nicht—dissipativen
Problems mit Einstrahlungsbedingung.

Satz 2.20
Seien 7 > 1 und w € R\{0}. Ist (E, H) Lésung zu Max(0,A,w,0,0), so folgt

(E,H) € [ (RINne (DY) x (D npu~'oR{T)
teR

Gilt desweiteren (¢, ) € C*%(Z) x C*1TY(Z) mit beschrinkten Ableitungen fiir ein Aufengebiet = C RN, so
liefert dies fir allet € R

exp(tr) - (E,H) € (RYNe 'D?) x (DI np 'R
und fiir alle Aufengebiete = C = mit dist(é, 0Z) >0

exp(tr) - (B, H) € H*1(Z) x H>7t1(5)
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Die Aussage ist mit der aus der Arbeit von PAULY [11, Satz 4.22] fiir das Maxwell-Problem mit Ausstrahlungs-
bedingung identisch. Aufgrund von Korollar 2.8, sowie den Voraussetzungen ¢ = 0 und (F,G) = (0,0) ist die
Folgerung dieser Aussage fiir das Maxwell-Problem mit Einstrahlungsbedingung trivial.

Als Nichstes wollen wir in einem analogen Beweis zeigen, dass die Eigenlosungen des dissipativen Maxwell—
Problems spezielle Eigenlosungen des nicht—dissipativen Maxwell-Problems sind. Dies formulieren wir in

Satz 2.21
Sei w € R\{0}. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (E, H) lost Max(o, A,w,0,0) ,
(i) (E, H) lost Max(0, A, w, 0,0) und (E,H)|g, = (0,0)

Beweis:
Die Aussage (ii) = (i) ist vollig trivial. Also miissen wir nur noch (i) = (ii) zeigen. Dazu gehen wir genauso
wie PAULY [11, Satz 4.22] vor:

Sei (E,H) die Losung von Max(o,A,w,0,0). Die Strahlungsbedingung r~'RE — H € L2>’q_+; gibt uns ein
t> —1/2 mit

lim [~ RE — H|[2.0s

@—0o0

ey <

und es gilt

Hr_lRE - HHival Hr_lRE|‘if’q+l(U(g)) + HHHif"Hl(U(g)) — 2Re (&r~'RE, H)y ()

(U(0)

mit ¢(0) := (1 + 6?)! und ® := p o r. Lemma 2.19 und die Differentialgleichung liefern

(or'RE,H)y(,) = (UrotE,H)y () + (VE,divH)y(,)
= —iw <\I//1H7 H>U(9) +iw <\I/E, EE>U(Q) — <\I/E, UE>U(Q)

€Rr €Rr €RrR
Die Aussagen unter den Klammern folgen aus der Symmetrie von ¢, 1 und o. Damit ist fiir geniigend grofies o
—2Re (Pr'RE,H)y,) = 2(VE,0E)y, = 2(VE,0E)q,

Wegen supp(c) € RY erhalten wir mit dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir o — oo die Integrabilitit
H e L?* Der zweite Term der Strahlungsbedingung r~'TH — E € Li‘i , liefert dann die gewiinschte

2

Integrabilitat
2,9 2,q+1
(E,H) € L>_% X L>_%

Schliesslich gilt mit Hilfe der Differentialgleichung, Korollar 2.14 und Bemerkung 2.15
(E,H)eR?_, xDT, — (E,H) e RI x D! fiiralle seR
2 2
was uns mit der Differentialgleichung zur Gleichung

(0E,E) = —Re(—(aE,E>—iw<sE,E>+iw<H,uH>) —  Re ((divH,E>+<H,rotE>) - 0

ci-R

bringt. Aufgrund der Generalvoraussetzung (4) an o, Gleichung (2.1) und der Differentialgleichung ergibt sich
also
(E,H)|g, = (0,0) und (E, H) 16st Max(0, A, w,0,0)

Korollar 2.22
Gilt bei den Mazwell-Gleichungen das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit, so existieren keine nichttrivialen
Figenlosungen des dissipativen Mazwell-Problems fiir w € R\{0}. Dies wird fiir den klassischen Fall von BAUER

in [4] gezeigt.
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2.7 Fredholmsche Alternative

Wir haben jetzt alle nétigen Vorbereitungen getroffen, um mit dem Prinzip der Grenzabsorption die Losbarkeit
des dissipativen Maxwell-Problems fiir reelle Frequenzen w # 0 zu zeigen. Auch in diesem Kapitel halten wir
unsere Aussagen und Schliisse sehr nahe an der Arbeit von PAULY, wobei die Grenzabsorption jedoch eine
Mischung der Methode von PAULY [11, Satz 4.29] und der von KUHN [7, Lemma 21] darstellt.

Wir zitieren zunéchst ein Lemma [11, Lemma 4.23] und eine Bemerkung [11, Bem. 4.24] von PAuLY, welche wir
fiir unseren Fall Q = RY spezialisieren konnen.

Lemma 2.23
Seien (E,H) € R} x DI bzw. (E,H) € R} x DI™ mitt,s € R und t +s >0 bzw. t +s > —1. Dann gilt

(rotE,H) + (E,divH) = 0
Bemerkung 2.24
Fir (E,H) € R x DI bzw. RY x DI und (e, h) € RZ x DI bzw. RY x DI mit t,s € R und t + s > 0
bzw. t+s > —1 gilt
(M(E,H),(e,h)) + ((E,H),M(e,h)) = 0

Als Néchstes benotigen wir noch folgende

Definition 2.25
Wir definieren
oP = {w € C\{0} : Max(0, A,w,0,0) besitzt eine nichttriviale Lésung}

und fir w € C\{0}
N(Max, 0, \,w) := {(E,H) : (E, H) l6st Max(o, A, w,0,0)}
Mit Hilfe der Sétze 2.10 und 2.21 geben wir noch folgende

Bemerkung 2.26

Es gelten:
(i) oP € C\{0}
(i)  Firwe C_\R ist
N(Max, o, A,w) = {(0,0)}
(iii) Fiir w € R\{0} ist

N(Max, 0, A,w) = {(E, H) € N(Max, 0, A,w) : (E,H)|,, = (0,0)}

2,q9

Das nichste Lemma benétigen wir noch, um bei der Grenzabsorption von der Konvergenz in L; !

mafiger Beschranktheit auf die Konvergenz in Li’i ;1 zu schliefien.
2

und gleich-

Lemma 2.27
Seien (D;)1en C L2<’tqo mit to € R und ® € L>9 mit

loc

/\ \/ /\ H(I)l”Lqu < ¢ und @llt—fﬂb

t<to c>0 leN

loc

Dann gelten
el und N\ &S0

2,q
t<to Li

Beweis:
Seien t < to und & > 0 gegeben. Dann withlen wir ein t < < t. Dazu gibt es nach Voraussetzung ein ¢ > 0 mit

A lol < o

leN
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t—1t

Nun withlen wir R > 0 so grof, dass (1 + R?) 5 < 4%. Damit erhalten wir die Abschétzung

Hq’n - ‘I’m”L§=q = H‘I’n = O HLf’q(U(R)) + Hq’n - (I)m”Lf’q(A(R))

IN

H(I)n - @ ”Lf’q(U(R)) +(1+ RQ)t;Zt ’ ”(I)” - (I)m”L?’q(A(R))

4]

< [®n - @ ”Lf'q(U(R)) T3

< 0

fiir geniigend grofe n,m € N. Folglich ist (®;);en Cauchy-Folge in L??, konvergiert also gegen ein & € L7,

. . 2 . .
Da die Konvergenz in L;*? aber auch die Konvergenz in L

24 impliziert, folgt ® = ®. (]

loc

Nun kénnen wir die Hauptaussage dieses Kapitels aufstellen:

Satz 2.28
Sei 7 > 1. Dann gelten

(i)

(ii)
(iii)

(iv)

Fiir alle w € R\{0} ist N(Max, 0, A,w) ein endlichdimensionaler Unterraum von

() (®Rine"oDY) x (D npu~'oRI™)
teR

o besitzt in R\{0} keinen Hdaufungspunkt.

Fiir alle w € R\{0} und zu jedem (F,G) € L2>’l X Li"fl existiert genau dann eine Losung (E, H) von
2 2
Max(o, A, w, F, G), wenn fir alle (e, h) € N(Max, o, A,w)

((F,G),(e,h)) =0 (2.4)
gilt. Die Losung kann so gewdhlt werden, dass fir alle (e, h) € N(Max, o, A, w)
(ME,H),(e,h)) =0 (2.5)
erfillt ist und sie ist dadurch eindeutig bestimmit.

Der Lésungsoperator aus (iii), welchen wir analog zu Satz 2.10 mit ,L,, bezeichnen wollen, bildet fir alle
$>1/2 undt < —1/2
(L2 x L29TY) N N(Max, o, A, w)™*

stetig nach

(Rg x Dg“) N N(Max, o, A, w)-

ab, d.h. zu jedem w € R\{0} und allen s > 1/2 und t < —1/2 existiert eine Konstante ¢ = c(w,t,s) > 0,
sodass fir alle
(F,G) € (L2 x L27T') N N(Max, 0, A, w)™*

die Abschdtzung

”O’EW(F7G S c- H(F’ G)HL%

)|’R3><Df+l

gilt. Hierbei bezeichnet Ly die Orthogonalitit bzgl. (A-,-).

Beweis:
Zu (i) und (ii): Bemerkung 2.26 (iii) liefert fiir alle w € R\{0} die beiden Aussagen

N(Max, o, A,w) C N(Max, 0, A,w) und PN (R\{0}) C oP

Nun besteht oP gerade aus den reellen Frequenzen w, zu denen das nicht—dissipative Maxwell-Problem mit
Einstrahlungsbedingung nichttriviale Eigenlésungen besitzt. Aus Korollar 2.8 schliefen wir, dass dies genau die-
selben Frequenzen sind, zu denen das nicht—dissipative Maxwell-Problem mit Ausstrahlungsbedingung nicht-
triviale Eigenlosungen besitzt. Also liefert uns der analoge Satz [11, Satz 4.29] bei PAULY die Behauptungen (i)
und (ii). O
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Zu (iii): (2.4) ist eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit zu den Daten (F,G), denn mit dem poly-
nomialen Abklingen der Eigenlosungen aus N(Max, 0, A, w) nach Satz 2.20, sowie Bemerkungen 2.24 und 2.26
(iii) gilt fiir alle (e, h) € N(Max, o, A, w)

(F,G),(e,h)y = (M+iwA+6)(E,H),(e,h)) = —{((E,H),(M+iwA)(e,h))+(E,ce) = 0

Als Néchstes wollen wir uns um die Existenz der Losung (E, H) kiimmern. Seien dazu w € R\{0} und s > 1/2
mit (F,G) € (L29 x L27"") N N(Max, 0, A, w)*. Seien weiterhin

((F1, G))pen C (L2 x L2 AN(Max, 0, A, w)™  mit  (F,G) ——=— (F,G)

L29xL2at!
Mit einer beliebigen positiven Nullfolge (&);en C (0, 1] definieren wir uns die nichtreellen Frequenzen

l—o0

wy = —\/wQ——i&w e C_\R mit WP =w? —iGw und W] — w
und dazu die nach Satz 2.10 eindeutigen Losungen von Max(o, A, wy, Fy, G})
(B, H)) = oLy, (F1,Gy) € RIx DY mit (M +iwA +6)(E, Hy) = (F,G))
Wegen L*T = 1(¢D1) @,,-1 rotR (siche WECK [19, Lemma 2 (i)]) konnen wir fiir alle € N die Zerlegung
G =G +Gi e p(D"™)@,-110tRY  und G=G'+G*€ pu(D?")®,-1 rotRY

l—o0

vornehmen. Als Orthogonalprojektionen konvergieren die Formen Gf m G* fiir k = 1,2.
Zerlegen wir fiir alle [ € N unser Maxwell-Problem in die Probleme
(Bl H) = 0Ly, (0,G])  und (B}, HP) = oLy (F1,GF)
so erhalten wir fiir unsere Losungen die Darstellung
(B} H') = (0, (iwyp) 'G}) € {0} xoD und  (E7,HY) = (E;, Hi—H}') € R/ (D9 np~ ' RIHY)
Da (H}')ien in oD gegen H' := (iwp) 'G* € (D% konvergiert, miissen wir nur noch die Losungen (E;, H?)

2+l konvergenten Teilfolge untersuchen.

. . . . . 2
des zweiten Problems auf die Existenz einer in L<’Z 2 x LT
2 2

Dazu machen wir noch die zusatzliche Annahme

AV A lE&m|, < ¢ . (2.6)

t<7% c>0 leN

Aufgrund der Konvergenz von (H})en in gD kénnen wir in Annahme (2.6) H; auch durch H} ersetzen.
Sei nun Uy, := U(k) fiir k € N und

Xk € CF@®Y,R)  mit gy, =1 und  supp(xr) € Ur

Damit ist (xxH7)ien C pu 'RITH(Upq1) N DT (Up41) und fiir alle [ € N gilt die Abschitzung

2

2 . 2 2
HXkH12”D‘I+1(Uk+1)ﬁu—1folq+1(Uk+1) s ¢ (HHZQ HL2"’+1(U7€+1) + ||d1VHl2 ”LQ"’(UkH) * |’rOtMH12||L2‘q+2(Uk+1))
2 2 2
SO (L P 1 A Lot A
< Gk

Folglich ist (xxH?)en eine in ,ufllo{q“(UkH) N D91 (U41) beschriinkte Folge, enthiilt also nach Bemerkung
1.2 (i) eine in L9 Uy 1) konvergente Teilfolge, da Ui+1 als glattes Innengebiet die MKE besitzt. Sukzessive
Teilfolgenauswahl fiir ¥ € N und Ubergang zur Diagonalfolge fiihren zu einer Teilfolge (HZ);en von (HP)ien,

welche in L2941

oo konvergiert.

. . . . 2 . .
Wir wollen nun zeigen, dass dann auch (dlvH?Tl)leN in L;?? konvergiert. Dazu sehen wir, dass
1 00 1 -1 l—oo -1
g =+ —-0—>se+—-0o=¢ und g —=¢
iw; iw
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Wir stellen die zweite Maxwell-Gleichung um zu

divH, +iwe'E;, = F +i(we —wie)E = F

2,9
loc

Die Folge (E)leN konvergiert offensichtlich in L;’?. Mit den Bezeichnungen
hnm = H72rn - H72rm P Enm = Eﬂ'n - ETrm 5 fnm =Lan — Fﬂ'm

erhalten wir mit Lemma 2.9 (iii) die Abschétzung

. 2 1 2
HlehanL2’q(Uk) S || \/ﬂdlvhnm ||L2’q(Uk+1)
< c- ’<Xk5'_1divhnm, dth/nm>Uk:+1
< c- (!—iW<Xkenm7 dthnm>Uk+1 ’ + ‘<X}g5/71fnm7 dthnm>Uk+1 )
< ¢- ({ <I‘Ot(Xk6nm), hnm,>Uk+1 | + ‘<Xk€'71fnma dthnm>Uk+1 )

Die Terme rot(xx€nm) und divh,,, sind in LQ’qH(UkH) bzw. L2’q(Uk+1) beschrankt, wiahrend die Terme Ay,
und 5’71fnm fiir n,m — oo in L2’q+1(Uk+1) bzw. Lz’q(UkH) gegen 0 konvergieren. Folglich ist (divH?Z)),ey eine

Cauchy—Folge in L12 2% also auch konvergent in LIQ(;Z. Dadurch erhalten wir die Konvergenz von (H;)ien in Dfotl.
Damit sind auch 1
Eﬂ-l = ,76/;11 (Fﬂl - diVHTrl) und I‘OtEﬂ-l = Gﬂ-l - iwﬂ-l,u,Hﬂ-l
WWry
in leo’g bzw. Li;g“ konvergent. Insgesamt gibt es also ein (E, H) € R] _ x Dfotl mit
(Ext, H) ——— (E,H)  und (M +iwA +6)(E, H) = (F,G)
quOCXDfOC
Nach Lemma 2.27 gilt mit Zusatzannahme (2.6) und mit Hilfe der Differentialgleichungen
q q+1 l—o0
(E7H)€R< 1 XD< 1 und /\ (ETl'l7H7Tl)—)(E7H) . (27)
-3 3

! R{xDJt!
Um die Strahlungsbedingung fiir (E, H) zu {iberpriifen, bendtigen wir die a—priori-Abschétzung aus Korollar
2.12. Sei dazu t < —1/2 beliebig vorgegeben. Desweiteren sei § < s mit § € (1/2,1) beliebig. Dann erhalten wir
mit Korollar 2.12 Konstanten ¢,§ > 0 und ein ¢ > 1/2, sodass fiir geniigend grofes | € N unabhingig von &,
(Fri,Gr1), (Eqiy Hyp) und o > 0 die folgende Abschéitzung gilt:

| Bty Het) s 0y xemi ey + 1771 = 1) (B, le)HLE(U(a))
S C- (”(F’TI'Z7G7TZ)”L§ + ”(EWZ’HWZ)HLZ(U((S)))
S C- (”(leaGwl)”Lg + ||(EWZ’HWZ)”L2(U(§))> . (28)

Der Grenziibergang [ — oo liefert unabhéngig von o

I(E, H 'S —1d)(E,H

Nrswienxor ey + 1 ez we

e (1.6 |y, + (B, H

IN

)||L2(U(6))> (2.9)

Fiihren wir nun den Grenziibergang ¢ — oo durch, so erhalten wir mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

I8 D)l guges + |68 0B < e (RO, + |81 210)

)HL2(U(5))>
Dies liefert uns erneut die richtige Integrabilitét fiir (E, H) und die gewiinschte Strahlungsbedingung

(B,H)eR._, xD™',  und  (r7'S—-1Id)(E,H)e L2, x L2}
2 2 2

2

Damit 16st (E, H) das Problem Max(o, A,w, F, G). Wéhlen wir (F,G;) := (F, Q) fiir alle I € N, so haben wir
die Existenz einer Losung zu Max(o, A, w, F, G) gezeigt.
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Wegen des polynomialen Abklingens der Eigenlosungen aus N(Max, 0, A, w) nach Satz 2.20, sowie Bemerkungen
2.24 und 2.26 (iii) gilt fiir alle (e, h) € N(Max, o, A,w) und fiir alle [ € N

0 = <(Flle)7(evh)> = <(M+iwlA+&)(ElaHl)v(evh»
= —((B, 1), (M +iwA)(e h)) = i(w—w)-(A(E, H), (e h))
#0

und somit (A(E;, H;),(e,h)) = 0 fir alle [ € N. Fiir jedes ¢t < —1/2 ist (A-, (e, h)) fiir jede Eigenlosung
(e,h) € N(Max, 0, A,w) ein stetiges lineares Funktional auf L*? x L>**!. Folglich erhalten wir mit (2.7)

/\ <A(E7H)7(e’ h)> =0 . (2.11)

(e,h)eN(Max,o,A,w)

Damit ist die Losung (E, H) eindeutig bestimmt, wodurch wir einen Losungsoperator L, definieren kénnen:

oL (Li’% X Li"i“) NN(Max, o, A, w)t — (Ri_% X qu_l%) NN(Max, o, A, w)*4

(F,G) — (E,H) Losung zu Max(o,A,w, F,G)

Nun miissen wir noch zeigen, dass unsere Zusatzannahme (2.6) richtig ist. Diese wollen wir mit einem Wider-
spruchsbeweis zeigen. Wire (2.6) falsch, so hiefse das

VoAV Em, > e

t<—1 >0 leN

l—o00

Also gébe es (nach eventueller Teilfolgenauswahl) ein ¢ < —1/2 mit ”(El,Hl)HL2 —— 00. Definieren wir uns

die Formen

o (Fy,Gy) ,

(Ei, H) := |(Ei, H) ||Lg

Iz - (B H)  wand (B G = | (B, )

so gelten die Aussagen
[(Ee, H)|| - =1 und (M +iwA+6)(E, H) = (F,G,) firale €N und ”(E,GZ)HLQ LN

Fiihren wir die obige Argumentation des Beweises durch, so erhalten wir die Konvergenz einer Teilfolge ((E~',rl7 H x1))ieN
in R x D""Jrl gegen ein (E, H) € R x Dq+ fiir jedes f < t. Die Abschitzungen (2.8), (2.9) und (2.10) sind

mit Korollar 2.12 analog durchfuhrbar

Damit wire (E, H) € N(Max, o, A, w)* N N(Max, o, A,w) = {(0,0)}. Dies ist aber wegen der Abschétzung

l—o0

1 = ||(E7’l"g7"l)|’Lf s ¢ <||(F7"l’é7"l)||Lg + H(EWZ’H‘”I)”LZ(U((S))) — 0
ein Widerspruch. Folglich ist die Existenz einer eindeutigen Losung (E, H) von Max (o, A, w, F, G) gezeigt. O
Zu (iv): Wir wéhlen s > 1/2 und t < —1/2 und betrachten

oLy Ds(a»cw) I W(U'Cw) - Wt(o»cw) = (Rg X D(tIJrl) ﬂN(MaX, U,Aaw)J—A
(F.G)  +— (E,H)
Hierbei sind
Dy(oLy) = (L?’q X L?’q+1) NNMax, o, A, w)*

und (E, H) die nach (iii) eindeutige Losung zu Max(c, A, w, F, G). Da die Eigenlosungen polynomial abklingen,
sind Ds(,L,) und Wi(,L,) Hilbert-Raume. Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt die Stetigkeit
von L, aus der Abgeschlossenheit von ,L£,. Um diese zu zeigen, betrachten wir die Folgen

Ds(acw) > (Flle) H—Oo> (FaG) GDS(U‘CUJ)
L39xp2et!
und

W(U‘cw) = aﬁw(ﬂle) = (ElaHl) H—OO> (Ea H) € Wt(oﬁw)
RIxDIT!

28



Wir miissen also (E, H) = ,L,(F, G) zeigen. Es ist klar, dass gilt
(M +iwA+6)EH) = (FG)

Sei nun £ < —1/2. Mit der Abschiitzung (2.9) erhalten wir ein ¢ > 0 und von [ unabhiingige Konstanten ¢, § > 0,
sodass fiir alle p > 0

|(E, H, “1S —1d)(E;, H)

Nrs @iy ey T 1 ez

< e (R GDls + B By

gilt. Fithren wir nun die Grenziibergénge | — oo und ¢ — oo in dieser Reihenfolge durch, so ergeben sich
(E,H) € W<,%(g£w)

und die Strahlungsbedingung fir (E, H). Damit ist (E, H) = L, (F,G), was die Abgeschlossenheit von L,
und somit die Stetigkeit beweist. [ ]

Zum Abschluss des Abschnittes zitieren wir noch zwei Bemerkungen [11, Bem. 4.30 u. 4.31] aus PAuLy, die
auch auf das dissipative Maxwell-Problem iibertragen werden kénnen.

Bemerkung 2.29
Geniigen die Mazwell-Gleichungen dem Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit, so folgt mit Bemerkung 2.26
(#3) fiir o # 0 fir alle w € R\{0}

NMax, o, A,w) = {(0,0)}

In jedem Fall gilt jedoch zumindest fiir alle w € R\{0} und (E,H) € N(Max, 0, A, w)
supp(E, H) C U(p) falls supp(A) € Ulp) mit 0>0 ,
denn (E, H) lést in A(o) die Helmholtz—Gleichung
(A+w?)(E,H)=(0,0)

und muss somit nach der Rellichschen Abschdtzung (siehe LEIS [10, p. 59]) in A(p) verschwinden. Wie bereits
zu Beginn dieses Kapitels erwdhnt, kann BAUER in [4] im klassischen Fall die Beschrinktheit des Trdgers
von Eigenlosungen im Falle von C*~Koeffizienten (e, 1) nachweisen, sodass mit Hilfe des von LEIS bewiesenen
Prinzips der eindeutigen Fortsetzbarkeit die Existenz nichttrivialer Figenlosungen fir w € R\{0} ausgeschlossen
werden kann.

Bemerkung 2.30
Seien w € ,P N (R\{0}) und dy(w) := dimN(Max, o, A, w), sowie {(e;, hy) ﬁ(lw) eine Basis von N(Max, o, A, w).
Dann kénnen wir zu gegebenem y € C%«) eine Lisung (E, H) von Max(o, A,w, F, G) aus Satz 2.28 (iii) auch
so wdhlen, dass

<A(E,H),(€l,hl)> =M N l: 1,...,dq(w)

gilt. Auch hierdurch ist die Losung eindeutig bestimmd.
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3 Elektro—-Magneto—Statik

Dieses Kapitel widmen wir der Losungstheorie fiir das statische dissipative Maxwell-Problem, d.h. wir wollen
Gleichungen der Form
rotE =G und divH +cE =F (3.1)

behandeln. Im Gegensatz zum entsprechenden statischen nicht—dissipativen Maxwell-Problem sind die Glei-
chungen fiir £ und H nicht entkoppelt, wodurch wir £ € R . und H € Dfotl nicht getrennt voneinander
bestimmen koénnen. Die Kopplung der Gleichungen {iber die Transformation o, welche kompakten Tréger be-

sitzt, bringt zusétzliche Schwierigkeiten mit sich:

Es ist klar, dass wir fiir die Eindeutigkeit von E und H noch weitere Daten — z.B. fiir die Rotation von
H und die Divergenz von E — bendtigen. Jedoch ist leicht einzusehen, dass die zweite Gleichung aus (3.1)
F — oF € (D{_ impliziert. Damit ist die Divergenz von oE auf {; schon festgelegt, sodass wir nur noch ein
Datum fiir die Divergenz von E auf (4 fordern kénnen. Dies impliziert aber auch, dass wir an E auf 24 noch
endlich viele Nebenbedingungen stellen miissen, um die Existenz nichttrivialer Lésungen fiir das homogene Pro-

blem auszuschliefen.

Um diesen Bedingungen an F Geniige zu tragen, werden wir unsere Losung (F, H) so konstruieren, dass wir
zuerst die Einschrankung von E auf ©; finden, und sie dann derart nach Q4 fortsetzen, dass E € R _ gilt.
Haben wir F ermittelt, so erhalten wir H als Losung eines statischen Ganzraumproblems.

Zur Vorbereitung dieser Losungsmethode wollen wir im ersten Abschnitt Ergebnisse fiir die Behandlung stati-
scher Maxwell-Probleme auf Innengebieten zusammentragen, sowie im zweiten Abschnitt analoge Ergebnisse
fiir die Losung statischer Maxwell-Probleme auf Auftengebieten. Bei der Losungstheorie fiir solche Gebiete wer-
den nicht nur Daten fiir die Rotation und die Divergenz von E erforderlich sein, sondern auch Daten fiir die
entsprechende Tangentialspur bzw. Normalspur von F/, sowie Daten fiir jeweils endlich viele Nebenbedingungen,
welche die Eindeutigkeit sichern.

Im dritten Abschnitt werden wir dann untersuchen, wie sich die Bedingungen E € R{  bzw. F —cE € (D _ in

Bedingungen an die Tangentialspuren bzw. Normalspuren von E auf ; und €24 iibertragen. Auflerdem werden
wir dort einen Zusammenhang zwischen den Nebenbedingungen fiir die Losung des statischen Maxwell-Problems
auf 27 und den Nebenbedingungen fiir die Losung des statischen Maxwell-Problems auf 24 herstellen.

Sind diese Vorbereitungen getroffen, werden wir definieren, was wir unter einer Losung (E, H) des statischen
dissipativen Maxwell-Problems verstehen, welches die Gleichungen (3.1) beinhaltet, und kénnen dann Bedin-
gungen an die Daten fiir die eindeutige Losbarkeit des statischen Maxwell-Problems aufstellen. Wir sind dabei
in der Lage, Daten (F,G) € L>? x L>9" fiir Gewichte s > 1 — N/2 zuzulassen.

Der vierte Abschnitt befasst sich anschliefend mit der Iteration eines geeigneten statischen Lésungsoperators.
Diese Ergebnisse benotigen wir, um die Niederfrequenzasymptotik des néchsten Kapitels aufstellen zu kénnen.

Fiir dieses Kapitel wollen wir die folgenden Generalvoraussetzungen treffen:

(1) Die Raumdimension N > 3 sei ungerade und der Rang der Differentialformen sei g € {0,..., N}.

(2) Qr C RY sei ein Innengebiet der Klasse C*. Dann ist Q4 := RV\Q; ein Aufengebiet mit C*~Rand.

(3) Der Radius g sei so grof, dass 2y C U(rg) und fiir alle ¢ die Triger der Formen aus B7(£24) und B9(Q24)
(letztere nur im Falle g # 1) in U(rp) liegen. B4(Q24) und BY(24) werden in Lemma 3.12 definiert.

(4) Die Radien rq, ro in der Definition (1.17) der Ausschneidefunktion n setzen wir durch die Formel
Ty = 2" - 1o fiir n € Ny fest.

(5) Die Transformationen (g, 1) = Id + (¢, i) € V2 x VI*10 mit 7 > 0 seien einmal stetig differenzierbar mit
Oné,Onft=0("*"7) fiir 7 —o00 und n=1,...,N

Transformationen (e, 1) mit dieser Eigenschaft nennen wir ,,7—konstant*. Die Abklingrate 7 von (¢, i) wird
dabei spéater noch naher spezifiziert.

(6) Die Transformation o erfiille o € VZ°(€;) und supp(c) N Q4 = 0.
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3.1 Statische Maxwell-Probleme auf Innengebieten

Die hier zitierten Spursétze, sowie die Losungstheorie fiir die statischen Maxwell-Probleme wurden von KUHN
in [8] fiir beschrankte Mannigfaltigkeiten mit glattem Rand erarbeitet und spater von KUHN und PAULY in [9]
auf beschréinkte Mannigfaltigkeiten mit C*~Rand verallgemeinert. Aus dieser Arbeit wollen wir im Folgenden
die von uns benétigten Ergebnisse fiir Innengebiete zitieren. Hierbei ist anzumerken, dass fiir die Formulierung
und Giiltigkeit der Spursétze ein Gebiet mit Lipschitz—Rand ausreicht, wie von WECK in [21] gezeigt wird.

Als allgemeine Voraussetzungen gelten in diesem Abschnitt:
e O C RY sei ein Innengebiet,

o : 0
e v sei eine Transformation aus V{™ (Q).

3.1.1 Spursitze fiir Innengebiete

Wie schon erwidhnt, werden bei der Losungstheorie Randbedingungen auftauchen. Um die dabei benétigten
Spuroperatoren zu definieren, miissen wir zuerst noch einige Rdume erkliren, die in den Spurséitzen auftreten
werden. Diese Definitionen zitieren wir aus der Arbeit von KUHN und PAuLy [9):

Der Raum H™"™9(9Q) sei im Folgenden der Dualraum des Sobolev-Raums H"?(9Q) fir m € (0,00) und
(@, V)r-m.a(aq) bezeichne fir o € H™™9(9Q) und ¢ € H™(0Q) die H™"™9(9Q)-H™(9Q)-Dualitit mit
Antilinearitét in der zweiten Komponente. Damit seien die Operatoren rot und div auf H=™9(02) definiert
durch

(rotg, Pyg-m-1ar190) = —(@,divih)g-maaq) fir ¢ e H"THH(0Q)

(dive, P)a-m-1a-100) = —(pr0t)H-maae) fir ¢ e H™TT(0Q)

Weiterhin fiihren wir die folgenden Hilbert—-Rdume mit ihren entsprechenden Normen ein:

RIOQ) = {peH 90Q):rotp € H 2971(Q)} |
DIOQ) = {peH 290Q):divp e H 2171(Q)} |
2 2 2
||90||Rq(ag) = ”SDHH*%H({)Q) + HrOtSDHH*%vEI“(aQ) )
2 2 2
H<P||Dq(aﬂ) = HSDHH*%"I(BSZ) + Hle‘P”H*%»Q*I(aQ)

Hierbei bedeutet rotp € H™2:91(9Q), dass roty eine stetige Fortsetzung in H~2:9+1(9€2) besitzt. Der Hodge-
sche Sternoperator ® auf A?(9Q) liefert eine Isometrie zwischen R4(9) und DN ~9(9).

Mit diesen Definitionen zitieren wir nun aus [9] die Existenz eines Tangentialspuroperators samt Rechtsinverser.

Satz 3.1
Seien Q ein C™ 1 -Gebiet mit m € N und 1 : 0Q — RN die Inklusionsabbildung. Dann, existieren ein stetiger
linearer Tangentialspuroperator v, : R1(Q) — RI(ON) mit den Eigenschaften

(i) N roty, ® = y;rot® )
PERI(Q)
(ii) A #® e H™29(09) |
deH™ ()
(iif) A 7P =P ,
dcC™1(Q)

sowie ein stetiger linearer Fortsetzungsoperator %, : RI(9) — RI(Q) Nv~1,DI(Q) mit v%, =1d .

Die Rechtsinverse 4 hingt natiirlich von der gew#hlten Transformation v ab. Wir verzichten jedoch darauf,
dies mittels eines Indexes zu notieren.

Durch die Benutzung der Hodgeschen Sternoperatoren * auf A?(Q) und ® auf A?(99) erhilt man damit ebenfalls
nach [9] die Existenz eines Normalspuroperators samt Rechtsinverser.
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Satz 3.2
Seien Q ein C™ T -Gebiet mit m € N und v : 90 — RN die Inklusionsabbildung. Dann existieren ein stetiger
linearer Normalspuroperator vy, : D(Q) — DI~1(9Q) mit den Eigenschaften

(i) A divy,® = —,divd ,
DcDI(Q)
(ii) A 1® € H"2071(5Q) |
deH™1(Q)
(iii) A Yu® = (=1)NE@D @ 1« ® ,
PeC™ ()

sowie ein stetiger linearer Fortsetzungsoperator %, : DI171(92) — DI(Q) Nv~1,RI(Q) mit v, ¥, =1d .

Hierbei ist zu beachten, dass die Spuroperatoren y; und ,, sowie ihre Rechtsinversen ¥4; und %, vom Rang ¢
abhéngen. Den Rang wollen wir jedoch nicht als Index notieren, da bei zukiinftigen Rechnungen der jeweilige
Kontext ergibt, um welches ¢ es sich handeln muss. Aufterdem héngt %,, genauso wie 4; von der Transformation
v ab.

Als Letztes wollen wir noch weitere niitzliche Eigenschaften der oben definierten Operatoren sammeln. Die-
se zitieren wir aus KUHN und PAULY [9] in der folgenden

Bemerkung 3.3
Die oben genannten Operatoren v und vy, besitzen unter anderem die folgenden FEigenschaften:

(i) /\( ) 1/\+1( ) NP ) y Japg = (O V)o +(Bdivi)e
PcRI(Q2 VveHq Q
(ii) A A {(Tn®, 'Yt\IJ>H7%,q—1(aﬂ) = (div®, ¥)g + (@, r0t¥)g )

PeDI(Q) WeHLa—1(Q)
(iii) PRI A 3P=0 <« deRIQ)

(iv) ®eDIQ) A 7,&=0 & &cDYQ)

3.1.2 Dirichlet— und Neumann—Formen auf Innengebieten

Um fiir statische Maxwell-Probleme eindeutige Losbarkeit zu erlangen, muss man durch Nebenbedingungen
sogenannte Dirichlet— bzw. Neumann—Formen heraustesten. Diese sind gegeben durch die folgende

Definition 3.4
Wir definieren durch

JHI(Q) = oRI(Q) N 1oDUQ)  baw.  LFI(RQ) = oDUQ) N v oRY(Q)

den Raum der ,(harmonischen) Dirichlet— bzw. Neumann—Formen (vom Rang q zur Transformation v)*.
Im Falle v = 1d lassen wir den Index fiir die Transformation bei der Bezeichnung wegfallen.

Nach P1cARD [13] und KUHN und PAULY [9] erhalten wir

Bemerkung 3.5 ~ B

Mit dem Hodgeschen Sternoperator  auf AY(Q) gilt KN =4(Q) = xH4(Q). Die Riume ,H(Q) und ,HI(Q) sind
endlichdimensional und es gelten

d?:=dim H1(Q) = dim , HI(Q)  wund  d?:= dim HI(Q) = dim ,HI(Q)

Die Dimension von ,H?() bzw. ,H9(Q) ist also unabhingig von der Transformation v und es ist d¥~7 = d? .
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3.1.3 Lodsungstheorie fiir statische Maxwell-Probleme auf Innengebieten

Nun kénnen wir daran gehen, die Bedingungen fiir die eindeutige Losbarkeit statischer Maxwell-Probleme mit
vorgegebener Tangential- bzw. Normalspur auf Innengebieten anzugeben. Dazu zitieren wir erneut aus KUHN
und PAULY [9] den

Satz 3.6
Seien Q ein C*~Gebiet und {,®;: 1 =1,...,d?} eine Menge stetiger linearer Funktionale auf D4(Q)Nv~"RI(Q)
mit

dq
uj:fq(Q) N m N(V(I)l) = {0}
=1

Dann sind fiir die Ezistenz einer eindeutigen Lésung H € D?(Q2) N v~ t1RY(Q) des Mazwell-Problems
dvH=F , rowH=G , ~H=X , oH) =o fir l=1,....d (3.2)

die folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend:

(i) FeoDi Q) ,  Ge RTHQ)NHTH Q)L
(ii) AeDIL00)  , divi=—7,F
(i) A (Fha= k)
heHa—1(Q)

Die Lésung H hdngt stetig von den Daten (F,G, A, «) ab, d.h. es existiert eine von F,G, H, A\, « unabhingige
Konstante ¢ > 0, sodass die folgende Abschdtzung gilt:

[l ynmaey < (Flmasa T 1m0y + X pas omy + o)

Mit Hilfe der Stern—Dualitéit erhélt man ganz analog die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Losbarkeit des statischen Maxwell-Problems mit vorgegebener Tangentialspur. Hierbei miissen wir jedoch
Funktionale {,®; : [ = 1,...,d?} verwenden, die die Dirichlet-Formen ,H?(2) heraustesten. Dieses Ergebnis
wird aber von uns nicht bendotigt, also verzichten wir darauf, es ebenfalls von PAULY und KUHN zu zitieren.
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3.2 Statische Maxwell-Probleme auf Aufsengebieten

Analog zur Losungstheorie statischer Maxwell-Probleme auf Innengebieten ldsst sich die Losungstheorie auf
Aufiengebieten aufstellen. Dies wird von KUHN und PAULY in [9] fiir AuRengebiete mit C*-Rand und Daten
(F,G) € L*1 x L*9"! durchgefiihrt. Wir werden diese Ergebnisse mit den Ergebnissen von PAULY [11, Satz
6.34] fiir homogene Randdaten und Daten (F,G) € L2? x L9 mit allgemeinen Gewichten s > 1 — N/2 kom-
binieren, um die Losungstheorie fiir inhomogene Randdaten und allgemein gewichtete Daten (F, G) zu erlangen.

Als allgemeine Voraussetzungen gelten in diesem Abschnitt:
e O C RV sei ein Auftengebiet mit LMKE und RM\Q C U(ry),

- . 0
e v sei eine Transformation aus V{™ (Q).

3.2.1 Spursitze fiir Aufltengebiete

KUHN und PAULY bekommen einen Tangential- und einen Normalspuroperator fiir ein Aufsengebiet mit Hilfe
des entsprechenden Operators fiir das Innengebiet N U(rg). Wegen 9(2 N U(rs)) = 9Q U S(rs) konnen der
Tangential- und Normalspuroperator als Hintereinanderschaltung der Einschrinkung auf 02 und des entspre-
chenden Operators fiir QNU (r3) definiert werden. Die jeweiligen Rechtsinversen fiir das Auflengebiet erhalten sie
als Hintereinanderschaltung der Multiplikation mit (1 —») und der entsprechenden Rechtsinversen fir QNU (r3),
welche sie noch modifizieren, um Divergenz— bzw. Rotationsfreiheit zu erlangen. Diese Konstruktion sorgt eben-
falls dafiir, dass die Fortsetzungen der Spuren kompakten Triger in R besitzen.

Mit analog zum Innengebiet definierten Radumen, Normen und Operatoren fiir €2 zitieren wir aus [9]

Satz 3.7
Q besitze C™ ' -Rand mit m € N und ¢ : o — RY sei die Inklusionsabbildung. Dann existieren ein stetiger
linearer Tangentialspuroperator Ty : R (Q) — RU(IQ) mit den Eigenschaften

loc

(i) /\ rotthb = FtI'th) y
éeRfM(ﬁ)
(ii) A rdeH™ 24(0Q)
QeH1(Q)
(iii) A ry®=.d ,
deC™1(Q)

sowie ein stetiger linearer Fortsetzungsoperator Ty : RI(0Q) — RI, (Q) Ne DI () N ,HI(Q)Le mit
o, =1d.

Satz 3.8
Q besitze C™ T Rand mit m € N und ¢ 10N — RN sei die Inklusionsabbildung. Dann existieren ein stetiger
linearer Normalspuroperator I', : DL (Q) — D2 1(0Q) mit den Figenschaften

(i) A divl',,® = -T",,div®d ,
D] (Q)
(ii) A r,®ecH" 21(Q)
PEH] ()
(iii) A [,o=(-)NaeDgxd |
deC™1(Q)

sowie ein stetiger linearer Fortsetzungsoperator T, : DI71(0Q) — DI, (Q) Ne 1oRY(Q) N ,HI(Q) mit
r,I,=1d.
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Bemerkung 3.9
Die oben genannten Operatoren I'y, I'y, Ty, und '), besitzen unter anderem die folgenden Eigenschaften:

) A A (0,8, T, 0) s, = (rotd, W) + (®,divi)g |
¢ = Tat1 H 2°7(0Q)
®eRL ()  VeHL  (Q)
(il) /\ /\ <F"(I)’Ft\p>H7%’q’l({)Q) - <d1V(I)>\I!>Q + <(I)ar0t\I/>Q )

®eD? ()  weHLL '(Q)

(iii) PERL(Q) A D=0 « SR (@)

loc loc

(ivy, ®eDL (@) A I,d=0 < ®eDL (@)

loc

(v) A supp(lyp) C QNU(ra)
pERI(ON)

(vi) A supp(I'np) C QN U(r2)
pEDI-1(89)

3.2.2 Dirichlet— und Neumann—Formen auf Auftengebieten

Da die Losungstheorie fiir statische Maxwell-Probleme auf Aufsengebieten gewichtete Rdume verwendet, miis-
sen die Rdume der Dirichlet— bzw. Neumann-Formen, welche nichttriviale Losungen der statischen Maxwell-
Probleme zu homogenen Daten darstellen, ebenfalls mit Gewichten versehen werden. Der Hodgesche Sternope-
rator liefert wieder eine Isometrie zwischen Dirichlet— und Neumann—Formen. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit
werden wir die Neumann—Formen nicht explizit benétigen. Aus diesem Grund wollen wir im Folgenden nur die
Dirichlet-Formen fiir Aufengebiete behandeln. Dazu zitieren wir aus PAULY [11, Def. 6.4] die folgende

Definition 3.10
Fir s € R definieren wir durch

JHI() == oRI(Q) N v~1oDY(0)

den Raum der ,(gewichteten) Dirichlet—Formen (vom Rang q zur Transformation v mit Gewicht s)*.
Im Fuolle v = 1d lassen wir den Index fiir die Transformation bei der Bezeichnung wegfallen, sowie im Falle
s = 0 den Index fiir das Gewicht.

Als Néchstes zitieren wir einige weitere Eigenschaften der gewichteten Dirichlet—Formen aus den Arbeiten von
PAuLy [11, Lemmata 6.5 u. 6.22, Kor. 6.24] und KunN und PAuLy [9].

Bemerkung 3.11
(i) Firs=0gilt d?:=dimH1(Q) = dim ,H1(Q) ,
(ii) FirT >0 gilt EJ{Z%(Q) =.HI1Q) = 5%1%71(9) ,
(iii) Fir >0 und —N/2<s<N/2—-1 gilt dim . HI(Q) =d? ,
(iv) Firs € R, Q mit C"™"' ~Rand und v € VE™(Q) gilt  ,HI(Q) c H™I(Q)

Bei der statischen Losungstheorie werden wir sehen, dass die Losungen zu Daten mit Gewicht s im Allgemeinen
nicht einfach mit dem Gewicht s — 1 integrierbar sind. Fiir grofse s werden die Lésungen Anteile haben, die
schlechter integrierbar sind als mit dem Gewicht s — 1. Bei der Iteration des Lésungsoperators verschlechtern
sich die Integrationsgewichte fiir die iterierten Losungen weiter. Da wir aber durch Orthogonalitdtsbedingungen
die entsprechenden Dirichlet—Formen heraustesten miissen, bendtigen wir eine Methode, diese mit Hilfe von
Formen herauszutesten, die mit jedem Gewicht integrierbar sind.

Zu diesem Zweck zitieren wir die Existenz geeigneter Formen aus einer Arbeit von PICARD [16].
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Lemma 3.12
Q sei eine Lipschitz—Transformation eines Auflengebietes mit glattem Rand. Dann gelten:

(i) Es existiert eine endliche Menge ]%q(Q) C of{q(Q), welche linear unabhdngig modulo rotf{q—l(Q) ist, mit
BUQ)| =d  und  HIUQ) NBIQ) = {0}

Die Elemente von ]%q(Q) besitzen kompakten Triger in Q. Ihre Orthogonalprojektionen auf -H1(Q) in
oR4(Q) entlang rotRI~1(Q) bzgl. des (e, -)q—Skalarprodukts bilden eine Basis von ;FHI(Q) .

(ii) Fur q # 1 existiert eine endliche Menge B1(2) C ¢D9(Q2), welche linear unabhdingig modulo divDa+1(€)
1st, mat
BYQ)| =d?  und  HUQ)NBUQ)T = {0}
Die Elemente von BY(Q) besitzen kompakten Triger in Q. Die Orthogonalprojektionen der Elemente aus
e 1BIY(Q) auf -HI(Q) in e 1oDY(Q) entlang e~ divD9t1(Q) bzgl. des (e, -)o-Skalarprodukts bilden eine
Basis von :HI(Q) .

Die Mengen B4(Q) und B4(Q) sind unabhingig von e. Die Abschliisse werden stets in L*9(Q)) genommen.

Wir werden noch einige weitere, von PAULY untersuchter Eigenschaften von B?(2) und B?(2) aus dessen Arbeit
[11, Lemma 6.32, Kor. 6.33] zitieren, welche wir fiir die Losungstheorie bendtigen. Diese sammeln wir in der
folgenden

Bemerkung 3.13

(i) Sei s € R. Dann gelten mit Abschlissen in L29(Q)

dVDITHQ) UAVDITI(Q) € BYQ)Y  wnd firq#1  rotR7L(Q) UrotRIH(Q) ¢ BY(Q)*

(ii) Es gelten mit Abschliissen in L>9(Q)

] (o)

dvDITI(Q) = oDY(Q) NBY(Q):  wnd firq#1  rotRi-1(Q) = oRY(Q) N BI(Q)*
(iii) Seien s € (1 — N/2,00)\I und 7 > max{0,s — N/2}, sowie T > —s. Dann gelten

oDIQNHUQ)E = DUDNBUQL  und fir g #1  GRUQ)NHAQ)S = oRUQ) NBI(Q)*

S

3.2.3 Tiirme spezieller statischer Losungen

PAuLY kann in seiner Arbeit [11, Sec. 6.3] fiir die statische Losungstheorie zu homogenen Randdaten zeigen,
dass die Losungen zu Daten (F,G) € L29(Q) x L2771 (Q) mit Gewichten s > N/2 nicht mit dem Gewicht
s — 1 integrierbar sind, sondern spezielle, schlechter gewichtete Anteile enthalten. Diese speziellen Anteile lassen
sich mit Hilfe von Radiuspotenzen und den Eigenformen des Beltrami-Operators B, auf D(B,) C L*>9(SN-1)
darstellen. Bei der Iteration des statischen Ldsungsoperators verschlechtern sich die Integrationsgewichte der
iterierten Losungen weiter, was daran liegt, dass die Losungen fiir die speziellen Anteile eine Integrationsstufe
verlieren. So entwickelt PAULY sogenannte ,,/Tilirme* von speziellen Formen, in denen man mittels der alternie-
renden Anwendung der Operatoren rot und div durch die ,Stockwerke” nach unten schreitet. Wir zitieren [11,
Sec. 5.4, Def. 5.10]

Lemma 3.14
Fir k,8 € Ng und m € {1,..., uqﬁ} gibt es homogene Formen

DA und FRYE aus OO (RV\{0})

36



welche sich multiplikativ aus Radiuspotenzen und den Eigenformen des Beltrami—Operators B, auf
D(B,) € L*9(SN=1) zusammensetzen, die den folgenden Gleichungen gendigen:

. rot¥D%0 =0 , o divFRL =0 , (3.3)
o divEDIY =0 : e rotTRY =0 : (3.4)
o rot*DEN =*RIFLEL o diviRYE=*pitct (3.5)

Hierbei ist ,u% die Vielfachheit des Figenwertes /{% des Beltrami-Operators B, auf ¢D?(SN~1)L. Die Gesamtheit
dieser speziellen Formen wollen wir im Folgenden als ,Turmformen® bezeichnen.

Definition 3.15
Fiir die Turmformen iD%”’:n und iR%’f:n aus Lemma 3.14 definieren wir deren ,Homogenitdtsgrad“ durch

fnaky tpaky . Ak k+p3 , falls £ =+
h( Dﬁm) = h( R@m) = hy = { k—B—N | falls +=—
Im Folgenden bezeichnen wir k als ihre ,Hohe*, 3 als ihren ,Index* und m als ihren , Zdhlindez*.

Eine Eigenschaft von Turmformen ungerader Hohe mochten wir aus PAULY [11, Bem. 5.17] zitieren, da wir sie
bei der Niederfrequenzasymptotik in Kapitel 4 brauchen werden:

Bemerkung 3.16
Es gelten nicht nur
diviDg’i:f's'1 =0 und rotiR%’ifH =0 ,

sondern auch fir alle ¢ € C'(R)
diV((p(r)iD%’%“H) =0 und rot(@(r)iR%’%“‘H) =0

Bei der Niederfrequenzasymptotik benttigen wir ebenfalls gewisse Orthogonalitétseigenschaften der Turmformen
bzgl. des Operators Ca ;. Wir zitieren PAULY [11, Lemma 5.19] in

Lemma 3.17
Seien u und v Turmformen vom Rang q € {1,..., N — 1} mit mazimaler Hohe K und maximalem Index Z.
Weiterhin sei in (1.18) 7 > N + 2+ 2K +2Z. Dann ist

<CA_’77’U,7 1)> =0
aufler in den Spezialfillen

- N )0 N A k — R k N - N
<CA777 Dq +D%,m> = 7<CA777+Dq D%,m> = <CA777 R%,m7+R%,m> = 7<CAvn+R%,m7 R%,m> =g

B,m? B,m?
und
<CA,niDgilfn’+R%y,lm> = *<CAJ}+D%’,]:nv 7R?3’,lm> = <CAmqu57,lm’ +D§’,lfn> = <CAJ]+RZ%’,va 7D§’,lfn> = Q2
mit
— 4B (k1) = (0,2
B Mg o (RO=(0.2) _VaEAN=—¢+F) [ -1, (kD) =(0,2)
oy = N ; , (k1) =(1,1) und g =1 N 15 . 1 (k1) = (2,0)
- Nig2+ﬁ ’ (kal) = (2’0)

Nun wollen wir Rdume definieren, die Turmformen bzgl. Zahlindex, Index und H6he zusammenfassen. Dazu
zitieren wir aus PAULY [11, Def. 5.23| die folgende

Definition 3.18
Fir k,K,8 € Ny und t € R definieren wir

tpak i rEnak tpek 7. rEpak
o Dg,, =Lin {TDg } , . R =Lin {TRET } )
+tpak +ma.k tpek +qpak
* gt = B TR * Ryt = D Rem
1<m<pf" 1<m<pug~
+tpak + ek tpek +mpak
* DL =P D] ’ * RL =P IR ’
Bt B<t
L) L] o o
- PNLSK, -k _ -k —RGSK, —pak _ — P&k
o Dy = E D5" = g Dk , ® Ri="= E R = E Rtk
0<k<K, 0<k<K 0Sk<K, 0<k<K
0<p<t+k == 0<p<t+k ==
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Hierbei sei
ok 15 , falls k gerade
Hoo = o falls & d
s , falls ungerade

Die Orthogonalitit der Summen sei im Sinne des (:,-))-Skalarprodukts (siehe z.B. [23, Lemma 1] oder [11,
Lemma 2.4]) zu verstehen.

Um festzustellen, mit welchem Gewicht s € R die Turmformen integrierbar sind, nutzt man die Homogenitat
dieser Formen. Wir zitieren [11, Bem. 5.24]

Bemerkung 3.19
Da die Turmformen iD%”’fn und iR%’y’fn homogen vom Grad ihg sind, gilt beziiglich ihrer Integrierbarkeit fir
alle | € Ny

EDLE ERLE CL2(A(L) e FDYEERGF CHL(A(L) e Fhi<-s—N/2 |
folglich also

-&-ngk7 +R%’k c He

oy (AQ)  wnd  TDRRTREFCHY L (A1)

Fiir die statische Losungstheorie wollen wir Rdume von Turmformen der Héhe & = 0 so definieren, dass ihr
Index angibt, mit welchem Gewicht s € R sie nicht integrierbar sind. Dazu zitieren wir [11, Def. 6.15]

Definition 3.20
Fiir s € R definieren wir

S SR T
< D) = 2
und die Ausnahmeformen
“Ry;  falls g=1unds>N/2—1
Al = DTV falls q=N-1unds>N/2—1
0 , sonst

sowie deren Erzeugnis A := Lin A? .

Bemerkung 3.21
Der Index s in DI charakterisiert nun nicht mehr einen Homogenititsgrad, sondern eine Integrierbarkeitsbedin-
gung. Wegen DI, AT C C>1 (RN\{O}) gelten fiir alle m € Ny

DINLAAL) = {0} wnd  DICHTL(AQD)
AINLPUAD) = {0} und  ATCHTE (AQ)

sowie D1 = {0} und A?_, = {0} fir s < N/2.

Bei der statischen Lésungstheorie werden wir Turmformen mit der Ausschneidefunktion 7 multiplizieren und
Réume der Gestalt R
Ui(f) :=VIi(Q) + Lin nT4

benutzen. Hierbei seien V() C L*%(Q) ein beliebiger Hilbert-Raum und T9 eine beliebige Teilmenge der
abzéhlbaren Menge aller Turmformen vom Rang ¢

T = (D% FRYMU ik BeNoAm=1,..}
= {FD{ ERYY ik BeNgAm=1,...} C C™ (RV\{0})

nT? ist dann fiir T¢ ¢ T definiert durch

nT = {7]~<I>:<I)E‘j'q}CC°°’q(RN)

Nach PAuLy [11, Bem. 6.16] ist 779 in le(;g(ﬂ) linear unabhéngig und wir kénnen in Lin nJ9 ein Skalarprodukt
einfithren, sodass 7779 eine Orthonormalbasis dieses Vektorraums wird. Weiterhin kann man (siche z.B. WECK
und WITSCH in [22, p. 1631] oder [24, p. 1511], PETER in [12, S. 51|, oder BAUER in [3, S. 39]) ein inneres

Produkt in UZ(Q2) derart definieren, dass
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e in VI(Q) das natiirliche Skalarprodukt beibehalten wird,
e in Lin T? mit T¢ := {® € T¢: & ¢ L>9(A(1))} irgendein Skalarprodukt definiert ist und
e V4(Q) auf Lin T4 senkrecht steht.

Auf diese Weise erhélt man die orthogonale Zerlegung von UZ(2) bzgl. dieses neuen Skalarprodukts:

U4(Q) = VI(Q) & Lin T4

S

Wir zitieren weiter von PAULY [11, Bem. 6.17] die

Bemerkung 3.22

o UY() ist mit dem oben definierten Skalarprodukt genau dann ein Hilbert-Raum, wenn T¢ endlich ist.

o UI() ist im folgenden Sinne unadbhdngig von der Ausschneidefunktion n: Ist 7 eine weitere Ausschneide-
funktion mit gleichen FEigenschaften wie n, so gilt mengentheoretisch (mit verschiedenen Skalarprodukten)

VI(Q) & Lin yT¢ = VI(Q) & Lin 777,

und die eine Menge ist genau dann ein Hilbert—Raum, wenn die andere einer ist. In diesem Fall ist die
Identitat ein topologischer Isomorphismus zwischen ihnen, dessen Norm von 1 und 71 abhdngt.

e Die Mengen nD? oder nDY @& nAY sind z.B. solche Lin T4,

3.2.4 Losungstheorie fiir statische Maxwell-Probleme auf Aufiengebieten

Jetzt lisst sich die Losungstheorie fiir statische Maxwell-Probleme mit Daten (F,G) € L29(Q) x L>971(Q) fiir
allgemeine Gewichte s > 1 — N/2 aufstellen. Wir werden den Beweis des Satzes analog zu dem entsprechenden
Satz von KUHN und PAuLy [9] fiir s = 0 auftbauen und dabei auf die Ergebnisse von PAULY fiir homogene
Randdaten [11, Satz 6.34] zuriickgreifen.

Satz 3.23
Q besitze C*~Rand und es seien s € (1 — N/2,00)\I, 7 > max{0,s — N/2} und 7 > —s. Mit

D(Max?) = (R{,(2)Ne"'D () &nDi , &nAl,
sei {®;:1=1,...,d7} eine Menge stetiger linearer Funktionale auf D(Max?) mit
dq
HIQ)N n N(-®;) = {0}
1=1
Dann sind fir die Existenz einer eindeutigen Losung E € D(Max?) des Mazwell-Problems

rotE =G , diveE = F , IE=X , P(E)=q; fir 1=1,...,d7 (3.6)

die folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend:

()  FeDI'(QnHYQ)L G e RTENQ)
(i)  AeRION) , rotA=TG |

iii G.hya = (A\Tuh) . 1.

Q) A G = Ol g,

Die Losung E héngt stetig von den Daten (F,G,\,«) ab, d.h. es existiert eine von E,F,G,\, a unabhdngige
Konstante ¢ > 0, sodass die folgende Abschdtzung gilt:

HE”D(Maxg) s ¢ (”F L2971 (Q) + HG L29t(Q) + H)‘an(an) + ‘O‘|>
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Beweis:
Aufgrund von Bemerkung 3.11 (ii) bemerken wir zunéchst, dass fir 1 — N/2 < s < 0 die Dirichlet-Formen
H(R) eine Teilmenge des Dualraums L*%(2) von L*?(Q) sind, sodass in diesem Falle fiir h € H?(£2) mit

(whyo  und  HI(Q)

die L29(Q)-L*4(Q) Dualitiit (mit Antilinearitiit in der zweiten Komponente) und der Annihilator bzgl. dieser

Dualitét gemeint sind und im Falle s > 0 natiirlich das L*9(Q)-Skalarprodukt und die Orthogonalitit bzgl.
diesem.

Damit sind die Bezeichnungen und die Notwendigkeit der Bedingung (i) fiir die Losbarkeit des Problems (3.6)
klar. Die Notwendigkeit der Bedingung (ii) ergibt sich direkt aus Satz 3.7 (i). Bemerkung 3.11 (iv) liefert
Hat(Q) ¢ H29H1(Q). Folglich ist I',yh € H2:4(99) fiir h € HH1(Q) nach Satz 3.8 (ii). Approximieren wir h
in HY91(Q) durch eine Folge (hg)reny C HLLT(Q), so erhalten wir mit Bemerkung 3.9 (i) und der Stetigkeit
von I'),

(G h)yq = (wotE, h)g+ (B, divh)g = lim ((rotE, hia + (B, divhk>9)
——— k—o0
=0
- klggo@tE’F”hk)H*%vq(aQ) - <)"F"h>H*%~Q(aQ)
Dies zeigt die Notwendigkeit der Bedingung (iii). g

Um die Existenz einer L('jsung zu zeigen, machen wir den Ansatz

E:=FE+E mit =D eRI () Ne DI ()N HI(Q)Y und  E € D(Max9)

VOX

Dieser Ansatz fiihrt uns zu den folgenden Gleichungen fiir E:
rotE =G —rothl =G , diveE=F , ®(E)=o — . ®(E)=& fir [=1,...,d". (3.7

Analog zur obigen Rechnung fiihrt fiir alle i € HITL(Q) eine Approximation in H4+1(Q) durch eine Folge
(hi)ken C HLIHL(Q) wegen T E = X\ und Bedingung (iii) zu

VOX

(Giha = (G h)a = (otE h)o = (B,divh)o = (G h)a =\ Tah)y gm0 = 0
=0
Weiterhin berechnen wir mit Satz 3.7 (i) und Bedingung (ii) fiir die Daten G und A

G = I,G-TwgotE = I,G-rotl,E = I,G—1otA = 0

Unter Benutzung von Bemerkung 3.9 (iii) erhalten wir G € ¢RI+ (€2) N H7T1(Q)L. Nach PauLy [11, Satz 6.34]
ist die Abbildung

(RI () ne DY (@) @4D! , Sndl | —  (DI(Q) 1 KL QL) x (RIF(Q) 1 HHT(@)) x T
E — (diveE,rotE,5<I>1(E),...,5<I>dq(E))

ein topologischer Isomorphismus, d.h. wir erhalten ein eindeutiges E € (R, ()Ne~'DI_,(Q))dnDI_ @nAl_,,
welches die Gleichungen (3.7) 18st und stetig von den Daten (F G, &) abhingt. Diese Daten hingen wiederum
stetig von F, G, a, sowie von F und rotE ab. Da die letzten beiden genannten Daten nach Satz 3.7 stetig von
X abhiingen, ist F := F+ E € D(Max?) eine Losung des Maxwell-Problems (3.6), welche stetig von den Daten
(F,G, A\, @) abhéngt. O

Zum Beweis der Eindeutigkeit der Losung sei E Losung des Problems (3.6) zu Daten (0,0,0,0). Mit Hilfe
von Bemerkungen 3.11 (ii) und 3.21 folgt dann

E e HI(Q) N[ N(-2) = {0}
1=1
Wiederum ermdoglicht es die Stern-Dualitét, analog die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Losbarkeit des statischen Maxwell-Problems mit vorgegebener Normalspur aufzustellen. Dies wollen wir aber
nicht explizit tun. ]
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Bemerkung 3.24

Die Bedingungen des Satzes 3.23 an die Daten F, G und X lassen sich auch mit Hilfe der Rdiume ]%q(Q) und
B(Q) ausdricken: Bemerkung 3.13 (i) liefert, dass die Bedingung (i) des Satzes 3.23 auch in der Form

(i)  FeDI'(QnBriQ)t ,  GeoRIM(Q)

geschrieben werden kann. Ist ¢ # 0, so kann die Bedingung (iii) des Satzes 3.28 ersetzt werden durch die
dquivalente Bedingung

1
— 5,49
beBI1(Q) H™2'9(9Q)

Nach PICARD [16] kénnen die Elemente von Bt (Q) ndmlich so konstruiert werden, dass sie in C°7T1(()
und somit in HLITH(Q) liegen.

VOX

Bemerkung 3.25

Sind ¢ = 1 und @y := (e-,b)q mit BI(Q) = {b] : | = 1,...,d1}, so tritt die Ausnahmeform nAl_, in der
Darstellung von E nicht mehr auf, falls F =0 und o = 0 sind.

Dann verschwindet namlich auch &, denn nach Bemerkung 3.13 (iii) ist

eF € oDI ()N ]%q(Q)J‘ und somit D(E)=0 fir 1=1,...,d°

VOx

Nach PAULY [11, Satz 6.39] ist die Abbildung

(R, (@) Ne'DI () @ 9D, ) N " oDE(2) NBIQ) . —  (REFI(Q) N I+ ()
E

loc

— rotE

ein topologischer Isomorphismus. Also kann E offenbar keinen Anteil aus nAl_, enthalten.
Eine analoge Aussage kann fiir den dualen Fall getroffen werden.
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3.3 Losungstheorie fiir das dissipative statische Maxwell-Problem im Ganzraum

Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt, wollen wir fiir die Losung (E, H) des dissipativen statischen
Maxwell-Problems das elektrische Feld E auf Q7 und 24 bestimmen und dann zusammensetzen. Die statische
Losungstheorie fiir das Innengebiet €2; und das Aufiengebiet Q24 haben wir ja in den letzten zwei Abschnitten
bereitgestellt. Nun miissen wir noch herausfinden, wie wir diese Losungstheorien kombinieren kénnen, damit
eine zusammengesetzte Losung im richtigen Losungsraum liegt.

Als allgemeine Voraussetzungen gelten von nun an:
e Die Operatoren 7; und =, aus Abschnitt 3.1.1 seien der Tangential- und der Normalspuroperator fiir ;.
e Die Operatoren I'y und I';, aus Abschnitt 3.2.1 seien der Tangential- und der Normalspuroperator fiir €2 4.

Zuerst einmal miissen wir uns iiberlegen, wie die Hilbert—R&ume und Operatoren fiir 9Q; und 024 zusammen-
héngen. Dies tun wir in der folgenden

Bemerkung 3.26

Mengentheoretisch gilt 0Q; = 00 4. Als Untermannigfaltigkeiten des RN betrachtet gilt 0Q; = —0Q4, d.h. sie
sind dieselbe Mannigfaltigkeit, jedoch mit unterschiedlicher Orientierung (siehe z.B. Janich [6]). Dadurch kann
fiir jedes m > 0 ein Element von H™9(9Q;) auch als ein Element von H™9(0Q4) aufgefasst werden und
umgekehrt. Die Abbildung

~N . m,q _ m,q ~ . —m,q —m,q
I HO) H™4(0824) und ihre Konjugierte v H (024) — H ~ (9€2)
P — P %) — T

sind lineare Isometrien. Dabei ist 3’ definiert durch

/\ /\ (T, bya-maa0,) = (@, TV)H-ma00,4)

CEH-™a(9Q,)  peH™2(I0)

Die unterschiedliche Orientierung von 02y und 9Q 4 fihrt zu einem unterschiedlichen Vorzeichen bei der Volu-
menform, welche zur Definition des Hodgeschen Sternoperators fir eine Mannigfaltigkeit benutzt werden kann
[6, Sek. 12.3]. Dieses Vorzeichen ibertrigt sich dann auf den Hodgeschen Sternoperator, sodass

I®oq, = — ®Paq, J (3.8)
gilt. Fiir Elemente o € L>9(0Q4) € H-™9(Q4) und ¢ € H™9(dQ;) mit m > 0 gilt
7' )20y = (0 IVr2apa. = (0T H-ma@4) und somit ~ To=7T""p

Der Operator rot ist auf C°9(9€ ) unabhdingig von der Orientierung der Mannigfaltigkeit. Damit ist der Opera-
tor div auf C>1(0Qr) ebenfalls unabhingig von der Orientierung, da er mit Hilfe von rot und zwei Hodgeschen
Sternoperatoren gebildet wird. Deswegen gelten fiir alle 1 € H™T49(9Q ) mit m > 0

Jroty = rotJy und Jdivey = divIy
Dies impliziert fiir alle p € H™"™9(0Q4) mit m > 0
J'rote = rot¥ v und  JTdivp = divYe ,
denn es ist nach Definition fiir v € H™1471(9Q ) und o € H™™4(9Q 1) mit m > 0

<3’rot<p, ¢>H—m—1,q+1(391) = <I‘Otg{), jw>H—m—1,q+1(BQA) = - <<p, diVj¢>Hfm,q(aQA)
= — (@, Jdiv{)g-mapa,) = — (Te divip)yg-maon;)
= <I‘0tj/<p, ’lp>H—m71,q+1(391)

Durch eine analoge Rechnung lisst sich die zweite Gleichung zeigen. Im Folgenden wollen wir die Isometrien J
und 3" unterdricken und schreiben stattdessen fir o € H™9(9Q) und ® € H™9(0Q4) mit m € R

_ ) Jp =2 , falls m >0
A { o =T7® | falls m<0
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Um uns bei der Losungstheorie ein wenig Schreibarbeit zu ersparen, fiihren wir noch eine kiirzere Schreibweise
fiir die Einschrankung auf Q; bzw. 24 ein:

Definition 3.27
Fiir & ¢ LIQO’Z definieren wir

D= Bl €L>(Q)  und  Bai= Dy, € LyI(Qa)

loc
Nun koénnen wir Ubergangsbedingungen fiir die Tangential- und Normalspuren an 9€2; und 9Q4 aufstellen.

Lemma 3.28

(i) A P =Ty®4 und v, @r=-T,P4 ,
deCy?
(ii) A PeRL., & @,eRIQ) A Pye Rﬁ)c(ﬁA) AN 7P =TyDy ,
eeLy!
(iii) /\ (0N D;Zoc s Py e Dq(Q]) AN Dy e D?oc(ﬁA) AN WPr=-T1,04
pelld

loc

Die Gleichungen in (i), (ii) und (i1i) sind im Sinne von Bemerkung 3.26 zu verstehen.

Beweis:
Zu (i): Durch die Mengengleichheit 9Q; = 9 4 nach Bemerkung 3.26 sind die Inklusionsabbildungen
ty 2 0Qr — RN¥ und 1y : 004 — RY identisch und fiir ® € C;°7 gilt nach Sétzen 3.1 (iii) und 3.7 (iii)

Ju®; = T3 = S& = TIdy
Dies impliziert zusétzlich wegen Gleichung (3.8) fiir ® € Cg™? unter Benutzung der Sétze 3.2 (iii) und 3.8 (iii)
Tm® = (—DNO DIy, gy @ = —(—DNO D @yg, sy @ = —T,04
Damit ist die Aussage bewiesen. |

Zu (ii): Sei ® € R{ . Dann ist folglich auch ®; € R%(;) und ®4 € R _(Q4). Es liegt C;™? C Rl _ dicht.

loc* loc
Approximieren wir ® in R . durch eine Folge (®)ren C Cg™'?, so folgen die Konvergenzen

k k
Opp———®;  und Py — s By
Ra(Qr) R (Ra4)

Mit (i) und der Stetigkeit von +; und T'; nach Sétzen 3.1 und 3.7 und Bemerkung 3.26 erhalten wir

p®p X Dy = T4 ——2 5 3Ty®,s  und somit v ®; =Dy
R(ON) RI(OQ)

Sei andererseits ® € L7 mit ®; € R%(Qr), @4 € R _(Q24) und v,®; = I'y® 4. Dann gilt fiir alle ¥ € Cgo’qH

loc loc
<®,le\I/> = <q)],diV\I/]>QI + <(I>A,diV\IJA>QA
rot®r, U)o, + (ve®@r, v Y1)

1
H™2'9(09;)

I'Ot(I)A, \IIA>QA + <Ft(bA7 Fn\I]A>H7%AI(SQA)

+ 'Yt(I)I,'Yn\IJI>H—%,q(BQI) - <Ft(I)A7'Yn\I/I>
= — I"Ot(I)[,\I/[>QI — <I‘th)A,\I/A>QA

(
(
= <I‘Ot(I)[,\I’[>QI — <r0t@A,\I/A>QA
( 1
H™2%(09Q4)
(

Hierbei haben wir die Bemerkungen 3.3 (i) und 3.9 (i), sowie Teil (i) dieses Lemmas benutzt. Damit ist ® € R

mit (rot®); = rot®; und (rot®)4 = rotP 4. O

Zu (iii): Diese zu (ii) duale Aussage kann ganz analog wie (ii) bewiesen werden. [ ]

Als Néichstes stellen wir noch einen Zusammenhang zwischen dem Raum der Neumann-Formen vom Rang ¢
auf Q7 und dem Raum der Dirichlet—Formen vom Rang ¢ + 1 auf 24 her. Wir konnen zeigen, dass sie dieselbe
Dimension besitzen. Dies wird uns bei der Losungstheorie helfen, um das elektrische Feld E; so zu konstruieren,
dass die Tangentialspur stetig in die von Ey4 iibergeht, sodass wir nach Lemma 3.28 (ii) ein elektrisches Feld
E € Rl _ erhalten.

loc
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Lemma 3.29
Sei v e VE°(Q). Dann gilt

7 = dimHU(Q) = dim,HUQ) = dimHT(Q) = diT

Ist {hj : j = 1,...,d%} eine Basis von ,JH4(Q) und {h; : i = 1,...,d%""} eine Basis von HIT1(Q4), sowie
{bizi=1,...,d5"} = BITY(Qy), so sind die folgenden Matrizen regulir:

A = (aij)i7j:1’..',d?4+l mit a;; = <’yt(l/i~1j), F”hi>H‘%’q(aﬂA) ,
A = (dij)i,jzl,...,d?j—l mat dlj = <Pyt(yhj)’Fnbi>H7%’q(8QA)
Beweis:
Die erste Gleichheit entnehmen wir Bemerkung 3.5. Sei nun {h; : i = 1,...,d%""} eine Basis von 39+ (Q,).
Damit definieren wir die Abbildung
X o LHUQ) — cas . B -
i‘l NN (al’ o adz+1) mit Ak = <’Yt(Vh)7 Fnhk>H*%,LI(8QA)

Sei h € ,H?(€2;) mit Xk = 0. Nach Satz 3.23 (mit s = 1 und € = Id) gibt es ein E € RY(Q24) N DY(Q4) mit
rotE=0 , divE=0 , T\E=~(vh)

Bedingung (i) des Satzes ist trivialerweise erfiillt. Bedingung (ii) ist ebenfalls erfiillt, da nach Satz 3.1 (i) die
Gleichung  roty:(vh) = yrotvh =0 gilt. Bedingung (iii) ist durch Xh = 0 erfiillt. Setzen wir nun

. vh in Q
® T { E in QA ’
so gilt nach Lemma 3.28 (ii) ® € oRY. Ist ¢ = 0, so ist ® € oR® = {0} (siehe [23, The. 4 (iv)]). Ist ¢ # 0, so
existiert nach WECK und WITSCH (siehe [23, The. 5]) ein ¥ € R?" NoD?," mit & = rotW. Schlieklich erhalten
wir wegen he VJ:Cq(QI)

<Z/B, il>QI = <I‘Ot\1’[, h>QI = 0 ,
was uns zu h = 0 bringt. Folglich ist X injektiv und
d? = dim,H9(Q;) = dimBild(X)+dimKer(X) = dimBild(X) < d%"
In cinem ganz analogen Beweis wollen wir nun d%™" < d¢ zeigen. Sei also {h; : j = 1,...,d?} eine Basis von

H4(Q;). Damit definieren wir die Abbildung

Y o HITH Q) — cd

h e (dhahy) Wit ah = (h Tah)y

i"‘(E)QA)

Sei h € HI*L(Qy4) mit Yh = 0. Fiir ¢ = N ist HY+1(Q4) = {0} und es ist nichts zu zeigen. Fiir ¢ # N gibt es
nach Satz 3.6 (mit v = 1Id) ein H € D91 (Q;) N RITH(Q;) mit
divH =0 , rotH =0 , Yo H = =T, h

Bedingung (i) des Satzes ist wieder trivialerweise erfiillt. Bedingung (ii) ist ebenfalls erfiillt, da nach Satz 3.8
(i) die Gleichung div(-I'y,h) =T,divh =0 gilt. Bedingung (iii) ist durch Yh = 0 erfiillt. Setzen wir nun

L H in Q]
¢ o= {h in Q4 ’

so gilt nach Lemma 3.28 (iii) ® € (DYT!. Ist ¢ = N — 1, so ist ® € (DY = {0} (siehe [23, The. 4 (iv)]). Ist
q ¢ {N —1,N}, so existiert nach WECK und WITSCH (siehe [23, The. 7]) ein ¥ € D7%* N oR%"? mit & = divW,
Schlieflich erhalten wir wegen h € HIT1(Qy)

(h,h)a, = (divla,h)q, = 0 ,

was uns zu h = 0 bringt. Also ist auch Y injektiv. Damit ist die Gleichheit d?:l = dg gezeigt. Die Abbildungen
X und Y sind somit bijektiv. Aus der Bijektivitit von X folgt unmittelbar die Regularitéit der Matrix A. Die
Regularitét der Matrix A erhélt man in einem analogen Beweis unter Beriicksichtigung von Bemerkung 3.24. B

Jetzt sind alle Vorbereitungen getroffen, um die Losungstheorie fiir das statische dissipative Maxwell-Problem
anzugehen. Dieses Problem definieren wir wie folgt:
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Definition 3.30
Wir sagen, (E, H) ldst das ,statische dissipative Mazwell-Problem® Max(o, A, 0, f, F, G, g,a) zu Daten

(f,F,G,g,a) € LA () x LT x L2IH 5 1202 5 ¢ i ,

loc loc

falls

loc

(B,H) € (129 g NRE) x (L2750 np 'R ADEEY)  wnd Baee DL Q)

sowie die Gleichungen

o

L] rotF = G s dch‘:EA = f s <€EA,b;1>QA = fﬂT‘ = 1, .. ,qu s

. rotpH =g s divH +cE =F
erfillt sind. Hierbei sei {bj : 1 =1,...,d%} =BI(Q,).

Definition 3.31
Wir definieren die Datenrdume

F(Q4) := DL _(Q4) N féqu)L und  Fl:= {0 Lyl 4 € FUQa)}

loc

Damit kommen wir zum Hauptsatz dieses Abschnitts:

Satz 3.32
Sei 7> N/2 — 1. Dann existiert zu allen

(f,F,G,g,q) € (L“—1 (Q4) qu—l(QA)) X (Lqu g mf-q) X ORI X oRIT  x C%h

N
>1-5 >1—

genau eine Losung des Problems Max(o, A, 0, f, F,G,g,«) und diese hingt stetig von den Daten ab. Mit

. 2,9 T q+1 q q+1
oo+ (L2 nF7) xRS, — R, xDI"y
(F,Q) — (E,H) Lésung zu Max(o, A, 0,0, F,G,0,0)

bezeichnen wir den Losungsoperator zum statischen dissipativen Mazwell-Problem Max(co, A, 0,0, F, G, 0,0).

Beweis:
Zur Existenz der Losung sei 1 — N/2 < s < N — 1 mit s ¢ I und

(f,F,G,g) € (L2771 (Qa) N FI7H(Q4)) x (L2790 F7) x R x (RIT2 x C4

Mit solch einem s ist 7 > max{0, s — N/2, —s}. Wir zerlegen F; in L>%(Q;) orthogonal in

Fr = F+F} € o(totR1(Q)) By-1 0DI(Qy)
Definieren wir damit
F} in Q F?2 in Q o lF} in Q
1._ I I 2 . I I 1._ 1 I
F { 0 in QA ’ F { FA in QA ’ B { 0 in QA ’

so ist wegen E} € rotlo{qfl(QI) C 0101‘1(91) nach Bemerkung 3.3 (iii) und Lemma 3.28 (ii) E' € ¢RY,, und
(E*,0) lost Max(o, A,0,0,F* 0,0,0)

Nach Satz 3.6 mit v := o~ und ,®; := (v-, hy)q,, wobei {h; : | = 1,...,d%} eine Orthonormalbasis von , 3(9(Q;)
bzgl. (v-,-)q, ist, existiert ein eindeutiges h € DI(Qr) N cRI(Qr) mit

divh =0 , rotvh=G; , Yuh=F}+T,Fa , (Whh)o, =0 fir 1=1,...,d

denn die Bedingungen (i), (ii) und (iii) aus Satz 3.6 sind erfiillt: wegen G € (RZ*! gibt es nach WECK und
WITSCH (siehe [23, The. 5]) ein ¥ € R? | mit rot¥ = G, wobei § < s und § < 1+ N/2 sei. Damit ist

Gr=rot¥; € 0Rq+1(Q]) N g‘:fq—i_l(Q])L
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Nach Satz 3.2 (i) und nach Satz 3.8 (i) gilt
Y FF +T,Fa €D Q)  und  div(y FF +T,Fa) = —7,divFf —T,divFa = 0
Desweiteren erhalten wir fiir & € 39~ *(€2;) nach Bemerkung 3.3 (ii)

(¥ FE, yeh) (divF?, h)a, + (Fr,rothyo, = 0

H™ 2971 (80;)

Aufgrund von Fa € F9(24) gibt es nach Bemerkung 3.13 (iii) und PAuLy [11, Kor. 6.27] ein ¥’ € D411 (Q4)
mit divl’ = F4, wobei § < s und § < N/2 sei. Deshalb gilt auch

<FnFA77th>H’%’q’1(OQI) = <F"div‘lﬂ’7th>H*%*q’1(E)QI) <_diVFn\I’I,'yth>Hf%1qfl(891)

= ([, ¥ roty:h)

|
o

(T, ', ysroth)

_1 _1
H 2"’(891) H 274(891)

Setzen wir e := vh, so ist e € vD?(Q7) N RI(§2;) Losung des Problems
divee=0 , rote=G; , nloe) =1, Ff +T,Fa , (e,ﬁl)gl =0 fir = 1,...,53

Lemma 3.29 liefert af? = d?4+1 =: K und fiir eine Basis {h; : i = 1,..., K} von H9"1(Q,) die Regularitit der
Matrix

A = (aij)l—d:l 77777 K mit aij = <7t(l/h’j)7Fnhi>H7%’q(BQA)

Wir definieren uns die Vektoren

veCK mit v :=(Ga,hi)a, — (yee;Dnhi) 1 fir i=1,...K und wu:=A"'veCK

(0924)
K -

E?:=e+ Y ujvh; € vDY(Q;) NRY() ist eindeutige Losung des Problems
j=1

divoE? =0 , rotE?=Gr , Yu(0E}) =y F?+T,Fa , (B} h)g, =w fir 1=1,...,d

Nach Satz 3.23 mit .®; := (e-,b])q, gibt es ein E4 € (RI_;(Q)Ne™'DI_(Q)) ®nDI_, ®nAl_; mit

o

rotEga=Ga , diveEa=f , TWExa=wE} , (eEa,blo, =q; fir 1=1,...,d% ,

denn die Bedingungen (i), (ii) und (iii) des Satzes 3.23 sind erfiillt: Mit Bemerkung 3.24 ist Bedingung (i) erfiillt:

feLl? Q) N FI Q) = DI Q)N f%q*l(QA)l und G € oRITH Q)
Auferdem ist wegen Satz 3.1 (i), Satz 3.7 (i) und Lemma 3.28 (ii)
1 E? € RY(0Q4) und rot,E? = G = TiGa
Die Bedingung (iii) des Satzes 3.23 haben wir mit Au = v erzwungen. Setzen wir

E? in Q
2 I I
E T { EA in QA ’

so ist wegen I'yE4 = v, E? nach Lemma 3.28 (ii) mit Bemerkung 3.21 E? € R! y und B4 € 5_1Di_ﬂ(QA)
2 2
mit

rotE*> =G, diveBEa=f , (eEablo,=a fir 1=1,...,d%
Nun fehlt uns noch H. Es gilt nach Konstruktion
Yo(F} —0FE?) = -T,Fa , F;—oE?coDUQ;) , Fa€oD{(Q)

also nach Lemma 3.28 (iii) F? — 0 E? € ¢(D? und g € ¢R¢"2. Nach PAuLy [11, Satz 6.36] (fiir Q = RY) ist die
Abbildung
(bR NDI) @RI @nAll] — oD x oRET
H — (divH,rotpH)
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ein topologischer Isomorphismus, also existiert genau ein H € (u‘lRZﬂ N Dgﬂ) &) mRZﬂ @ nﬂgi mit
divH = F? — o E? und rotuH =g

Unter Zuhilfenahme von Bemerkung 3.21 sehen wir H € ,u_quj_l% n D‘:r_l N Folglich gilt

(E,H) := (E',0) + (E*, H) lsst Max(o,A,0, f,F,G, g,a)

Die stetige Abhéingigkeit der Losung (FE, H) von den Daten (f, F, G, g,«) folgt aus der stetigen Abhingigkeit
der Losungen aus Satz 3.6, Satz 3.23 und PAuULY [11, Satz 6.36] von deren Daten, welche wiederum stetig von
(f, F,G,g,a) abhingen. a

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei nun (F, H) Losung des Problems Max(o, A,0,0,0,0,0,0). Dann gilt nach
Lemma 3.28 (iii) wegen o £ = —divH € (D{

loc

diveE; =0 , rotE;=0 ,  y.(cE;)=0 —  Ereuv, ()

mit v := 0. Da E4 nach Lemma 3.28 (ii) das Problem

rotE4 =0 , diveE4 =0 , IiEx =vEr , (eEa, b}, =0 fir 1=1,...,d%
16st, muss nach Satz 3.23 fiir alle h € HITH(Q4)

(vEr,Tnh) =0

H™29(004)

gelten. Aus Lemma 3.29 kénnen wir dann wegen E; € v, H9(Q;) folgern, dass E; = 0 sein muss. Damit muss
auch F4 = 0 sein, und schlieflich muss dann auch H = 0 sein. |

Bemerkung 3.33

Wie schon in Bemerkung 3.25 erwihnt, tritt im Falle ¢ = 1 die Ausnahmeform nA?_, in der Darstellung von
E nicht mehr auf, falls f =0 und a = 0 sind.

Im Falle ¢ = N — 2 tritt die Ausnahmeform nﬂzﬂ in der Darstellung von H nicht mehr auf, falls g = 0 ist,
denn nach PAULY [11, Satz 6.39] (fiir @ = RY ) ist die Abbildung

loc

H —  divH

(" RELADEY) @RI npoRES — oDy

ein topologischer Isomorphismus.
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3.4 TIteration des statischen Losungsoperators

Unser Ziel ist es, eine Niederfrequenzasymptotik fiir den zeitharmonischen Lésungsoperator L, zu entwickeln.
Aufgrund des engen Zusammenhangs zwischen den dissipativen und den nicht—dissipativen Maxwell-Gleichungen
werden wir analog zu PAULY in [11] vorgehen. Die Differentialgleichung ist dergestalt, dass sie den Ansatz einer
Neumannschen Reihe wie bei WECK und WITSCH in [22] und [24], sowie bei PAULY in [11], des statischen
Losungsoperators ,L := A, Ly nahelegt. Dazu miissen wir aber in der Lage sein, den Operator ,£ mehrfach zu
iterieren. Im vorigen Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass das einmalige Anwenden des Losungsoperators
schon dazu fiihren kann, dass die Losung (E, H) Turmformenanteile nullter Stufe enthalten kann, welche fiir
grofie s (Integrierbarkeit der Daten) mit schlechterem Gewicht integrierbar sind als mit s — 1. Um auf (¢ E, pH)
erneut den Losungsoperator anwenden zu konnen, miissen wir also den Losungsoperator auf Datenrdume ver-
allgemeinern, die Turmformen enthalten diirfen. Wir werden im Verlauf sehen, dass beim weiteren Losen die
Hohe der Turmformen weiter wéchst.

Damit wir das Auftreten der Ausnahmeformen 7.4}, baw. nAY 7! ausschliefen kénnen, miissen wir in der
weiteren Betrachtung den Rang der Formen beschrénken auf

1<g¢g<N-2

Definition 3.34
Wir wollen zundchst einige Schreibweisen bereitstellen, um die auftretenden Turmformenanteile kompakter
schreiben zu kénnen. Die beiden Indexmengen

Q>
Il

{(k,B,m,0): (k,8) ENZ A me{l,... . u%} A be{+,—})
(L, 0) s (Ly) €NZ A me{L,...,u2 Y A 9e{+,-}}

Q)
li

definieren die Gesamtmenge aller Indizes der Divergenz— bzw. Rotations—Tirme. Fir s € R und K,L € Ny
seien

S

i

(e
Q

o« I

Jk::{(k,ﬁ,m,—)eﬁ:n_Dq:’;&‘Lg’q} = {(k,8,m,~) €J:B<s+k—N/2} , I=K.

=
Il
=]

Il
C =

Jo:={(ym =) €d:n RN ¢ L2} = {(Lyn, ) €d:y <s+1-N/2} . 35-:

I
o

die speziellen Indexteilmengen, fir die die entsprechenden Turmformen eine bestimmte Hohe haben und nicht mait
dem Gewicht s integrierbar sind (siehe hierzu Bemerkung 3.19). Die Gesamtheit aller Indizes einer bestimmten
Héhe bzw. bis zu einer bestimmten Hdéhe ist definiert durch

K
e O U L
seR =0
L
i.=a , ==
sER =0

Mit Hilfe der Indexmengen beschreiben wir nun Turmformen und deren Rdume in der Form

D} ='Di"  fir I=(k,B,m,0)€d , nDYJ) :=Lin{yDf:1€I}  fir I (endlich) CJ |,

RYTL="RITLL fir  J=(1,7,n,9) €d , nRTY(F):=Lin {nRY 1T €3} fir I (endlich) C ]

Durch den Vergleich mit den Definitionen 3.18 und 3.20 ergibt sich

nDI(I%)  =nD? . nDUIEK) =y DPEE :
NIRRT =nRIT . gRIF(GEE) = RITSD

Den Homogenititsgrad eines Index und den mazimalen Homogenititsgrad einer Indexmenge definieren wir als

hy =% fir I=(kB,m0)eiug hy :=max b fir 7cIud ,  hy:=-o0
€
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Wenn wir die statische Lisungstheorie auf Daten mit Turmformenanteilen verallgemeinern wollen, ist es sinn-
voll, eine Schreibweise fir den Index zu finden, der aus dem einmaligen (bzw. im Hinblick auf die Iteration des
statischen Losungsoperators j—maligen) Erhohen der Hohe eines Index hervorgeht:

k+1,8,m,0)ed fir I=
l—&—l,%n,ﬁ‘)ej fiir

I+ 37,7,n,9) fiir

k,Bom,0)€d ,  Jp:={Iy:1€I}Cd fir ICI
Ly,n,9)€d . p={Jy:Jed} I fir 3C§

k,B,m,0)€d I :={l;:1€7} fir 3¢,
l,%n,ﬁ)eg , d; ::{Jj:JEH} fr Jcd

I
|
—~ e~ =~

I, I
Ji: J
1; 1
J J

(
(
(
(

Dann gilt fir die um j ,Stockwerke® erhéhten Indizes

Ijeg , JjCj , Jjej , Hjcﬁ fiir ungerades j ,

ILield , 3, , Jjed , Hjcﬁ fiir gerades j
Zuguterletzt wollen wir noch die Datenraume auf Turmformen verallgemeinern. Dazu seien

F1(9) (L29@nD1J) n F9 fir 9 (endlich) cJ
GIt(g) = (L2 @qnRatY(@)) NoRE  fir J (endlich) C

loc

Mit diesen Schreibweisen konnen wir nun definieren, was wir unter einer Losung des statischen dissipativen
Maxwell-Problems verstehen, wenn die Daten (F, G) Turmformenanteile besitzen.

Definition 3.35 . X
Seien s € (1 — N/2,00)\I und O # I (endlich) C I und 0 #J (endlich) C J mit

’r]Dq(j) n L?’q = {O} und an"Fl(g) N L§1q+1 _ {O}

Desweiteren sei 7 > max{0,s — N/2,5s + N/2 + hy,s + N/2+4 hy} und 7 > —s.
Wir sagen, (E, H) lost das ,verallgemeinerte statische dissipative Mazwell-Problem® Max(o, A, 0,0, F,G,0,0)
zu Daten

(F.G) e FD) x GIT(@)
falls

E e (Rl onDI(90_)enD'@y))ne ' F , H e ((w 'RIINDIT)enRT (@2 )enR (91))nu oREE

loc

sowie die Gleichungen
rotkF =G und divH +cFE =F

erfullt sind.

Satz 3.36 . R
Seien s € (1 — N/2,00)\I und @ # 7 (endlich) C I und O # J (endlich) C J mit

an(j) N Lg’q = {O} und nquJrl(g) N Lg;qul _ {0}

Desweiteren sei T > max{0,s — N/2,5 + N/2+ hy,s + N/2+ hy} und 7 > —s.
Dann ist das verallgemeinerte statische dissipative Mazwell-Problem Max(o, A, 0,0, F,G,0,0) zu Daten

(F,G) € Fi(9) x GIT(9)
stets eindeutig ldsbar.
Fiir t; < min{N/2,-1 - N/2 — hy} und t; < s —1, sowie tz < min{N/2, -1 — N/2 — hy} und ty < s— 1 liegt

die Losung (E, H) in Lfl"q X Lf;qﬂ und der hierdurch definierte Losungsoperator ist stetig.

Bemerkung 3.37
Ist (F,G) von der Gestalt

F:FS—&—prnD? und G:Gs+zgj'77R3+l
Ied Jed
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mit F,elL>® |, f,€C , Gyel>! g;€C , sohat (E,H) die Form
E=FE.1+Ep +Y gr-nDy  und H=H,y+Hyp +> f-nRi"
Jed Ied
mit E,1€RI, , Ep €nDI0,) , Heiep 'RITNDIYT | Hp  enRiti(g0 )

Desweiteren hat dann (eE, uH) die Form

eE=E;_ |+ Ep +ZgJ'an1]+ und  pH=H + Hyp —l—prnR?jl
Jeg Ies
mit B, =¢B1+éBp  +Y gs-énDY und  HY | =pHo o+ pHp +Y fr-fmRIT da
Jed I1eJ
die Voraussetzungen an die Abklingrate T dafiir sorgen, dass diese Terme mit dem Gewicht s — 1 integrierbar
sind.
Beweis:

Sei (F,G) von der Gestalt

F=F,+)Y fr-nD}

. G=G,+> g; nRy!

Ied Jed
mit Fy € Li’q , freC , Gse€ Li’q“ , grecC Dann machen wir den Ansatz
E:=FE+)» g; 0D}, H:=H+Y f-gRi"

Jed

Dies fiihrt uns zu den Gleichungen

I1e7J

° rotE' = G- Z gJ -rot(nD‘L) = G- Z g C’r()ng+ = q ,
Jeg Jegd
. diveE)y, = - Z gJ- div(EnD?Lr) = - Z g - (Cdiv,,,DLq]+ + div(énD?Lr)) = f
JeJ Jed
° divH' +¢E' = F— Zf; . div(nR?jl) = F;— Zfz . Cdiv,njol = fo ,
Ieg Ieg
hd I“Ot/j,H/ = - Z fr- rOt(ﬂnR?jl) = - Z fr- rot,n 1 + rOt(ﬂnR?jl)) = g2

Ied

1€l

Da Ciot,y und Cliv,, kompakten Trager haben, gilt offensichtlich

g1 € oRIT! und  fo € L2IN F4 ,

und wegen Generalvoraussetzung (5), sowie den Voraussetzungen dieses Satzes an die Abklingrate 7 ergibt sich

RQ+2

<N 4 CLi’q_l(QA)ﬂ]:q_l(QA) ,

fie L2,q—1

<—%—h3+T(QA) n fq_l(QA)

g2 €o - 0R§+2 und

denn 7 > max{s + N/2 + hy,s + N/2 + hy}. Desweiteren sind Terme, die den Faktor 7 enthalten, nach Gene-

ralvoraussetzung (3) orthogonal zu B%(Q4), was zur Bedingung eE’; € B4(Q4)" fiihrt. Nach Satz 3.32 gibt es
ein eindeutiges

(" H') € (R, &nDLy @nAL ) x (0" 'R NDIT) & nRETT @ nAll)
welches das Problem Max(o, A, 0, f1, f2, g1, 92,0) 16st und stetig von den Daten fi, f2, g1 und g, abhéngt. Wie
schon in Definition 3.34 erwdhnt, gilt

nDI_ =nDYI)_)  und R =pRTTNI_))
Damit sind (E, H) als Losung der Gleichungen von Max(o, A, 0,0, F,G,0,0) gefunden, und abgesehen von den

Anteilen der Ausnahmeformen liegen sie auch im richtigen Losungsraum. Desweiteren héngen sie stetig von den
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Daten F und G ab. Die Eindeutigkeit der Losung ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Losung aus Satz 3.32.

Also miissen wir nur noch zeigen, dass E keinen Anteil aus 74% |, und H keinen Anteil aus A"} enthélt.
Dazu setzen wir

Ei= Ba— Tk € (R (Q4) N7 DI () @ nDI00,) @ ALy @ nD(34)) N F1(Q)
Nach Konstruktion gilt

rotE = G — rotlyy By € (L277H(Q4) @ nRIT(9)) N Oﬁq“(m) NBIH Q)+

loc

Wie in PAULY [11, Lemmata 6.43 u. 6.55] gezeigt, kann dann das Auftreten der Ausnahmeform in E ausge-
schlossen werden, und somit auch in E, denn I';y; E; hat kompakten Triager. Mit PAULY [11, Lemmata 6.41 u.
6.53| kann analog das Auftreten der Ausnahmeform in H ausgeschlossen werden, denn

divH = —oE + F € (L?? & nD(J)) N (D]

loc

Insgesamt ist also (E, H) die eindeutige Losung von Max(c, A, 0,0, F, G, 0,0). [ ]

Verfolgen wir noch einmal die Konstruktion der Losung (F, H) zu den Daten (F, G), so ergibt sich direkt der
folgende

Satz 3.38
Die durch Satz 3.36 definierten Lisungsoperatoren

oLo : FIO) x GITY(F) — e 'FI (90, Ud4) x p ' GIE(30_ uTy)
(F.G) — (E, H)

und
oL i FIUINxGIHY(F) — FI_(99_,0dy) x GIEI(39_,uTy)
(F.G) — (eE, uH)

sind stetig.

Nun haben wir den Loésungsoperator , £ in einer Weise definiert, in der wir ihn iterieren kdnnen. Die Gestalt der
iterierten Losungen in Abhéngigkeit von den Daten (F,G) hingt davon ab, ob eine gerade oder eine ungerade
Iterationsstufe vorliegt. Dies liegt daran, dass der Maxwell-Operator eine ,Nebendiagonalgestalt* besitzt. Wir
miissen also die Félle von gerader und ungerader Iterationsstufe unterscheiden.

Satz 3.39 o
Seien j €N | s € (j — N/2,00)\Il und J x J eine endliche Teilmenge von I x J mit

an(j) N Lg’q = {0} und nquJrl(g) N L§7q+1 _ {0}

Auflerdem gelte 7 > max{0,s — N/2} und 7>j—1—s , sowie
T>s+N/24+hy , fallsT#0) und T>s+N/2+hy , fallsg#0
Dann st

Fg_j(i]sg_j;l Ud;) x Ggf;(ﬁ?ﬁ;l udj) , falls j ungerade

L0 Fi(I) x GITLY(]) — ‘ }
FI_(0377009;) x GIT (3371 Ud;) , falls j gerade
wohldefiniert und ein stetiger linearer Operator mit Wertebereich in Lf’q X Lf’qﬂ fiir

t<s—j und t<N/2—j+1 , sowie t < —j—N/2—max{hg, hy} , falls TUJ#0

Bemerkung 3.40
Aus Bemerkung 3.37 kann man sehr leicht ablesen, wie sich die Turmformkomponenten beim Iterieren rekursiv
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sweitervererben®. Sei (F, G) von der Gestalt aus Bemerkung 3.37. Dann gilt

ALF.G) = (B g Hyy) + (Y er-nDf. Y nyonRy

1€95971 JeaTiT!
(Z gJ - nD%j,ZfI . nRZH) , falls j ungerade
Jed Ied
+
1 )
(fo : ﬂDiang : nRZj ) , falls j gerade
I1ed Jed
und
ANEG) = By Floga) (3 Dl 3 aonk)
1€957, JeIT
1 .
(Z fr-nD7 |, > e nR%jﬂ) , falls j ungerade
Ied Jeg
+
(Z gJ- UDqJHl ; Z fr- nRi—:ll) , falls j gerade
Jed Ied
mit  (Es—;,Hs—j) € Lifj X Lifj'l und (Es_j_l,ﬁs_j_l) IS Lifj_l X Lifj_ll . Die Koeffizienten vor
den Turmformkomponenten geniigen dann den Gleichungen
er :flj+ fir Ief]séjj—l und hJ:éJ+ fiir JGHSS,jj_l

Bemerkung 3.41

Die Definitionen, Lemmata und Sdtze fir die statische Lisungstheorie kénnen auch fiir —o anstelle von o
durchgefiihrt werden. Dies hat keine Verinderung der Riume zur Folge, lediglich der statische Lisungsoperator
muss anders bezeichnet werden. Alle Ergebnisse dieses Kapitels bleiben auch fiir —o anstelle von o richtig. Wir

bezeichnen im Folgenden den statischen Lésungsoperator fir das Problem Max(—o, A, 0, f, F,G, g,a) mit _,Lg
bzw. _,L.

52



4 Niederfrequenzasymptotik

In diesem Kapitel stellen wir das Hauptergebnis dieser Arbeit vor. Wir sind hier in der Lage, Aussagen iiber
das Verhalten von Losungen des dissipativen Maxwell-Problems fiir Frequenzen w nahe bei Null zu machen.
Zuerst werden wir zeigen konnen, dass Null kein Haufungspunkt von ,P ist, sowie fiir gewisse Daten (F, G) die
Konvergenz von L, (F,G) gegen ,Lo(F,G) fir w — 0 nachweisen, jedoch ohne Angabe einer Konvergenzord-
nung. Wir halten uns dabei sehr nah an PAULY [11, Kap. 7], welcher analoge Ergebnisse fiir das nicht—dissipative
Problem erhélt. PICARD kommt fiir die klassischen Maxwell-Gleichungen in [15] zu entsprechenden Ergebnissen
fiir Daten, die stdrkeren Voraussetzungen geniigen.

Danach werden wir fiir einen speziellen Datenraum und Frequenzen w nahe bei Null mit Hilfe der verallge-
meinerten Neumannschen Reihe eine Potenzreihenentwicklung der Losung des dissipativen Maxwell-Problems
in Potenzen von w anstreben. Hierbei ist wichtig zu beachten, dass genau wie bei PAULY die Potenzreihenent-
wicklung nur bis zu einer gewissen Ordnung durchgefiihrt werden kann, welche wiederum von der Giite der
Daten (F, G) abhéngt. Wie schon WECK und WITSCH in [22] und [24] bezeichnen wir den Datenraum, auf dem
die Potenzreihenentwicklung fiir die Losung méglich ist, als ,Raum der reguldren Konvergenz* mit mehreren,
ineinandergeschachtelten Unterrdumen, den sogenannten ,Rdumen der reguldren Konvergenz j—ter Stufe , auf
welchen die Entwicklung bis zur j—ten Stufe moglich ist.

Abschliefend werden wir im Falle von Medien, die nahe bei Unendlich homogen sind, Korrekturoperatoren
definieren konnen, welche uns die Potenzreihenentwicklung bis zu einer gewissen Ordnung auf dem Raum der
reguldren Konvergenz nullter Stufe erlauben.

Als Generalvoraussetzungen wollen wir in diesem Kapitel festhalten:

(1) Die Raumdimension N > 3 sei ungerade und der Rang der Differentialformen sei ¢ € {1,..., N — 2}.

(2) Q7 C RY sei ein Innengebiet der Klasse C3. Dann ist Q4 :=RY \Q; ein Aufengebiet mit C3-Rand.

(3) Der Radius rg sei so grofs, dass €y C U(rp) und fiir alle ¢ die Tréger der Formen aus B?(24) und B?(Q24)
(letztere nur im Falle ¢ # 1) in U(rg) liegen.

(4) Die Radien 71, 2 in der Definition (1.17) der Ausschneidefunktion 7 setzen wir durch die Formel
rp = 2" - 1o fiir n € Ny fest.

(5) Die Transformationen (e, ) = Id + (£, 1) € V2? x V10 mit 7 > (N +1)/2 seien einmal stetig differen-
zierbar mit
Oné Ot =0(r"T) fir r— 00 und n=1,...,N

(6) Die Transformation o erfiille o € V&°(€;) und supp(c) N Q4 = 0.

4.1 Einfache Niederfrequenzasymptotik

Definition 4.1
Fiir r € Ry definieren wir die Menge

C_,={z€C_:|z|<r}

Wir schétzen zunéchst die Losung iiber die Daten, deren Divergenz bzw. Rotation, sowie iiber die Losung auf
einem Kompaktum ab.

Lemma 4.2
Seien @ >0, s € (1/2,N/2) und t := s — (N + 1)/2. Dann gibt es Konstanten c,0 > 0 , mit denen fir alle
w € C_\{0} , fiir alle

(F,G) € (L29NDI(A(r))) x (L2 NnRIT (A(ro)))

und alle Losungen (E, H) von Max(o, A,w, F,G) die folgende Abschitzung richtig ist:

I(E, H)HRng‘g“ < e (H(Fv G)HLg + H(E’H)HLQ(U(Q)) +lw| ™t [[(divE, rOtG)”Lg(A(rO)))
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Bemerkung 4.3

Dieses Lemma ist fir alle g € {0, ..., N} richtig.

Beweis:

Sei zunichst w € C_ 5 \R. Weiterhin seien (F, G) € (L9 N DI(A(ro))) x (L2 N RIT (A(ro))) und (E, H) die
Losung von Max(o, A, w, F, G). Dann ist aber (—F, H) die eindeutige Losung des nicht—dissipativen Maxwell-
Problems Max(0, A, —w, F' — ¢ E, —G) mit Ausstrahlungsbedingung. Dies wurde bereits in Abschnitt 2.1, sowie
in Lemma 2.7 und Korollar 2.8 diskutiert.

Es ist —w € Ci (Menge analog definiert), und wegen Q; C U(rg) nach Generalvoraussetzung (3) ist
(F—0oE,-Q) € (Li’q N DY (A(To))) X (Li’q+1 NRIT! (A(ro))). Nach dem analogen Lemma [11, Lemma 7.1]
von PAULY gibt es von w, (F,G) und (E, H) unabhingige Konstanten ¢, o > 0, mit denen die Abschétzung

|(—E,H < e (||(1~“—crE,—G)||Lg +||(-E, + | — w7 | (divEF, —rotG

)”Rgxng“ H) ”LZ(U(g)) )”LE(A(TO)))

gilt. Durch Vergrofern der Konstanten ¢ und p, sodass unter anderem Q; C U(p) gilt, erhalten wir die ge-
wiinschte Abschéitzung. Die Konstanten bleiben dadurch unabhéngig von w, (F,G) und (E, H).

Fiir reelle Frequenzen w € C_ ;\{0} erhalten wir die Abschitzung mittels der in Satz 2.28 durchgefiihrten
Grenzabsorption, denn durch die Voraussetzungen ist ¢t < —1/2. [ |

Als Néchstes benotigen wir ein Hilfslemma, was uns bei der Existenz konvergenter Teilfolgen hilfreich ist.

Lemma 4.4
Seien t € R und (E,)nen eine in R (Qa) Ne D} (Q4) beschrinkte Folge, sodass (TyEy)nen in RI1(0Q4) kon-
vergiert.

Dann besitzt (Ep)nen eine Teilfolge, die in L?’q(QA) fiir jedes t < t konvergiert.

Beweis:
Da (Tt Ey ) nen in R1(9Q4) konvergiert und I'; nach Satz 3.7 ein stetiger Operator ist, konvergiert auch (ftFtEn)neN

inRI,_(Q4)Ne~ DY (Q4). Somit ist (B, —I' Tt E,)nen eine in RY(Q4)Ne ' DY(Q4) beschriinkte Folge, besitzt

VOX

also nach LMKE eine Teilfolge, welche in Ltg’q(Q ) fiir alle £ <  konvergiert. Folglich besitzt auch (E,,),en eine
Teilfolge, welche in L?’Q(Q 4) fiir alle £ < t konvergiert. [ |

Damit kénnen wir nun den ersten Satz prisentieren, welcher Aufschluss {iber die Konvergenz der Losungen fiir
w — 0 gibt.

Satz 4.5

Null ist kein Haufungspunkt von ,P. Somit hat ;P keinen Hdufungspunkt in R. Weiterhin gibt es dann ein

@ > 0, sodass ;P NC_ 5 = 0 ist und folglich L, fir alle w € C_ ;\{0} auf ganz L2>’l X Li"fl wohldefiniert
2 2

ist. Seien s € (1/2,N/2) und t := s — (N + 1)/2. Dann gelten:
(i) Es existieren Konstanten ¢ >0 und 0 < & < @, sodass fir alle w € C_ ;3\{0} und alle
(F,G) e {® eL?": 0,4 € DY)} x RIT!
die folgende Abschdtzung gilt:
)

}|c,£w(F,G)||L§ < c.(||(F,G)|{Lg+|w|*1.||divF||L§,q,1(QA)erl.||rotG||L§,q+2+|w|fl.Z|<F,b§1>QA|)
=1

Fiir w € C_ ;\{0} und (F,G) € Reg?’ := (Li’q N ]:'q) x oRI*Y erhalten wir die gleichmdfige Abschétzung
loLolB O < e [(EO)],

Damit ist ,L,, bzgl. w € C_ ;\{0} gleichgradig stetig. In der Abschdtzung kann die H |\, 2—Norm auf der

iz
linken Seite durch die natiirliche Norm in ’

(Rg ﬂs’lDf(QA)) x (;rle“ ng“)

ersetzt werden.
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(ii) Seien (wn)nen C C—5\{0} eine Nullfolge und (F,,Gp)nen C {® € L29: 3, ¢ D?(Q4)} x RIT! eine

Folge mit
e (F,,Gy) 225 (FG) 0 im L29x L29TH
. —iwgldian|QA T/ f in L2771 (Qy) ,
. —iw;, trotG,, %y in L2at2 )
. —iw, {Fy, b0, —> q in  C fir 1=1,...,d%

Dann konvergiert
(Bn, Hy) = o Lo (FnsGrn)  in (Rg ﬁe’lDt‘Z(QA)) X (ufle“ N D;!“)

fiir alle t < t gegen die eindeutige Losung (E, H) des statischen Mazwell-Problems Max(a, A, 0, f, F, G, g, a)
aus Satz 3.32.
Somit konvergiert speziell fir w € C_;\{0} und (F,G) € Reg?® die Losung ,L,(F,G) fir w — 0 in
R x Dgﬂ fiir alle t < t gegen ,Lo(F,G), die eindeutige Losung von Max(o, A, 0,0, F,G,0,0) .
Bemerkung 4.6

(1) Satz 4.5 ist fiir alle g # 0 richtig.

(ii) Das in Satz 4.5 gefundene @ wollen wir festhalten. Im Folgenden werden wir nur noch Frequenzenw € C_ 4
betrachten. Fiir diese ist ,L,, auf ganz Li"i X Li"fl wohldefiniert.

Beweis:
Zu (i): Nehmen wir an, 0 wire ein Haufungspunkt von ,P, oder die Abschétzung wére falsch. In diesem Falle
giibe es eine Nullfolge von Frequenzen (wy,)nen C C_\{0}, sowie eine Datenfolge

(Fp, G)nen C ({@ €L27: ®, € DY)} x Rg“) AN(Max, o, A, wn)

mit ||a£wn(FnaGn)||L2 =1 und

. |(F, G|y =0,
. |71 - (Hdian ey HI.OtG"HL?*qJﬂ) noe g

o lenl X (B b aa] 20

Setzen wir (E,,, H,) := ;Lu, (Fn, Grn), so liefert dies die Gleichungen
° rotE, + iw,uH, =G, ,
° divH,, + iwpeE, + cE, = F,

Aus den Gleichungen erkennen wir, dass (Hy)peny C p 'RITT x DI beschréinkt ist. Die LMKE liefert die
Existenz einer Teilfolge (0. B. d. A. sie selbst), welche in L?’Hl fiir alle £ < t konvergiert. Den Grenzwert
bezeichnen wir mit H € L?’qﬂ.

Als Nichstes wollen wir zeigen, dass (Ey|q, Jnen in L?%(Q;) konvergiert. Seien dazu x € C{° mit y = 1 auf Q;

und
Eym = E, - E, ) Fom = F, - Iy , Grm = Gp — Gy , Hyp = H, — Hp,

Dann erhalten wir

<0En77L7 Enm>QI = <(')'E'nm7 XEnm>
= (Fum; XEnm) — 1w (B0, XEnm) + iwm (eEm, xEnm) — (divHpm, XEnm)
- <an’ XEnm> - iw” <5En7 XEﬂm> + i‘*)m <5Em7 XEnm> + <Hnm7 YOt(XEnm)> T 0
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Folglich ist ( Enlq, Jnen C L>%(Q;) eine Cauchyfolge, also konvergent mit Grenzwert E; € L*9(Q;). Betrachten
wir die Maxwell-Gleichungen genauer, so kdnnen wir folgende Konvergenzen feststellen:

n—oo . n—oo . n—oo n—oo
rotE, —— 0 , dive E, | 0 , divH, —— —oFE; , rotuH, —— 0
L2a+1 A L“’l(ﬂ L2a L2a+2
t s A) t s

Also ist sogar (En|QI)n€N C R%(Q) konvergent mit Grenzwert E; € (R%(£2;). Da 7 nach Satz 3.1 ein ste-
tiger Operator ist, impliziert dies, dass (v: Enlq,)nen C R?(9Qr) und somit auch (I'y Ep|g  Jnen C RY(0Q4)
konvergent sind. Wenden wir Lemma 4.4 auf die beschréinkte Folge (Ey|q  Jnen C R{(24) Ne™'D{(24) an, so
erhalten wir eine Teilfolge (0. B. d. A. sie selbst), welche in L?’Q(Q 4) fiir alle ¢ < t konvergiert. Damit konver-
giert (E,)nen nun gegen ein E in L?’q fiir alle £ < t.

Aus den obigen Konvergenzen erhalten wir E € (R} und H € ufloRgH N Dg“ fiir alle £ < ¢ und

divH +0E =0 — Er € yRY Q)N a’lof)q(ﬂz)

Nach WECK und WITSCH (siehe [23, The. 5]) existiert ein ¢) € Rg:ll N ODg:ll mit E = rott), und somit
Er €rotRTN(Q) No 1gDU(Q) = {0} = Hep R NDIT = {0}

Wir erhalten schlieBlich E4 € ¢R!(Q24) Ne™!oD}(Q4) NBY(Q4)*= = {0}, da
. I''Ea=%Er=0 )

. diveE4 = 0 (folgt aus den Konvergenzen) ,
o o 1 o 1 o
[ ] <€EA,b?>QA = lim <5En,b?>QA = lim - <Fn — diVHn,b?>QA = lim - <Fn,b?>QA =0
n—oo n—00 Wy, Nn—00 1Wy,

n—oo

Also ergibt sich (E,, H,) —— (0,0) in L?’q X L?’QH fiir alle £ < t. Dies ergibt einem Widerspruch zur
Abschéitzung aus Lemma 4.2, denn mit geeigneten Konstanten ¢, o > 0 gilt dann
U= @ Hly £ ) gy

n—oo

¢ (H(Fn’G")HLg + H(En’Hn)HL2(U(Q)) + w7t - H(diVF”’rOth)HLg(A(ro))) —0

IN

O

Zu (ii): Die in (i) bewiesene Abschitzung liefert, dass (Hy)nen C p~ 'RITT x DIt beschriinkt ist. Die LM-
KE liefert somit wieder die Existenz einer Teilfolge (o. B. d. A. sie selbst), welche in L?’qH fiir alle t < ¢
konvergiert.

Ganz analog mit Hilfe von y € C5° mit x = 1 auf 2; und
Enm = En — Ep, s Fom == F, — Fp ) Gnm = Gn — G, > Hyp = Hyp — Hpy,

erhalten wir erneut

n,m— oo

(0Enmy Enm)o; = (Fumy XEnm) — 1wn(€En, XEnm) + 1wm (€ Em, XEnm) + (Hpm, 104 (X Enm)) 0,
sowie aus den Maxwell-Gleichungen die Konvergenzen
rotE, —= G dive B, |, — = . f , divH,4+0E, = F | rotuH, — ¢
L2at! A L2ely) L2 Lat?

Dies lésst uns wieder auf die Konvergenz von ( E,[q, )nen C R(£27) und iiber die Konvergenz der Tangentialspur
innen wie aufen auf die Existenz einer konvergenten Teilfolge von (Ey[q , Jnen C L?’q(Q 4) fiir alle £ < ¢ schlie-
fsen, indem wir Lemma 4.4 benutzen. Erneut erhalten wir also eine konvergente Teilfolge von (E,,)nen C L?’q
fiir alle t < ¢ (0. B. d. A. sie selbst).

Die Grenzwerte (E,H) € L?’q X L?’qﬂ fiir alle £ < ¢ 16sen aufgrund der oben genannten Konvergenzen of-
fensichtlich die Gleichungen
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(o]

. rotE = G , diveEy = f , (eBa W), =y fir 1=1,...,d% ,
° rotpuH =g , divH +cE =F

Aufgrund der Voraussetzungen und dieser Gleichungen sind die Daten
(f,F.G,g,q) € (Li"f:l%(QA) qu—l(QA)) X (Li"f_% mﬁ) X oRIT! y x oRLE2 , x CTh

Die Abklingrate ist 7 > (N + 1)/2, und wegen t > —N/2 und ¢ < t beliebig, sind (E, H) € Li’iﬂ x Li‘lfﬂl
2 2
Folglich muss es sich bei (E, H) um die nach Satz 3.32 eindeutige Losung des statischen dissipativen Maxwell—

Problems Max(o, A, 0, f, F, G, g, «) handeln.

Da jede konvergente Teilfolge von (E,,, H,)nen aufgrund obiger Schlussfolgerung gegen dasselbe (E, H) konver-
gieren muss, konvergiert schon die urspriingliche Folge gegen (E, H). |

4.2 Die iterierten Riume der reguliaren Konvergenz

In Satz 4.5 haben wir schon den Raum der reguldren Konvergenz durch
Reg?’ = (Lf’q ﬂfq) x gRIH!

definiert und fiir Daten aus diesem Raum die Konvergenz der Lésungen fiir w — 0 gegen die Losung des entspre-
chenden statischen dissipativen Maxwell-Problems festgestellt. Nun wollen wir noch einen Schritt weitergehen.
Wir werden zeigen, dass es uns, wenn die Daten aus dem richtigen Teilraum stammen, moglich ist, eine Po-
tenzreihenentwicklung mit Hilfe der verallgemeinerten Neumannschen Reihe bis zu einer bestimmten Ordnung
durchzufiihren. Die dafiir ben6tigten Teilrdume erfassen wir mit der folgenden

Definition 4.7
FirJeN,se(J-=N/2,00\I, 7 >s—N/2und 7 >J—s—1, sowie j = 1,...,J definieren wir rekursiv den
»Raum der reguldren Konvergenz j—ter Stufe“ durch

Reg?’ = {(F.G)¢€ Reg?’ ™1 : ,LI(F,G) € Reggfj

Bemerkung 4.8
Eine dquivalente rekursive Definition der Riume der reguldren Konvergenz j—ter Stufe wird durch

Reg?/ = {(F,G) € Reg?’ ™" : ,LI(F,G) e L}%, x LY71}

gegeben. Hieran erkennt man, dass der Raum der requldren Konvergenz J—ter Stufe gerade aus den Elementen
(F,G) € Reg?" besteht, fiir die bei keiner Iterierten ,L7(F,G) fir j = 1,...,3 Turmformenanteile n*Dq’j:n
oder ~RILLL auftreten.

Satz 4.9
Seien J € No, s € (J41/2,00)\l und 7 > s — N/2. Dann ist fiir alle w € C_ ;\{0} und alle (F,G) € Reg?” die
Losung des zeitharmonischen dissipativen Mazwell-Problems zu den Daten (F,G) gegeben durch die Gleichung

J—1
D (—iw) o Loo L(F,G) + (—iw)? g Loo L7 (F, G)
0

oLu(F,G)

J

(—iw)? 3 Log LI(F, G) + (=iw)? (4 Lo — «L0)o LT (F, G)

<
Il
o

I
KM“

Damit erhalten wir fir s € (J+1/2,J+N/2\[ und t := s—J — (N +1)/2 die bzgl. (F,G) € Reg?? gleichmiifge
Abschétzung

J—-1
loLu(F,G) = D (—iw) o Loo L/ (F, Q)| o = O(l) - (B, O],
=0
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Beweis:
Seien w € C_ ;\{0} und (F,G) € Reg?”. Dann ist

oL (F,G) € Reg??; C Lig X Lié“ fir j=0,...,J

Nach Satz 2.28 diirfen wir den Operator ,£,, auf das Element ,£7(F,G) anwenden, und wegen s —J > 1/2 >
1 — N/2 diirfen wir nach Satz 3.32 ebenfalls den Operator ,Lq auf das Element ,£7 (F, G) anwenden. Damit ist

J—1
(B.H) = Y (—iw) o Loo LI (F,G) + (—iw)’ s Loo L) (F.G)
0

J

(—iw) g Log L(F, G) + (—iw)? (s Lo — oL0)o L2 (F, G)

[
-M“

I
=3

J

ein wohldefiniertes Element von R’i_ 1 X Dq<+_1l , welches die Einstrahlungsbedingung
2 2
(r~'S—1d)(E,H) e L27, x L27}
>-1 >-1

erfiillt. Unter Zuhilfenahme der Identitaten
(M +iwA+6),L,=1d und (M +6),Ly =1d
lasst sich sehr leicht (M + iwA 4+ 6)(F, H) = (F, Q) tberpriifen, woraus schlieflich (FE, H) = , L, (F,G) folgt.

Ist s € (J+1/2,J + N/2)\L, so kénnen wir den Term (—iw)?, L, LI (F,G) mit Hilfe von Satz 4.5 abschiitzen,
denn ,£7(F,G) € Reg?’; und s — J € (1/2, N/2):

i) Lun L (FG) e < e ol L EG < el [(FG)]

Hierbei haben wir die in Satz 3.39 beschriebene Stetigkeit von ,£? benutzt. Die obige Abschiitzung gilt gleich-
miikig fiir alle w € C_ ;\{0} und alle (F,G) € Reg?’, da die Konstante ¢ ein Produkt der Konstante aus Satz
4.5 und der Stetigkeitskonstante aus Satz 3.39 ist, und somit unabhingig von w und (F,G) ist. |

Es wire wiinschenswert, die Rdume Regg’j etwas greifbarer zu machen. Der Linie von PAULY in [11] folgend,
wollen wir Elemente dieses Raums dadurch identifizieren, dass sie Elemente von Regs’o sind, welche bestimm-
te Orthogonalitdtsbedingungen erfiillen. Um dies tun zu koénnen, nutzen wir die in Lemma 3.17 beschriebene
Orthogonalitdt der Turmformen bzgl. des Skalarprodukts mit C' := Ca . Allerdings miissen wir die Transforma-
tionen (e, ) zu diesem Zweck weiter einschrénken, und zwar miissen wir Generalvoraussetzung (5) verstérken
zZu

(5°) supp(é) Usupp(/i) sei beschriankt. Dann wihlen wir 7 so grof, dass supp(¢) Usupp(ft) C U(rg). Dann ist
(€, u) = Id auf supp(n).

Wir konstruieren nun spezielle Felder Eg3,, und H, ,, welche Turmformenanteile nullter Stufe mit positiven
Radiuspotenzen besitzen, mit denen wir die Orthogonalitdtsbedingungen formulieren kénnen. Dies tun wir in
dem folgenden

Lemma 4.10
Fir 3,7 € No, m € {1,...,u}} und n € {1,. ..,,u?,'*‘l} seien

Egmi=u+ 77+Dg,’2n und  Hyn:=v+n RO ,

wobei u die erste Komponente der Losung des Problems Max(o, A, 0, —div(5n+Dg:%), 0, —rot(n*‘Dg’,Om), 0,0) und
v die zweite Komponente der Losung des Problems Max(o, A, 0,0, —div(n"’Rg'f;}’O), 0, —rotu(n“‘R%j;}’o), 0) sind.

Egm und H, ,, sind wohldefiniert und die eindeutigen Losungen der folgenden statischen Probleme:

. Egmlg, =0, Egmlg, €% (Qa) NBUQa)te , Bz — DY) € Li’i% ;

-5

o8



H

—1 +1
o Hynep u*lj{i N ¥,m

_ 4+ pg+1,0 2,q+1
N, RIT eL>7%

7

Bemerkung 4.11

(i) Lemma 4.10 bleibt auch richtig, wenn € und p mit einer Rate T abklingen, fir die gilt

7 > max{f,v} und T>N/2-1

(if) Epmlg, bew. H,, sind identisch mit den fir Q@ = Q4 bzw. Q0 = RY entsprechenden Formen aus [11,
Lemma 7.11].

Beweis:
Wir beweisen Lemma 4.10 unter den allgemeineren Voraussetzungen (i) von Bemerkung 4.11. Es ist

(—div(esn*'D%’?n)7 0, —rot(n"‘D%’f:n)7 0,0) = (_Cdiv,77+D%:?n — div(én"’D%’fn), 0, —C’rot,n"’Dg”?n, 0,0)

ein Element von

(L2750 1 (@a) N FT1(Qa)) x {0} x oREE! x {0} x {0}

Durch die Bedingungen 7 >  und 7 > N/2 — 1 ist sichergestellt, dass es nach Satz 3.32 genau ein

(uh) € (L2 NRE) x (K275 np 'R N DgEY)
gibt, welches Losung des statischen Maxwell-Problems Max (o, A, 0, —div(en"‘D%”?n), 0, —rot(n"‘D%”?n), 0,0) ist.
Verfolgen wir den Beweis zu Satz 3.32, so bemerken wir, dass u;y = 0 gilt, denn die Daten des Innenraum-
problems sind homogen, und die Nebenbedingungen fiir das Losen des Aussenraumproblems ebenfalls, sodass
auch alle Neumannkoeffizienten von u; verschwinden. Folglich verschwindet dann h, da es eindeutige Losung zu
homogenen Daten ist.

Da u im gesamten Raum Rotation besitzt und auf Q; verschwindet, erfiillt es an 924 die Randbedingung
verschwindender Tangentialspur, sodass wir daran erkennen kénnen, dass es sich bei Fg p, |QA in der Tat um die
entsprechende Form bei PAULY aus [11, Lemma 7.11] handelt. Die Eindeutigkeit des entsprechenden statischen
Problems fiir Eg , wird dort bewiesen. Die Integrierbarkeit von Ej ,, wird durch die Integrierbarkeit des Terms
+D%”?n bestimmt, welche in Bemerkung 3.19 beschrieben wird.

Durch eine vollig analoge Argumentation finden wir nach Satz 3.32 ein eindeutiges

(ev) € (129, NRE) x (L2759 N 'REE D)
welches Losung des statischen Problems Max(o, A, 0,0, —div(nt RZ110),0, —rotu(nt RZE0),0) ist. Beim Ver-
folgen des Beweises erkennen wir e = 0, da die Daten fiir das Innen— und Aussenraumproblem von e homogen
sind. Auch hier erkennen wir, dass die Integrierbarkeit von H, , durch die des Terms +R%j;}’o bestimmt wird,
und dass H., , das nach [11, Lemma 7.11] eindeutige statische Problem lost. |

Lemma 4.12
Seien J, 3,7 € Ny, m € {1,...,/1%}, n e {1,...,/1%“}, s€(J+1-N/2,00\l und j € {0,...,J}. Dann sind
J Iterationen von _oL auf den Formen eEg,, und uH., , wohldefiniert und es gelten fiir gerade j

. o LIN(Egm,0) —n(*DFI 0) e FI_,_ (0T, ) x G (3, )
. —oLINO0, Hy ) — (0, FRIFL) € FO_._ (950, ) x GIE_ (357, )) ,

und fiir ungerade j

. —oLIN(Egm,0) = (0, TRE ) e FI_,_ (957, ) x GTHL_ (357, _)) ;
* —oLIN(0, Hy ) — n(*D%ﬂ) € f‘g—j—l(jsg—jj—l) x Ggi—;—l(gsg—jj—l)
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Beziiglich der Integrierbarkeit gilt

und folglich
o LIN(Egm,0) € L2 x L2 = ¢ >+ 5+ N/2
o LIN(0,H,y ) € L2 x L2 = t> a4+ N/2

J,Bm < 4,Bm rm givn
, b7 ’ ,d’

Genauer: Es existieren eindeutige Konstanten a’ € C und eindeutige Formen

it , €RI_, NDL__(Q)NBYQ)T ), B L, eRIT DI
sodass fir gerade j
j j,8,m ) 1 j
oLIAN(Egm,0) = n(*DELL0)+ Y ap?men(DLo)+ > uiP (0, RETY) + (e 0vh )
1€9¥7 ., JeIT
j j ,n 1,7y, 1 j
—U‘CJA(Ov H"/,H) = 77(07 +quy:tll7]) + Z }’Y : W(D}I7 O) Z d.j]fy : U(Oa R3+ ) (u%/ ns hqy,n) 5
ress’; JeITi,
und fir ungerade j
S LMEpm,0) = O FREL) 3T " (DR0) + D B (0 YT 4 (eh o vh )
resl; Jeds!,;
oLIN0,Hy ) = n(tD2],0) + Z T n(DE0) + Y @ (0, RYTY) + (4, B )
1e9=9 Jegsi.

s—j—1 s—j—1
gelten.

Bemerkung 4.13

(1) Lemma 4.12 bleibt auch richtig, wenn & und p mit einer Rate T abklingen, fir die gilt

7>max{8,v7} +s+ N/2 -1 und T>J—s

(ii) Die Koeffizienten geniigen den folgenden Rekursionen

J,8m _ j+1,ﬁ,m Jsmn _ j+1mn . <j

i a[ _b ) CI —d. fUT’ 1635]1 ,
j,B,m ]+17ﬂ m j,’y,n _ j+1 ¥,n ..

° b’ =aj, , d’ <, fiir JEHSJ 1

Beweis:
Wir beweisen Lemma 4.12 unter den allgemeineren Voraussetzungen (i) von Bemerkung 4.13. Nach Paury [11,
Lemma 7.13] enthalten weder eEjs,, noch pH, , Anteile der Form nA?_; bzw. nAS 1, sodass wir nach Satz
3.39 unter Beriicksichtigung von Bemerkung 3.41 bis zu J Iterationen von _,£ auf eEg ,, und pH,, ,, ausfiihren
konnen.

Die Integrierbarkeit von _, L7 A(Eg,m,0) und _,L£7A(0, H, ) hingt von der Integrierbarkeit der Terme +Dq’j

D7, +Rq+1’] und T RITI7 ab, welche in Bemerkung 3.19 beschrieben wird. Die in Bemerkung 4.13 (11) er-

lauterte Rekursmn ist d1rekt aus Bemerkung 3.40 abzulesen. |

Wir werden nun zeigen, dass auf dem Triger der Funktion n die Formen _,L/A(Eg m,0) und _,LA(0, H, )
Reihen {iber Turmformen sind. Dies wird uns dabei helfen, die Orthogonalitétsbedingungen an die Elemente
aus Reg?’ zu formulieren.

Korollar 4.14
Seien J, 8,7 € No, m € {1,...,ug}, n € {1,... ,,u?YH} und j € {0,...,J}. Dann exzistieren eindeutige Konstan-

ten a??m™ pIOM I GITN ¢ € sodass auf supp(n) fir gerade j
o LINEgm,0) = ("D§,.0)+ Y af®™-(DF.0)+ D ui7(0,RET)
1e9s’ JeIs
LN, Hy ) = (0, TR+ Y T (DEL0)+ Y a0, R
ressd Jeds
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und fiir ungerade j

. 1,5 i.8,m i,8,m 1

o LIN(Epm,0) = (0,7RE) 4+ Y al?m (DY o)+ Y v (0,RYTY)
I€9sd Jegsd

7cr£jA(OvH%n) = +D£1Y)‘Z,”O Z ijn (D7,0) Z dj% (0, Rq+1)
IeI% Jeds!

Diese Reihen konvergieren gleichmdf$ig auf supp(n), auch nach Multiplikation mit beliebigen r—Potenzen. Glei-
ches gilt fiir ihre Ableitungen. Die Konstanten a?®™ plPm cirm ginm

4.12 dberein, sofern sie gemeinsam auftreten.

€ C stimmen mit denen aus Lemma

Beweis:
Sei j gerade und (E, H) := _,L/A(Eg ,,0). Dann gelten

(M —6)AN YT E,H)=(0,0) , rotuH=0 , diveE4=0
Auf supp(n) erhalten wir wegen Al .,y =1Id und &g, =0
M'TYE,0)= (0,00 , divE=0 , M/*TY0,H)=(0,00 , rotH=0

Ist s > j+ N/2 und s ¢ I, so sind nach Lemma 4.12

B B DY - Y wD) e 12wt
1e9s9,
H = H- Y " Ry e L2 (supp(n))
J€3§<7J 1
und (E, H) erfiillt auf supp(n) die Gleichungen
MIUHE0) = (0,0) ,  dvB=0 ,  MA)=(0,0) , rotH =0

Folglich gibt es laut PAULY [11, Satz 5.22] eindeutige Konstanten a’>™, b"#™ ¢ C mit

CIEID SR L BT (D D
Supp(n) supp(n)
1eII\IT JEIFN\IT,_,

Eine analoge Argumentation fiir _,£7A(0, H, ) sowie fiir ungerades j liefert die Behauptung. Das Konvergenz-
verhalten dieser Reihen wird von PAULY in [11, Satz 5.22] bewiesen. |

Lemma 4.15
Sei s € (2— N/2,00) \ T und fiir (F,G) € Reg? gelte die Darstellung

oLo(F,G) = (E,H)+ > er-n(D§,00+ > hy-n(0, RS

Ieg?_, Jedd_,

mit (E,H) € (RI_; Ne™'D?_,(Q4)) x (;fleﬂ N Dgﬂ) und ey, hy € C.
Dann gelten fiir alle I = (0,3,m,—) € 3°_, und J = (0,v,n,—) € 3%,

@) (F.G), (Epm,0)) =0,

(ii) (F.G),(0,Hyn)) =0,
(iii) (F,G), o LoA(Epm,0)) =er
(iv) ((F,G), o LoA(0, Hy ) = by

Bemerkung 4.16
Es geniigt hierbei, j > 2s+ 2 in (1.18) zu wdhlen.
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Beweis:
Wegen

0,8,m,—) €1  ANs¢l e s>4+1+N/2 und (0,7,n,—) €30 | As¢l e s>y+1+N/2
folgen nach Lemmata 4.10 und 4.12
Egmlg, € H (), Hynpep ML oLoA(Egm,0), o LoA(0, H, ) € L7 x L2

Die in (i) — (iv) auftretenden Skalarprodukte sind also wohldefiniert. Bemerkung 2.24 erlaubt es uns, in den
folgenden Féllen partiell zu integrieren

(M +6) (B, H), (Egm,0)) = 0 = ((M-+8)(E,H), (0, Hyn))
Wir errechnen weiter mit Hilfe der Darstellung von ,Lo(F, G)
(F,G), (Epgm,0)) = (M+06)sLo(F,G),(Epm,0))

= > er-(M+6)n(DE0), (Egm:0)+ Y hy-((M+6)m(0, RS, (Egm,0))
Ie1% -0 Jed%_,

= Z hy- (<M277(D§+70)’ (Eﬁ,m’ 0)> - <MCM,77<D3+’ O)v (Eﬁﬂﬂ? 0)> )
J63271 =0 nach partieller Integration

= Z hy- <OA,77(D3'+aO)7(E[3,m70)> >
Jed?_,

denn nach Bemerkung 3.16 ist divnDj, = 0 und somit MQn(D§+7O) = An(Dj, ,0) = Ca (D3, ,0) fiir
J € 32_1. Ganz analog errechnen wir

(F,G),(0,Hyn)) = ((M+6)oLo(F,G),(0,Hyn))

= > e {(M+6)m(D]0), (0, Hyw)) + Y by - (M +6)m(0,RS™), (0, H,0))
Ie1% Jedl_, -0

= > er- ((MPn(0, RF), (0, Hy n)) — (MCary (0, RET), (0, H,y ) )
Ie1%_,

s =0 nach partieller Integration

= Z er - (Can(0, R}le)’ (0, Hy ) )

I€79°

s—1

denn nach Bemerkung 3.16 ist rotnRﬁ'1 = 0 und somit M?n(0, R?j:l) = An(0, Rﬂ'l) = Ca (0, R?jl) fiir
I1edy_,.

Nach Satz 3.39 ist ,Lo,L(F, G) wohldefiniert und hat die Gestalt

oLooL(F,G) = (B% H?) + ) ef - n(D],0)+ > b3-n(0,R5™)

IeIst, Jeg=t,

mit (E, H) € (RI_,Ne 'DL_,(Qa)) x (1 'R¥F5ND?F,) und e?,h? € C. Bemerkung 3.40 liefert die Gleichungen

e?hr =h; fir Jeg?, und hi =e; fir 71€7%
Durch zweifache partielle Integration, welche nach Bemerkung 2.24 erlaubt ist, ergeben sich
(M+6)A"Y(M+6)(E* H?), _sLoA(Egm,0)) = 0 = ((M+6)A" (M+6)(E? H?), _LoA(0, H,, 1))
und dadurch fiir (®,¥) € {_;LoA(Eg,m,0), —LoA(0, Hy )} mit Hilfe der Darstellung von , Lo, L(F,G)

(F,Q),(®,W)) (M 4 6)A (M +6)o Loo L(F, G), (P, T))
= ) el ((MP(D},0), (2, W)+ Y nF- (M0, RS, (€, 1))

1e3=t, Jeg=t,

= ) ef - ((M°n(DY,0),(®, )+ Y eF, - ((MPn(D5 ,0),(2,¥))
110 _, JEI_y

+ > h3 (M0, R, (2, W)+ > i, - (MPn(0, RT), (@, 7))
Jedo_, Ieg9
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Wie oben bereits erwihnt, sind fiir 7 € 39_; und J € 99_,
M?n(DY_,0) = An(DY ,0) = Ca (D% ,0)  und  M?n(0, RT) = An(0, Rf') = Cay(0, RTT)

Mit denselben Argumenten gilt fiir 7 € 9%, und J € J%_,

M*n(D§,0) = M*pM(0,R{T") = MM?n(0, R{T) — M*Ch, (0, RT)
= MCay(0, R = MPCriy (0, REFY)

M?p(0, RS = MPnM(D5 ,0) = MM?y(D% ,0) — M*Cary(DY ,0)
= MCa,(D5, ,0) = M*Cary (D5 ,0)

wodurch wir schlielich

(M?*n(D],0), (®, ¥))

<MCAJ7(O7 R?jl)’ (@, V) — (MQCMJI(O? Rﬂ_l)v (@, V)

=0 nach zweifacher partieller Integration
= —(Cay(0,RITH, AN (M —6)(@, W)
(M0, RS, (2, 9)) = (MCay(D5,.0),(2,9)) — (M*Cary(DF,,0), (2, 1))

=0 nach zweifacher partieller Integration

= —(Can(D5,,0),A" (M —6)(®, 1))

erreichen. Die partielle Integration ist uns nach Bemerkung 2.24 gestattet, und da der Operator Ca,y dafiir sorgt,
dass sich die Skalarprodukte nur iiber supp(Vn) erstrecken, konnen wir wegen A| = Id und 4] =0
die entsprechenden Terme einfiigen. Folglich sind

supp(n supp(n)

<(Fa G)7 —UEOA(EBJW 0)>
= — ) ef-(Can(0, BRI, (Bom,0)) + D e, - (Can(DY,,0), oLoA(Esm,0))

1e° JEI_,
1
— Y 03 (Can(DL,0),(Bsm,0))+ Y b7, - (Can(0, BRI, oLoA(Epm,0))
Jedl_, S

und
<(F’ G)v 7U‘COA(0’H’Y,TL)>
= = > €7 (Can(0,RIT,(0,Hyn)) + Y ef, - (Can(D3,0), oLoA(0, Hy )

Ieg9_, Jed?_,
1
— Y b3 (Cay(DY ,0),(0,Hyn))+ Y b7 - (Can(0, R, 5 LoA(0, Hy )
J€d0_, ren_,

Die auftretenden Skalarprodukte erstrecken sich nur iiber supp(Vn). Also koénnen wir die in Korollar 4.14
bewiesenen Entwicklungen nach Turmformen fiir

(Egm,0) , (0,Hy,) , —oLoA(EBm,0) und _,LoA0,H, )

einsetzen. Lemma 3.17 gibt tiber Skalarprodukte der Form (Ca ,u,v) mit Turmformen u, v Aufschluss und wir
erkennen

. (F,G), (Egm,0) =0,

o ((F,G),(0,H,,)) =0 ;

o (F,G), o LoA(Ep,m,0)) =hi, = ey fir I =(0,8,m,—) €], )
. (F,G), —LoA(0,Hy 1)) = e?hr =hy fiir J = (0,7,n,—) € 3%,

Lemma 4.15 stellt uns nun die nétigen Hilfsmittel bereit, um die Réume Regg’j durch Orthogonalitédtsbedin-
gungen an Regg’o zu charakterisieren. Diese Charakterisierung geben wir in
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Lemma 4.17
Seien J € N und s € (J +1 — N/2,00) \ I. Dann gilt fiir (F,G) € Reg?’

(F,G) € Reg?’!  «— A ) (F,G), A" _,L" A(Ej 1m,0)) =0
(k,8,m)€0%
A /\ <(Fa G)’A71—0£l+1A(07H’Y,n)> =0

(l,w,n)e®g+1"]
Hierbei definieren wir die Indexmenge
0r7 = {(kBm) eN:k<J—1AB<s—N/2—k—1A1<m<pl}
Bemerkung 4.18

(i) Da RegZ’J durch Orthogonalititsbedingungen charakterisiert werden kann, ist er ein abgeschlossener Un-
terraum von Reg?® und L34 x L29T1,

(ii) Die Indexmengen lassen sich nach Lemma 4.12 auch beschreiben durch

07 {(k,B,m) € {0,...,J =1} x Ng x Nt _, LY A(Ejg,,,0) € L>? x L2411}
ety = I(l,y,n) €{0,....,T =1} x Ng x N: _,L""1A(0,H, ,) € L?? x L>0H1}
Beweis:

Wir werden Lemma 4.17 durch vollstdndige Induktion beweisen.
Induktionsanfang (J = 1): Fiir (F,G) € Reg?? liefert Lemma 4.15

(F,G) € Reg?'  «— A e;=h;=0
€% ,,Jed? ;|
= A (F,G), A" _o LY A(Ep m, 0)) =0
(k,8,m)e0%?!
A A (F,G), A7 _,L"A0,Hy ) =0

(Ly,n)e@dth!

denn es sind ©¢' = {(0,8,m) : (0, 8,m, ) € I7_; } und O = {(0,7,n) : (0,7,n,—) € J3_, }.
Induktionsschritt (J — J + 1): Es sind dquivalent

(F,G) € Reg?t!  «— (F,G) eReg?™ A LLIF,G)e Regng ,

und nach Induktionsanfang kénnen wir schliefsen

LIF,G) € Reg?'; — A (LYF,G), A" _LA(Eg,m,0)) =0
(O,B,m)EG)zfJ
A A (LYF,G), A" _,LA0,H,,)) =0

(0,y,m)e0t Lt
Durch geschicktes Einschieben von Id = A='A und Id = (M — 6)_, Ly, sowie partieller Integration erhalten wir

(LYF,G), A7 G LA(Ep 1, 0)) = (oLooL?HF,G), (M —6)_oLo_o LA(Eg m,0))
= _<U‘CJ_1(F; G)7 705070£A(E6,ma 0)>

= ()7 {(F.G), A LT A (Ep 0, 0))
Die partielle Integration ist nach Bemerkung 2.24 erlaubt, da nach Lemma 4.12
oLoa LV F(F,G) €RI_y p  xDT1 1 und A7 LFA(Egm,0) €RY Ly, x DT

(0,8,m) € @ZfJ impliziert ndmlich § < s—1—J — N/2, und somit §+ k+ N/2 < s —1 — J + k. Eine analoge
Rechnung fiihrt zu

(LI (F.G), AT G LA0, Hyyp)) = (D)7 {(F,G), A o LTFIA(0, H,y )
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Folglich sind dquivalent

(F,G) € Reg?™  «— (F,G) € Reg?”
A A (F,G),A"' LI A(Ej 1m,0)) =0
(0,8,m)€0%!
A A (F,G), A7 _,LITIA(0, H,, ) =0

+1,1
(O,W,W)EGZ,J

Setzen wir nun die Induktionsvoraussetzung ein, so ist die Behauptung bewiesen. |

Um Projektoren auf Reg?” konstruieren zu kénnen, bendtigen wir eine duale Basis zu den Formen _, LA (Ej ,,,, 0)
und ,L¥A(0, H, ,,). Dazu benétigen wir den Operator

oM = (M +&6)A™? ,
welcher die Linksinverse zu ,£ darstellt, sowie den Datenraum

Regd? := (LZ2 N F7) x (RIS}

VOX VOx VOX

Lemma 4.19
Fir g,y € Ng, me {1,... ,/Lqﬁ+1} und n € {1,...,ud} setzen wir

. ,1 - +1,1
ey =1 DIy, hgmi=nTRE

Diese Formen sind C™ und erfiillen fir k,1 € Ny

. oLE, MEF (e, 10, 0) = g MY (e n,0) € Reg?" ,

<Hy-1

0
. o LE, MEFH0, hg ) = o MU0, hp m) € Regq<%+ﬂ_1 ,

. oMF2(ey 1,0), o MIH2(0,hg ) € Regh,

VOX
. o M2 (e 1, 0), b MIF2(0, g ) € Reg?!  fir se (l—N/2 00)\I
Beweis:
Bemerkung 3.16 liefert dive, , = 0 und rothg ,, = 0, sodass mit Bemerkung 3.19 direkt

q,0
<F4y-1

und (0, hp,m) € Reg?)

(e%mo) € Reg <Z+8-1

folgt. Desweiteren sind

. e M(€yn,0) = M(eq,n,0) = (0, "RIFLO) + oy (TDEL,0) € Reg?) ,

v,n? <%+’y

. o M(0, hgm) = M(0,hgm) =n(~ D% 0) + Cary (0, "RE: 1) € Reg‘i’O%JrB ,

° o M2 (€,n,0) = M?(ey,,,0) = C’Am(*Dg’}l,O) = Cu,5(0, *Rgfnl’o) + MCMW(*D%L,O) ,
. o M2(0,hg.m) = M*(0, hgm) = Ca (0, " RE ) = Cary (DY, 0) + MChs (0, RS
Folglich erhalten wir fiir alle I € Ny
supp, M2 (e4.1,0) U supp, M T2(0, hg,m) C supp(Vn)

und daher
UMH'Q(e%n, 0),0./\/1H'2(O7 hg,m) € Reg??

VOX

Somit kénnen wir mit Satz 3.39 beliebig viele Iterationen von ,£ auf diese Formen anwenden und sehen sofort
fur alle { > 2

oLoM e 1, 0) = s M ey n,0) G LeMTH0hgm) = o M0, B ) (4.1)
Auch
(e'y,na 0) P (07 hﬁ,m) 5 UM(e'y,na O) P oM(O7 h,@,m)
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besitzen die richtige Gestalt, sodass Satz 3.39 die Gleichung (4.1) auch fiir [ = 0,1 liefert. Per Induktion tiber
k € N folgt dann schlieflich fiir alle k,! € Ny

UﬁkoMkH(e%n»O) = UMl(e%na 0) und o LF e MIH(0, hgm) = - M'(0, hg,m)

Daraus ergibt sich unter Beriicksichtigung der kompakten Triiger von ,M? (e, ,,0) und ,M?(0, hg ) fiir alle
l€Npund s € (I — N/2,00)\I

oM™ (e, .. 0) € Reg? und o M2(0,hs,,) € Reg?

Lemma 4.20
Seien K, Z € Ng. Dann gelten fir alle 5 € {0,...,Z} und k € {—1,..., K}, sowie alle I,y € Ny und geeigneten
Indizes m,n

T
[ V)
R‘b
2
3
o
|
L
D
o
s
=
<
3
=
Il

0
= (_1)l : 6k,l ' 55,7 . 6m,n ;
(*l)l . 5k,l : 5[3,’7 : 5m,n )

Bemerkung 4.21
Es gendigt, j > N +4+4 2(K + Z) in (1.18) zu wdhlen.

Beweis:
Da ,M?(e ,0) kompakten Triger besitzt, konnen wir nach Bemerkung 2.24 [-mal partiell integrieren, und
erhalten

SEL = (Mg, 0), AT LA (Bp 1, 0) = (ATIM) AT o M (04,0, 0), —o LA (1, 0)
= (=1)'-(Cay(T DLy, 0), A7 (M — 6)A™Y) oL A(Ep m, 0))

Hierbei haben wir benutzt, dass ¢ = 0 und A = Id auf supp(n) gilt. Aufgrund von (M — 6)A~!'_,£ = Id und
(M —&)(Eg,m,0) = (0,0) verschwindet der rechte Eintrag im Skalarprodukt fiir I > k + 2. Fiir [ < k + 1 ergibt
sich

S]g’fv = (_1>l ’ <CA,n(_DQ71 0)7 70£k+1_lA(EB,ma0)>

vy
Dieses Integral erstreckt sich nur iiber supp(Vn), sodass wir die in Korollar 4.14 aufgefithrte Entwicklung von
_Uﬁk“‘l_ZA(E@,m, 0) einsetzen konnen. Ein Vergleich mit Lemma 3.17 zeigt schlielich Slg’lw =0.

Ganz analog mit [-facher partieller Integration verschwindet
SEL = oMUy, 0), A7 LA, Hp )
fir I > k+ 2 und fiir I < k + 1 erhalten wir wieder

SEL = (1) (Can(T DL, 0), L5, Hi )

y,n?

Unter Benutzung von Korollar 4.14 ergibt ein Vergleich mit Lemma 3.17, dass S’glw nur fiir £ = [ nicht ver-
schwindet, und dass im Fall k =

S5l = (=1 (Can("DL},0), (D% ,0)) = (=1)' - 641+ 05, * S

y,n?

gilt. Analog erhalten wir die Aussagen {iber die anderen beiden Skalarprodukte. |

Satz 4.22
Seien J € N und s € (J+ 1 — N/2,00)\IL. Dann gilt die Zerlegung

Regs’0 = Regg’J—i—Tg’J

66



Hierbei ist

Y27 = Lin {oM"™"2(eyn,0), o M0, hg ) ¢ (K, B,m) € OFT A (1,7,n) € O]
Jedes (F,G) € Reg?’ lapt sich in eindeutiger Weise zerlegen in

(F,G) = (Freg, Greg) + (Fr,Gx) ,  (Freg,Greg) € Reg?” | (Fr,Gy)e 12! |

und zwar sind

(Fr,Gr) = 3 (“DM(EG) A L A (B, 0)) - o MFT2(0, hs )
(k,8,m)c0??
+ S CDHEG) AT LA, H ) - oMU (e 0,0)

(ty.m)e0s
und (Freg; Greg) = (F, G) — (Fy,Gv).

Bemerkung 4.23

(i) Die Riume Y97 sind endlichdimensionale Teilrdume von (Co™9 x Co9) N Reg?l und die Projektoren
(F,G) — (Fr,Gy) und (F,G) — (Fieg, Greg) sind stetig.

(i) Es geniigt j > 2(s +J + 1) in (1.18) zu wihlen.

Beweis:
In Lemma 4.19 haben wir schon
Y%7 C Reg¥,

VOX

gezeigt. Fiir (F,G) € Reg?? sind somit auch (Freg, Greg), (Pr,Gy) € Reg?®. Lemma 4.20 liefert fiir alle
(k,ﬁ,m) S @g"] und (l,’y’n) c @g-ﬁ-l,J

(Fr,Gy), A7 LMIA(E 1, 0)) = (F,G),A"'_,L*A(Eg ,n,0)) ,
(Fy,Gx), A7 o LA(0, H, ) (F,G),A™'_,LTA(0, H,y ) ,

was

<(Freg’Greg)vA_l—U£k+1A(Eﬁ,m’0)> = <(Freg’Greg)vA_l—ULH_lA(O’H’Y7n)> = 0

fiir alle (k, 3,m) € ©%7 und (I,7,n) € Ot impliziert. Nach Lemma 4.17 ist also (Fieg, Greg) € Reg??. Also
gilt
Reg?’ C Reg?”? + T%7 C Reg?® = Reg?? = Reg?” + 17

Um die Direktheit der Summe zu tiberpriifen sei

(F7 G) = Z &k,3,m UMIH_Q(O? h,@,m) + Z fiym- O'Ml+2(e"/,n70) € RegsJ N T?J
(k,3,m)e0d? (Il,y,m)eedth?

Setzen wir (F,G) € Regg"] in die in Lemma 4.17 aufgefiihrten Skalarprodukte ein, so miissen diese einerseits
verschwinden, andererseits ergeben sie — abgesehen von einem Vorzeichen — nach Lemma 4.20 die einzelnen
Koeffizienten gy 5, und £, ,,. Somit gilt fiir alle (k, 3,m) € ©%7 und alle (I,7,n) € ©I+1J

fi4yn=0 und gk,8m =0 ,

was uns Reg?? N Y%7 = {(0,0)} liefert. |

4.3 Niederfrequenzasymptotik in lokalen Normen

Unser niichstes Ziel ist es, fiir Daten (F,G) € Reg?? eine asymptotische Entwicklung von 5L, (F,G) bis zur
Ordnung J — 1 zu erhalten. Hierbei benutzen wir die im vorigen Satz beschriebene Zerlegung Regs’0 = Regs"] +
Y27 sodass wir nur noch die Asymptotik von Elementen aus Y97 zu bestimmen haben. Wir gehen in diesem
Abschnitt wieder ganz analog zu PAULY [11, Sek. 7.3] vor.
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Definition 4.24
Fiir K € Ny definieren wir uns die Differenz aus oL, und asymptotischer Entwicklung bis zur Ordnung K als

K

a'['w,K = aﬁw - Z(_iw)ko’£00£k ) o'cw,fl = J‘Cw
k=0

Lemma 4.25
Seien J € Ng, s € (J+1/2,J+ N/2\L und t := s —J — (N + 1)/2. Dann gilt die beziiglich w € C_ ;\{0} und
(F,G) € Reg?’ gleichmdipige Abschitzung

||U£w,J—1(F7 G) - Z (iw)k«Fv G)aAil—a£k+1A(Eﬁ,m7O)> : aﬁw,J—k—laMQ(Oahﬂ,m)
(k.B,m)e02”

- Z (iw)l<(F, G), A_lfcfﬁH_lA(OvH%n» ’ U‘Cw,JflflaM2(e%nvO)HL§

(Ly.m)eoitt?
= 0(wl) | (F, G|,

Beweis:
Wir kénnen (F,G) € Regs’o mit Hilfe des Satzes 4.22 zerlegen in

(F,G) = (Freg; Greg) + (Fr, G) ) (Freg; Greg) € Reg?” ) (Fr,Gr) € 127
Satz 4.9 und Bemerkung 4.23 liefern dann
loLoa1(Fregs Gl = O0wl) - | (Frogs Greg) gz = 0’) - [(F.G)|2
Daher miissen wir nur noch den Ausdruck ,£,, y—1(Fy, Gy) untersuchen, also fiir 0 < k < J —1 die Ausdriicke
UEW,J,MM]H'Q (€y,n,0) und UEW,J,MMM'Q (0,hg.m)
Lemma 4.19 besagt , M**2(e, ,0), o M*2(0, hg ) € Reg?*, sodass Satz 4.9 und Lemma 4.19 fiir 0 < k < J—1

aﬁw,J—laMkJrQ(e'y,naO) = aﬁw,k—lng e’y,na Z ﬁO EJ Mk+2(e'yn70)
j=k
J—1
= (—iw) ¥ o Lo LF e MF T2 (ey 1, 0) = Y (—iw) o Loo L7 7F g MP (e 1, 0)
j=k
J k—
= (—iw)* s LuoM?(e4,n,0) Z 94 Loo L7 s M (er,1,0)

= (_iw)kaﬁw,Jfkrflo'/\/P(e'y,na 0)
liefern. Vollig analog erhalten wir

oL g 10M2(0,h5,) = (—iw) oLy k10 M*(0,h5.m)

Es steht also nur noch aus, die Asymptotik der Formen
aﬁw,J—k—loM2(e'y,n7 O) und U‘Cw,J—k—laMZ(Oa hﬁ,m)

firwe C_;\{0},0 <k <J—1und 8,y < s—N/2—1 zu untersuchen. Hierbei kénnen wir sehr einfach auf die
entsprechende von PAULY in [11, Sek. 7.3] iber mehrere Seiten gefiihrte Asymptotikuntersuchung zuriickgreifen,
denn die Terme, auf die die Operatoren 5L, s M, Lo, (M +iwA + &), 0.4. angewandt werden (bei PAULY fiir
o = 0), sind alle von der Form

n(®, V) , Crp(2,7) , Can(®,7) , 0.4. ,

haben also insbesondere ihren Triger in supp(n), sodass alle Argumente giiltig bleiben, wenn wir die in [11]
auftretenden Operatoren L, M, Ly, (M + iwA), etc. durch die entsprechenden Operatoren L, ,M, -Lo,
(M +iwA + 5), etc. ersetzen.

Mit diesen Ersetzungen erreichen wir die Lemmata
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Lemma 4.26
Fir alle j € {1,...,J} und alle geeigneten Indizes 3, m,~vy,n sowie alle beschrinkten Gebiete Qy gelten die

folgenden Asymptotiken:

o Lo j10M*(ey,n,0)
_ j—N—2y—1
o “7“’N+2'¥ < Z (_iw)kA_la‘CkA(OvH%n) - U‘Cw,jNZA/ICA,n(—FDg’;wO))
k=0
m N
und
Uﬁw,jflaM2(07hﬁ,m)
_ j—N—28—1
A kNt < > (Cw)P AT LPA(Ep m, 0) - Ucw,jNgﬁch,,,(oﬁRgf;’l))
k=0
=: /ﬁlng+2ﬂ . Bi’—ﬁljfn:%—l

F(lfl/[j)

Hierbei ist kp := 1205477 w5 (1) 412 mit vg := N/2 + B. Mit der Asymptotikschreibweise meinen wir

uiw = [u— vHLQ(Qb) <c-|lwf  gleichmaBig bzgl. w € C_ ;\{0}

Lemma 4.27
Seien J € Ng und s € (J+1/2,J + N/2)\L. Dann gilt fir alle beschrinkten Gebiete Q4 gleichmdfSig bzgl.

w € C_;\{0} und (F,G) € Reg?®
loLows1(F,G) - Y ) R ((F.G), AT LA (B, 0)) - B
(k,B,m)€é§7N71
Y )M (R G AT LB, Hy ) - AN

(ILym)eddt_,

= O(|w?)- H(R G)“Lg

mit ki, g = iQk_ZBJFN/ig und (:);1 = {(k‘,ﬁ, m)eEN3:28<k<jnl<m< M%}.
Insbesondere gilt fir j < min{J, N}

”U‘Cw,jfl(Fv G)HLZ Q O(|w|J) : H(F’ G)HL2
() s

Beweis:
Wir benutzen die Asymptotiken aus Lemma 4.26 fir j = J —k bzw. j = J —[ und setzen sie in die Abschétzung

aus Lemma 4.25 ein. Somit erhalten wir
loLoa1(F.G) = D> (w)frew™2H(F,G), AT L A(Egm, 0)) - B 5 20

(k,6.m)e0
(iw)l’i"{wN_‘—Qﬂy«F: G)7 A_l—o‘CH_lA(Oa H’y,n)> : Ai,_ijl_?y_l_l | ILQ(Qb)
(Ly,n)e0dttd

— o) |(F.6)],;
Weiterhin kénnen wir (iw)FrgwN*+20 = {NT20F2k o (i) N+20+k gchreiben. Die erste Summe liuft iiber

0<k<J-1 , 0<fB<s—N/2—-k-1 , 1§m§u%
Wir kénnen dies sogar weiter einschrianken durch N +28+k < J—1, denn Terme mit héherer w—Potenz werden
durch die rechte Seite abgeschétzt. Also braucht die Summe nur iiber

J-N-k-1

0<k<I-N-1 , 0<f<———— | 1<m<y}
zu laufen. Analoges gilt fiir die zweite Summe. Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge zu
I<m<ug

0<28<J-N-1 , 0<k<J-N-23-1
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Ersetzung von k' := k + 203, erneuter Summationsvertauschung und Riickbenennung k' — k beenden wir den
Beweis der ersten Behauptung. Nach Satz 4.5 ist

1,1y 0 . 0
(,E“,CA,,,(+D%’7£,O),U.CUJCAW(O,*'Rqﬁfm ) ~ (0,0) ,und somit AL Bl 5. ~(0,0)
Daher folgt die zweite Behauptung des Lemmas direkt aus der ersten. ]

Durch Anwendung des Lemmas 4.27 auf

(F,G) := Ca (T DL 0) € Reg? und (F,G) :=Cap(0,TRIEM) € Reg??

¥,n VOX

fiir beliebiges J = j erhalten wir Formen-Tupel

XL Y, e Ly x Lyatt

y,m? loc loc
mit
ol by
-1 J N -1 J <Ny
AL AN (—iw)t - XL und B, ANy (—iw) Y, (4.2)
1=0 1=0
Durch Koeffizientenvergleich bei den Asymptotiken erhalten wir fiir diese Formen—Tupel die Rekursionsformeln
l -1 l k.3, I-N—k k.3, I-N—k
Xy, o= ATGLANOH )~ Y e Y T e Y A XE , (43)
(k.B,m)€O]_ (k.p.m)€6! Ty
l -1 l k,3, I-N—k k,3, I-N—k
Vi, = ATGLNBL0 - > wRID-Y T X wRIDXET L ()
(k,8,m)eOL (k,8,m)c®

mit den skalaren Koeffizienten

° x%ﬁv’ng = Iik,,@'<CA,?7(+D£Z/,}L¢0)7A7170£k726+1A(07Hﬁ,m» ’
o WBIn = ke (Can(TDYL 0, AT G LA (B, 0))
o R = Rk (Can(0 T RIN) AT LTI, Hy )
. Ury = kg (Can(0, TRIGN), AT LM 20NN (B 1, 0))

Per Induktion zeigt man

xL,.Y), € Lin{A'.LIN(E,,,0),A7 LA, Hy )}

vmo
+ Lin {A ' LYA(Eg 1, 0), A" LPA(0, Hy ) : k+28 <1 — N}, (4.5)
sowie
A A'w+o)xt, =X wd N\ AN M4, =Y (4.6)
leN leN

Damit kénnen wir den folgenden Satz formulieren:

Satz 4.28
Seien J € Ng, s € (J+1/2,00)\L, sowie die Koeffizienten—Formen X,lyyn, Y,fyy firl,2v<J-N,n=1,... ,,u?y*l

und v = 1,...,pud rekursiv durch (4.3) und (4.4) bestimmt. Mit Hilfe dieser Koeffizienten—Formen definieren
wir fir (F,G) € L2 x L2 wund j = 0,...,3 — N die Korrekturoperatoren

I;(F,G) = S ks (F.G), AT LN (B, 0)) - Y] LE
(k,8,m)€6?
+ ST ks ((F,G) AT LM PEINO, Hp ) - XK

(k,3,m)€®I!
Dann gilt fiir alle beschrinkten Gebiete Q gleichmdpig bzgl. w € C_ ;\{0} und (F,G) € Reg?®
J-N-1 ‘
loLaa (R0 = 3 ()™ DDy = Ol [E G,
=0

J
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Bemerkung 4.29
(4.6) liefert zwischen den Korrekturoperatoren die Beziehung

A Y M +6)(F,G) =T;_1(F,G) , wobei  T'_1(F,G):=(0,0) ,
und (4.5) impliziert
I;(F,G) € Lin {A™ ' LY A(Epg 1, 0), A" o LYA(0, Ha ) : k428 < j}
Folglich sind die Korrekturoperatoren
Ty« L2 x 129" — Lin {A™' G LA (B, 0), A LA(0, Hp ) : b+ 28 < 5}
stetig und degeneriert.

Beweis:
Wir kénnen o. B. d. A. s € (J +1/2,J + N/2)\I annehmen. Durch Einsetzen der Asymptotiken (4.2) in die
Abschétzung aus Lemma 4.27 erhalten wir die neue Abschitzung

J-N—-k-1
||U£w,J—1(Fa G) - Z Z (_iw)N—‘rk—‘rl/’@kﬁ«Fv G)’ A_l—a‘ck_25+1A(Eﬂ,m’ O>> : Y,Bl,m
(k!ﬁ*m)Eéng71 1=0
J-N—-k-1
- Z (—iw) Ve s (F,G), A o L5720, Hp ) - X G pllrz )

I
=)

(k,8,mye0dty, 1

Ol - (. G)|

Mit Hilfe des neuen Index j := [+ k und der Summationsreihenfolge j, k, 3, m folgt die Behauptung des Satzes.
Per Definition ist

T;(F,G) Lin {X} * YI7l: (k,B,m) € O A (1,7,m) € 6}

B,m T y,m
Lin {X§ z, Y5, : k+28 < j}
Lin {A™'5 LA 0, Hp ), A o LEA(Ep i, 0) s &+ 26 < ji}
Lin {A™ ', L'A(E, 5, 0), A" o L'A(0, Hy 7)) 1k +28 < jAL+2y < k— N}

Lin {A,L¥A(Eg 1, 0), A o LFA(0, Hg ) 1 k + 28 < 5}

Nn + N N m

Die Gleichung
A Y (M +6)T;(F,G)=T,_1(F,G) ,wobei T_1(F,G):=(0,0) |,
ist wegen (M + 6),Lo = Id direkt ersichtlich. [ |

4.4 Niederfrequenzasymptotik in gewichteten Normen
Satz 4.30

Seien J € N, s € (J+ 1/2,00)\I, sowie t < min{s, N/2} —J — 2. Dann gilt die beziiglich w € C_ z\{0} und
(F,G) € Reg?® gleichmipige Abschitzung

Ju

J— J-N-1
loLo(F.G) = (Fiw) o Log LO(F.G) = D ()" -TRG), = 0wl [(FC)].
j=0 j=0

J= J

Beweis:
Der Beweis verlduft komplett analog zum Beweis von PAULY [11, Satz 7.32]. Es seien w € C_ ;\{0} und
(F,G) € Reg?’, sowie (E, H) := ,L,(F,G).

(B, H) €RL_, x Df_l%
erfiillt die Strahlungsbedingung und 16st
(M +iw)n(E, H) = (M +iwA)n(E, H) = n(F,G) + Cyp(E, H) = (n+ CrnoLo)(F,G) = (f,9)

Desweiteren ist
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° dIVE|supp = diV€E|supp(n) ( ) 1(hVF‘lsupp = 0
. rotH|§upp(n rotuH\wpp (iw)~? rotG|Supp(n) 0
Daraus ergibt sich (f,g) € D? x R¢*! und
(divf,rotg) = iw-(divnE,rotnH) = iw:(CaivnE,CrotnH) =1 —iwZ,(E, H)
Mit den bei PAULY in [11, Lemma 5.6] auftretenden Operatoren ®; und ¥; fiir j = 0,...,J — 1, sowie dem
Maxwellschen Losungsoperator L, fiir den nicht—dissipativen Ganzraumfall mit A = Id definieren wir die
Operatoren

J—1 .
N 1 .
Lw,Jfl(f? g) = Lw(f7 g) - Z(_lw)j ((I)j(fhg) + ;\I’j(dlvf? rOtg» und SJ = cI)jC'M,n + \I/jZn
=0

Dadurch erhalten wir die Gleichung

J—1 J-1
NoLw(F,G) = Lys-1(f,9)+ Y (—iw)®m(F,G) + > (—iw) S;s Lo(F,G)
j=0 §=0
Erklaren wir die Operatoren X; durch
J—1 J—1 J-N-1
S (-iw) K = (—iw) - oLoo L)+ Y (—iw)N . T;
J=0 Jj=0 Jj=0
und schliefflich noch fir J <J -1
J J-N
LY, = GLy— ) (Fw) K = GLug— Y (w)NTT;
Jj=0 Jj=0

so konnen wir die obige Gleichung umstellen zu

J-1 _ J-1J-1—j '
e Lo(F,G) = Y (—iw) ®;(F.G) — (—iw)’ " S K(F, G)
§=0 J=0 k=0
J-1 ,
= Lw,Jfl(fag)—’_ (_iw)ijU‘CSJC,Jflfj(F7 G)
§=0
Nach Paury [11, Satz 7.32] gilt gleichméfig beziiglich w und (F, G)
|Logr(F 9] = O(wl”)-[(F &)L

Durch die Stetigkeit der Operatoren ®; und ¥; von L? nach L? und die Abschiitzung aus Satz 4.28 erhalten
wir ebenfalls gleichméfig beziiglich w und (F,G)

HSJUEWJ 1— J( ’G)”L2 < ¢ H EWJ 1-— J( ’G)HLz(supp(Vn)) = (‘J(\w|‘]_j) ) ”(F’ G)HLE
Folglich erhalten wir per Dreiecksungleichung die Abschétzung
J-1

o £0(F,G) = 3 (i) (®,m(F, G) + Zskﬂ@-k(F, e = 0wl |76,
7=0 k=0
Satz 4.28 liefert fiir beschriankte Gebiete €2, die bezliglich w und (F, G) gleichméfige Abschétzung
1053 F. Oy = Ol IR G

woraus wir auf Regs’0 die Gleichung

J
nK; =®m+ > SiKjp fiir j=0,...,J-1
k=0
folgern konnen. Dies impliziert also

HnaEwJ 1( aG)HLg = |W| ” (F.G) HLg

gleichméiRig beziiglich w und (F,G). Da wir mit Satz 4.28 ebenfalls || (1 — n)gﬁff”]_l(F, G) HL2 in dieser Weise
abschétzen konnen, ist die Behauptung bewiesen. ]
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5 Das Wirbelstrom—Problem

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einer Approximation fiir das dissipative Maxwell-Problem, nédmlich mit
einem Wirbelstrom—Problem. Dieses entsteht aus dem dissipativen Maxwell-Problem, indem man in der zwei-
ten Maxwell-Gleichung den Verschiebungsstrom weglésst, welcher durch den Term iweFE gegeben wird. Das
Wirbelstrom—Modell, welches in der englischen Literatur auch unter dem Begriff ,eddy currents problem* zu
finden ist, erhélt seinen Namen dadurch, dass durch das Weglassen des oben genannten Terms der Strom F' im
Aussengebiet 4 komplett durch divH gegeben wird. Im klassischen Fall ist der Strom also eine Rotation, sprich
ein Wirbel. Das Wirbelstrom—Problem ist kein reell auftretendes Problem, sondern soll fiir kleine Frequenzen
als Approximation fiir das dissipative Maxwell-Problem herangezogen werden, da zum Beispiel der numerische
Rechenaufwand zum Losen des Wirbelstrom—Problems geringer ist als der fiir das dissipative Maxwell-Problem
selbst. Damit wir aber wirklich von einer verniinftigen Approximation reden kénnen, miissen wir die entspre-
chenden Niederfrequenzasymptotiken miteinander vergleichen.

AMMARI, BUFFA und NEDELEC betrachten in [1] die Niederfrequenzasymptotik fiir das Wirbelstrom—Problem
im klassischen Fall und vergleichen diese mit der fiir das dissipative Maxwell-Problem im klassischen Fall, wobei
jedoch einige Fehler auftreten. Dabei setzen sie € = ¢ - Id und u = pg - Id nahe bei Unendlich voraus, was wir
abschwéchen kénnen. Unsere Zielsetzung ist es, diese Niederfrequenzasymptotiken im verallgemeinerten Fall mit
g—Formen zu entwickeln und miteinander zu vergleichen. Da wir in den vorigen Kapiteln unsere Betrachtungen
des dissipativen Maxwell-Problems abgeschlossen haben, steht nun noch die Betrachtung des Wirbelstrom—
Problems aus.

In diesem Kapitel wollen wir dieselben Generalvoraussetzungen treffen wie in Kapitel 3:

(1) Die Raumdimension N > 3 sei ungerade und der Rang der Differentialformen sei g € {0, ..., N}.

(2) Q7 C RN sei ein Innengebiet der Klasse C*. Dann ist Q4 := RV\Q; ein Aufiengebiet mit C*~Rand.

(3) Der Radius rq sei so grofs, dass €y C U(rp) und fiir alle ¢ die Tréger der Formen aus B?(24) und B?(Q24)
(letztere nur im Falle ¢ # 1) in U(rg) liegen.

(4) Die Radien 71, r9 in der Definition (1.17) der Ausschneidefunktion 1 setzen wir durch die Formel
Ty = 2" - 1o fiir n € Ny fest.

(5) Die Transformationen (g, u) = Id + (¢, 1) € V2 x V10 mit 7 > 0 seien einmal stetig differenzierbar mit
Oné,Onfi=0(r"1"7) fir 7 —o00 und n=1,...,N
Die Abklingrate 7 von (£, i) wird dabei spater noch néher spezifiziert.

(6) Die Transformation o erfiille o € V&°(€;) und supp(c) N Q4 = 0.

5.1 Der Losungsbegriff

Zunichst miissen wir wieder einmal definieren, was wir unter der Losung des Wirbelstrom—Problems verstehen.
Es ist klar, dass wir nicht einfach dieselbe Definition benutzen kénnen, wie fiir das dissipative Maxwell-Problem,
bei dem wir einfach einen Term weglassen, denn durch das Weglassen dieses Terms verlieren wir weitere im-
plizite Bedingungen, die somit zusétzlich gefordert werden miissen. Weiterhin werden wir sehen, dass wir die
Losungstheorie fiir reelle Frequenzen gar nicht durch Grenzabsorption durchfiihren miissen, sondern durch die
Struktur des Wirbelstrom—Problems direkt angehen kénnen.

Definition 5.1
Seien w € R\{0} und (F,G) € L** x L*%* . Dann lost (E, H) das Wirbelstrom—Problem EC (o, A,w, F,G), falls

(i) (B H)eRZ xD' |
(ii) rotE +iwpH =G und divH +cE =F

)

o

(iif) diveEy =0 und (eEa,bl)o, =0 fir 1=1,...,d%

Hierbei sei {b} : 1 =1,...,d%} = B%(Qa).
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Bemerkung 5.2

Die zweite Gleichung in Definition 5.1 (i) impliziert divH4 = Fa, sodass wir das Problem EC(o,A,w, F,G)
sowieso nur fir F € F1 lsen kinnen. Die Bedingung (iii) ist notwendig, um sowohl die Eindeutigkeit des
Lésungsbegriffs zu garantieren, als auch, um die Lisung analog zu der des dissipativen Maxwell-Problems zu
halten, denn fiir F € F9 erfillt die Losung von Max(o, A,w, F, G) die Bedingung (iii).

5.2 Losungstheorie

Wie bereits gesagt, konnen wir die Losungstheorie direkt fiir reelle Frequenzen aufstellen. Wir folgen bei der
Losungstheorie der Idee von AMMARI, BUFFA und NEDELEC in [1], wobei wir jedoch gewichtete Rdume benut-
zen, was auch notwendig ist, wie wir spéater noch genauer erlautern werden. Die Losungstheorie wird analog
zum dissipativen Maxwell-Problem mit Hilfe der variationellen Formulierung und dem Satz von Lax—Milgram
erreicht.

Satz 5.3
Seien w € R\{0} und (F,G) € (L%q N ,7:"‘1> x L2 Dann ist das Problem EC(o,A,w, F,G) eindeutig losbar
und der Ldsungsoperator
N P ) R, x DI+l
(F, Q) — (E,H) Lésung zu EC(o,A,w, F, Q)

st stetig.

Beweis:
Um unser Problem variationell zu formulieren, betrachten wir folgende Aquivalenzen:

(E, H) lost EC(0,A,w, F,G)
° 1

&  EeRY, |, diveEa=0 , (eEabl)o,=0 fir I=1,...,d% |, H:EN_I(G—rotE) und
1
A — - (u (G —10tE), r0t®) = (0 E — F, ®)
der?, W
° 1
& FEeRY, |, diveEa=0 , (eEabf)o,=0 fir 1=1,...,d% |, H:Eu_l(G—rotE) und

A ("ot B, 1ot®) + iw(cE, ®) = iw(F, ®) + (1~ G, rotd)
®eR?

Wir setzen nun
V=R N{@ el 104 7D () NBIQ)M} [0 =@ o, + [r0t@] o
sowie die Sesquilinearform und das antilineare Funktional

b : VXV — C f vV — C
(U, ®) +— {(ulrot¥,rot®) + iw(cW, ®) O — iw(F,®)+ (u G, rotd)

Nun wollen wir zeigen, dass es sich bei (V] | : ”V) um einen Hilbertraum handelt, sowie bei b um eine stetige,
streng koerzitive Sesquilinearform auf V und bei f um ein stetiges, antilineares Funktional auf V.

Da V ein abgeschlossener Unterraum von R?; beziiglich der natiirlichen Metrik ist, miissen wir nur zeigen,

dass wir die H . —~Norm nach oben durch ein Vielfaches der ” . HVfNorm abschitzen konnen. Die Abschét-

—Norm ist trivial.

I,

zung der H - ||,,~Norm nach oben durch die H :

Iv I,

Dazu betrachten wir den Operator

Z 0 RO o R () Nl () 1 B0
® — Tivep
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Nach den Sétzen 3.1 und 3.7 ist dieser Operator stetig. Mit Hilfe dieses Operators erhalten wir fiir & € V die
Abschéatzung

[olee < e ([]y + 104 = 201] 200, + 1291 ] 2000, )
< e (o], + rot(@a — 200 2 rir) + 1o )
< e o), .

wobei die Konstante ¢ sich von Schritt zu Schritt vergrossern kann. Hierbei haben wir benutzt, dass nach
Konstruktion

®4—Z®; € RY,(Q4)Ne oD%, (24)NBY(24) Y und somit |®a—Z0;| o Scfrot(@a=Z0) | 20

L29(Q Qa)
Der Beweis dazu wurde von PICARD in [16, Lemma 8| geliefert. Damit sind die Normen H . HRq und H . HV auf
1
V' &quivalent, also ist (V, H : ”V) ein Hilbertraum.
Die strenge Koerzitivitit von b folgt aus der Beschriinktheit von =% und aus w € R\{0}
- . 2 2 2
b(®,®)] = |[(u 'rot®,rotd) +iw(cd, ®)| > - H1r0t<I>||L2,qJr1 + 2 ”<I>HL2’q(QI) > - ”<I>HV

mit von p abhéngiger Konstante v; und von w und o abhéngiger Konstante ~5. Die Stetigkeit von b ist direkt
ersichtlich aus

bW, ®) = (u 'rot®,rotd) + iw(cW, ®)

IN

c1 - [rot¥] oges - [rot@] s + 2 [ ¥l zaga,) (220
c- [y -]

IN

v

mit von p abhingiger Konstante ¢; und von w und o abhéngiger Konstante co. Ganz analog erhélt man mit

f(@)] = [w(F @)+ (G rotd)]

IA

[l [E 2o [@lli2g + 1o Cllizass - [rot@]pae
d-|o

IN

Iy
die Stetigkeit von f.

Nach dem Satz von Lax—Milgram gibt es also genau ein F € V| sodass fiir alle ® € V gilt
(" 'rot B rot®) +iw(cE,®) = iw(F,®)+ (u 'G,rotd)
Wir werden nun zeigen, dass diese Gleichung auch fiir alle ® € R, gilt. Ist ndmlich ® € R?,, so kénnen wir
® 4 aufspalten in der Form
Pp=Us+xa mit VUye E_lqu_l(QA) ﬂBq(QA)lE und x4 € ()Rq_l(QA)

Indem wir x4 nach Q; hinein durch Null fortsetzen, erhalten wir ein Element x € oR?,, welches nach WECK
und Witsch [23, The. 5] selbst eine Rotation ist, und somit die Zerlegung

OP=U+4+x mit VeV und XeoRq_l ) X|Q,:0

Dass die obige Gleichung fiir ® = ¥ € V gilt, haben wir ja schon gesehen. Sie gilt aber auch fiir & = x € yR?,
mit X|QI = (: Die beiden Skalarprodukte mit roty verschwinden, ebenso verschwindet das Skalarprodukt, wel-
ches sich tiber Q; erstreckt. Schliesslich verschwindet auch das Skalarprodukt (F,x), denn der Anteil iiber Q;

verschwindet, und weiterhin ist x4 € oR%,(Q24), sowie F' nach Voraussetzung auf Q4 eine Divergenz. Folglich
gilt die obige Gleichung fiir alle ® € R? .

Damit haben wir schlieklich nach unserer obigen Aquivalenzumformung das eindeutige (E, H) gefunden, welches
das Wirbelstrom—Problem EC(0, A,w, F, G) 16st.

Als Letztes wollen wir die Stetigkeit des Losungsoperators &L, nachpriifen. Die Konstante ¢ setzt sich da-
bei aus den bisher aufgetretenen Konstanten zusammen und kann sich wie immer von Schritt zu Schritt dndern.
Es ist

IN

c-|E[, < e BEE)] = c|f(B) = ¢ |w(FE)+ (u'G,rotE)|

< o (7, G)”L?QXLMH : HE”R‘il

1E0R

N

(0]



Division durch HEHR‘I liefert die Abschétzung fir HEHR‘I . Die Abschétzung fiir HHHD<1+1 erhalten wir durch die
Gleichungen fiir H und divH und die Abschétzung fiir HE HRq . Damit ist die Stetigkeit des Losungsoperators

bewiesen. m

Bemerkung 5.4
Wie schon erwdhnt, folgen wir beim Beweis des Satzes 5.8 der Arbeit [1] von AMMARI, BUFFA und NEDELEC,
wobei diese auf die gewichteten L?> — Raume verzichten und den Raum V definieren als

Vi=RIN{® L : 0, ec 1oDI(Q)NHUQ)Y L 0] = |9]1s,, + [rote]:,

()
Es ist jedoch leicht nachzuweisen, dass dieser Raum kein Hilbertraum ist, da es einem micht mdglich ist, die

|| . HL2 ~Norm nach oben durch ein Vielfaches der H . vaNorm abzuschdtzen. Somit kann die Vollstindigkeit des

Raums nicht gefolgert werden, welche auch micht gegeben sein muss, wie das folgende Beispiel demonstrieren
soll.

Wir betrachten den Fall Q7 := U(1) und ¢ := Id. Dann ist Q4 = A(1). Auf 1-Formen entsprechen die Operatoren
rot und div der klassischen Rotation und Divergenz, welche wir in den folgenden Rechnungen benutzen. Mit
einer Ausschneidefunktion

p€eC™ ) Ploae =0 ) Plagray =1
definieren wir
0 To 0
E:=rtotp | 0 | =¢lz|? |-z +Vex | 0 | €L (R)\L*(R®)
In |z| 0 In |z|
Es gilt
rotE e L2R®) , divE=0 , Ex L FH(AQ1)

Sei nun x € C3°(R) eine Abschneidefunktion mit

0<x<1 , Xpy=1 - Xlgoe)=0

Damit setzen wir

E, =xn, E , wobei Xn(z) :=x <|$|>
n

Dann ist E,, € V fiir alle n € N und es gilt fiir alle n € N

rotE, = Vxn X FE+x, rotE 2, 04r10tE = rotE ,
1
divE, = Vxn - E+4xn- diVOE = EXI <Z> -V]z|-E = 0 auf A(1) )

Enlaqy L H(AQ))

Folglich ist (E,)nen eine Cauchyfolge in V', deren Grenzwert E aber nicht in V liegt. Somit kann V' nicht
vollstandig sein.
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5.3 Niederfrequenzasymptotik

Da die statische Losungstheorie fiir das Wirbelstrom—Problem nicht anders aussieht als die des statischen
dissipativen Maxwell-Problems, kénnen wir direkt zur Niederfrequenzasymptotik des Wirbelstrom—Problems
iibergehen. Dabei ist interessant zu beobachten, dass das Weglassen des Terms iwe E' die Sache stark vereinfacht:
wie wir im Abschnitt 3.3 im Beweis des Satzes 3.32 bemerken konnen, ist fiir Daten (F,G) € L27 x L2971 die
Losung des statischen dissipativen Maxwell-Problems Max(a, A, 0,0, F, G, 0, 0) ein Element von L= x L29%1 Die
Turmformen tauchen bei diesen Gewichten nicht explizit auf, und da wir beim Iterieren anstelle von (e E, uH) die
Daten (0, uH) einsetzen miissen, wie wir noch sehen werden, haben Iterationen des statischen Losungsoperators
keine Verschlechterung der Integrabilitdt der Losungen zur Folge. Dies bewirkt, dass wir eine echte Potenzreihe
als Losung fiir unser Problem erhalten, anstatt nur bis zu einer gewissen Ordnung entwickeln zu kénnen, die
von der Integrabilitit der Daten (F,G) abhéngt.

Satz 5.5
Sei 7> N/2 — 1. Dann gibt es ein @ > 0, sodass fir alle w € R\ {0} mit |w| <& und alle Daten

(F,G) e (L%q N ﬁq) x RI*1

die Losung des Problems EC(o,A,w, F,G) durch die Potenzreihe

LL(F.G) = 3 (i o Lo(PoL)(F,G)

3=0
gegeben wird, wobei P die Projektion auf die zweite Komponente P(®, W) := (0, ¥) darstellt.

Beweis:
Setzen wir (E, H) := ¢L,,(F,G), so folgt direkt, dass (E, H) die nach Satz 3.32 eindeutige Losung des statischen
dissipativen Maxwell-Problems Max(c, A, 0,0, F, G — iwuH, 0,0) sein muss, mit anderen Worten

(EvH) = 0£0(FaG_iw/J/H) = UEO(FvG) _iWUCO(OaMH) = UEO(F7G) _iWUEOPA(EaH) = K(EvH)

Die Umkehrung gilt aber auch: Verfolgen wir den Beweis des Satzes 3.32 mit s = 0, so sehen wir, dass die
Turmformenanteile bei (E, H) nicht explizit auftreten, da nach Bemerkung 3.21 R?*t! = {0}, D? = {0} und
Al_, = {0} fiir s < N/2 gelten.

Wir sehen weiterhin, dass die Integrierbarkeit von H im Beweis zu Satz 3.32 einzig von der Integrierbarkeit von
F abhiingt, da g = 0 ist. Wegen F € L?? folgt dann H € D?F' 0 p~',R9t!. Die Abbildung

K Rq_1 x Datl Rq_1 x Datl
(®, ) — o Lo(F,G) —iwsLoPA(D, D)

ist stetig, da die Operatoren ,Lp, P und A auf den entsprechenden Réumen stetig sind. Fiir |w| < & mit hinrei-
chend kleinem @ > 0 ist K eine Kontraktion, sodass nach dem Banachschen Fixpunktsatz genau ein Fixpunkt
existiert. Dieser muss nach unser obigen Argumentation aber gerade &L, (F,G) sein. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz gilt

CL,(F,G) = lim K",Lo(F.G) = lim » (—iw)’sLo(PyL) =Y (—iw) o Lo(P, L) (F,G)

j=0 j=0

Korollar 5.6
Seien 7 > N/2 — 1, (wp)neny C R\ {0} eine Nullfolge und

(F,G) e (L%q N ﬁQ) x gRT1

Dann konvergiert (E,, H,) = <L, (F,G) in RY, x DI*L fiir n — oo gegen die nach Satz 3.32 eindeutige
Lésung des Problems Max(o, A, 0,0 F G 0,0).
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5.4 Approximationsgiite der Wirbelstrom—L6sung

Da wir nun die Niederfrequenzasymptotik sowohl des dissipativen Maxwell-Problems, als auch des Wirbelstrom—
Problems kennen, kénnen wir diese miteinander vergleichen, um zu bestimmen, wie gut das Wirbelstrom—Modell
das Maxwell-Problem wirklich approximiert. Wir werden sehen, dass wir hierbei genauere Ergebnisse erlangen
als AMMARI, BUFFA und NEDELEC in [1]. Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen in dem folgenden

Satz 5.7
Seien 7 > (N +1)/2 und w € R\{0}.

(i) Fir (F,G) € Reg1’0 ist L, (F,G) eine Approzimation von ,L,(F,G) in L2<"11,7N X Li"ﬁ fiir w — 0, d.h.
2 2

1-N
2

|ELL(F,G) = o L(F, Q)| <=0 firalle t<

Ist sogar (F,G) € Reg?" mit s € (3/2,1+ N/2)\I, so kénnen wir diese Aussage dahingehend verschirfen,

dass ¢ L, (F,G) eine Approzimation bis auf Terme erster Ordnung von ,L,(F,G) in Lif,\pr3 X Lif&
2 2

fiir w — 0 ist, d.h.

e . N+3

[5£u(R.G) = Lo B Oy = O - |(F.G),  fir  t=s— ==

(i) Firs € (5/2,2+N/2\I und (F,G) € Reg?? ist ¢ L, (F,G) genau dann eine Approzimation bis auf Terme
zweiter Ordnung von o L,(F,G) in LifH X Lff@ fir w — 0, d.h.

N
[SLalF,C) oLl PG e = O(P) [(FO)s  fir =522

wenn F € ¢DY _ und G = 0 gelten.

loc

(iii) Fir (F,G) # (0,0) kann &L, (F, G) niemals eine bessere Approzimation als bis auf Terme zweiter Ordnung
von oL, (F,G) fir w — 0 sein, egal in welchem gewichteten L34 x L24T!,

Beweis:

Zu (i): Sei (F,G) € Reg?’. Nach Satz 4.5 (i) mit s = 1 konvergiert ,L£,(F, Q) fiir w — 0 in L3¢ x L2
fiir alle t < s — - = 12N gegen ,Ly(F,G). Wegen Reg?’ (Lf’q N fq) x oR4*L, konvergiert ¢ L, (F,G)
nach Korollar 5.6 fiir w — 0 in L>? x L2 gegen ,Lo(F,G). Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir

unsere Aussage. Im Falle s € (3/2,1+ N/2)\I und (F,G) € Reg?" liefern Satz 4.9 mit J = 1 und Satz 5.5 die
gewiinschte Aussage. a

Zu (ii): Seien s € (5/2,2 + N/2)\I und (F,G) € Reg??. Satz 4.9 mit J = 2 und Satz 5.5 liefern die Asym-
ptotiken von ,L,(F,G) und ¢L,(F,G) fir w — 0, und wir erkennen an den Potenzreihendarstellungen fiir
t=s—(N+5)/2:

[6Lu(F,G) — o Lo(F, G)HL% = O(|w|?) - || (F, G)HL15 = o LoAs Lo(F,G) = o LoPA,Lo(F,G)

Bezeichnen wir mit (Fy, Hy) := ,Lo(F,G), so sehen wir, dass dies genau dann erfiillt ist, wenn Ey = 0 ist.
Da (Ey, Hy) aber die Losung zu Max(o, A, 0,0, F, G, 0,0) ist, liefert ein Blick auf die Konstruktion von Ey im
Beweis des Satzes 3.32, dass dies genau dann erfiillt ist, wenn G = 0 und F € (D gelten. O

loc

Zu (iii): Analog zu (ii) sehen wir, dass die Potenzreihenentwicklungen fiir ,£, (F,G) und L, (F,G) genau
dann bis zur zweiten Ordnung iibereinstimmen, wenn zusétzlich zur Bedingung aus (ii) auch noch

JEOAULOAJEO(F7 G) = O"COPAJEOPAOEO(F7 G)

gilt. Setzen wir (Fy, Hy) = ,Lo(F,G) und (E1, Hy) := -LoAsLo(F,G), so sehen wir analog zu (ii), dass
dies genau dann erfillt ist, wenn E; = 0 ist, was &dquivalent zu e¢Fy € oD{IOC und pHy = 0 ist. Also ist
die Bedingung (Eo, Hy) = (0,0) notwendig fiir die Ubereinstimmung der Potenzreihenentwicklungen bis ein-
schlieflich zur zweiten Ordnung. Dies ist aber nur fiir (F,G) = (0,0) erfiillt, und in diesem Fall gilt sowieso

U»Cw(FvG):g'Cw(FvG):(OaO)' u
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Bemerkung 5.8
Die Bedingung F' € oD _ fiir die Approzimation in erster Ordnung ist die einfachstmégliche Form, die Bedingung

loc
auszudricken. AMMARI, BUFFA und NEDELEC stellen in [1] die um einiges komplizierteren Bedingungen

e divFly, =0 , divFly, =0
. Jp, F-n=0 firale i=1,...,p ,
. fFAfl(FA~n)quj—fQIF~qu:O furalle 7=1,...,4

Hierbei sind I'y, ..., T, die Zusammenhangskomponenten des Randes I' := 08, n der Normaleneinheitsvektor,
Ar der Laplace-Operator auf dem Rand, sowie {Vq1,...,Vq;} eine Basis der Neumannfelder

oR1(Q) N o~ 1D ().

Bemerkung 5.9
Unter den stdrkeren Voraussetzungen

. qged{l,...,N -2} ,
. supp(€) Usupp(j) € RY

konnen wir Satz 4.30 benutzen, um in Satz 5.7 die Voraussetzung (F,G) € Reg?' bzw. (F,G) € Reg?® auf
(F,G) € Reg?” abzuschwichen. Da die Korrekturoperatoren T die Asymptotik erst ab der Ordnung N verindern
und N > 3 gilt, dndert dies nichts an der Approximationsgite der Wirbelstrom—Lésung in diesem Fall.
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