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1
Kapitel 1EinleitungIn Abshnitt 1.1 wird die Motivation für die vorliegende Arbeit beshrieben,und Abshnitt 1.2 fasst den Stand der Tehnik zusammen. Abshnitt 1.3 formu-liert die Ziele der Arbeit und gibt einen Überblik über die folgenden Kapitel.In Abshnitt 1.4 werden Konventionen für die Shreibweise zusammengefasst.1.1 ProblemstellungEine Parallelkinematikmashine (PKM) ist ein Manipulator, der eine starre Basis mit ei-ner beweglihen Plattform durh mehrere Beine gelenkig verbindet. Als im Jahr 1994 dieersten Werkzeugmashinen mit paralleler Kinematik auf der Messe International Mahi-ne Tool Show (IMTS) in Chiago dem Fahpublikum vorgestellt wurden, herrshte einegroÿe Euphorie, da die neue Mashinentehnik eine Reihe grundlegender Vorteile gegen-über bewährten Werkzeugmashinen versprah. Eine drastishe Reduzierung der beweg-ten Massen wird erreiht, indem alle Motoren am ruhenden Mashinenbett angebrahtwerden. Damit sollte eine erheblihe Verbesserung der dynamishen Eigenshaften undletztlih der Produktivität der neuen Werkzeugmashinen einhergehen. Der fahwerkarti-ge Aufbau des Manipulators erhöht die strukturelle Stei�gkeit und reduziert gleihzeitigdie Herstellungskosten durh den symmetrishen Aufbau mit zahlreihen Gleihteilen.Shlieÿlih verringert die geshlossene kinematishe Struktur die Auswirkungen einzelnerFertigungsfehler auf die Genauigkeit der Mashine.Daraufhin wurden diverse Prototypen konstruiert und untersuht, doh konnten diesedie hohen Erwartungen niht erfüllen. Aufbau und Inbetriebnahme der Mashinen erwiessih als shwieriger als vermutet. Obwohl viele Baugruppen mehrfah auftreten, konntendie Kosten aufgrund der insgesamt groÿen Anzahl der Bauteile niht reduziert werden.Insgesamt sind die Mashinen dadurh gekennzeihnet, dass sie eine groÿe Emp�ndlih-keit gegenüber Änderungen der Geometrie aufweisen. Infolgedessen hat sih die Kali-brierung von PKM zu einem wihtigen Forshungsshwerpunkt entwikelt. Neben bisherfehlendem theoretishem und praktishem Wissen werden für PKM besondere Hardware-Komponenten benötigt, die in dieser Form eine geringe Verbreitung aufweisen. Beispiels-weise mangelt es an tauglihen Kugel- und Kardangelenken, die sowohl bezüglih ihrerStei�gkeit als auh bezüglih der möglihen Beweglihkeit den Anforderungen von PKMgereht werden.



2 1.2. LITERATURÜBERSICHTBei der Mehrzahl der räumlihen PKM ist keine geshlossene Lösung der direkten Kine-matik bekannt. Daher sind die meisten für serielle Roboter entwikelten Verfahren nihtauf PKM anwendbar. Dies betri�t sowohl die kinematishe Analyse und Maÿsyntheseals auh die Steuerungs- und Regelungstehnik. Weiterhin ändern sih die kinematishenEigenshaften einer PKM stark über dem Arbeitsraum. Dies wirft vor allem die Frageauf, wie Mashinen entworfen werden können, die vom Anwender gestellte Anforderun-gen bezüglih der Gröÿe und Qualität des Arbeitsraums erfüllen. Dabei spielt die Wahleiner geeigneten Geometrie des Roboters eine entsheidende Rolle, da der Ein�uss derGeometrie sogar den Ein�uss der topologishen Struktur übertri�t.1.2 LiteraturübersihtBereits in den 1950er Jahren stellte Gough einen Prüfstand für Reifen vor und wendetedamit das Funktionsprinzip der Parallelkinematikmashine erstmals praktish an [36℄. ImJahr 1965 verö�entlihte Stewart den Entwurf eines Flugsimulators, bei dem das Cokpitdurh sehs lineare Antriebe bewegt werden kann [124℄. Dabei greifen drei Antriebe direktan der Plattform an, während die anderen Antriebe die ersten drei abstützen. Die in denfolgenden Jahren gebauten Flugsimulatoren [11, 14, 126℄ basieren auf dem von Gough vor-geshlagenen Manipulator, werden ironisherweise jedoh häu�g als Stewart-Plattformenbezeihnet.Die grundsätzlihe Idee, eine beweglihe Plattform über mehreren kinematishen Kettenmit einem ruhenden Rahmen zu verbinden, wurde von vielen Wissenshaftlern untersuht.Neben diversen ebenen und sphärishen PKM spielen bei den räumlihen Robotern mitsehs Freiheitsgraden drei Arhitekturen eine groÿe Rolle. Die erste ist die klassisheGough-Plattform, bei der sehs Beine mit veränderliher Länge den Rahmen mit derPlattform verbinden. Bei den beiden anderen Arhitekturen werden Stäbe konstanterLänge verwendet und deren rahmenseitigen Anlenkpunkte werden variiert. In der Praxiswird dies entweder durh Shienen mit linearen Aktuatoren [139℄ oder durh rotatorishangetriebene Hebel wie beim Delta-Roboter [19℄ realisiert.Ein fundamentales Problem bei der Analyse von PKM ist die Lösung der direkten Kinema-tik. Während für serielle Roboter die Position des End-E�ektors bei gegebenen Positionender Aktuatoren eindeutig bestimmt ist und relativ einfah berehnet werden kann [26℄, istdieses Problem bei PKM ausgesprohen kompliziert. Anhand von Beispielen wurde shnellklar, dass es bei PKM mehr als eine Lösung für die direkte Kinematik gibt. Erst im Jahr1992 wurde gezeigt, dass für die allgemeine Gough-Plattform höhstens 40 vershiedeneLösungen der direkten Kinematik existieren, von denen jedoh einige komplex sein kön-nen [69, 115℄. Später fand Dietmaier eine PKM, die über 40 vershiedene reelle Lösungenverfügt und damit 40 vershiedene Zusammenbaumodi besitzt [28℄. Einen Algorithmuszur Lösung der direkten Kinematik stellt Husty [50℄ vor, der durh die Anwendung vonkinematishen Abbildungen (engl. Kinemati Mapping) [7℄ die Gleihungen der direktenKinematik in einen projektiven Raum überführt und damit algebraisiert. Die Lösung desSystems der Bindungsgleihungen mit Intervallanalyse stellt eine Möglihkeit dar, garan-tiert alle Lösungen der direkten Kinematik zu �nden [80℄. Überrashenderweise wird dieAnzahl der Lösungen der direkten Kinematik niht notwendigerweise beshränkt, wenndie Mashine mehr als sehs angetriebene Beine besitzt [52, 53℄. Für praktishe Zweke



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3

Abbildung 1.1: Arbeitsraum einer Stewart-Gough-Plattform mit Anwendung als Fahrsi-mulator. Der Arbeitsraum wurde geometrish als Shnitt von Kugeln bestimmt.interessiert meist nur die Lösung der direkten Kinematik, die zu einem bestimmten Zu-sammenbaumodus der Mashine gehört. Bis heute ist kein Verfahren bekannt, das es imallgemeinen Fall erlaubt, die vershiedenen Lösungen bestimmten Zusammenbaumodi zu-zuordnen. In der Praxis wird daher eine Pose1 eines bestimmten Zusammenbaumodus alsReferenz vorgegeben und inkrementell verfolgt.Für die meisten Anwendungen ist es notwendig, die möglihen Bewegungen der PKMzu kennen, so dass in zahlreihen Arbeiten Verfahren zur Berehnung des Arbeitsraumsentwikelt wurden. Dabei wird betrahtet, welhe Positionen die Plattform bei gegebe-nen Bewegungsmöglihkeiten der Aktuatoren erreihen kann. Für den translatorishenArbeitsraum kann dies rein geometrish mit Construtive Solid Geometry (CSG) Syste-men erfolgen, d. h. durh die Boole'she Verknüpfung von geometrishen Grundkörpern(Abb. 1.1) [77℄. Der Arbeitsraum von vershiedenen Robotern mit drei Beinen wurdevon Alizade et al. [1℄, Dash et al. [25℄ und Li [71℄ untersuht. Der 6D Arbeitsraum einerGough-Plattform wurde von Merlet mit geometrishen Methoden berehnet [75℄. Nebengeometrishen Methoden hat sih die Intervallanalyse bewährt, um den Arbeitsraum vonPKM zu berehnen. Intervallmethoden wurden für die Berehnung des Arbeitsraums ei-ner Gough-Plattform [76℄, des Orthoglide [15, 16℄ und einer PKM mit Beinen konstanterLänge [103℄ erfolgreih eingesetzt.In der Literatur wird der Rand des Arbeitsraums häu�g mit Singularitäten identi�ziert,was jedoh nur teilweise korrekt ist. Singularitäten stellen nur eine von mehreren Begren-zungen des Arbeitsraums dar. Eine Klassi�kation von singulären Stellungen für Meha-nismen mit kinematishen Shleifen wurde von Gosselin und Angeles [35℄ eingeführt. BeiGough-Plattformen lassen sih singuläre Stellungen auh geometrish beurteilen. Werdendie Beine als Plüker-Vektoren interpretiert, können anhand der Grassmann-Algebraalle singulären Kon�gurationen untersuht werden [73, 74℄. Eine Untersuhung der Sin-gularitäten im Gesamtorientierungsarbeitsraum mit Quaternionen wurde von Pernkopfvorgestellt [97, 98℄. Mit Intervallanalyse kann veri�ziert werden, ob der gesamte Arbeits-1Eine Pose bezeihnet die Position und die Orientierung der Plattform des Manipulators.



4 1.2. LITERATURÜBERSICHTraum frei von Singularitäten ist [83℄. Eine Untersuhung singulärer Stellungen mitGrass-mann-Cayley-Algebra �ndet sih bei Ben-Horin und Shoham [3℄.In einer Singularität degeneriert das kinematishe Übertragungsverhalten eines Manipu-lators und stellt damit einen qualitativen Defekt der Übertragung dar. Eine quantitativeBewertung der Übertragung wird anhand eines Manipulierbarkeitsindex (engl. DexterityIndex ) vorgenommen. In der Literatur wurden diverse Kennzahlen de�niert, die sih ausder Jaobi-Matrix ableiten lassen, siehe beispielsweise [34, 111, 142℄. Die bekanntestenIndizes sind die Determinante [141℄, die Konditionszahl [119℄ und der kleinste Singulärwert[65℄. Obwohl diese Indizes für eine Kon�guration die Qualität der Übertragung bewerten,können diese Indizes niht verwendet werden, um den geometrishen Abstand von einersingulären Stellung zu bestimmen, da es für den Raum der verallgemeinerten Geshwin-digkeiten und Kräfte keine natürlihe Metrik gibt [123℄. In einigen neueren Ansätzen wirddaher auf eine Bestimmung des Abstands verzihtet und stattdessen überprüft, ob einzulässiger Wert für die Manipulierbarkeit im Arbeitsraum niht über- bzw. untershrittenwird [82, 101℄.Eine tehnishe Beshränkung des Arbeitsraums entsteht durh die begrenzten Bewe-gungsmöglihkeiten der Gelenke und durh Kollisionen der bewegten Bauteile. Bei derklassishen Gough-Plattform wird der Arbeitsraum erheblih durh den maximalen Hubder Beine und den Shwenkbereih der Kugel-/Kardangelenke eingeshränkt. Der aus denBegrenzungen der Gelenke resultierende Rand des Arbeitsraums ist niht durh eine sin-guläre Stellung gekennzeihnet. Daneben spielen die Kollisionen zwishen den Beinen einewihtige Rolle.Parallele Roboter besitzen eine hohe strukturelle Stei�gkeit, d. h. Kräfte und Momentean der Plattform führen zu geringen Verformungen der Mashine. Der Vorteil relativiertsih jedoh aufgrund der meist unbefriedigenden Stei�gkeiten derzeit verfügbarer Gelenke.Eine Analyse der Stei�gkeit für PKM wurde von Gosselin [33℄ vorgestellt, und die Stei-�gkeit von parallelen Werkzeugmashinen wurde von Rebek [113℄ untersuht. Mithilfeder Jaobi-Matrix lässt sih leiht die Stei�gkeit bezüglih der Abtriebe bestimmen [77,p. 256℄. Eine Erweiterung durh eine vollständige geometrishe Linearisierung der PKMerlaubt es, alle Bauteile als lineare Federn zu modellieren [107℄ und damit die Stei�gkeitder PKM zu ermitteln.Der Positionsfehler des End-E�ektors von PKM wurde häu�g in Abhängigkeit von Fehlernder Geometrie untersuht [10, 56, 62, 122, 143℄. Weiterhin wurde der Ein�uss von nihtexakt erfüllten Bindungen auf die kinematishe Übertragung von PKM betrahtet [58℄.Neben geometrishen Fehlern führt auh das Spiel in den Gelenken zu Fehlern [95℄. EineModellierung von geometrishen Fehlern und Spiel in den Gelenken mit Intervallanalysewurde von Wu vorgeshlagen [138℄, und Merlet berehnete mit Intervallanalyse eine obereShranke für den gröÿten Fehler im Arbeitsraum [81℄. In diesem Zusammenhang wurde dieFrage untersuht, wie die Fertigungstoleranzen gewählt werden müssen, um eine gegebeneGenauigkeit zu erreihen [18, 57℄.Bei der Kalibrierung wird die tatsählihe Geometrie der Mashine durh Vermessungidenti�ziert. Verfahren zur Kalibrierung von Robotern wurden von Hollerbah [49℄ klas-si�ziert. Bei PKM tritt das Problem auf, dass infolge der komplexen Kinematik alle Be-wegungen miteinander gekoppelt sind. Daher wird mit externen Messgeräten die Positiondes Werkzeugmittelpunkts erfasst, um durh Vergleih mit dem internen Messsystem dieGeometrie zu identi�zieren [118, 128, 134℄. Eine andere Möglihkeit besteht in der Integra-
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Abbildung 1.2: Kalibrierung des Linapod mit dem optishen Messgerät Lasertraker [8℄tion zusätzliher Sensoren in die passiven Gelenke [55, 61℄. Die Qualität der Kalibrierungwird anhand von Beobahtbarkeitsindizes untersuht, die aus der Identi�kationsmatrixbestimmt werden [23, 90℄. Eine Methode zur Kalibrierung von PKM mit Intervallanalysewurde von Daney vorgestellt [23, 24℄. Die Anzahl und Position der notwendigen Messstel-len für die PKM Linapod untersuhte Boye [8℄ mit einem Lasertraker (Abb. 1.2).Beim Entwurf von PKM muss zunähst die Struktur der Mashine ermittelt werden [110℄.Die ausführlihen Analysen von PKM haben jedoh gezeigt, dass die Eigenshaften vonPKM stärker durh die Geometrie als durh die Arhitektur beein�usst werden. Zudemändern sih die Eigenshaften signi�kant über dem Arbeitsraum. Daher ist es notwendig,PKM speziell für bestimmte Aufgaben zu entwerfen [76℄. Der typishe Ansatz ist dasoptimale Design von Mehanismen, wie es für Mehrkörpersysteme im Allgemeinen [29℄und PKM im Speziellen [41, 68, 96℄ angewendet wird. Für praktishe Probleme müssen inder Regel mehrere antagonistishe Kriterien berüksihtigt werden [63℄, wobei dies beimoptimalen Design in Form eines Kompromisses realisiert wird. Um das Optimum der Ziel-funktion zu �nden, werden neben Gradientenverfahren auh evolutionäre Algorithmenverwendet [9℄. Ein besonderer Aspekt der Auslegung besteht im Entwurf für einen gege-benen Arbeitsraum [94℄ oder für optimierte Manipulierbarkeit im Arbeitsraum [42, 99℄.Einen neuen Ansatz für den Entwurf von PKM stellen Hao und Merlet [40℄ vor, die einigeAnforderungen als Zwangsbedingungen umsetzen und mit Intervallanalyse Varianten derMashine �nden, die garantiert über einen vorgegebenen Arbeitsraum verfügen. DieserAnsatz wird im Wesentlihen auh in dieser Arbeit verfolgt.Eine verhältnismäÿig neue Variante von PKM sind parallele Seilroboter, bei denen diestarren Beine durh Seile ersetzt werden (Abb. 1.3 [46℄). Diese wurden zunähst als in-telligente Kräne für den Shi�bau vorgeshlagen [22℄. Ming und Higuhi klassi�zierenSeilroboter anhand der Anzahl der Seile und Freiheitsgrade [85, 86℄. Um die Plattformvollständig kontrollieren zu können, müssen mehr Seile als Freiheitsgrade verwendet wer-den. Im Gegensatz zu starren PKM wird der Arbeitsraum von Seilrobotern durh dieForderung nah Zugkräften in den Seilen bestimmt [131, 132℄. Bei Seilrobotern können dieKollisionen von Seilen eine groÿe Rolle spielen [78℄. Damit ist es für vollständig bestimmteSeilroboter nötig, die Kräfte geeignet unter den Seilen aufzuteilen [12, 13, 121, 133℄. DieRegelung von vollständig bestimmten Seilrobotern wurde von Fang betrahtet [31℄. Mai-
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Abbildung 1.3: Prüfstand des Seilroboters Segesta am Lehrstuhl für Mehatronik, Uni-versität Duisburg-Essen [46℄er [72℄ und Heyden [45℄ untersuhten unterbestimmte Handhabungssysteme mit wenigerSeilen als Freiheitsgraden.Die Monographie von Merlet [77℄ behandelt viele theoretishe Aspekte paralleler Roboterund gibt einen umfassenden Überblik über die Literatur. Dagegen widmet sih Neuge-bauer shwerpunktmäÿig den praktishen Aspekten des Entwurfs und der Nutzung vonParallelkinematik-Werkzeugmashinen [91℄. Grundlagen der Kinematik sind z. B. bei Bot-tema und Roth [7℄ sowie bei Husty et al. [51℄ zu �nden. Diverse Forshungsarbeiten sindvon Boër et al. zusammengestellt [6℄, während Heisel einen Überblik über das Shwer-punktprogramm 1099 `Fertigungsmashinen mit Parallelkinematiken' der Deutshen For-shungsgemeinshaft gibt [44℄.Die Erweiterung der Algebra reeller Zahlen zu Intervallen wurde von Moore vorgeshla-gen [88℄ und ermögliht die Konstruktion von numerishen Algorithmen mit erstaunlihenEigenshaften. Eine Einführung in die numerishe Mathematik mit Intervallen gibt Neu-maier [93℄ und Ratshek [112℄. Ursprünglih wurde die Intervallanalyse für den korrektenund robusten Umgang mit Rundungsfehlern verwendet. Allerdings ermögliht das Inter-vallkalkül neuartige Algorithmen zur Lösung linearer und nihtlinearer Gleihungssysteme[92℄ und zur globalen Optimierung [5, 39, 135℄, denn es können garantierte Aussagen überkontinuierlihe Mengen gemaht werden. In der jüngeren Vergangenheit entstanden eineReihe von Arbeiten zur Analyse und Synthese von PKM, die diese spezielle Eigenshaftder Intervallanalyse ausnutzen [15, 16, 23, 24, 40, 42, 76, 79, 80, 83, 102, 103, 106, 138℄.1.3 Ziel und Inhalt der ArbeitIn dieser Arbeit werden Methoden zur Maÿsynthese von Werkzeugmashinen mit paral-leler Kinematik für gegebene Prozessanforderungen untersuht. Dazu wird zunähst ein



KAPITEL 1. EINLEITUNG 7generishes Modell einer Mashine vorgeshlagen, das aus einem Baukasten von Kom-ponenten zusammengestellt wird und das eine Analyse der kinematishen Eigenshaftenanhand der kinetostatishen Methode erlaubt. Durh Kombination der Module kann leihteine ganze Familie vershiedener PKM modelliert werden. Für diese Manipulatoren wirddie Berehnung der inversen und direkten Kinematik automatisiert. Es wird ein allgemei-nes Verfahren vorgestellt, das eine vollständige Sensitivitätsanalyse und darauf aufbauendeine Untersuhung der Genauigkeit und Stei�gkeit der Mashine erlaubt. Ferner wird skiz-ziert, wie sih das generishe Modell für die Kalibrierung von PKM verwenden lässt.Die Berehnung und Veri�zierung des Arbeitsraums einer PKM wird als Constraint Satis-fation Problem (CSP) formuliert und ausführlih anhand von Intervallanalyse untersuht.Besonderes Augenmerk wird dabei einer Methode gewidmet, die alle Arbeitsshritte inner-halb eines Programmgerüsts (Framework) zusammenfasst. Damit kann ein Anwender voneiner vorläu�gen Analyse bis hin zur Maÿsynthese und Optimierung alle Berehnungenmit dem gleihen Modell durhführen. Durh den modularen Aufbau kann frei ausgewähltwerden, welhe Prozessanforderungen für die jeweilige Berehnung berüksihtigt werden.Bei der Maÿsynthese wird die Menge aller Werte für die geometrishen Parameter einerKlasse von Mashinen bestimmt, so dass jede Mashine in dieser Menge über die vor-gegebenen Eigenshaften verfügt. Anhand dieser Menge gültiger Varianten werden durheine globale Optimierung Mashinen ermittelt, die eine ausgewählte Zielfunktion minimie-ren. Aufgrund der speziellen Eigenshaften der verwendeten Intervallanalyse wird dieseOptimierung so gestaltet, dass das globale Minimum garantiert gefunden wird. Da dieAlgorithmen sehr rehenintensiv sind, wird eine Implementierung für parallele Computervorgeshlagen.In Kapitel 2 werden bekannte Methoden zusammengefasst, die für die Modellierung, Ana-lyse und Synthese von Werkzeugmashinen mit paralleler Kinematik verwendet werden.Zunähst wird die kinetostatishe Methode zur Untersuhung der Kinematik und Dynamikallgemeiner Mehrkörpersysteme beshrieben. Im Anshluss daran folgt eine Einführungvon Begri�en und Eigenshaften paralleler Roboter sowie eine Beshreibung der Geome-trie der in dieser Arbeit untersuhten PKM. Im letzten Abshnitt des Kapitels werdendie Grundlagen der Intervallanalyse dargestellt, die ein wesentlihes Werkzeug zum veri-�zierten und kontinuierlihen Rehnen in dieser Arbeit bildet.In Kapitel 3 werden Methoden zur kinematishen Untersuhung von PKM an diskre-ten Posen innerhalb des Arbeitsraums vorgestellt. Dazu wird zunähst die kinetostatisheMethode verwendet, um ein modulares Modell für PKM zu erstellen, das die Untersu-hung einer groÿen Klasse von PKM mit generishen Algorithmen gestattet. Für diesesgenerishe Modell wird ein neuer Algorithmus zur vollständigen Linearisierung von PKMbeshrieben. Anhand des linearisierten Modells wird der Ein�uss von Fertigungsfehlern,die Stei�gkeit und die Kalibrierung einer PKM analysiert. Beispiele für das modulare ki-netostatishe Modell und dessen Linearisierung werden am Ende des Kapitels vorgestellt.Weiterhin wird für die Mashine Linapod die Emp�ndlihkeit gegenüber geometrishenFehlern und die Stei�gkeit untersuht.In Kapitel 4 wird eine kontinuierlihe Methode verwendet, um den Arbeitsraum von PKMzu berehnen. Dazu wird die Berehnung des Arbeitsraums von PKM als CSP formuliert.Zur Lösung des CSP werden Algorithmen vorgestellt, die auf Intervallanalyse basieren.Die prozessbedingten Anforderungen werden als Bindungen für das CSP aufgestellt. Die-se Bindungen berüksihtigen den kinematish erreihbaren Arbeitsraum, Singularitäten,



8 1.4. ANMERKUNGEN ZUR SCHREIBWEISEBegrenzungen der aktiven und passiven Gelenke, die Übersetzungsverhältnisse zwishenAntrieben und Plattform sowie Kollisionen zwishen den Beinen. Weiterhin wird gezeigt,wie sih der CSP-Löser parallelisieren lässt. Beispiele für die vershiedenen Arten derArbeitsraumberehnung von PKM werden am Ende des Kapitels gezeigt.In Kapitel 5 wird die Methode zum Berehnen des Arbeitsraums so erweitert, dass sie fürden Entwurf von PKM verwendet werden kann. Dazu wird die Maÿsynthese für gegebeneProzessanforderungen als CSP formuliert. Im Anshluss wird dieses CSP mit einem Al-gorithmus zur globalen Optimierung kombiniert. Die ähnlihe Struktur von Analyse undSynthese wird verwendet, um ein Programmgerüst zur vereinheitlihten Analyse, Synthe-se und Optimierung von PKM zu entwerfen. Beispiele für Synthese und Optimierung vonPKM werden anhand dieses Programmgerüsts vorgestellt.Die wesentlihen Ergebnisse dieser Arbeit werden in Kapitel 6 zusammengefasst, und eswird ein Ausblik auf möglihe Themen und Anwendungen weiterer Forshungsarbeitengegeben.1.4 Anmerkungen zur ShreibweiseAlle Formelzeihen werden bei ihrer ersten Verwendung im Text erläutert und sind zurÜbersiht auf Seite VIII zusammengestellt. Allgemeine Konventionen werden im Folgen-den ausgeführt.Wie in der Literatur üblih werden Formeln in Matrizenshreibweise notiert. Skalare awerden in Normaldruk dargestellt, für physikalishe Vektoren a und Tensoren 2. Stu-fe A wird der Fettdruk verwendet. Mathematishe Vektoren2 a werden mit einfahemUnterstrih, Matrizen A mit den Komponenten von Tensoren 2. Stufe mit doppeltem Un-terstrih gekennzeihnet. Sofern niht anders angegeben werden Vektoren als einspaltigeMatrizen interpretiert. Transponierte Gröÿen aT werden mit T gekennzeihnet. Vektorenund Matrizen werden entweder komponentenweise oder in Blokshreibweise in ekigenKlammern angegeben, z. B. a = [1, 3, 5]T. Nahgestellte Indizes an der Vektorklammerwählen gegebenenfalls die Komponenten [a]2 = 3 aus. Multiplikationen zwishen Vekto-ren und Matrizen sind als Vektorprodukt zu interpretieren (b = Aa), während mit a . bdas Skalarprodukt notiert wird, für welhes in Matrizenshreibweise a . b = aTb gilt. DasKreuzprodukt a × b ist nur für a, b ∈ IR3 de�niert. Der Tilde-Operator � generiert auseinem Vektor a ∈ IR3 eine Matrix ã ∈ IR3×3, so dass a× b = ã b gilt.Die Menge der reellen Intervalle wird mit II bezeihnet und Intervallvariablen â werdenmit einem Dah gekennzeihnet. Ein Vektor von Intervallen wird als Box bezeihnet undmit â notiert.Mengen werden mit kalligraphishen Groÿbuhstaben bezeihnet, z. B. für den Arbeits-raumW, den Suhraum X oder für Listen von Boxen L. Eine Ausnahme bildetKi, welhesKoordinatensysteme bezeihnet, wobei der Index i das System auswählt.
2Ein mathematisher Vektor ist ein shlihtes n-Tupel von Elementen. Beispielsweise bilden in die-ser Arbeit die Komponenten eines Ortsvektors ein Tripel und es wird implizit vorausgesetzt, dass einorthonormiertes Koordinatensystem zur Darstellung verwendet wird.
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Kapitel 2GrundlagenIn diesem Kapitel werden bekannte Methoden zusammengefasst, die in dieserArbeit für die Modellierung, Analyse und Synthese von Werkzeugmashinenmit paralleler Kinematik verwendet werden. Abshnitt 2.1 beshreibt die ki-netostatishe Methode zur Untersuhung der Kinematik allgemeiner Mehrkör-persysteme. In Abshnitt 2.2 folgt eine Einführung von Begri�en und Eigen-shaften paralleler Roboter. Abshnitt 2.3 skizziert die Grundlagen der Inter-vallanalyse zum kontinuierlihen veri�zierten Rehnen.
2.1 Kinetostatishe MethodeParallelkinematikmashinen (PKM) sind komplexe Mehrkörpersysteme (MKS), die durhdas Auftreten kinematisher Shleifen gekennzeihnet sind. Für die Untersuhung der Ki-nematik von MKS wird in dieser Arbeit die kinetostatishe Methode nah Keskeméthy[59℄ verwendet. Der Grundgedanke bei der kinetostatishen Methode besteht in der Mo-dellierung der Komponenten von MKS durh Zustandsobjekte und kinetostatishe Übertra-gungselemente. Der Zustand eines mehanishen Systems setzt sih dabei aus der verallge-meinerten Position, Geshwindigkeit, Beshleunigung und Kraft zusammen. Unter einerverallgemeinerten Position wird hier sowohl ein Ortsvektor als auh eine Orientierungverstanden. Entsprehend umfassen verallgemeinerte Geshwindigkeiten und Beshleu-nigungen sowohl translatorishe als auh rotatorishe Ausdrüke. Die verallgemeinertenKräfte beshreiben die Shnittkräfte und -momente, die zwishen den jeweiligen Bautei-len auftreten. Die Gelenke und Körper werden als elementare Bestandteile des Systemsdurh Übertragungselemente dargestellt. Diese bilden den kinetostatishen Zustand beste-hend aus verallgemeinerter Position, Geshwindigkeit, Beshleunigung und Kraft an ihremEingang auf den Zustand am Ausgang ab. Die Übertragungselemente werden durh Über-tragungsfunktionen für Position, Geshwindigkeit, Beshleunigung und Kraft harakteri-siert, welhe die jeweiligen kinematishen Gröÿen vom Eingangskoordinatensystem K desÜbertragungselements auf die Gröÿen des Koordinatensystems am Ausgang K′ abbilden(Abb. 2.1). Übertragungselemente besitzen daher eine ausgeprägte Übertragungsrihtung.Eine di�erentialgeometrishe Interpretation der Kinetostatik wurde von Keskeméthy ge-geben [59℄.
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Q = JTQ′Abbildung 2.1: Allgemeines kinetostatishes Übertragungselement2.1.1 ÜbertragungsfunktionenEin mehanishes Übertragungselement wird durh vier Funktionen für Positions-, Ge-shwindigkeits-, Beshleunigungs- und Kraftübertragung harakterisiert, die in einem en-gen Zusammenhang stehen. Für ein allgemeines Übertragungselement wird zunähst diePositionsübertragung betrahtet, aus der sih die übrigen Übertragungsfunktionen ablei-ten lassen. Bei der Positionsübertragung werden die Zustände am Eingang des Elementsauf die Zustände am Ausgang abgebildet (Abb. 2.1). Diese Abbildung ist eine nihtlineareFunktion

q′ = ϕ(q), (2.1)welhe die Ausgänge q′ aus den Eingängen q ermittelt. Diese Funktion besitzt niht not-wendigerweise eine geshlossene analytishe Darstellung. Durh Di�erentiation nah derZeit ergibt sih daraus die lineare Geshwindigkeitsübertragung
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, (2.2)wobei die Matrix der partiellen Ableitungen J als Jaobi-Matrix bezeihnet wird. Die-se Jaobi-Matrix stellt auh den wihtigen Zusammenhang δq′ = J(q)δq zwishen denvirtuellen Verrükungen am Eingang und Ausgang her. Durh eine zweite Di�erentiationnah der Zeit ergibt sih die Beshleunigungsübertragung

q̈′ = J̇(q, q̇)q̇ + J(q)q̈. (2.3)Werden ideale Gelenke und damit eine verlustfreie Übertragung vorausgesetzt, lässt sihaus der Geshwindigkeitsübertragung die Kraftübertragung herleiten. Bei einer verlust-freien Übertragung muss die virtuelle Arbeit am Eingang und am Ausgang des Übertra-gungselements gleih sein und es ergibt sih
δqTQ = δq′TQ′, (2.4)wobei für die virtuellen Verrükungen δq′ = Jδq gilt. Daraus folgt δqTQ = δqTJTQ′, wasfür jedes beliebige δq erfüllt sein muss, so dass für die Kraftübertragung
Q = JTQ′ (2.5)
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Abbildung 2.2: Übertragung kinematisher Zustände in einer Kette von Übertragungsele-mentengilt. Diese Analogie zwishen der Geshwindigkeitsübertragung (2.2) und der Kraftüber-tragung (2.5) wird als kinetostatisher Dualismus bezeihnet. Da die Jaobi-Matrix Jniht notwendigerweise quadratish ist, kann J im Allgemeinen auh niht invertiert wer-den. Daher ist die natürlihe Übertragungsrihtung der Kräfte entgegengesetzt zur Bewe-gungsübertragung.Bei einem Übertragungselement werden die Zustände von einem Koordinatensystem Kauf ein anderes K′ abgebildet. Dieses Koordinatensystem kann wiederum als Eingangfür ein weiteres Übertragungselement verwendet werden, so dass eine kinematishe Ketteentsteht (Abb. 2.2), welhe die Beshreibung komplexer Mehanismen erlaubt.2.1.2 Allgemeines Gelenk mit sehs FreiheitsgradenIm Folgenden wird der Aufbau eines kinetostatishen Übertragungselements anhand ei-nes Gelenks mit sehs Freiheitsgraden1 veranshauliht (Abb. 2.3). Für die vollständigeBeshreibung des Übertragungselements müssen die Übertragungsfunktionen (2.1)�(2.3)sowie (2.5) de�niert werden. Das hier betrahtete Übertragungselement beinhaltet dreitranslatorishe Freiheitsgrade x und drei rotatorishen Freiheitsgraden θ, wobei die Ro-tationsmatrix R(θ) beispielhaft durh die Kardan-Winkel θ parametrisiert wird. DieZustände am Koordinatensystem Ki werden durh die Position ri sowie durh die Orien-tierung R
i
dargestellt. Die Positionsübertragung ergibt sih dann zu

R
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i
R(θ) , (2.6)

ri+1 = R(θ)ri + x. (2.7)Die Übertragung der Geshwindigkeiten ω und v ist stets linear und es folgt
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. (2.8)1Rein tehnish ist ein Gelenk mit sehs Freiheitsgraden sinnlos, denn es impliziert keinerlei Bindun-gen für das System. Formal lässt sih diese Gelenk zum einen für die Modellierung der Bewegung derPlattform bei der inversen Kinematik verwendet. Zum anderen bildet es einen wesentlihen Baustein zurBeshreibung der Linearisierung in Kapitel 3.3. Weiterhin lassen sih alle elementaren Gelenke durhSpezialisierung aus diesem allgemeinen Fall ableiten.



12 2.1. KINETOSTATISCHE METHODEPSfrag replaements
K0

Ki

Ki+1

R
i R

i+1

R(θ)

ri

ri+1

x

Abbildung 2.3: Relativkinematik für ein Gelenk mit sehs FreiheitsgradenDie Beshleunigungen ω̇ und a ergeben sih shlieÿlih zu
[
ω̇i+1

ai+1

]
=

[
ωi × θ̇

2ωi × ẋ+ ωi × (ωi × x)

]
+

[
R(θ)T 0 I

3
0

−x̃ R(θ)T R(θ)T 0 I
3

]

︸ ︷︷ ︸
J lokal




ω̇i

ai

θ̈

ẍ



. (2.9)Unter Ausnutzung des kinetostatishen Dualismus wird die Kraftübertragung unmittel-bar aus der Geshwindigkeitsübertragung abgeleitet. Dabei werden die Zustandsgröÿender Geshwindigkeit ω, v gegen die entsprehenden Momente/Kräfte τ , f ausgetaushtund anstelle der lokalen Jaobi-Matrix J lokal wird deren Transponierte eingesetzt. Damitbestimmen sih die Kräfte aus




τ i

f
i

Q(θ)

Q(x)




=




R(θ) R(θ)x̃

0 R(θ)

I
3

0

0 I
3




︸ ︷︷ ︸
JTlokal

[
τ i+1

f
i+1

]
, (2.10)

wobei Q(θ) und Q(x) die verallgemeinerten Momente/Kräfte des Gelenks darstellen. Dieelementaren Bausteine, wie starre Körper sowie Shub- und Drehgelenke, können leihtspezialisiert werden, indem für den Vektor x und die Rotationsmatrix R(θ) entsprehendvereinfahte Terme eingesetzt werden. Zur übersihtlihen Notation der kinetostatishenZustände werden diese kompakt als Koordinatensystem Ki =
{
R

i
, ri, ωi, vi, ω̇i, ai, τ i, f i

}bezeihnet.2.1.3 Lösung kinematisher ShleifenBisher wurde die Übertragung von Bewegungen und Kräften für kinematishe Kettenbetrahtet. Für komplexe MKS wie PKM ist das Auftreten von kinematishen Shleifenharakteristish, d. h. es gibt Körper im System, die über vershiedene Wege mit demInertialsystem verbunden sind (Abb. 2.4a). Die Bewegungen der Gelenke innerhalb einer
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q̈′a) Kinematishe Shleife L eines ebenenGelenkviereks b) Modellierung der Kinematik derShleife L als ÜbertragungselementAbbildung 2.4: Kinematishe Shleife als ÜbertragungselementShleife sind niht mehr unabhängig voneinander, sondern unterliegen Zwangsbedingun-gen, die sih aus dem Shlieÿen der kinematishen Shleifen ergeben. Diese Abhängigkei-ten können durh geeignete Bindungsgleihungen herausgearbeitet und im Rahmen derkinetostatishen Methode als Übertragungsfunktionen modelliert werden. Folglih wer-den kinematishe Shleifen als kinetostatishe Übertragungselemente dargestellt, derenÜbertragungsfunktionen und innere Zustände sih berehnen lassen (Abb. 2.4b). Für ei-nige Typen einfaher kinematisher Shleifen mit einem Freiheitsgrad kann dies sogar ineiner expliziten Form erfolgen. Bei allgemeinen Shleifen wird ein Newton-Raphson-Verfahren verwendet, um die nihtlinearen Übertragungsfunktionen iterativ zu approxi-mieren, so dass der vollständige kinetostatishe Zustand am Ausgang bestimmt werdenkann. Aus der Siht des Gesamtsystems werden kinematishe Shleifen als kinematisherTransformator modelliert [48℄, der als Übertragungsblok mit einem de�nierten Ein-/Ausgangsverhalten behandelt wird und die komplexen Details der Shleife kapselt.2.1.4 ModularitätDas Konzept des kinetostatishen Übertragungselements kann dahingehend verallgemei-nert werden, mehrere Übertragungselemente zu einem sogenannten Superelement zusam-menzufassen (Abb. 2.5). Dabei erweist es sih als vorteilhaft, dass eine Kette von Über-tragungselementen wiederum wie ein einzelnes Element behandelt werden kann. Als einfa-hes Beispiel dafür können die Gelenke mit mehreren Freiheitsgraden betrahtet werden.Dabei werden elementare Drehgelenke zusammengefügt, um beispielsweise Kardan- undKugelgelenke nahzubilden. Die Bildung solher Subsysteme ist jedoh niht auf einzelneGelenke beshränkt, sondern kann auh zur Abbildung ganzer Baugruppen verwendet wer-den. In diesem Zusammenhang muss jedoh beahtet werden, dass das Zusammenfügenvon Subsystemen nur für MKS mit Baumstruktur ohne zusätzlihen Aufwand durhge-führt werden kann. Bei Mehanismen mit kinematishen Shleifen gibt es im Allgemeinenkeine geshlossene Lösung der Kinematik und der implizite Kern kann niht trivial ermit-telt werden. Eine spezielle Möglihkeit zur Ermittelung einer Lösung für PKM wird inAbshnitt 3.2 vorgestellt.2.1.5 Kinematishe Di�erentialeDurh die Verkettung der Übertragungselemente entsteht ein Superelement für das Ge-samtsystem. In Folge des modularen Aufbaus dieses Superelements liegen nur die lokalen
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i
vor, während die Jaobi-Matrix des gesamten Manipulators J nihtexplizit bekannt ist. Beinhaltet das Superelement kinematishe Shleifen mit implizitenShlieÿbedingungen, ist es niht möglih, die Elemente von J analytish anzugeben. Vielepraktishe Anwendungen erfordern aber die Kenntnis der Jaobi-Matrix. Mit dem Ver-fahren der kinematishen Di�erentiale kann durh Auswertung der Geshwindigkeitsüber-tragungsfunktion (2.2) die Jaobi-Matrix numerish rekonstruiert werden. Das Übertra-gungselement wird dabei als Blak-Box betrahtet, das für gegebene Eingangsgröÿen q, q̇die Ausgangsgröÿen q̇′ = ϕ̇(q, q̇) berehnet. Die globale Geshwindigkeitsübertragungs-funktion ϕ̇(q, q̇) hat die bekannte lineare Form J(q)q̇ nah Gleihung (2.2), so dass sihdie Matrix J folgendermaÿen rekonstruieren lässt. Wird die Funktion ϕ̇(q, q̇) für einengegebenen Vektor verallgemeinerter Koordinaten q

0
und die Pseudogeshwindigkeit ˇ̇q

(j)mit
ˇ̇q

(j)

i =

{
1 für i = j

0 sonst (2.11)ausgewertet, ergibt sih genau die j-te Spalte [J ]j der Jaobi-Matrix zu
[J ]j = ϕ̇(q

0
, ˇ̇q

(j)
). (2.12)Wird diese Auswertung für jeden Einheitsvektor ˇ̇q
(j)
, j = 1, . . . , n wiederholt, lässt sihsukzessiv die Matrix J spaltenweise berehnen. Dabei bezeihnet n die Anzahl der be-trahteten verallgemeinerten Koordinaten.Die Jaobi-Matrix J kann aufgrund des kinetostatishen Dualismus auh aus der Kraft-übertragung bestimmt werden. Diese weist nah Gleihung (2.5) die gleihe Struktur wiedie Geshwindigkeitsübertragung auf. Das Konzept der kinematishen Di�erentiale lässtsih anwenden, indem zu den Pseudogeshwindigkeiten die Pseudokräfte Q̌′(j) eingeführtwerden, so dass sih anhand von

[JT]j = Q(q
0
, Q̌

(j)
) (2.13)die Jaobi-Matrix zeilenweise berehnen lässt. Der Aufwand für die Berehnung der Ge-shwindigkeitsübertragung und der Kraftübertragung ist etwa gleih groÿ. Im allgemeinenist jedoh die Jaobi-Matrix J niht quadratish, so dass die beiden Methoden unter-shiedlih viele Auswertungen der Übertragungsfunktionen erfordern und die Berehnungdahingehend optimiert werden kann. Wie in Abshnitt 3.3 gezeigt wird, lässt sih dieserAlgorithmus zur vollständigen Linearisierung von MKS für PKM einsetzen. Es zeigt sih,dass das linearisierte Modell mit der kraftgestützten Methode bei PKM um ein vielfahesshneller berehnet werden kann als mit der geshwindigkeitsgestützten Methode.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 152.1.6 DynamikNeben der Kinematik spielt die Dynamik für die Simulation und Auslegung von MKSeine wihtige Rolle. Die kinetostatishe Methode bietet eine interessante Möglihkeit, dieBewegungsgleihungen von allgemeinen MKS durh mehrfahe Auswertung der Kinema-tik aufzustellen und damit den engen Zusammenhang zwishen Kinematik und Dynamikauszunutzen [47℄. Das Konzept der kinematishen Di�erentiale lässt sih auh hier an-wenden. Dabei werden die Übertragungsfunktionen des Mehanismus für spezielle Pseu-dogeshwindigkeiten und -beshleunigungen ausgewertet, um mit den so ermittelten ver-allgemeinerten Kräften die Koe�zienten der Bewegungsgleihungen zusammenzustellen.Dies entspriht der Methode der kinematishen Di�erentiale, wie sie in Abshnitt 2.1.5beshrieben wurde. Da die Bewegungsgleihungen numerish berehnet werden, für dieBerehnung zum Teil aber explizite Methoden verwendet werden, wird dieses Verfahrenauh als symbolish-numerish bezeihnet. Die Bewegungsgleihungen eines MKS in Mi-nimalkoordinaten sind ein System gewöhnliher Di�erentialgleihungen 2. Ordnung
M(q)q̈ + gC(q, q̇) = Q, (2.14)wobei mit M(q) ∈ IRnf×nf die verallgemeinerte Massenmatrix bezeihnet wird, gC(q, q̇) ∈

IRnf den Vektor der verallgemeinerten Coriolis-, Zentrifugal- und Kreiselkräfte darstelltund Q ∈ IRnf die verallgemeinerten eingeprägten Kräfte repräsentiert. Die Zahl der Frei-heitsgrade ist nf . Der Zusatz verallgemeinert beshreibt die Tatsahe, dass der Vektor qsowohl translatorishe als auh rotatorishe Komponenten enthalten kann und dass dieKräfte gC und Q von Weltkoordinaten auf Minimalkoordinaten transformiert wurden. Dadie Bewegungsgleihungen für die Ziele dieser Arbeit keine Rolle spielen, wird für dieBerehnung auf die Literatur verwiesen [59℄. Das in Abshnitt 3.2 vorgestellte modulareModell bietet jedoh alle benötigten Informationen, um die Bewegungsgleihungen aufzu-stellen und zu lösen. Somit lässt sih für weiterführende Untersuhungen ein Modell derDynamik bereitstellen.2.1.7 ImplementierungDer kinetostatishe Ansatz zur Modellierung von MKS wurde in der objektorientiertenC++-Bibliothek M a a

a aBILE implementiert [60℄, welhe bereits zur Lösung von einer Reihevon kinematishen und dynamishen Problemen eingesetzt wurde [70, 87, 120℄. Die of-fene Shnittstelle der C++-Bibliothek erlaubt eine Erweiterung um neue Klassen. Daherwird in Kapitel 3 ein Baukasten vorgeshlagen, der die Modellierung diverser PKM mitautomatisiertem Aufstellen der Kinematik und Dynamik ermögliht. Sofern niht andersangegeben, wurden die kinematishen Berehnungen in der vorliegenden Arbeit anhanddieser Erweiterung von M a a

a aBILE durhgeführt.2.2 Parallele RoboterKlassishe Industrieroboter (Abb. 2.6a) besitzen einen seriellen Aufbau, d. h. die Gelenkeund Körper sind in einer unverzweigten Kette miteinander verbunden. Der Tool CenterPoint (TCP) wird durh genau eine Kette von Körpern und Gelenken bewegt, und esist für die vollständige Bestimmtheit des Systems erforderlih, jedes Gelenk durh einen
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a) Serieller Industrieroboter b) Paralleler RoboterAbbildung 2.6: Vershiedene ManipulatorenAktuator anzutreiben. Serielle Roboter besitzen daher keine passiven Gelenke. Da jedesGelenk und damit jeder Aktuator alle folgenden Bauteile trägt und antreibt, werden diebenötigten Antriebe beginnend vom TCP aus gröÿer und damit shwerer. Dieser Aufbaubegrenzt in natürliher Weise die erreihbare Dynamik, d. h. er limitiert die maximalerreihbaren Geshwindigkeiten und Beshleunigungen.2.2.1 Klassi�kationBesitzt ein Manipulator mehr als eine kinematishe Kette, welhe die Basis mit der be-weglihen Plattform (End-E�ektor) verbindet, so wird ein solher Mehanismus parallelerRoboter genannt (Abb. 2.6b). Als Rahmen wird das Mashinenbett bezeihnet, das demManipulator als Basis dient. Die beweglihe Plattform trägt den zu manipulierenden Kör-per bzw. bei einer Werkzeugmashine das Werkzeug, wobei der TCP einen speziellenPunkt als Referenz de�niert. Für räumlihe Manipulatoren muss auh die Orientierungder Plattform berüksihtigt werden. Die verbindenden kinematishen Ketten heiÿen Bei-ne. Im Folgenden wird von der De�nition von Merlet [77℄ ausgegangen:Ein paralleler Roboter ist ein Mehanismus mit geshlossenen kinematishen Shleifen,der eine beweglihe Plattform (End-E�ektor) über mehrere unabhängige kinematishe Ket-ten mit einer Basis verbindet. Dabei besitzt die Plattform genau so viele Freiheitsgradewie Aktuatoren und bei festgehaltenen Aktuatoren ist die Lage der Plattform vollständigbestimmt.Bei parallelen Robotern treten also stets kinematishe Shleifen auf, welhe Abhängig-keiten zwishen den Gelenken entstehen lassen. Diese De�nition umfasst eine sehr groÿeAnzahl mögliher Arhitekturen, die im Rahmen einer Arbeit niht umfassend betrahtetwerden können. Daher wird der Begri� des vollständig parallelen Roboters eingeführt [77℄:Ein vollständig paralleler Roboter besitzt genau so viele kinematishe Ketten, welhe diePlattform mit der Basis verbinden, wie der Roboter Freiheitsgrade hat.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 17Damit gehören PKM per De�nition der Klasse der komplexen MKS an und in dieserArbeit werden nur solhe PKM betrahtet, die der De�nition eines vollständig parallelenRoboters genügen. Der spezielle Aufbau von PKM bringt im Vergleih zu seriellen Ro-botern eine Reihe von systeminhärenten Vor- und Nahteilen mit sih. Der Arbeitsraumeiner PKM ist, verglihen mit den äuÿeren Abmessungen des Roboters, eher klein. Wei-terhin wird der Arbeitsraum in höherem Maÿe durh Autokollisionen eingeshränkt, d. h.Kontakte zwishen den beweglihen Teilen wie den Beinen müssen vermieden werden.Diese Kollisionen limitieren insbesondere die möglihen Rotationen der Plattform. Ob-wohl parallele Roboter eine Reihe gleiher Baugruppen aufweisen, ist die Gesamtzahl derEinzelteile vor allem aufgrund der zahlreihen passiven Gelenke deutlih gröÿer. Für dieModellierung der Kinematik und Dynamik paralleler Roboter sind deutlih aufwendigereVerfahren notwendig, da für die direkte Kinematik in vielen Fällen keine geshlossene Lö-sung gefunden werden kann. Shlieÿlih verändern sih viele Eigenshaften wie Stei�gkeit,Genauigkeit und Manipulierbarkeit stark über dem Arbeitsraum.Auf der anderen Seite hat der parallele Aufbau erheblihe Vorteile bezüglih der struk-turellen Stei�gkeit, des Verhältnisses zwishen bewegter Masse und Nutzlast sowie dermöglihen Dynamik des Systems. Durh die parallele Anordnung der Aktuatoren wirddie Last unter den Antrieben verteilt, so dass insgesamt gröÿere Massen bewegt wer-den können. Die Beine sind nur auf Zug/Druk belastet und thermishe Fehler wirkensih hauptsählih als Längenänderungen aus. Dies erlaubt eine vergleihsweise einfaheKompensation. Da hauptsählih translatorishe Antriebe zum Einsatz kommen, kanngegenüber rotatorishen Antrieben auf genauere Sensoren zurükgegri�en werden. DieGenauigkeit von PKM ist bezüglih der Fehler in den Antrieben sehr gut, d. h. Regelfeh-ler wirken sih weniger stark auf den TCP aus als bei seriellen Robotern. Dieser Vorteilgilt jedoh niht für die Mashine als Gesamtsystem. Wie in Abshnitt 3.7.3 ausführlihgezeigt wird, sind PKM als Gesamtsystem dagegen eher ungenau, wenn es niht gelingt,die Fehler in den systembedingt zahlreihen Komponenten zu berüksihtigen.Wenn niht anders angegeben, werden in dieser Arbeit nur parallele Roboter betrahtet,die über Beine gleiher Topologie2 verfügen. Diese Art von topologish symmetrishenMashinen tritt in der Praxis am häu�gsten auf. Dennoh lassen sih viele Betrahtungenauh leiht auf allgemeinere Mashinen anwenden.2.2.2 Topologishe AnalyseEs gibt zahlreihe Arhitekturen für vollständig parallele Roboter. Für die Praxis sind vorallem PKM interessant, die sih aus Dreh-, Kugel-, Kardan- und Shubgelenken zusam-menstellen lassen. Die Gelenke mit nur einem Freiheitsgrad werden dabei durh Aktuato-ren angetrieben. Die Shubgelenke werden meist durh Linearantriebe, Kugelrollspindelnoder Hydraulik-/Pneumatikzylinder angetrieben. Für parallele Mikromanipulatoren wer-den häu�g Piezokeramiken als Aktuator verwendet [32℄. Aktive Drehgelenke werden inder Regel direkt durh Elektromotoren betrieben. Aus der Kombination dieser Bautei-le entsteht eine begrenzte Anzahl an Modulen, die im Folgenden zu einem Baukasten2Die Topologie eines Mehanismus beshreibt die Abfolge von Gelenken und Körpern und verwendetdaher keine Metrik zur Beshreibung. Im Gegensatz dazu beshreibt die Geometrie die Abmessungenaller beteiligten Bauteile.
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Abbildung 2.7: Topologishe Struktur eines räumlihen vollständig parallelen Manipula-torszusammengefasst werden. Weiterhin wird davon ausgegangen, dass aus Fertigungs- undKostengründen eine Mashine aus topologish gleihen Modulen aufgebaut wird.Die drei wihtigsten Module (siehe Abb. 2.9, Seite 21) bestehen aus den Gelenkfolgen PUS(prismati, universal, spherial), UPS (universal, prismati, spherial) und RUS (revolute,universal, spherial). Die Varianten PSU, SPU und RSU besitzen das gleihe kinematisheVerhalten wie die oben genannten Module und müssen daher niht gesondert betrahtetwerden. Stattdessen wird per Konvention unterstellt, dass das Kugelgelenk des Beins ander Plattform angebraht wird. Die klassishe Gough-Plattform besteht aus sehs Modu-len vom UPS-Typ und ist vor allem durh die Anwendung bei Flug- und Fahrsimulatorenbekannt [11, 126℄. Zuletzt wurden aber auh eine Reihe von Werkzeugmashinen diesesTyps gebaut und untersuht [4, 43, 129, 130℄. Möglihe Designs mit PUS-Beinen sind derLinapod [108, 139, 140℄ oder der Roboter von INRIA [77, p. 41℄. RUS-Beine bilden shlieÿ-lih den Grundbaustein für den Delta Roboter [19℄, der bei Pik & Plae-Anwendungenkommerziell erfolgreih eingesetzt wird.Alle drei oben genannten Module für die Beine einer PKM besitzen jeweils drei Gelen-ke, die mit zwei starren Körpern verbunden sind und besitzen insgesamt sehs Gelenk-freiheitsgrade pro Bein (Tabelle 2.1). Weiterhin werden sehs solher Beinmodule zu-sammen mit einer Plattform, die als starrer Körper gewählt wird zusammen mit einemRahmen3 zu einer Mashine zusammengestellt (Abb. 2.7). Für das Grübler-Kurzbah-Kriterium ergeben sih somit die Anzahl der Körper zu nB = 6 × 2 + 1 = 13 und dieAnzahl der Gelenke zu nG = 6 × 3 = 18. Insgesamt besitzen die Gelenke ∑nGi

= 36Gelenkfreiheitsgrade. Die Anzahl der unabhängigen kinematishen Shleifen folgt somitzu nL = nG − nB = 5. Damit verfügen alle räumlihe Mashinen dieses Baukastens über3Der Rahmen stellt das Bezugssystem dar und wird niht als starrer Körper mitgezählt.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 19Tabelle 2.1: Gelenkfreiheitsgrade nGi
und Anzahl der Körper nB für die Beinmodulestarre Shub- Dreh- Kardan- Kugel- Freiheits-Körper gelenke gelenke gelenke gelenke gradeBeinmodul nB P R U S

∑
nGi

PUS 2 1 0 1 1 6
UPS 2 1 0 1 1 6
RUS 2 0 1 1 1 6

nf =
∑
nGi

−6nL = 36−6×5 = 6 Freiheitsgrade der Plattform. Diese werden unabhängigvon der Kombination der drei Grundmodule erreiht.4 Dies entspriht der vollständigenBeweglihkeit der Plattform im dreidimensionalen Raum.Diese Betrahtung gilt nur für die direkte Kinematik. Dagegen liefert eine Analyse derinversen Kinematik ein leiht abweihendes Bild. In diesem Fall ist die Position und Orien-tierung der Plattform bekannt, so dass die Plattform im Sinne des Grübler-Kurzbah-Kriteriums niht mehr als Körper gezählt werden darf. Damit erhöht sih die Zahl derShleifen auf nL = 6, so dass gleihzeitig die Zahl der Freiheitsgrade auf nf = 0 sinkt. Diesentspriht gerade der Tatsahe, dass der Manipulator bei gegebener Position und Orien-tierung der Plattform vollständig bestimmt ist. In diesem Fall sind für jede Shleife allenotwendigen Informationen gegeben, so dass sih diese Shleifen unabhängig voneinanderlösen lassen.2.2.3 Kinematik und Geometrie der BeineDie hier betrahteten Beinmodule verfügen alle über eine Kugel-/Kardangelenkpaarung.Für die Berehnung der Kinematik ist es zwekmäÿig, das MKS an diesen Stellen auf-zutrennen und den Abstand zwishen den beiden Gelenken als Bindungsgleihung einzu-führen. Dies entspriht der Anwendung der Methode des harakteristishen Gelenkpaarsnah Woernle [137℄ auf PKM. Für die hier behandelten Beinmodule PUS, UPS und RUSwird ein generishes kinematishes Modell der Mashine erstellt. Durh das Auftrennendes Mehanismus an den Kugel-/Kardangelenkpaaren wird die komplexe Kinematik desMKS durh ein System von sehs nihtlinearen Bindungsgleihungen beshrieben. Diekinematishen Beziehungen werden im Folgenden in physikalishen Vektoren formuliert,so dass die Wahl geeigneter Bezugssysteme und Parametrisierungen zunähst niht zuerfolgen brauht. Für jedes Bein ergibt sih der geshlossene Vektorzug (Abb. 2.8)
ai + li = r + Rbi, i = 1, . . . , 6, (2.15)wobei ai der Ortsvektor des Punkts Ai ist, bi die relative Position des Punkts Bi bezüglihdes TCP im Koordinatensystem Kp bezeihnet, r den Ortsvektor des TCP Kp und R dieOrientierung der Plattform Kp bezüglih K0 beshreibt. Diese Gleihung wird nah demAbstand l2i = l2i zwishen den Punkten Ai und Bi aufgelöst, so dass sih ein Systemnihtlinearer Bindungsgleihungen ergibt

(r + Rbi − ai)
2 − l2i = 0, i = 1, . . . , 6. (2.16)4Dabei wird vorausgesetzt, dass die Mashine eine geeignete Geometrie besitzt, also niht bereitsarhitektonish singulär ist.
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Abbildung 2.8: Generishes Modell einer räumlihen PKM mit sehs FreiheitsgradenDie Weltkoordinaten y bestehen aus einer Parametrisierung der Position und Orientie-rung der Plattform und treten dabei in Form des Ortsvektors r und des Drehtensors
R in Ersheinung. Die Geometrie der Plattform wird durh die Vektoren bi beshrie-ben, welhe die Position der Punkte Bi relativ zum plattformfesten Koordinatensystem
Kp in einer beliebigen Anfangslage beshreiben. Im Folgenden wird für jedes Beinmodulder Zusammenhang zwishen den Gröÿen li,ai und den verallgemeinerten Koordinaten qbeshrieben.Bei einem UPS-Bein ist ein linearer Antrieb zwishen einem Kugel-/Kardangelenkpaareingespannt. Das UPS-Bein entspriht dem ursprünglihen Entwurf von Gough [36℄ undwurde vor allem bei Plattformen für Flug- und Fahrsimulatoren [11℄ verwendet. Bei neue-ren Designs für Werkzeugmashinen wurde der Hydraulikzylinder durh eine Kugelroll-spindeln oder einen Lineardirektantrieb [129℄ ersetzt. Mashinen dieses Typs werden auhals Hexapod bezeihnet. Beine vom UPS-Typ werden teilweise auh zur Modellierung vonSeilplattformen eingesetzt, wobei unterstellt wird, dass die Seile stets unter hinreihen-der Spannung stehen und die Seilführungen als Kugelgelenke modelliert werden können[31℄. Rein kinematish gesehen wird bei einem UPS-Modul der Abstand zwishen den bei-den Endpunkten durh den Aktuator bestimmt. Die generishe Modellierung der PKMnah Abbildung 2.9a ist für dieses Beinmodul sehr einfah. Der für die Bindungsgleihun-gen (2.16) benötigte rahmenseitige Anlenkpunkt des Beins ai ist mit

ai = ci (2.17)fest vorgegeben, wobei ci ein mashinenabhängiger konstanter Ortsvektor ist und daherals gegeben betrahtet werden kann. Die Länge
li = qi + q0 (2.18)des Beins hängt nur von der verallgemeinerten Koordinate qi des Shubgelenks ab. Hiermuss nur ein konstanter O�set q0 berüksihtigt werden, der z. B. bei Hydraulikzylin-dern auftreten kann. Durh diese simple Struktur besitzt das UPS-Modul die wenigstengeometrishen Parameter.Durh eine Variation der Reihenfolge der Gelenke entsteht aus dem UPS-Modul ein Beinvom PUS-Typ (Abb. 2.9b). Bei dieser Konstruktion wird das Kugel-/Kardangelenkpaar
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ai = ci + siui, (2.19)wobei die verallgemeinerte Koordinate si den Weg des Antriebs P misst. Jeder Stab besitzteine konstante Länge li.Eine PKM nah dem Baumuster des Delta-Roboters [19℄ verwendet Beine vom RUS-Typ(Abb. 2.9). Dabei werden Stäbe konstanter Länge über einen drehbaren ersten Hebel

vi angetrieben. Der Aufbau ähnelt dem PUS-Typ, jedoh bewegen sih die Punkte Aihier auf Kreisen anstatt auf Geraden. Auh bei diesem Konzept müssen die Aktuatorenselber niht bewegt werden, so dass sih eine groÿe Dynamik realisieren lässt. Die Positionder rahmenseitigen Stabenden Ai für die Bindungsgleihung (2.16) lässt sih mithilfe desDrehtensors zu
ai = ci + T (ui, βi)vi (2.20)bestimmten, wobei ci der konstante Ortsvektor zum Fuÿpunkt des Beins ist, ui die Ahsedes Drehgelenks und βi der Drehwinkel bezüglih der Anfangslage von vi. Für das kine-matishe Modell kann ohne Beshränkung der Allgemeinheit angenommen werden, dass ciund vi so gewählt wurden, dass vi und ui orthogonal sind. Die Länge der jeweils zweitenStäbe wird wiederum als Konstante li betrahtet.Anhand der topologishen Analyse wird die PKM also in die Subsysteme Plattform, Rah-men und Bein aufgeteilt. Diese Gliederung bildet die Grundlage für das modulare kineto-statishe Modell, das in Kapitel 3 betrahtet wird. Die kinematishen Gleihungen lassen



22 2.2. PARALLELE ROBOTERsih komponentenweise auswerten, um die benötigten Bindungen für das in den Kapiteln 4und 5 beshriebene Verfahren zur Arbeitsraumanalyse und Maÿsynthese zu erhalten.2.2.4 Inverse KinematikDie Aufgabe bei der inversen Kinematik besteht darin, die Bewegung der Antriebe auseiner gegebenen Bewegung des End-E�ektor zu bestimmen. Die kinematishen Gröÿender Plattform sind somit bekannt und die Bindungsgleihungen müssen nah den Ge-lenkgröÿen aufgelöst werden. Eine vollständig parallele Mashine besitzt genau so vieleBeine wie Freiheitsgrade und die Kinematik kann für jedes dieser Beine einzeln betrahtetwerden. Insofern ist die inverse Kinematik bei parallelen Robotern auf natürlihe Wei-se entkoppelt. Jede Bindungsgleihung (2.16) wird zunähst nah den verallgemeinertenKoordinaten qi aufgelöst. Bei vielen PKM kann eine geshlossene Lösung der inversen Ki-nematik gefunden werden. Dies ist insbesondere für die oben genannten Beintypen PUS,
UPS und RUS möglih. Da die direkte Kinematik bei parallelen Robotern sehr kompliziertist, bildet die Lösung der inversen Kinematik einen wesentlihen Grundbaustein für dieBerehnung des Arbeitsraums sowie für die Maÿsynthese und Optimierung der Mashine.Von den betrahteten Beinmodulen besitzen die Beine vom UPS-Typ die einfahste Lösung,denn in diesem Fall liegt die Gleihung bereits in einer entkoppelten Form vor und kanndirekt nah der Koordinate

qi = (r + Rbi − ai)
2 i = 1, . . . , 6 (2.21)aufgelöst werden.Für das PUS-Modul werden die geometrishen Beziehungen eingesetzt und es ergibt sihdie quadratishe Gleihung

(r + Rbi − ci − siui)
2 − l2i = 0, i = 1, . . . , 6, (2.22)die sih zu

qi = ui
.di ±

√
(ui

.di)2 − d2
i + l2i mit di = r + Rbi − ci (2.23)au�ösen lässt. Jedes PUS-Bein hat also zwei Lösungen für die inverse Kinematik, die denbeiden Möglihkeiten für den Zusammenbau entsprehen.Für das RUS-Modul ergibt sih durh Einsetzten der Relativterme

(r + Rbi − ci − T (ui, βi)vi)
2 − l2i = 0, i = 1, . . . , 6. (2.24)Auh hier ist es nützlih, die Abkürzung di = r+Rbi−ci einzuführen. Für den Drehtensor

T (u, β) wird die Rodrigues-Formel
T (u, β) = cosβI3 + (1 − cosβ)uuT + sin βũ (2.25)verwendet, wobei der Tilde-Operator aus einem Vektor u einen Tensor generiert, so dass

ũx = u× x gilt. Durh Einsetzten oben genannter Terme lässt sih die Gleihung (2.24)in die Form
A sin βi +B cosβi + C = 0 (2.26)



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 23umshreiben, wobei sih für die skalaren Konstanten die Werte
A = 2di

.vi − 2di
. (uiu

T
i )vi, (2.27)

B = 2di
. ũivi, (2.28)

C = d2
i + v2

i − l2i + 2di
. (uiu

T
i )vi (2.29)ergeben. Damit lässt sih die inverse Kinematik lösen und es ergeben sih die beidenLösungen

tan βi =
AB ±

√
C2 (B2 + A2 − C2)

C2 − A2
. (2.30)2.2.5 Direkte KinematikDas Problem der direkten Kinematik lässt sih für räumlihe PKM folgendermaÿen for-mulieren: Gegeben sind die sehs festen Punkte im Raum a1, . . . ,a6, die relativen Posi-tionen von sehs Punkten b1, . . . , b6 auf einem starren Körper im Raum sowie die paar-weisen Abstände li = AiBi. Gesuht ist die Position und Orientierung des starren Körpers(Abb. 2.8). Das Problem der Vorwärtskinematik ist verglihen mit der inversen Kinematikbei parallelen Robotern erheblih shwieriger zu lösen. Bisher konnte für eine allgemeineGeometrie keine geshlossene Lösung für die Berehnung von Position und Orientierungder Plattform aus gegebenen Längen li angegeben werden. Spezielle Lösungen existierenjedoh für Fälle mit Kon�gurationen, in denen z. B. einige Punkte Ai, Aj bzw. Bi, Bj iden-tish sind [54℄. Für den allgemeinen Fall wurde jedoh gezeigt, dass höhstens 40 Lösungenexistieren [69℄, die Bindungsgleihungen auf ein Polynom 40. Grads transformiert werdenkönnen [50℄ und bei geeigneter Geometrie bis zu 40 vershiedene reelle Lösungen für dasdirekte kinematishe Problem existieren [28℄. Diese Untersuhungen sind von hohem Wertfür die theoretishe Analyse, da viele Rükshlüsse über die Eigenshaften der Kinema-tik gezogen werden können. Jedoh ist das Polynom für die praktishe Berehnung eherungeeignet, da numerishe Algorithmen zur Berehnung der Nullstellen solher Polynomeproblematish sind. Algorithmen auf Basis der Intervallanalyse sind dagegen in der Lage,sämtlihe Lösungen der direkten Kinematik zu �nden [80℄. In der Praxis lässt sih dasSystem der nihtlinearen Bindungsgleihungen mit numerishen Algorithmen hinreihendshnell und genau lösen. Konvergiert der numerishe Algorithmus nur unzureihend gegendie gesuhte Lösung, weist dies häu�g auf eine PKM mit ungünstiger Geometrie hin. Fürdie Transformation innerhalb der Steuerungen haben sih Newton-Raphson-Verfahrenbewährt, die eine Lösung verfolgen und aufgrund der inkrementellen Veränderung gegen-über der letzten Auswertung der Kinematik in wenigen Shritten eine hinreihend genaueApproximation der Lösung �nden.Für die numerishe Behandlung der direkten Kinematik müssen die relativen Terme fürdie vershiedenen Beinkinematik-Module nur in Gleihung (2.16) eingesetzt werden. Daes niht möglih ist, dieses System geshlossen zu lösen, bietet diese Form einen hin-reihend allgemeinen Weg, um die direkte Kinematik auf numerishe Weise zu lösen. InAbshnitt 3.2 wird eine Methode vorgestellt, mit der sih ein vollständiges kinetostatishesModell der Mashine erstellen lässt. Dieses shlieÿt neben der Betrahtung der Positio-nen auh die Geshwindigkeits-, Beshleunigungs- und Kraftübertragung ein und erlaubtsomit das Aufstellen der Bewegungsgleihungen.



24 2.2. PARALLELE ROBOTER2.2.6 Di�erentielle Kinematik und Jaobi-MatrixFür eine Reihe von Untersuhungen zur Kinematik von Robotern werden neben der Posi-tionsübertragung auh deren Ableitungen benötigt. Diese Ableitungen werden häu�g alsdi�erentielle Kinematik bezeihnet und können als Übertragung von Geshwindigkeitengedeutet werden. Im Allgemeinen ist die Funktion der direkten oder inversen Kinematiknihtlinear in den verallgemeinerten Koordinaten/Weltkoordinaten. Dagegen ergibt sihfür den di�erentiellen Zusammenhang stets eine kon�gurationsabhängige lineare Über-tragung, die sih formal leiht als Jaobi-Matrix herleiten lässt. Aus der Beziehung derdirekten Kinematik y = ϕDK(q) ergibt sih durh Ableitung nah den verallgemeinertenKoordinaten
δy =

∂ϕDK(q)

∂q
δq = JDKδq, (2.31)wobei die Matrix

JDK =




∂ϕDK
1

∂q1
. . .

∂ϕDK
1

∂qn... . . . ...
∂ϕDK

6

∂q1
. . .

∂ϕDK
6

∂qn




(2.32)als Jaobi-Matrix bezeihnet wird. Entsprehend wird für die inverse Kinematik dieJaobi-Matrix als
δq =

∂ϕIK(y)

∂y
δy = J IKδy (2.33)de�niert, wobei in niht singulären Stellungen JDK = (J IK)−1 gilt. Da für viele PKMeine geshlossene Lösung der inversen Kinematik existiert, kann auh die inverse Jao-bi-Matrix in geshlossener Form angegeben werden. Diese geshlossene Darstellung derJaobi-Matrix bildet den Ausgangspunkt für die Untersuhungen der Singularitäten (Ab-shnitt 4.4.3) und der Manipulierbarkeit (Abshnitt 4.4.4) für PKM.2.2.7 ArbeitsraumDer Arbeitsraum bildet eine zentrale Eigenshaft bei Robotern und ist daher in den fol-genden Kapiteln Gegenstand der Untersuhungen. Er wird dabei nah zwei unabhängigenMerkmalen klassi�ziert. Einerseits erfolgt die Einteilung über die geforderten Eigenshaf-ten, die an allen Punkten erfüllt sein müssen. Andererseits werden Unterräume des imAllgemeinen sehs-dimensionalen Arbeitsraums betrahtet, bei denen an jedem Punktdes Unterraums gewisse Positionen und Orientierungen erreihbar sind. Der Begri� desArbeitsraums wird folgendermaÿen de�niert:Als Arbeitsraum eines Roboters wird die Menge W ⊂ IR6 aller Posen bestehend aus Po-sition und Orientierung eines End-E�ektor-Koordinatensystems bezeihnet, die mit demRoboter unter gegebenen Anforderungen erreiht werden können.Der Begri� des Arbeitsraums bezieht sih explizit auf den durh die gegebenen Anfor-derungen eingeshränkten Teil. In der Praxis werden diese Anforderungen so de�niert,dass alle mehanishen und tehnishen Notwendigkeiten berüksihtigt werden. In Kapi-tel 4 werden mathematishe Bedingungen eingeführt, die eine Überprüfung der folgendenKriterien ermöglihen: kinematishe Erreihbarkeit, Begrenzung der Übersetzung sowie



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 25Freiheit von Singularitäten, Kollisionen und Gelenkbegrenzungen. Der verwendbare Ar-beitsraum ist folglih die Shnittmenge der Arbeitsräume, die sih für die jeweils einzelnenKriterien ergeben. Der Arbeitsraum ist also per De�nition frei von singulären Stellungen,Kollisionen usw. Weist der Roboter solhe Einshränkungen auf, ist der Arbeitsraum die-ses Roboters entsprehend kleiner. Zum besseren Verständnis der jeweiligen Ein�üsse istes sinnvoll, den Arbeitsraum für jedes einzelne Kriterium ermitteln zu können.Die geometrishe Gestalt des Arbeitsraums ist für den Anwender von entsheidender Be-deutung. Im Allgemeinen ist der Arbeitsraum eine sehs-dimensionale Menge, die sihniht anshaulih darstellen lässt. Als zweites Merkmal zur Klassi�kation werden daherUntermengen eingeführt, die es erlauben, sih shnell ein Bild von der Gestalt des Ar-beitsraums zu mahen. Die folgenden Untermengen sind praktish nützlih:
• Der translatorishe Arbeitsraum WT ⊂ IR3 umfasst die Menge aller Positionen desEnd-E�ektor-Koordinatensystems, die mit einer gegebenen festen Orientierung Rerreiht werden können.
• Der Orientierungsarbeitsraum WO ⊂ IR3 ist die Menge aller Orientierungen, die mitdem End-E�ektor-Koordinatensystem für eine gegebene Position r erreiht werdenkönnen.
• Der Gesamtorientierungsarbeitsraum WGO ⊂ IR3 umfasst alle Positionen des End-E�ektor-Koordinatensystems, die mit einer gegebenen Menge an Orientierungenerreiht werden können.Der Arbeitsraum besitzt bei den meisten parallelen Robotern eine sehr komplexe Gestalt.Vor allem bei Werkzeugmashinen ist für Anwender der Vergleih mit kartesishen seriel-len Mashinen wihtig, die einen intuitiv nahvollziehbaren quaderförmigen Arbeitsraumhaben. Daher stellt sih bei der Berehnung des Arbeitsraums meist niht die Frage nahdem gesamten Arbeitsraum, sondern nah einem gröÿten Quader innerhalb des Arbeits-raums. Insofern ist beim Arbeitsraum neben dem Volumen die Form für eine tehnisheNutzung wihtig.2.2.8 Parametrisierung der RotationDie Formeln der Kinematik wurden unabhängig von Koordinatensystemen mit physika-lishen Vektoren hergeleitet. Für eine numerishe Auswertung müssen die physikalishenGröÿen jedoh durh geeignete Parameter in Komponenten abgebildet werden. Daherwerden in den folgenden Abshnitten einige Parametrisierungen der Rotationsmatrix be-trahtet sowie Parametrisierungen der Geometrie für zwei Klassen von PKM vorgestellt.Die räumlihe Drehung ist nihttrivial und in der Literatur �nden sih vershiedene An-sätze, die räumlihe Drehung zwishen zwei Koordinatensystemen mit Parametern zubeshreiben. Es sheint keine Parametrisierung der Drehung zu existieren, die gleiher-maÿen für alle Probleme geeignet ist. An dieser Stelle soll keineswegs ein vollständigerÜberblik über dieses Themas gegeben werden. Stattdessen werden ausgewählte Para-metrisierungen eingeführt, die in dieser Arbeit verwendet werden. Die Transformationzwishen zwei Koordinatensystemen K0 und Kp lässt sih als Matrix R

p
beshreiben, dieeine lineare Abbildung zwishen Vektoren im Koordinatensystem Kp und Vektoren im K0herstellt. Bei der Auswahl geeigneter Parametrisierungen wird insbesondere in Betraht
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Abbildung 2.10: Rotation RWZM zur Werkzeuganstellung mit β und ϕgezogen, dass PKM nur relativ kleine Rotationen der Plattform ermöglihen, so dass eineDarstellung in Kardan-Winkeln (θ, ψ, ϕ) möglih ist. Diese setzt sih aus einer Sequenzelementarer Drehungen um die jeweiligen Koordinatenahsen (ex, ey, ez) zusammen
RKardan(θ, ψ, ϕ) = T (ez, θ)T (ey, ψ)T (ex, ϕ) (2.34)

=




cos θ cosψ cosϕ− sin θ sinϕ − cos θ cosψ sinϕ− sin θ cosϕ cos θ sinψ

sin θ cosψ cosϕ+ cos θ sinϕ − sin θ cosψ sinϕ+ cos θ cosϕ sin θ sinψ

− sinψ cosϕ sinψ sinϕ cosψ


 .Für die Betrahtung von Werkzeugmashinen ist es sinnvoll, eine spezielle Parametrisie-rung der räumlihen Drehung einzuführen, die berüksihtigt, dass die Plattform mit demWerkzeug in jede Rihtung gekippt werden kann, ohne dass eine Rotation des Werkzeugsum seine Längsahse erfolgt (Abb. 2.10). Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die

z-Ahse des Plattformkoordinatensystems Kp der Längsahse des Werkzeugs entspriht.Damit ergibt sih die Rotationsmatrix zu
RWZM(β, ϕ) = T (ez, β)T (ey, ϕ)T (ez,−β) (2.35)

=




cos2 β cosϕ+ sin2 β cosβ sin β(cosϕ− 1) cosβ sinϕ

cosβ sin β(cosϕ− 1) sin2 β cosϕ+ cos2 β sin β sinϕ

− cosβ sinϕ − sin β sinϕ cosϕ


 . (2.36)Für die Beshreibung des Gesamtorientierungsarbeitsraums WGO für Werkzeugmashinenist die Matrix RWZM hilfreih, denn das gewünshte Shwenken der Plattform um einenWinkel ϕmax kann durh die Parameter β und ϕ kompakt beshrieben werden. Dazu wirdgefordert, dass jede Orientierung der Plattform mit β ∈ [0, 2π] und ϕ ∈ [0, ϕmax] möglihist.
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Abbildung 2.11: Parametrisierung und Kinematik eines Simpli�ed Symmetri Mehanism(SSM)2.2.9 Vereinfahte symmetrishe Gough-PlattformIn der Literatur wird für die Beshreibung der klassishen Gough-Plattform häu�g eingeometrish vereinfahtes Modell herangezogen, das als Simpli�ed Symmetri Mehanism(SSM) bezeihnet wird. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Anlenkpunkte Ai aufeinem Kreis mit Radius rb in der xy-Ebene von K0 liegen (Abb. 2.11). Die Anlenkpunkteder Plattform Bi liegen ebenfalls auf einem Kreis mit Radius rp, der mit der xy-Ebenedes Koordinatensystems Kp verbunden ist. Weiterhin wird davon ausgegangen, dass dieOrtsvektoren zu den Punkte Ai und Bi � wie in Abbildung 2.11 gezeigt � um die Winkel
∆αb und ∆αp verdreht sind. Damit ergeben sih für die Anlenkpunkte die in Tabelle 2.2angegebenen Koordinaten.Tabelle 2.2: Parametrisierung der Position der Anlenkpunkte für SSM

i ai bi1 rbT (ez,∆αb)ex rpT (ez,∆αp)ex2 rbT (ez, 120◦ − ∆αb)ex rpT (ez, 120◦ − ∆αp)ex3 rbT (ez, 120◦ + ∆αb)ex rpT (ez, 120◦ + ∆αp)ex4 rbT (ez, 240◦ − ∆αb)ex rpT (ez, 240◦ − ∆αp)ex5 rbT (ez, 240◦ + ∆αb)ex rpT (ez, 240◦ + ∆αp)ex6 rbT (ez,−∆αb)ex rpT (ez,−∆αp)ex



28 2.2. PARALLELE ROBOTER

Abbildung 2.12: Versuhsträger Linapod am ISW, Stuttgart2.2.10 Stabkinematik LinapodDie PKM Linapod (Abb. 2.12) ist der Prototyp einer räumlihen Werkzeugmashine mitsehs Freiheitsgraden, der am Institut für Steuerungstehnik der Werkzeugmashinen undFertigungseinrihtungen (ISW) der Universität Stuttgart aufgebaut wurde [109℄. Die Ki-nematik der Mashine ist aus PUS-Elementen aufgebaut. Im Gegensatz zum SSM habendie Stäbe beim Linapod eine konstante Länge, und die Bewegung wird durh eine Verän-derung der rahmenseitigen Anlenkpunkte erzeugt. Die Shubgelenke sind dabei für alleBeine parallel zur z-Ahse von K0 angeordnet, so dass alle Shlitten am Versuhsträgerparallel vershoben werden. Weiterhin wurden am Versuhsträger jeweils zwei Beinmoduleauf einer gemeinsamen Führungsbahn montiert.In Abbildung 2.13 ist die Parametrisierung für die vorliegende Mashine Linapod zusam-mengestellt. Die Shubgelenke der PUS-Module sind auf einem Basiskreis in der xy-Ebenedes Koordinatensystems K0 mit Radius rb angeordnet und entlang der z-Ahse von K0ausgerihtet. Ausgehend von einer 120◦-Teilung sind die Fuÿpunkte mit den PUS-Beinenum ∆a tangential vershoben. Die Beinmodule 1�3 mit einer Länge ll werden als untereBeine bezeihnet und sind mit der unteren Ebene der Plattform verbunden. Entsprehendhaben die oberen Beine 4�6 eine Länge lu und sind an der oberen Plattformebene befes-tigt. Die plattformseitigen Anlenkpunkte sind auf Kreisen mit Radius rl (unten) und ru(oben) angeordnet. Die Kreise liegen jeweils auf den Ebenen, die parallel zur xy-Ebene
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Abbildung 2.13: Parameterisierung der Linapod -GeometrieTabelle 2.3: Plattform- und rahmenseitige Anlenkpunkte beim Linapod
i ci bi1 T (ez, 0

◦)(rbex + ∆aey) T (ez,∆α)rlex + ∆tez2 T (ez, 120◦)(rbex + ∆aey) T (ez, 120◦ + ∆α)rlex + ∆tez3 T (ez, 240◦)(rbex + ∆aey) T (ez, 240◦ + ∆α)rlex + ∆tez4 T (ez, 0
◦)(rbex − ∆aey) T (ez,−∆α)ruex + (∆t+ ∆h)ez5 T (ez, 120◦)(rbex − ∆aey) T (ez, 120◦ − ∆α)ruex + (∆t+ ∆h)ez6 T (ez, 240◦)(rbex − ∆aey) T (ez, 240◦ − ∆α)ruex + (∆t+ ∆h)ezTabelle 2.4: Geometrishe Parameter der Mashine Linapod und ihre nominellen WerteParameter Wert Beshreibung

ll 1.25 m Länge des unteren Beins
lu 1.7 m Länge des oberen Beins
rb 0.886 m Radius des Rahmens der Mashine
ru 0.2 m Radius der oberen Plattformebene
rl 0.22 m Radius der unteren Plattformebene
∆a −0.05 m Tangentialer Versatz der rahmenseitigen Anlenkpunkte
∆h 0.2 m Abstand zwishen unterer und oberer Plattformebene
∆t 0.2 m Abstand zwishen Kp und unterer Plattformebene
∆α 35◦ Verdrehung von unteren und oberen Anlenkpunkte gegen-über Kp



30 2.3. INTERVALLANALYSEvon Kp sind. Der Abstand ∆t bezeihnet die Entfernung zwishen der unteren Ebene und
Kp, und ∆h ist der Abstand zwishen der unteren und der oberen Plattformebene. Damitergeben sih die in Tabelle 2.3 zusammengestellten Ortsvektoren für die Anlenkpunkte ciund bi. Die nominellen Werte der geometrishen Parameter des Versuhsträgers sind inTabelle 2.4 zusammengestellt.2.3 IntervallanalyseDie Intervallarithmetik wurde von Ramon E. Moore [89℄ vorgeshlagen und ursprünglihdazu verwendet, die Auswirkungen von Rehen- und Rundungsfehlern zu berüksihtigen.Daneben bietet die Intervallarithmetik eine Möglihkeit, den maximalen Wertebereih ei-ner Funktion über einem Intervall abzushätzen. Dies ist auh dann möglih, wenn einigeder Eingangsdaten niht exakt sondern innerhalb eines Intervalls bekannt sind. Auf derBasis der Intervallarithmetik wurde die Intervallanalyse entwikelt, die unter Ausnutzungder speziellen Eigenshaften der Intervallarithmetik auf einen weiten Bereih numerisherProbleme angewendet werden kann. Insbesondere bei der Lösung nihtlinearer Gleihun-gen, bei Constraint Satisfation Problems (CSP) und bei der globalen Optimierung mitNebenbedingungen wurden in den letzten Jahrzehnten leistungsfähige Algorithmen entwi-kelt [5, 39, 92℄. Diese neuen Methoden wurden für die Lösungen von Problemen verwen-det, die sih mit klassishen Methoden kaum behandeln lassen. Insbesondere der robus-te Umgang mit Verfahrens- und Rundungsfehlern ermögliht auf einfahe Weise, strikteShranken für den numerishen Fehler einer arithmetishen Berehnung anzugeben.Ein Intervall x̂ ist ein geordnetes Paar [a, b] zweier reeller Zahlen

x̂ = [a, b] = {x ∈ IR | a ≤ x ≤ b}, (2.37)wobei a als In�mum und b als Supremum von x̂ bezeihnet wird. Die Di�erenz zwishenIn�mum und Supremum wird Intervallbreite genannt und der Mittelwert wird als Mittel-punkt bezeihnet. Dafür werden die Funktionen
inf x̂ = a, (2.38)
sup x̂ = b, (2.39)diam x̂ = b− a, (2.40)
mid x̂ =

1

2
(a+ b) (2.41)de�niert. Die Menge aller reellen Intervalle wird mit dem Symbol II bezeihnet. Ein Vektorvon Intervallen wird als Box bezeihnet. Analog zur Arithmetik der reellen Zahlen werdenfür die Intervallarithmetik die grundlegenden Operatoren +,−, ∗, / folgendermaÿen aufder Menge der Intervalle II erklärt:

x̂ ◦ ŷ = [a, b] ◦ [c, d] = {x ◦ y | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, (2.42)wobei durh ◦ die elementaren Operatoren +,−, ∗, / bezeihnet sind. Für den Fall derDivision sei der Ausdruk x̂/ŷ für 0 ∈ ŷ niht de�niert. Für die grundlegenden Operatorenergeben sih die folgenden Rehenregeln
[a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d], (2.43)
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[a, b]− [c, d] = [a− d, b− c], (2.44)
[a, b] ∗ [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd),max(ac, ad, bc, bd)], (2.45)
[a, b] / [c, d] = [a, b] ∗ [1/d, 1/c] falls 0 ∈/ [c, d]. (2.46)Das Ergebnis solh einer Verknüpfung ist wiederum ein Intervall, d. h. die Menge derIntervalle ist bezüglih der arithmetishen Operatoren +,−, ∗ abgeshlossen.5 Die entar-teten Intervalle der Form [a, a] werden mit den reellen Zahlen identi�ziert. Die Interval-lauswertung einer Operation konvergiert gegen die Arithmetik reeller Zahlen, wenn dieIntervallbreite aller Variablen gegen 0 strebt. Daher kann die Intervallarithmetik als eineVerallgemeinerung der reellen Arithmetik betrahtet werden [89℄.Ein Intervall x̂ heiÿt positiv (negativ) falls inf x̂ ≥ 0 (sup x̂ ≤ 0) und streng positiv (strengnegativ) falls inf x̂ > 0 (sup x̂ < 0). Zwei Intervalle x̂, ŷ sind genau dann gleih, wenn

inf x̂ = inf ŷ und sup x̂ = sup ŷ. Intervalle sind teilweise geordnet, und es gilt [a, b] < [c, d]genau für b < c.2.3.1 Intervallauswertung einer FunktionDie Intervallanalyse lässt sih für gewöhnlihe stetige6 Funktionen durhführen, die durhKombinationen der elementaren Operationen zusammengesetzt sind. Dabei werden diereellen Variablen (x1, . . . , xn) der Funktion f : IRn → IR durh reelle Intervalle (x̂1, . . . , x̂n)ersetzt. Damit ergibt sih eine Funktion f I : IIn → II, die entsprehend der reellen Funktionden Intervallvektor x̂ auf ein Intervall ŷ abbildet. Da die Funktion f I bis auf den Typihrer Argumente mit ihrem reellen Gegenstük f übereinstimmt, wird in dieser Arbeitdarauf verzihtet, die Funktionen explizit zu untersheiden. Stattdessen lässt sih demTyp ihrer Argumente entnehmen, mit welher Arithmetik die Funktion auszuwerten ist.Die Berehnung von f mit Intervallen wird als Intervallauswertung von f bezeihnet undimmer dann verwendet, wenn mindestens ein Argument der Funktion ein Intervall ist.Aus der De�nition der Intervalloperationen folgt unmittelbar
ẑ = f(x̂) ⇔ inf ẑ ≤ f(x) ≤ sup ẑ ∀ x ∈ x̂, (2.47)d. h. die Intervallauswertung einer Funktion liefert garantierte Shranken ẑ für den Wer-tebereih der Funktion f über der Box x̂.2.3.2 ÜbershätzungObwohl die Intervallanalyse der Arithmetik mit reellen Zahlen ähnelt, gibt es einige signi-�kante Untershiede. Das Assoziativ- und Kommutativgesetz gilt sowohl für die Additionals auh für die Multiplikation von Intervallen. Dagegen gilt das Distributivgesetz nihtin der gewohnten Form:

â(b̂+ ĉ) 6= âb̂+ âĉ, â, b̂, ĉ ∈ II. (2.48)5Bei der hier niht näher betrahteten erweiterten Intervallarithmetik wird die Division durh 0 ein-bezogen, indem auh ±∞ als Grenze eines Intervalls zugelassen wird. Die erweiterte Intervallarithmetikist damit auh über der Division abgeshlossen; siehe dazu [39℄.6Die folgenden Ausführungen beshränken sih auf stetige Funktionen, da dies für die in dieser Arbeitbehandelten Funktionen ausreihend ist. In der Literatur existieren Erweiterungen der Intervallanalyse,die auh für niht stetigen Funktionen erklärt sind; siehe dazu z. B. [39℄.



32 2.3. INTERVALLANALYSEDie Subdistributivität ist eine shwähere Version des Distributivgesetzes, und es gilt fürjedes Intervall â, b̂, ĉ ∈ II
â(b̂+ ĉ) ⊂ âb̂+ âĉ. (2.49)Für eine Auswertung von Intervallfunktionen mit möglihst engen Shranken ist es so-mit günstiger, die linke Seite von Gleihung (2.49) auszuwerten, da durh diesen Termdie shärfsten Shranken berehnet werden. Generell lässt sih feststellen, dass die Aus-wertung eines Ausdruks mit Intervallvariablen nur dann den exakten Wertebereih desAusdruks liefert, wenn jede Intervallvariable genau einmal in dem Ausdruk vorkommt.Tritt eine Variable mehr als einmal in einem Ausdruk auf, geht die Intervallidentität ver-loren, d. h. es wird niht berüksihtigt, dass eine Variable x bei jeder Verknüpfung denidentishen Wert x ∈ x̂ hat. Daher wird die Intervallauswertung unshärfer, was zu einerÜbershätzung des Wertebereihs führt, die bereits für die einfahen Ausdrüke â2 ⊂ â∗ âund 0 ⊂ â−â 6= 0 auftritt. Beispielsweise ergibt für x̂ = [−1, 1] der Ausdruk x̂∗x̂ = [−1, 1]anstelle des genauen Ergebnisses x̂2 = [0, 1], denn x̂ ∗ x̂ wird behandelt wie x̂ ∗ ŷ, wobeizufällig ŷ = x̂ ist. Da sih komplizierte Ausdrüke niht so zusammenfassen lassen, dassjede Variable nur genau einmal vorkommt, ist eine Übershätzung unvermeidlih. Es kannjedoh häu�g durh eine geeignete Umformung der Terme eine Form gefunden werden,die zu einer moderateren Übershätzung führt. Ist dagegen die Intervallidentität gegeben,kann durh die Intervallauswertung der Funktion

ŷ = f(x̂) (2.50)gefolgert werden, dass f auf ŷ surjektiv ist, d. h. für jedes y ∈ ŷ mindestens ein x ∈ x̂existiert.2.3.3 Software und ImplementierungenDie Eigenshaften zur Einshlieÿung des Wertebereihs einer Funktion gelten für das ma-thematishe Kalkül der exakten Intervallanalyse, d. h. es wird davon ausgegangen, dassjede reelle Zahl ohne Fehler abgebildet werden kann. In der Praxis werden Berehnungenjedoh mit einer endlihen Genauigkeit auf Computern ausgeführt und bei der Abbildungvon reellen Zahlen im Computer entstehen Zahlenabbruhfehler. Durh die Kontrolle derunvermeidlihen Rundung kann erreiht werden, dass bei einer Berehnung die Rundungfür das In�mum und das Supremum eines Intervalls stets nah auÿen ausgeführt wird,so dass das gerundete Intervall das tatsählihe Ergebnis der exakten Intervallanalyseeinshlieÿt. Eine wihtige Anwendung der Intervallanalyse ist daher die Möglihkeit, nu-merishe Fehler automatish zu berüksihtigen. Diese Fehler können als Ungenauigkeitder Eingangsdaten auftreten oder durh numerishe Fehler bei der Verarbeitung entste-hen. Bei der Gleitkommadarstellung reeller Zahlen im Computer sind Zahlenabbruhfehlerunvermeidlih. Auh durh die Intervallanalyse können diese Fehler niht vermieden wer-den, jedoh wird mit dem Ergebnis eine rigorose Abshätzung für diese Fehler mitgeliefert.Daher sind Algorithmen auf der Basis von Intervallanalyse robust gegenüber Rundungs-fehlern.Es existiert eine Reihe von Programmbibliotheken und Entwiklungsumgebungen für dieIntervallanalyse. In dieser Arbeit wird BIAS/Pro�l von Knüppel [66, 67℄ verwendet, da fürdiese Bibliothek Versionen vorliegen, die sih in C++-Programme unter Windows und Li-nux einbetten lassen. Daneben existieren weitere Implementierungen, wie z. B. PASCAL-



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 33XSC [37℄, C-XSC [64℄ und Sun Forte [127℄, die vergleihbare Funktionen anbieten. VonRump wird eine Erweiterung für MATLAB (MathWorks In.) zur Intervallanalyse be-shrieben [116, 117℄.Aufbauend auf derartige Implementierungen der grundlegenden Funktionen für die In-tervallanalyse wurden eine Reihe von Werkzeugen gesha�en, die speziell für die Inter-vallanalyse entwikelte Algorithmen enthalten. Ein Beispiel mit zahlreihen Anwendun-gen für Mehanismen ist ALIAS [20℄ sowie die Erweiterung ALIAS/Maple [21℄ für dasComputeralgebra-System Maple (Waterloo Maple In.). Die Grundlagen für die dort ver-wendeten Algorithmen �nden sih bei Moore [89℄, Neumaier [92℄ und Hansen [38, 39℄.Eine Bibliothek für die Intervallanalyse stellt neben den arithmetishen Operatoren +,−,
∗, / auh eine Auswahl der elementaren Funktionen, wie sin, cos, √·, usw., zur Verfügung.Diese Funktionen können in der Regel e�zient anhand der entsprehenden reellen Funk-tionen dargestellt werden, indem zusätzlih Informationen über Monotonie eingearbeitetwerden.
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Kapitel 3Methoden zur diskretenArbeitsraumanalyseIn diesem Kapitel werden Methoden zur kinematishen Untersuhung von Par-allelkinematikmashinen an diskreten Punkten innerhalb des Arbeitsraumsvorgestellt. Im Abshnitt 3.2 wird die kinetostatishe Methode verwendet,um ein modulares Modell für PKM zu erstellen. Abshnitt 3.3 beshreibteinen generishen Algorithmus zur vollständigen Linearisierung von Manipula-toren. Anhand des linearisierten Modells werden der Ein�uss von Fertigungs-fehlern (Abshnitt 3.4), die Stei�gkeit (Abshnitt 3.5) und die Kalibrierung(Abshnitt 3.6) einer PKM untersuht. Beispiele werden im Abshnitt 3.7 dis-kutiert.3.1 EinführungDie Modellbildung für PKM ist verglihen mit seriellen Robotern erheblih aufwendiger.Bei einem seriellen Roboter ist die Berehnung der direkten Kinematik stets eindeutigund kann z. B. mithilfe der Denavit-Hartenberg-Parameter [26℄ automatisiert wer-den. Dagegen ist die inverse Kinematik, bei der alle Gelenkgröÿen des Roboters aus einergegebenen Position und Orientierung des End-E�ektors bestimmt werden, mit erheblihmehr Aufwand verbunden. Im Prinzip ist die inversen Kinematik bei seriellen und par-allelen Robotern identish: aufgrund der kinematishen Shleifen kann bei einer PKMjedes Bein als serieller Manipulator betrahtet werden, dessen End-E�ektor-Position und-Orientierung durh die Plattform der PKM vorgegeben ist. Der Untershied besteht nurdarin, dass die kinematishe Struktur der Beine bei vielen PKM eine relativ einfahe Lö-sung der inversen Kinematik ermögliht. Dagegen ist die direkte Kinematik von PKMsehr aufwendig, denn dazu muss die gekoppelte Bewegung von allen sehs kinematishenKetten berüksihtigt werden. Wie in Abshnitt 2.2.5 bereits erwähnt wurde, ist für dasdaraus resultierende Gleihungssystem keine geshlossene Lösung bekannt. Folglih las-sen sih viele für serielle Roboter entwikelte Analyseverfahren niht anwenden, da dieseVerfahren eine geshlossene Lösung der direkten Kinematik erfordern. Die Analyse derkinematishen Eigenshaften ist für PKM aber besonders wihtig, denn die Eigenshaftenhängen stark von der betrahteten Pose ab und variieren über dem Arbeitsraum erheblih.



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 35Die Modellierung der Kinematik räumliher paralleler Roboter erfordert für jeden Ro-boter ein speziell angepasstes komplexes Modell. Um die Analyse zu vereinfahen, wirdin diesem Kapitel eine Methode vorgestellt, die es erlaubt, PKM aus einem Baukastenvon Modulen zusammenzustellen, um relativ shnell ein vollständiges Modell zur Unter-suhung der direkten und inversen Kinematik zu erhalten. Ein besonderer Fokus liegtdabei auf einer Methode, mit der neue Varianten automatish zu einem vollständigenkinetostatishen Modell zusammengefügt werden können, so dass die Zeit für die Erstel-lung des Modells drastish verkürzt wird. Dazu wird das Modell des Gesamtsystems ausfunktionalen Modulen aufgebaut, welhe die kinetostatishen Übertragungselemente (Ab-shnitt 2.1) enthalten und sih intelligent verknüpfen lassen. Die Module werden daher sogestaltet, dass ein generisher Algorithmus verwendet werden kann, um die Shlieÿbedin-gungen automatish zusammenzustellen und zu lösen. Die so erstellten Modelle besitzendie Gestalt eines kinetostatishen Übertragungselements und können daher mit generi-shen Algorithmen1 untersuht werden. Die Analyse basiert auf einem neuen Algorithmuszur vollständigen Linearisierung von Mehrkörpersystemen (MKS). Ein besonderes Augen-merk liegt dabei auf dem Ein�uss von geometrishen Parametern, die in den idealisiertenBindungsgleihungen entfallen. Ein anshaulihes Beispiel für solhe Idealisierungen istder Abstand der Ahsen in einem Kardangelenk, der bei einem idealen Gelenk mit Nullangenommen wird und daher als Parameter niht explizit eingeführt wird. Aufgrund vonFertigungstoleranzen lässt sih der tatsählihe Abstand aber niht auf Null reduzieren.Die vorgeshlagene Linearisierung ermögliht es, die partielle Ableitung der Kinematikauh bezüglih dieses Parameters zu berehnen, selbst wenn die interessierenden Parame-ter in das Modell niht eingearbeitet werden. Die linearisierte Form wird verwendet, umeine Sensitivitätsanalyse durhzuführen und damit den Ein�uss von Fertigungsfehlern aufdie Genauigkeit der Mashine zu untersuhen. Weiterhin wird gezeigt, dass das lineareModell direkt die Untersuhung der Stei�gkeit zulässt, sofern die jeweiligen Stei�gkeitenaller Bauteile bekannt sind.3.2 Modulares kinetostatishes ModellDie kinetostatishe Methode stellt einen Baukasten von elementaren Komponenten zurVerfügung, aus denen sih komplexe Mehrkörpersysteme (MKS) aufbauen lassen. Topolo-gish gesehen lassen sih PKM aus einem kleinen Vorrat an Komponenten zusammenstel-len. Es liegt daher nahe, die wiederkehrenden Bausteine (Beine, Plattform und Rahmen) ineiner Programmbibliothek zusammenzustellen. Bei der Implementierung stellt sih jedohheraus, dass das automatishe Zusammenfügen dieser einfahen Bausteine zu komplexenMehanismen erheblihe Probleme aufwirft, die von Hand gelöst werden müssen. Bei seri-ellen Robotern lassen sih die Komponenten in Form von Übertragungselementen in Reiheshalten, so dass unmittelbar das kinetostatishe Modell des MKS entsteht. Bei parallelenRobotern müssen dagegen zunähst die kinematishen Shleifen gelöst werden, was jedoheine dem speziellen Problem angepasste Vorgehensweise erfordert.1Ein generisher Algorithmus ist ein Verfahren, das niht für jeden Mehanismus spezialisiert werdenmuss. Stattdessen lassen sih generishe Algorithmen auf eine ganze Klasse von Modellen anwenden. Beider kinetostatishen Methode sind die wihtigsten generishen Algorithmen die kinematishen Di�eren-tiale und der Formalismus zum Aufstellen der Bewegungsgleihungen.
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PKMAbbildung 3.1: Die Module Plattform und Rahmen mit den Shnittstellen KBi
und KCifür die BeinmoduleDer hier vorgestellte Ansatz besteht im Wesentlihen darin, Shnittstellen zu de�nieren,um die erforderlihen Informationen für den Zusammenbau von den Modulen abzurufen.Diese Informationen werden dabei zusammen mit dem Modul gespeihert und beim Zu-sammenbau generish abgerufen. Anhand solher Module wird das kinetostatishe Modelldes gesamten Manipulators zusammengesetzt, welhes wiederum die Form eines kineto-statishen Übertragungselements besitzt. Daher lassen sih generishe Algorithmen aufalle Mashinen anwenden, die aus dem Baukasten hervorgehen.3.2.1 Module und ShnittstellenUm möglihst viele Mashinen beshreiben zu können, wird ein modulares Mashinen-modell betrahtet, dessen innere Übertragungsfunktionen automatish aus den Funktio-nen der Komponenten zusammengestellt werden. Dazu wird die Mashine in funktionaleKomponenten unterteilt, welhe die Module für ein Baukastensystem bilden. So ergebensih die austaushbaren Module Rahmen (Abb. 3.1a), Plattform (Abb. 3.1b) und Bein(Abb. 3.2).Das Modul Rahmen de�niert die Geometrie des Mashinenständers durh die Positionund Orientierung der Koordinatensysteme KCi

, i = 1, . . . , 6 (Abb. 3.1a). Diese Koordina-tensysteme KCi
werden im MKS durh starre Körper mit dem Weltkoordinatensystem K0verbunden und fungieren als Shnittstelle, an welhe die Beine angeshlossen werden. DieModellierung der starren Körper erfolgt durh kinetostatishe Übertragungselemente. Fürdie in dieser Arbeit betrahteten Mashinen SSM und Linapod werden Module verwendet,welhe die Geometrie des Rahmens nah Tabelle 2.2 (Seite 27) und Tabelle 2.3 (Seite 29)umsetzen.Das Modul Plattform beshreibt bezüglih des Koordinatensystems Kp die relativen Posi-tionen der Koordinatensysteme KBi

, i = 1, . . . , 6, welhe die Shnittstellen für die platt-formseitigen Anlenkpunkte der Beine bilden (Abb. 3.1b). Dabei werden die Koordinaten-systeme KBi
wiederum durh starre Körper mit dem End-E�ektor-Koordinatensystem Kpverbunden. Weiterhin bilden die Weltkoordinaten y der Plattform sowie deren Parame-trisierung einen wesentlihen Teil des Moduls Plattform. Die Weltkoordinaten werden indem Modul Plattform als virtueller Manipulator implementiert, d. h. es wird eine Ket-te von Übertragungselementen verwendet, die mit sehs Gelenken die Plattform mit derBasis verbindet. Die Übertragungsfunktion dieser Kette und der starren Verbindungen
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a aBILEder Plattform wird mit µ(y) bezeihnet2 und berehnet die kinetostatishe Übertragungvon K0 auf die Koordinatensysteme Kp und KBi
. Die Gelenkkoordinaten der virtuellenKette entsprehen dabei gerade den Weltkoordinaten y. Dies kann z. B. in Form von dreiorthogonalen Shubgelenken für die kartesishe Position rp = [x, y, z]T und einem Kugel-gelenk in Kardan-Winkeln (ϕ, ψ, θ)T für die Orientierung3 R

p
geshehen. Damit ergibtsih dann y = [x, y, z, ϕ, ψ, θ]T. Grundsätzlih sind die Weltkoordinaten jedoh ein Detaildes Moduls Plattform, so dass vershiedene Plattformen über untershiedlihe Parametri-sierungen verfügen können. Hier werden beispielhaft zwei vershiedene Plattform-Modulefür die Mashinen SSM (Tabelle 2.2, S. 27) und Linapod (Tabelle 2.3, S. 29) eingeführt.Das kinematishe Übertragungsverhalten der Mashine wird wesentlih durh das ModulBein bestimmt, das die topologishe Struktur der Gelenke und die Geometrie der starrenKörper beshreibt. Die vershiedenen Module untersheiden sih zunähst durh die Artund Anordnung der Gelenke und starren Körper, d. h. es wird für jede der drei Varian-ten PUS, UPS und RUS eine spezialisierte Version des Moduls benötigt. Das Modul Beinbeinhaltet daher die Shlieÿbedingungen νi(Bi, Ci, qi), wobei für das jeweilige Bein in Ab-hängigkeit der verallgemeinerten Koordinate qi der Punkt Ai ermittelt wird. Damit kannder Abstand zwishen den beiden Punkten Ai und Bi (vgl. Abb. 2.8) als elementare Mes-sung dargestellt werden, welhe in der kinetostatishen Methode als Bindungsgleihung

νi fungiert. Diese Bindungsgleihung wird zum Aufstellen der direkten und inversen Ki-nematik benötigt. Für die einfahere inverse Kinematik wird die Berehnung der verall-gemeinerten Koordinate qi = qi(Bi, Ci) dezentral durh eine Funktion des Moduls Beinrealisiert. Für die hier betrahteten Beine kann dies stets in geshlossener Form erfolgen,2Die Funktion µ stellt eine Verkettung von kinetostatishen Übertragungsfunktionen dar; folglih bildetdie Funktion den kinematishen Zustand des Inertialsystems K0 und den kinematishen Zustand y auf dieKoordinatensysteme Kp und KBi
ab. Umgekehrt existiert damit auh die Funktion der Kraftübertragung,die in der entgegengesetzten Rihtung wirkt. Für eine kompaktere Notation wird jedoh darauf verzihtet,die Abhängigkeit vom Inertialsystem K0 anzugeben.3Für die Parametrisierung der Drehung siehe auh Abshnitt 2.2.8.
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Abbildung 3.3: Aufbau einer generishen modularen Parallelkinematikmashineindem die Übertragungselemente des Beins ausgewertet werden. Damit wird im Prinzipdie Lösung der inversen Kinematik nah Abshnitt 2.2.4 implementiert. Dagegen wird diedirekte Kinematik durh das Zusammenspiel der sehs unabhängigen Beine bestimmt. ZurLösung der direkten Kinematik besitzt jedes Modul Bein daher eine Bindungsgleihung,die an einen zentralen Gleihungslöser übergeben wird. Dazu wird die für jedes Bein spe-zi�she Bindungsgleihung als Übertragungselement dargestellt, so dass eine de�nierteShnittstelle entsteht, um die Gleihung für einen generishen Gleihungslöser zu einemGleihungssystem zusammenzustellen. Die Bindungsgleihung (2.16) ist spezi�sh für diejeweiligen Module und ergibt sih durh Auswertung der Übertragungsfunktion des Beins.Für jedes Bein werden im Prinzip die relativen Terme nah Gleihungen (2.21), (2.23) oder(2.30) eingesetzt. Im Rahmen der kinetostatishen Methode erfolgt dieses Einsetzen nihtsymbolish, sondern durh eine Auswertung der Relativkinematik des Beins.Die Berehnung der Winkel des passiven Kugel-/Kardangelenks kann für die direkte undinverse Kinematik auf die gleihe Weise erfolgen. Durh Projektionen können die Winkelder Kugel-/Kardangelenke stets explizit durh spezialisierte Funktionen des Moduls Beinermittelt werden. Dies entspriht der Vorgehensweise, wie sie bei der Bestimmung derkomplementären Winkel für räumlihe Gelenkviereke bekannt ist. Nahdem sowohl dieWeltkoordinaten der Plattform als auh die verallgemeinerten Koordinaten der Beineermittelt wurden, stellt jedes Bein eine entkoppelte kinematishe Shleife dar.Ausgehend von dieser Aufteilung der Funktionalität nah Tabelle 3.1 unter den ModulenPlattform, Rahmen und Bein wird ein generishes Modul für den automatisierten Zusam-menbau des Gesamtsystems erstellt. An das Modul Gesamtsystem wird je eine PlattformTabelle 3.1: Shnittstellen und bereitgestellten Funktionen der ModuleModul Daten FunktionRahmen K0,KCiPlattform Kp,KBi
, y µ(y)Bein KBi

,KAi
,KCi

, qi νi(Bi, Ci, qi), qi(Bi, Ci)



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 39und ein Rahmen übergeben (Abb. 3.3). Danah werden dem System sehs Beine hinzu-gefügt, so dass alle Bausteine einer Mashine vorhanden sind. Anhand von generishenAlgorithmen lassen sih diese Bausteine systematish dazu verwenden, aus den in Modu-len vorliegenden Übertragungselementen das kinetostatishe Modell für die direkte undinverse Kinematik zusammenzustellen. Durh die oben festgelegten Shnittstellen wirdder interne Aufbau der Beine, sowie die Geometrie aller Bauteile von der Struktur desSystems abstrahiert. Dies ermögliht, eine Bibliothek vershiedener Module für Plattform,Rahmen und Beine anzulegen, die innerhalb einer Bearbeitungszeit von Minuten beliebigmiteinander kombiniert werden können.3.2.2 Inverse KinematikZur Berehnung der inversen Kinematik werden die Weltkoordinaten der Plattform yvorgegeben. Gesuht sind die verallgemeinerten Koordinaten q der Antriebe sowie die Ge-lenkwinkel β der passiven Gelenke. Für den Aufbau eines Modells der inversen Kinematikwird der folgende Algorithmus verwendet.Algorithmus 1: Generishe inverse Kinematik1. Das Modul Rahmen berehnet alle KCi
.2. Das Modul Plattform berehnet mit µ(y) aus gegebenen Weltkoordinaten y Positionund Orientierung der plattformseitigen Anlenkpunkte KBi

.3. Jedes Bein berehnet die verallgemeinerte Koordinate qi = qi(Bi, Ci).4. Jedes Bein berehnet aus (Bi, Ci, qi) die abhängigen Koordinaten β
i
der passivenGelenke.Alle kinematishen Berehnungen des Algorithmus werden durh Auswertungen von ki-netostatishen Übertragungselementen umgesetzt. Durh die Verkettung entsteht ein Su-perelement, das die vollständige Übertragung der kinematishen Zustände erlaubt. DieWeltkoordinaten y sowie deren Ableitungen ẏ, ÿ werden damit auf die verallgemeinertenKoordinaten q, q̇, q̈ sowie die abhängigen Koordinaten β, β̇, β̈ abgebildet. Es steht also einAlgorithmus zur Verfügung, der die Funktion q = ϕDK(y) und ihre Ableitungen berehnenkann. Das Problem der inversen Kinematik ist damit für alle Mashinen einheitlih gelöst.3.2.3 Direkte KinematikBei der direkten Kinematik werden aus gegebenen verallgemeinerten Koordinaten q dieWeltkoordinaten y der Plattform ermittelt. Auh hier soll ein Superelement für die gan-ze Mashine ermittelt werden. Für die Berehnung der direkten Kinematik ergibt sihfolgender Algorithmus:Algorithmus 2: Generishe direkte Kinematik1. Das Modul Rahmen berehnet alle KCi

.2. Jedes Modul Bein übergibt seine Bindungsgleihung νi(Bi, Ci, qi) an den Gleihungs-löser. Die Plattform übergibt µ(y) an den Gleihungslöser. Dieser stellt daraus einimplizites nihtlineares Gleihungssystem Γ(q, y) = 0 zusammen.



40 3.3. LINEARISIERUNG3. Der Gleihungslöser berehnet eine spezielle Lösung y∗ für das Gleihungssystem
Γ(q, y) mit einem Newton-Raphson-Verfahren.4. Die Plattform berehnet alle KBi

mit µ(y∗).5. Jedes Bein berehnet aus (Bi, Ci, qi) die abhängigen Koordinaten β
i
der passivenGelenke.Auh bei der direkten Kinematik lassen sih alle Shritte durh kinetostatishe Übertra-gungsfunktionen abbilden. Das nihtlineare Gleihungssystem Γ repräsentiert dabei geradeden impliziten Kern der zu lösenden kinematishen Shleifen. Nah Absshnitt 2.1.3 lässtsih aber das Lösen der Bindungsgleihungen als kinetostatishes Übertragungselementabbilden. Dieses Element ermittelt neben einer Lösung y∗ auh die zeitlihen Ableitun-gen ẏ∗, ÿ∗ sowie die Kraftübertragung in umgekehrter Rihtung. Die komplexen Detailseines solhen Gleihungslösers sind hinlänglih bekannt, und eine Diskussion würde denRahmen dieser Arbeit sprengen; eine ausführlihe Beshreibung der Theorie [59℄ und derImplementierung [60℄ ist in der Literatur zu �nden. Zusammenfassend entsteht eine Me-thode, die punktweise die direkte Kinematik y = ϕDK(q) und ihre Ableitungen berehnenkann.3.3 LinearisierungDas kinetostatishe Modell liefert für die in dieser Arbeit betrahteten PKM eine Mög-lihkeit, die kinematishen Übertragungsfunktionen für Position, Geshwindigkeit undBeshleunigung sowie für die Kräfte zu bestimmen. Ausgehend von diesen elementarenFunktionen werden nun generishe Algorithmen vorgestellt, die es erlauben, vershiedeneAnalysen für PKM durhzuführen. Eine besondere Rolle spielt dabei die geometrisheLinearisierung von PKM, die in späteren Abshnitten für die Analyse der Fertigungsfeh-ler (Abshnitt 3.4), zur Berehnung der Stei�gkeit (Abshnitt 3.5) und zur Kalibrierung(Abshnitt 3.6) verwendet wird.Als nominelle Parameter g

0
werden die Geometrieparameter bezeihnet, die als Soll-werte der Geometrie aus dem Entwurf der Mashine vorgegebenen sind. Davon weihtdie tatsählihe Geometrie einer Mashine aufgrund von unvermeidlihen Fehlern bei derHerstellung ab. Formal wird die Linearisierung durh partielle Di�erentiation der Funkti-on der direkten Kinematik ϕDK(q, g) nah den verallgemeinerten Koordinaten q und dengeometrishen Parametern g eingeführt und es ergibt sih

δy =
∂ϕDK(q, g)

∂(q, g)
δ(q, g) =

∂ϕDK(q, g)

∂q
︸ ︷︷ ︸

J
q

δq +
∂ϕDK(q, g)

∂g
︸ ︷︷ ︸

J
g

δg. (3.1)
Dabei sind δy, δq, δg in�nitesimale Variationen der Parameter. Mit J

q
wird die Jaobi-Matrix bezeihnet, welhe die Manipulierbarkeit des Roboters harakterisiert. Die Matrix

J
g
ist ebenfalls eine Jaobi-Matrix, welhe die Sensitivität der Position und Orientierungder Plattform bezüglih Änderungen der geometrishen Parameter beshreibt. Für einegegebene Lage des Manipulators wird bei festgehaltenen verallgemeinerten Koordinaten
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δq = 0 der Ein�uss von Änderungen der geometrishen Parameter g auf Position undOrientierung der Plattform durh

δy = J
g
δg (3.2)beshrieben, wobei der Vektor δg alle praktish auftretenden Abweihungen von der no-minellen Geometrie beinhaltet. Für serielle und für einige parallele Roboter lässt sih einegeshlossene Lösung für die direkte Kinematik angeben, so dass sih Gleihung (3.1) di-rekt auswerten lässt, um J

q
und J

g
durh symbolishe Di�erentiation zu berehnen. Fürräumlihe PKM kann die Funktion der direkten Kinematik ϕDK im Allgemeinen niht ge-shlossen angegeben werden, da sih ϕDK nur punktweise durh die iterative Lösung einesnihtlinearen Gleihungssystems bestimmen lässt. Dies gilt insbesondere für die PKM, fürdie im vorangegangenen Abshnitt die direkte Kinematik angegeben wurde. Anstelle derFunktion der direkten Kinematik lassen sih die Shlieÿbedingungen untersuhen, die sihals implizites Gleihungssystem zu

Γ(y, g) = 0 (3.3)ergeben. Durh Di�erenzieren folgt dann
∂Γ(y, g)

∂y
︸ ︷︷ ︸

A

δy +
∂Γ(y, g)

∂g
︸ ︷︷ ︸

B

δg = 0. (3.4)Daraus ergibt sih unmittelbar eine di�erentielle Abbildung δy = −A−1Bδg zwishen denWeltkoordinaten y und den geometrishen Parametern g, falls A regulär ist. Dieser Ansatzhat den Nahteil, dass für räumlihe Mehanismen die Matrix A analytish praktish nihtinvertiert werden kann, da die dabei entstehenden Ausdrüke auh mit Computeralgebrakaum behandelt werden können. Weiterhin ist es niht möglih, mit diesem Ansatz diegeometrishen Parameter zu berüksihtigen, die durh eine Idealisierung bei der Formu-lierung der Shlieÿbedingungen Γ eliminiert wurden. Zum Beispiel wird der Abstand derAhsen in Kardangelenken normalerweise vernahlässigt, da sih andernfalls die Anzahlund Komplexität der Shlieÿbedingungen relevant erhöhen würde. Im Hinblik auf eineumfassende Sensitivitätsanalyse müssen aber gerade die Ein�üsse dieser Fehler betrahtetwerden.Die kinetostatishe Methode erlaubt die Formulierung eines generishen Algorithmus zurUntersuhung der Fehleremp�ndlihkeit allgemeiner räumliher Manipulatoren [104, 107℄.



42 3.3. LINEARISIERUNGDabei wird davon ausgegangen, dass mithilfe des modularen Ansatzes in Abshnitt 3.2 einvollständiges kinetostatishes Modell erstellt wurde. Damit liegt eine allgemeine Formulie-rung zur Berehnung der Positions-, Geshwindigkeits-, Beshleunigungs- und Kraftüber-tragung vor, welhe die Form einer Kette von Übertragungselementen hat (Abb 3.4). DieÜbertragungselemente der Kette können dabei auh Übertragungselemente zur Lösungkinematisher Shleifen enthalten. Für eine Pose q wird ein virtueller Geshwindigkeits-winder δtTi = [δϕT
i
, δrT

i ] am Koordinatensystem Ki eingeführt, wobei δri eine virtuelleVershiebung darstellt und δϕ
i
einer virtuellen Verdrehung aus dem Raum der Starrkör-perdrehungen entspriht. Für den virtuellen Geshwindigkeitswinder δtp am End-E�ektor-Koordinatensystem Kp ergibt sih die lineare Beziehung

δtp =
(
J

i+1
J

i+2
. . . J

p

)
δti = J̌

i+1
δti, (3.5)aus dem Produkt der Jaobi-Matrizen J

i
der Relativbewegungen, wobei die Geshwin-digkeiten nah Gleihung (2.2) vom Koordinatensystem Ki−1 auf das Koordinatensystem

Ki übertragen werden. Mithilfe der kinematishen Di�erentiale (Abshnitt 2.1.5) lässt sihdie Matrix J̌
i+1

berehnen, welhe die Sensitivität des Koordinatensystem Kp bezüglihvirtueller Verrükungen δti am Koordinatensystem Ki beshreibt. Das Zusammenfügenaller Matrizen J
i
ergibt die gesuhte Matrix

J
g

=
[
J̌

1
, J̌

2
, . . . , J̌

p

]
. (3.6)Die vollständige Linearisierung kann also mit 6p Auswertungen der Geshwindigkeitsüber-tragungsfunktion für einen beliebigen Roboter berehnet werden.Diese Methode liefert die exakten Koe�zienten der Jaobi-Matrix J

g
. Für komplexeMehanismen wie PKM ist dieser Algorithmus rehenintensiv, denn eine PKM bestehtaus zahlreihen Gelenken und starren Körpern. Beispielsweise enthält das Modell derMashine Linapod p = 42 Koordinatensysteme, die alle mit virtuellen Verrükungen δtibeaufshlagt werden müssen. Anstelle der Geshwindigkeiten wird daher die Kraftüber-tragung betrahtet. Ein Kraftwinder wT

i = [τT
i , f

T
i
] am Koordinatensystem Ki bestehtaus dem Moment τ i, das vom Koordinatensystem Ki+1 auf das System Ki einwirkt, so-wie aus einer entsprehenden Kraft f

i
. Gemäÿ der kinetostatishen Dualität wird dieserKraftwinder von der Plattform Kp in Rihtung des Inertialsystems K0 übertragen, und esergibt sih die Übertragungsfunktion für das Koordinatensystem Ki zu

wi =
(
J

i+1
J

i+2
. . . J

p

)T
δwp = J̌

T

i+1
δwp. (3.7)Wird nun die Kraftübertragung für die Shnittkräfte an allen Koordinatensystemen zu-sammengefasst, ergibt sih

wg = JT
g
wp, (3.8)wobei der Vektor wg aller Shnittkräfte sih aus

wg =
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w1...
wp−1
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0...

w
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p−1




(3.9)



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 43zusammensetzt und die Jaobi-Matrix nah Gleihung (3.6) die Form
JT

g
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(3.10)hat. Diese Form der Übertragung weist den wesentlihen Vorteil auf, dass die Shnittkraft
wi+1 rekursiv benutzt werden kann, um wi zu berehnen. Entsprehend des kinetostati-shen Übertragungsprinzips werden, beginnend von Kp, sukzessive die Shnittkräfte aus

wi = JT
i+1
wi+1 (3.11)ermittelt. Daher werden mit einer Auswertung der Kraftübertragung alle wi, i = 1, . . . , p,für eine gegebene Pseudokraft w̌(j)

p bestimmt. Insgesamt werden daher nur sehs Auswer-tungen der Kraftübertragung benötigt, um die vollständige Matrix J
g
zu berehnen. DieAnzahl der Funktionsauswertungen hängt weder von der Anzahl der betrahteten Para-meter noh von der Komplexität des Manipulators ab. Es ergibt sih damit der folgendeAlgorithmus zur Aufstellung der Sensitivitätsmatrix J

g
:Algorithmus 3: Kraftbasierte Linearisierung1. Berehne die direkte Kinematik ϕDK(q, g

0
) des Manipulators für die betrahtetenverallgemeinerten Koordinaten q und die nominellen Parameter g

0
.2. Wähle die Einheitskräfte f̌

x
, f̌

y
, f̌

z
und die Einheitsmomente τ̌x, τ̌ y, τ̌ z mit |f̌

x
| =

|f̌
y
| = . . . = |τ̌ z| = 1 entlang der x-, y-, z-Ahsen des Koordinatensystems Kp.3. Führe für jede dieser sehs Einheitslasten w̌i die folgenden Shritte aus:(a) Präge die Last w̌i am Koordinatensystem Kp ein.(b) Berehne alle Shnittkräfte und -momente wi an jedem Koordinatensystem Ki.() Speihere die so berehneten Kräfte/Moment wi in der entsprehenden Zeileder Jaobi-Matrix J

g
.Der Aufwand für eine Auswertung der Kraftübertragung hängt nur von der Anzahl nPder Elemente in der kinematishen Kette ab, und der Gesamtaufwand des Algorithmusist damit von der Ordnung O(nP ). Bei der geshwindigkeitsbasierten Form müssen 6nPAuswertungen der Geshwindigkeitsübertragungsfunktion bestimmt werden, die jeweilseine Komplexität von O(nP ) haben, so dass der Algorithmus insgesamt eine Ordnung von

O(n2
P ) besitzt.Damit ergibt sih mit dem kraftgestützten Algorithmus ein einfahes, aber e�ektives Ver-fahren zur Sensitivitätsanalyse für allgemeine Manipulatoren. Dabei wirkt sih die Tat-sahe, dass die Kraftübertragung auh intuitiv nahvollziehbar ist, positiv bei der An-wendung des Verfahrens aus. Ein Anwender kann auh ohne Computer eine übershlägigeSensitivitätsanalyse für einen gegebenen Manipulator durhführen. Dazu stelle er sih vor,der End-E�ektor würde mit einer Last beaufshlagt. An jeder Stelle, an der unter Lasteine Shnittkraft auftritt, würden Fehler proportional zum Betrag der Shnittkraft eineLageänderung des End-E�ektors in Rihtung der angenommenen Last generieren.
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2 in der KoppelstangeAbbildung 3.5: Prinzip der virtuellen Fehlergelenke3.3.1 Interpretation der Linearisierung durh virtuelle GelenkeDas Verfahren zur vollständigen Linearisierung der Kinematik von Robotern kann anhanddes Konzepts der virtuellen Gelenke veranshauliht werden, welhes von Woernle vorge-shlagen wurde [137℄. Dabei werden die geometrishen Parameter g, die als Längen undWinkel bei der Beshreibung der starren Körper auftreten, durh Gelenke ersetzt, derenverallgemeinerte Koordinaten gerade diesen geometrishen Parametern entsprehen. Ab-bildung 3.5 illustriert, wie sih die Länge eines Roboterarms (Abb. 3.5a,b) oder die Längeder Koppelstange eines Gelenkviereks (Abb. 3.5,d) durh virtuelle Gelenke darstellenlassen. Durh diese Erweiterung des Modells werden die geometrishen Parameter g formalin zusätzlihe verallgemeinerte Koordinaten q(g) transformiert, so dass die Übertragungs-funktion ϕDK(q, q(g)) eine Variation von q und q(g) erlaubt. Damit steht unmittelbar eingeometrish nihtlineares Modell zur Verfügung, das sowohl die Untersuhung von geome-trishen Varianten des Mehanismus als auh eine Analyse der Emp�ndlihkeit bezüglihShwankungen der Parameter q(g) ermögliht. Dazu wird bei festgehaltenen verallgemei-nerten Koordinaten q das Übertragungsverhalten der virtuellen Gelenke untersuht, indem



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 45die virtuellen Verrükungen δtp des End-E�ektor-Koordinatensystems4 (EEF) bezüglihvirtueller Verrükungen δq(g) in den Gelenken betrahtet werden. Dieser Zusammenhangist stets linear, so dass sih die Jaobi-Matrix mithilfe der kinematishen Di�erentia-le bestimmen lässt (Abshnitt 2.1.5). Insbesondere spielt das kraftgestützte Verfahren zurBerehnung der Jaobi-Matrix eine groÿe Rolle, denn bei der Sensitivitätsanalyse werdenin der Regel mehr geometrishe Parameter betrahtet, als der Manipulator Freiheitsgradebesitzt.Die Idee, virtuelle Gelenke zur Beshreibung von möglihen Variationen der Geometrieheranzuziehen, wird dahingehend verallgemeinert, dass beliebige Arten geometrisher Ab-weihungen untersuht werden können. Dabei wird davon ausgegangen, dass die starrenKörper wie im ursprünglihen Manipulator behandelt werden. Zusätzlih werden virtu-elle Gelenke mit sehs Freiheitsgraden zwishen allen interessierenden Komponenten desMehanismus eingefügt.Zur Modellierung des allgemeinen virtuellen Gelenks wird das Sehs-Freiheitsgrade-Gelenkherangezogen, das in Abshnitt 2.1.2 beshrieben wurde. Da die nominelle Geometrie desManipulators bereits durh die Körper und Gelenke des unmodi�zierten Mehanismusbeshrieben wurde, ist es hinreihend, die virtuellen Gelenke auf eine Variation ihrerverallgemeinerten Koordinaten in der Umgebung der nominalen Stellung zu beshränken.Damit vereinfaht sih die lokale Jaobi-Matrix aus Gleihung (2.10), da x = θ = 0gesetzt werden, und es ergibt sih für die Kraftübertragung der triviale Zusammenhang
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Damit wird deutlih, dass die verallgemeinerten Kräfte Q(θ), Q(x) eines solhen Gelenksidentish mit den Shnittkräften τ i, f i
am Koordinatensystem Ki sind. Um nun die Ja-obi-Matrix J

g
für den gesamten Manipulators zu berehnen, kann auf die Erweiterungdes Modells um virtuelle Gelenke verzihtet werden, wenn die kraftgestützte Methode fürdie Berehnung der Jaobi-Matrix verwendet wird, und anstelle der verallgemeinertenKräfte Q(θ), Q(x) die Shnittkräfte τ i, f i

betrahtet werden. Diese Überlegung führt dannunmittelbar auf den in Abshnitt 3.3 vorgestellten Algorithmus.3.3.2 Optimaler Punkt des End-E�ektorsGleihung (3.2) beshreibt den Ein�uss von Änderungen der geometrishen Parameter aufdie Position und Orientierung des End-E�ektor-Koordinatensystem (EEF). Da die Platt-form ein starrer Körper im Raum ist, lässt sih kein eindeutiger Referenzpunkt festlegen.Stattdessen können unendlih viele vershiedene Punkte als End-E�ektor angenommenwerden. Daher stellt sih die Frage, ob es einen Punkt auf der Plattform gibt, der für einegegebene Lage eine minimale Emp�ndlihkeit bezüglih Änderungen der geometrishenParameter aufweist. Dieses Problem ist eng mit der Frage der kinematishen Manipulier-barkeit verwandt, wie es beispielsweise von Ranjbaran et al. [111℄ beshrieben wird. Dabei4engl. End-E�etor Frame (EEF)
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zu minimieren. Wie vonRanjbaran et al. [111℄ vorgeshlagen wurde, kann ein Shätzwert erster Ordnung κ̃F fürdie Konditionszahl verwendet werden, wobei dieser Shätzwert von der Frobenius-Normabgeleitet ist:

κ̃2
F (J

g
) =

Spm(J
g
JT

g
)

mm det(J
g
JT

g
)
. (3.13)Dieser Shätzwert kann verwendet werden, um die Sensitivität eines bestimmten Punktsbezüglih Änderungen der Geometrie zu bewerten, wobei m die Anzahl der Freiheitsgradedes Manipulators bezeihnet. Die Minimierung der Konditionszahl der Sensitivitätsmatrix

J
g
entspriht dem Verfahren, wie es von Ranjbaran et al. [111℄ für die Manipulierbarkeit J

qbeshrieben wurde. Dabei wird hier die Betrahtung auf die allgemeinere Jaobi-Matrix
J

g
erweitert. Die Matrix J

g
wird dazu in Blöke aufgeteilt

J
g

=

[
R

T

]
, (3.14)wobei mit R, T Blokmatrizen der Dimension IR3×6p bezeihnet werden, die den rotato-rishen und den translatorishen Teil von J

g
darstellen. Weiterhin kann mit der Über-gangsmatrix

J
P

= U(p)J
g

mit U(p) =

[
I

3
0

p̃ I
3

]
, (3.15)die Jaobi-Matrix bezüglih des EEF einem anderen Referenzpunkt P zugeordnet werden[59℄, wobei mit p die relative Vershiebung zwishen EEF und P gegeben ist (Abb. 3.6).Dies entspriht der Übertragungsfunktion eines starren Körpers mit der Vershiebung p.Da det(U(p)) = 1 gilt, hängt die Determinante von J

g
niht vom Referenzpunkt ab, dennes gilt

det(U(p)J
g
) = det(U(p)) det(J

g
) = det(J

g
). (3.16)Für den optimalen End-E�ektor-Punkt p∗ minimiert der Vektor p∗ die Konditionszahl κFder Jaobi-Matrix J

g
, d. h. es gilt

κ̃F (J
g
, p∗) = min

p
κ̃F (J

g
, p). (3.17)



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 47Eine notwendige Bedingung für ein Minimum von κ̃F [111℄ ist
∂

∂p

Spm(J
P
JT

P
)

mm det(J
P
JT

P
)

∣∣∣∣∣
p=p∗

= 0. (3.18)Da die Determinante det(J
P
JT

P
) niht von p abhängt, ergibt sih

∂

∂p
Sp(J

P
JT

P
) = 0. (3.19)Nun wird für J

P
die Übergangsmatrix nah Gleihung (3.15) eingesetzt und es folgt

J
P
JT

P
= U(p)J

g
JT

g
U(p)T (3.20)

=

[
RRT RTTp̃+RRT

TRT +RRTp̃ TTT − TRTp̃− p̃RRTp̃+ p̃RTT

]
, (3.21)was zu

∂

∂p

(
Sp(TTT − TRTp̃+ p̃RTT − p̃RRTp̃) + Sp(RRT)

)∣∣∣∣∣
p=p∗

= 0 (3.22)führt. Unter Ausnutzung von Sp(−TRTp̃) = Sp(p̃RTT) vereinfaht sih die Gleihung zu
∂

∂p
Sp(−2TRTp̃− p̃RRTp̃)

∣∣∣∣∣
p=p∗

= 0, (3.23)wobei die partiellen Ableitungen ohne p̃ entfallen. Andererseits ergibt sih für die partiellenAbleitungen bezüglih p̃
∂

∂p
Sp(Ap̃) = vect(A) =




a32 − a23

a13 − a31

a21 − a12


 mit A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 . (3.24)Weiterhin gilt

∂

∂p
Sp(p̃AATp̃T) =

(
AAT − 2 Sp(A)I

3

)
p, (3.25)was zu

2
(
Sp(RRT)I

3
− RRT

)
p∗ + 4 vect(TRT) = 0 (3.26)führt. Shlieÿlih wird die Gleihung nah p∗ aufgelöst und es folgt

p∗ = 2
(
RRT − Sp(RRT)I

3

)−1
vect(TRT). (3.27)Es ergibt sih also eine geshlossene Darstellung für den optimalen End-E�ektor-Punkt be-züglih Änderungen der geometrishen Parameter. Dieser Punkt hängt o�ensihtlih vonder Position des Manipulators ab und ist daher immateriell. Er kann jedoh verwendetwerden, um untershiedlihe Varianten des Manipulators zu vergleihen, die Bewegungenum einen Referenzpunkt erzeugen sollen. In diesem Zusammenhang muss auh festgestelltwerden, dass die Konditionszahl willkürlih beein�usst werden kann, indem das Überset-zungsverhältnis der Antriebe beispielsweise durh Getriebe verändert wird. Insofern stellt



48 3.4. FEHLER- UND SENSITIVITÄTSANALYSEdas Konzept der Manipulierbarkeit nur eine Eigenshaft der reinen Mehanik des Ro-boters dar, während die Eigenshaften des gesamten Roboters durh weitere tehnisheMaÿnahmen verbessert werden können.Aufbauend auf dem oben vorgestellten Verfahren zur vollständigen Linearisierung vonMKS, wird die Jaobi-Matrix J
g
in den folgenden Abshnitten verwendet, um den Robo-ter bezüglih seiner Genauigkeit und Stei�gkeit zu untersuhen. Weiterhin wird aufgezeigt,welhe Rolle J

g
bei der Kalibrierung spielt.3.4 Fehler- und SensitivitätsanalyseDie o�ensihtlihe Anwendung der linearisierten Kinematik besteht darin, die Sensitivitätder Mashine bezüglih geometrisher Fehler zu untersuhen. Reale Mashinen weihenstets von der idealen Geometrie ab, die durh die nominellen Parameter beshrieben wird.Die Ursahe dafür liegt in Fertigungstoleranzen und Fehlern bei der Produktion der Bau-teile sowie Fehlern während der Montage. Eine weitere Quelle von Fehlern ist das Spielin Gelenken und an Verbindungen zwishen Bauteilen. Shlieÿlih können thermishe undelastishe E�ekte einen Ein�uss auf die Bewegung der Plattform haben. In der Praxiskann jedoh davon ausgegangen werden, dass verglihen mit den Abmessungen der Ma-shine, alle diese möglihen Fehler klein sind. Daher ist eine Approximation durh einlinearisiertes Modell gerehtfertigt. Mithilfe des in Abshnitt 3.3 vorgestellten Verfahrenszur vollständigen Linearisierung der Kinematik kann der Ein�uss beliebiger geometrisherFehler auf die Genauigkeit der Plattform abgebildet werden. Dazu werden die virtuellenVerrükungen δti mit den geometrishen Fehlern ∆g identi�ziert, so dass unmittelbar dieBerehnungsvorshrift für den Fehler der Plattform ∆y zu

∆y = J
g
∆g (3.28)folgt. Neben der Bestimmung des Fehlers der Pose für bekannte Fehler ∆g der Geometrie,soll untersuht werden, wie sih Fehler der Geometrie bei einem Manipular grundsätzlihauswirken. Für vershiedene Roboter des gleihen Typs variieren die tatsählihen Wer-te der Längen und Winkel entsprehend der für die Fertigung vorgegebenen Toleranzen.Dabei wird davon ausgegangen, dass für die geometrishen Parameter die Fertigungsto-leranzen bekannt sind und dass die tatsählih auftretenden Fehler normalverteilt sind.Weiterhin wird angenommen, dass die Fehler klein und voneinander unabhängig sind.Der Betrag des Gesamtfehlers ist daher die Summe der Einzelfehler, und es wird einestatistishe Fehlerfortp�anzung unterstellt. Bei der Addition zweier unabhängiger nor-malverteilter Zufallsvariablen gilt für die Standardabweihung σ der Summe

σ =
√
σ2

1 + σ2
2 , (3.29)wobei σ1 und σ2 die Standardabweihungen der Summanden sind. Weiterhin gilt für dieLänge e eines Ortsvektors e = [e1, e2, e3]

T ∈ IR3

e = |e| =
√
e21 + e22 + e23. (3.30)Bei der Betrahtung der Spalten der Jaobi-Matrix J

g
werden translatorishe und rotato-rishe Anteile miteinander vermisht werden, was durh die Einführung von Metrikkoe�-zieten ̺j berüksihtigt werden muss. Diese Metrikkoe�zienten können als virtuelle Hebel



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 49betrahtet werden, welhe die Rotationen auf Translationen abbilden. Als Abshätzungwird angenommen, dass die Standardabweihung σi eines Parameters gi der bei der Ferti-gung verwendeten Toleranz entspriht.5 Unter Berüksihtigung der Fehlerfortp�anzunglässt sih die Standardabweihung σp des EEF zu
σp =

√√√√√
6∑

i=1

N∑

j=1

(
̺j [Jg

]ij σi

)2 (3.31)berehnen. Wird weiterhin unterstellt, dass die Toleranzen σi alle den gleihen Wert σhaben, vereinfaht sih die Beziehung zu
σp = σ

√√√√√
6∑

i=1

N∑

j=1

(
̺j [Jg

]ij
)2

︸ ︷︷ ︸
σ

(3.32)und damit folgt die De�nition der Gesamtfehlerverstärkung
σ =

σp

σ
=

√√√√√
6∑

i=1

N∑

j=1

(
̺j[J g

]ij
)2
, (3.33)welhe die Emp�ndlihkeit des gesamten Manipulators bezüglih geometrisher Fehler be-shreibt. Diese Kenngröÿe ähnelt dem statistishen Ansatz, der von Wittwer et al. [136℄beshrieben wird. Ist für einen Prozess die erforderlihe Genauigkeit σp der Mashinebekannt, lässt sih die Gesamtfehlerverstärkung σ dazu verwenden, um die erforderlihemittlere Toleranz σ für die Geometrieparameter abzushätzen. Allgemeiner ausgedrükt,erreiht eine Mashine am EEF eine um den Faktor σ geringere Genauigkeit als in ihrenKomponenten. Dabei spielt es keine Rolle, ob die nominellen Werte für die Geometriepa-rameter g durh Tolerierung, Vermessung oder Kalibrierung beein�usst werden.In Anlehnung an die Argumentation in Abshnitt 3.3.2 stellt sih die Frage, welher Punktauf der Plattform die Gesamtfehlerverstärkung σ minimiert. An dieser Stelle wird wie-der die Darstellung mit Blokmatrizen nah Gleihung (3.14) aufgegri�en, um nah demVektor p∗ zu suhen, für den σ(J

g
) minimal ist. Das entsprehende Optimierungsproblemlautet

σ(J
g
, p∗) = min

p

6∑

i=1

N∑

j=1

[U(p)J
g
]2ij, (3.34)wobei U(p) die Übergangsmatrix nah Gleihung (3.15) ist. Die notwendige Bedingungfür die Lösung p∗ ergibt sih dann zu

∂σ(J
g
, p)

∂p

∣∣∣∣∣
p=p∗

=
∂

∂p

6∑

i=1

N∑

j=1

[
p̃∗R + T

R

]2

ij

∣∣∣∣∣∣
p=p∗

= 0. (3.35)5In der Praxis ist je nah Anwendung eine Toleranz t = ±2σ oder t = ±3σ üblih; dieser Faktor istjedoh für die nahfolgend beshriebenen Überlegungen unerheblih.



50 3.5. STEIFIGKEITDa die Matrizen R, T niht von p abhängen, muss nur das obere Teilsystem betrahtetwerden. Mit den Abkürzungen rj , tj für die j-te Spalte der Matrix R bzw. T folgt
∂

∂p

3∑

i=1

N∑

j=1

(p× rj + tj)
2
i

∣∣∣∣∣∣
p=p∗

=
∂

∂p

N∑

j=1

||p× rj + tj ||22

∣∣∣∣∣∣
p=p∗

= 0, (3.36)wobei mit || · ||2 die euklidishe Norm bezeihnet wird und die Indizes i = 1, 2, 3 für diedrei Komponenten der kartesishen Vektoren stehen. Ausmultiplizieren der Komponentenliefert
N∑

j=1

∂

∂p
((py r3j − pz r2j + t1j)

2 + (pz r1j − px r3j + t2j)
2

+ (px r2j − py r1j + t3j))
2
∣∣∣
p=p∗

= 0. (3.37)Damit ergibt sih die Bedingung für den optimalen End-E�ektor-Punkt zu
N∑

j=1




−2 (p∗zr1j − p∗xr3j + t2j) r3j + 2
(
p∗xr2j − p∗yr1j + t3j

)
r2j

2
(
p∗yr3j − p∗zr2j + t1j

)
r3j − 2

(
p∗xr2j − p∗yr1j + t3j

)
r1j

−2
(
p∗yr3j − p∗zr2 + t1j

)
r2j + 2 (p∗zr1j − p∗xr3j + t2j) r1j


 = 0. (3.38)Umshreiben der Gleihungen in ein lineares Gleihungssystem in den Koe�zienten von

p∗ liefert
N∑

j=1




r2
3j + r2

2j −r2jr1j −r3jr1j

−r2jr1j r2
3j + r2

1j −r3jr2j

−r3jr1j −r3jr2j r2
2j + r2

1j


 p

∗ =
N∑

j=1




r3jt2j − r2jt3j

−r3jt1j + r1jt3j

r2jt1j − r1jt2j


 , (3.39)welhes zu der kompakteren Vektorform




N∑

j=1

(rT
j rjI3

− rjr
T
j )


 p∗ =

N∑

j=1

(tj × rj) (3.40)führt. Für den Punkt p∗ mit der geringsten Emp�ndlihkeit bezüglih Fehlern in dengeometrishen Parametern ergibt sih damit die Lösung
p∗ =




N∑

j=1

rT
j rjI3

−
N∑

j=1

rjr
T
j



−1

N∑

j=1

(tj × rj). (3.41)Dies lässt sih in Matrixnotation zu
p∗ =

[
Sp(RRT)I

3
−RRT

]−1
2 vect(TRT). (3.42)zusammenfassen. Der optimale End-E�ektor-Punkt bezüglih der Gesamtfehlerverstär-kung ist also mit dem optimalen End-E�ektor-Punkt bezüglih der Minimierung derKonditionszahl der Matrix J

g
identish.
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Abbildung 3.7: Zerlegung des Geshwindigkeitswinders ti am Koordinatensystem Ki3.5 Stei�gkeitDie Linearisierung eines Manipulators bezüglih seiner geometrishen Parameter stellt einelineare Abbildung zwishen in�nitesimalen Änderungen der Geometrie und in�nitesimalenVerrükungen des EEF dar. Die Jaobi-Matrix J
g
kann daher auh dazu verwendetwerden, die Stei�gkeitsmatrix K des Roboters für eine Pose q zu bestimmen. Wie inAbshnitt 2.1.1 beshrieben wurde, gilt für ideale Übertragungselemente

wT
g δtg = wTEEFδtEEF, (3.43)wobei in δtg = [δt

(1)
1 , δt

(2)
1 , . . . , δt(6)p ]T alle virtuellen Verrükungen der geometrishen Pa-rameter zusammengefasst sind (Abb. 3.7) und wg = [w

(1)
1 , w

(2)
1 , . . . , w(6)

p ]T die entsprehen-den Shnittkräfte darstellt. Für die Betrahtung der Stei�gkeit wird jedes Übertragungs-element des Manipulators als lineare Feder modelliert. Damit ergibt sih
K−1

g
wg = δtg mit K−1

g
= diag

{
1

c
(1)
1

, . . . ,
1

c
(6)
p

} (3.44)mit der lokalen Stei�gkeitsmatrixK
g
, die sih aus den Federkonstanten ci für jedes einzelneElement zusammensetzt. Für die Stei�gkeit am EEF gilt
K−1EEFwEEF = δtEEF, (3.45)wobei die Matrix KEEF die gesuhte Stei�gkeitsmatrix für den EEF ist. Dies ist eineVereinfahung der Eigenshaften mehanisher Bauteile, die jedoh für viele tehnisheAnwendungen, wie beispielsweise shlanke Balken und Gelenke, ausreiht. Eine Verallge-meinerung zu einer voll besetzten Stei�gkeitsmatrix kann durh eine Analyse mit FinitenElementen erreiht werden. Gleihung (3.44) und (3.45) werden nun in Gleihung (3.43)eingesetzt und unter Berüksihtigung der Kraftübertragung wg = JT

g
wEEF nah Glei-hung (3.8) ergibt sih

wTEEFJ g
K−1

g
JT

g
wEEF = wTEEFK−1EEFwEEF. (3.46)Da diese Beziehung für jedes beliebige wEEF gelten muss, folgt

K−1EEF = J
g
K−1

g
JT

g
. (3.47)



52 3.6. KALIBRIERUNGDie Jaobi-Matrix J
g
kann also verwendet werden, um die elementweise bekannte Stei-�gkeitsmatrix K

g
auf Weltkoordinaten zu transformieren, so dass sih die gesuhte Stei-�gkeitsmatrix KEEF am End-E�ektor ergibt.3.6 KalibrierungVerglihen mit gewöhnlihen Industrierobotern werden für Werkzeugmashinen hohe An-forderungen bezüglih der Genauigkeit gestellt. Neben einer hohwertigen Fertigung wer-den diese Mashinen daher nah der Montage kalibriert. Dies kann entweder mehanish,z. B. durh Stellshrauben an den linearen Führungen der Mashine, geshehen oder durheine Kompensation in der NC-Steuerung. Bei seriellen Robotern kann die Kalibrierungfür jeden Antrieb unabhängig durhgeführt werden, denn die Bewegungen sind entkoppeltund bestehen entweder aus einem Kreisbogen oder einer Geraden. Abweihungen von dervorgegebenen Geometrie können daher messtehnish leiht festgestellt und kompensiertwerden. Bei PKM sind die Bewegungen aller Bauteile miteinander gekoppelt, so dass dieBewegung eines einzelnen Antriebs an der Plattform eine komplexe Trajektorie im Raumerzeugt, die Translationen und Rotationen miteinander vermisht. Es ergeben sih beider Kalibrierung daher zwei shwerwiegende Probleme. Verglihen mit dem Vermessenvon Linearität und Rundheit ist die gleihzeitige Vermessung von Position und Orientie-rung im Raum gerätetehnish aufwendig und eher ungenau. Das zweite Problem bestehtdarin, dass die zu identi�zierenden Parameter in der Transformation der NC-Steuerungebenfalls miteinander gekoppelt sind. Daher ist es nur möglih, alle Parameter gleihzeitigzu ermitteln.Die Linearisierung der Kinematik bezüglih der geometrishen Parameter spielt daher einewihtige Rolle bei der Kalibrierung von Robotern. Die Untersuhung von vershiedenenVerfahren zur Kalibrierung würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, aber an dieserStelle soll skizziert werden, welhe Rolle die linearisierte Form der Kinematik bei derKalibrierung spielt. Hier wird davon ausgegangen, dass für die Kalibrierung N Paare vonMesswerten, bestehend aus den Weltkoordinaten des End-E�ektors y

i
und den gemessenenverallgemeinerten Koordinaten q

i
, aufgenommen wurden. Gesuht sind die geometrishenParameter g∗, die den Fehler zwishen dem mathematishen Modell y = ϕDK(g, q) undden Messwerten {y

i
, q

i
} minimieren. Dazu wird in der Praxis die Methode der kleinstenFehlerquadrate von Gauÿ verwendet, die auf das nihtlineare Optimierungsproblem

Ξ =
N∑

i=1

(
ϕDK(q

i
, g) − y

i

)2
= min! (3.48)führt. Eine notwendige Bedingung erster Ordnung für ein Minimum des gesamten Fehlers

Ξ ist
N∑

i=1

(
∂ϕDK(q

i
, g)

∂g

)T

(ϕDK(q
i
, g) − y

i
)

∣∣∣∣∣∣
g=g∗

= 0. (3.49)Daraus folgt
N∑

i=1

JT
g
(q

i
)ϕDK(q

i
, g∗) =

N∑

i=1

JT
g
(q

i
)y

i
. (3.50)Diese und ähnlihe Methoden werden für die Kalibrierung von PKM verwendet, bei denendie Matrix J

g
bei den meisten Ansätzen durh numerishe Di�erentiation bestimmt wird



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 53[2, 27℄. Aus der Konstruktion der Mashine sind die nominellen Parameter bekannt, dieals erster Shätzwert g
0
für die Geometrieparameter verwendet werden. Die tatsählihenParameter werden durh g = g

0
+ ∆g dargestellt, wobei ∆g eine kleine Korrektur gegen-über den nominellen Parametern g ist. Daraus ergibt sih ein lineares Gleihungssystemfür die Korrekturterme ∆g

N∑

i=1

JT
g
(q

i
) J

g
(q

i
)∆g =

N∑

i=1

JT
g
(q

i
) (y

i
− ϕDK

0i
), (3.51)wobei ϕDK

0i
= ϕDK(y

i
, g

0
) die Auswertung der direkten Kinematik für den Shätzwert g

0der geometrishen Parameter ist. Die gesuhten Gröÿen ∆g können also mit der Jaobi-Matrix J
g
berehnet werden. In der Praxis werden für die Lösung von Gleihung (3.48)meistNewton-Verfahren oder Levenberg-Marquardt-Methoden verwendet. Weiter-hin wurde vorgeshlagen, spezielle Messstellen für die Aufnahme der Messwerte y

i
, q

i
zuverwenden. Insbesondere im Hinblik auf die Optimierung der Messpositionen bildet dieexakte und shnelle Bestimmung von J

g
eine wihtige Grundlage [8℄.3.7 Ergebnisse3.7.1 Generishe KinematikDie in Abshnitt 3.2 vorgestellte Vorgehensweise soll im folgenden Beispiel veranshaulihtwerden. Dazu wird das Aufstellen des kinetostatishen Modells anhand des Algorithmusgenerishe inverse Kinematik für den im nähsten Abshnitt betrahteten Linapodbetrahtet.Zunähst wird davon ausgegangen, dass alle geometrishen Parameter entsprehend Ta-belle 2.4 (Seite 29) bekannt sind. Das konkrete Modul Linapod Rahmen kapselt für dieMashine Linapod die in Tabelle 2.3 (Seite 29) angegebenen Formeln. Damit lassen sihdie im Shritt 1 des Algorithmus gesuhten Koordinatensysteme KCi

zu
c1 = T (ez, 0

◦)(rbex + ∆aey) (3.52)
c2 = T (ez, 120◦)(rbex + ∆aey) (3.53)
c3 = T (ez, 240◦)(rbex + ∆aey) (3.54)
c4 = T (ez, 0

◦)(rbex − ∆aey) (3.55)
c5 = T (ez, 120◦)(rbex − ∆aey) (3.56)
c6 = T (ez, 240◦)(rbex − ∆aey) (3.57)berehnen, wobei hier auf die Komponenten der Vektoren und Matrizen in Weltkoordina-ten übergegangen wird. Im Shritt 2 des Algorithmus wird das konkrete Modul LinapodPlattform verwendet, um die Koordinatensysteme aller plattformseitigen Anlenkpunkte

KBi
bezüglih des End-E�ektors mit

b1 = T (ez,∆α)rlex + ∆tez (3.58)
b2 = T (ez, 120◦ + ∆α)rlex + ∆tez (3.59)
b3 = T (ez, 240◦ + ∆α)rlex + ∆tez (3.60)



54 3.7. ERGEBNISSE
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End-E�ektor

) Delta RoboterAbbildung 3.8: Modulare Modelle für untershiedlihe PKM
b4 = T (ez,−∆α)ruex + (∆t+ ∆h)ez (3.61)
b5 = T (ez, 120◦ − ∆α)ruex + (∆t+ ∆h)ez (3.62)
b6 = T (ez, 240◦ − ∆α)ruex + (∆t+ ∆h)ez (3.63)zu bestimmen. Nahdem für jedes Bein die jeweiligen Anlenkpunkte ermittelt wurden,lässt sih im Shritt 3 die geshlossene Lösung (2.23) für das PUS-Modul verwenden, umdie gesuhten verallgemeinerten Koordinaten

qi = ez
.di ±

√
(ez

.di)
2 − d2

i + l2i mit di = RKardanbi + r − ci für i = 1, . . . , 6 (3.64)zu berehnen. Dabei treten die Weltkoordinaten y als Ortsvektor r und Rotationsma-trix RKardan in Ersheinung. In der Implementierung werden die Berehnungen von denentsprehenden kinetostatishen Übertragungselementen vorgenommen, die den jeweiligekonkreten Programmmodulen für Plattform, Rahmen und Bein entstammen.



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 55Tabelle 3.2: Laufzeit des modularen kinetostatishen Modells (Windows, MS VisualC++ 6.0, M a a

a aBILE, Pentium IV, 3.2GHz)Mashine Kinematik Übertragungsfunktion Auswertungen/SekundeLinapod Invers Position 16842+ Geshwindigkeit 11791+ Beshleunigung 8684+ Kraft 6784nur Geshwindigkeit 39315nur Beshleunigung 32955nur Kraft 31006Linapod Direkt Position 8132+ Geshwindigkeit 6730+ Beshleunigung 5629+ Kraft 4454SSM Invers Position 17258+ Geshwindigkeit 12751+ Beshleunigung 9927+ Kraft 7284Delta Roboter Invers Position 13821+ Geshwindigkeit 10263+ Beshleunigung 8273+ Kraft 61313.7.2 Modulares ModellMithilfe des in Abshnitt 3.2 vorgestellten Baukastens lassen sih leiht die vollständi-gen kinetostatishen Modelle vershiedener PKM erzeugen und untersuhen. Hier werdenstellvertretend für die zahlreihen möglihen Kombinationen beispielhaft die MashinenLinapod (Abb. 3.8a), ein SSM (Abb. 3.8b) und der Delta Roboter (Abb. 3.8) vorgestellt.In Tabelle 3.2 sind die Rehenzeiten für die Auswertung der Kinematik vershiedener Ma-shinen angegeben, die anhand des modularen Baukastens zusammengestellt wurden. Eswurde jeweils die Anzahl der Auswertungen der kinetostatishen Übertragungsfunktionenpro Sekunde bestimmt. Ein Vergleih der Mashinen zeigt, dass die jeweilige Kinematiküber eine ähnlihe Komplexität verfügt.Das modulare Modell wurde beispielhaft zur Berehnung des kinematish erreihbarenArbeitsraums für die PKM Linapod verwendet, indem die Positionsübertragungsfunktionan diskreten Punkten berehnet wurde. Diese Punkte wurden auf einem Gitter vorge-geben, um auf diesem Wege eine grobe Abshätzung des Arbeitsraums in der xy-Ebenemit z = 0 zu erhalten (Abb. 3.9). Die Rehenzeit für die Bestimmung des Arbeitsraumsbeträgt 3.6 s, wobei für das Gitter ein Abstand von 0.01m zur Diskretisierung verwendetwurde. Diese Methode hat jedoh den wesentlihen Nahteil, dass keinerlei Informatio-nen darüber vorliegen, ob sih der Arbeitsraum zwishen den Gitterpunkten fortsetzt.Weiterhin kann auf diese Weise auh niht ermittelt werden, wie sih der Arbeitsraum in
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Abbildung 3.9: Kinematish erreihbarer Arbeitsraum des Linapod durh Diskretisierungmit modularem kinetostatishem Modell.Abhängigkeit von den geometrishen Parametern verändert. Eine Methode zur veri�zier-ten Berehnung des Arbeitsraums wird daher in Kapitel 4 präsentiert und in Kapitel 5zur Maÿsynthese erweitert.3.7.3 SensitivitätsanalyseIn den folgenden Abshnitten wird das Verfahren zur Linearisierung und Sensitivitätsana-lyse auf vershiedene Manipulatoren angewendet. Zur Veranshaulihung wird zunähstein ebener serieller Roboter betrahtet. Im Anshluss daran wird die vollständige Linea-risierung für das kinetostatishe Modell der räumlihen PKM Linapod berehnet.Sensitivitätsanalyse für serielle RoboterZunähst wird ein ebener serieller Roboter (Abb. 3.10) betrahtet, um das Verfahren zurLinearisierung anhand eines analytish nahvollziehbaren Beispiels zu illustrieren. Derbetrahtete Roboter besteht aus zwei Drehgelenken mit den Winkeln β = [β1, β2]
T undzwei Armen mit den Längen l1, l2. Die Berehnung der direkten Kinematik ist trivial undes ergibt sih

ϕDK(β) =




l1 cosβ1 + l2 cosβ12

l1 sin β1 + l2 sin β12

β12


 , (3.65)
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T bestimmt werden und fürdieses einfahe Beispiel lässt sih die analytishe Lösung für die gesuhte Jaobi-Matrixangeben mit

δe =
∂ϕ

∂l
δl =




cosβ1 cosβ12

sin β1 sin β12

0 0




︸ ︷︷ ︸
J

g

δl. (3.66)
Nun wird der kraftgestützte Algorithmus (Abshnitt 3.3) verwendet, um die Sensitivi-tätsanalyse durhzuführen. Für eine gegebene Kon�guration des Roboters werden dieEinheitskräfte und -momente Fx, Fy,Mz dem End-E�ektor eingeprägt und die dazu ge-hörigen Shnittkräfte Fl1 , Fl2 berehnet. Dann folgt

Fl1 = cos β1Fx + sin β1Fy, (3.67)
Fl2 = cos β12Fx + sin β12Fy (3.68)und eine Faktorisierung in Vektorshreibweise liefert

[
Fl1

Fl2

]
=

[
cos β1 sin β1 0

cos β12 sinβ12 0

]

︸ ︷︷ ︸
JT

g



Fx

Fy

Mz


 . (3.69)

O�ensihtlih stimmen die Matrizen J
g
bei beiden Berehnungsverfahren nah Gleihung(3.69) und Gleihung (3.66) überein. Bemerkenswerterweise werden für die Kraftbereh-nung nur die Rihtungen der Shnittkräfte Fl1 , Fl2 benötigt, die sih auh aus der nume-rishen Lösung der direkten Kinematik ermitteln lassen.
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Abbildung 3.11: Geometrie des Linapod für das betrahtete PUS-BeinSensitivitätsanalyse für die PKM LinapodIm Folgenden wird eine Sensitivitätsanalyse für die PKM Linapod durhgeführt, indemder Algorithmus aus Abshnitt 3.3 angewendet wird. Exemplarish wird zunähst derEin�uss von Änderungen in den unteren und oberen Beinlängen ll, lu untersuht. DasKräftegleihgewiht in der Mitte des Arbeitsraums (rp = 0, R

p
= I) wird dazu anhand ei-nes einfahen Freishnitts ermittelt. Dabei werden sukzessive die Einheitskräfte f̌

x
, f̌

y
, f̌

zsowie die Einheitsmomente m̌x, m̌y, m̌z auf die Plattform eingeprägt. Damit ergibt sihdie Gleihung
[
u1 u2 u3 u4 u5 u6

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

]

︸ ︷︷ ︸
A

f (i)
l

= w̌i, i = {fx, fy, fz, mx, my, mz} (3.70)
mit p

i
= ui × ri, wobei die Vektoren f (i)

l
für den Kraftwinder i die sehs Shnittkräftein Längsrihtung der Beine beinhalten (Abb. 3.11). Die sehs Einheitskraftwinder werdenmit w̌i bezeihnet und zu

[w̌1 w̌2 . . . w̌6] = [f̌
x

f̌
y
. . . m̌z] = I

6
(3.71)zusammengefasst. Die aus den eingeprägten Kraftwindern resultierenden Shnittkräfte

F = [f
(fx)
l f

(fy)
l . . . f

(mz)
l ] (3.72)werden analog als Matrix F notiert. Nah dem Prinzip der kinematishen Di�erentialewerden die Shnittkräfte nah Gleihung (3.70) mit den Koe�zienten der Jaobi-Matrixidenti�ziert und es ergibt sih

JT
l

= F = A−1. (3.73)
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Abbildung 3.12: Di�erenz zwishen linearisiertem Modell und nihtlinearem ModellDurh Einsetzten der nominellen geometrishen Parameter (vgl. Tab 2.4, S. 29) ergibtsih die Jaobi-Matrix J
l
für die angegebene Position zu

JT
l

=




0.058 0.558 −0.616 −0.009 0.567 −0.557

−0.678 0.389 0.288 −0.649 0.316 0.333

−0.153 −0.153 −0.153 −0.230 −0.230 −0.230

−0.905 −1.219 2.125 0.103 2.411 −2.515

1.931 −1.749 −0.181 −2.844 1.511 1.332

−2.231 −2.231 −2.231 2.020 2.020 2.020




. (3.74)
Es wird nun angenommen, dass alle Beine einen Längenfehler von ∆e = ke[1, 1, 1, 1, 1, 1]Taufweisen. Dann resultiert aus dem linearisierten Modell für ke = 10µm ein Shätzwertfür den Positionsfehler von |∆rTCP| = 11.528µm. Der exakte Wert aus der nihtlinearenKinematik unter Berüksihtigung der veränderten Beinlängen liefert ebenfalls den Wert
|∆rTCP| = 11.528µm. In Abbildung 3.12 ist der relative Fehler zwishen dem linearisiertenModell und der exakten Lösung mit dem nihtlinearen Modell über den Betrag des Fehlers
ke der Beine aufgetragen. Die Abbildung zeigt, dass die Näherung durh Linearisierungbis zu einem Fehler von a. ke = 1mm genau ist. Für einen Fehler in der Beinlänge von
ke = 10mm liegt der Fehler bei 1%. Das linearisierte Modell liefert also selbst bei relativgroÿen Fertigungstoleranzen eine gute Abshätzung des Fehlers am TCP.Genauigkeit des LinapodIm Gegensatz zum vorangegangen Abshnitt wird nun angenommen, dass die MashineLinapod geometrishe Fehler in allen Bauteilen aufweisen kann. Insofern wird die generelle
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Abbildung 3.13: Gesamtfehlerverstärkung σ für gleihmäÿig verteilte Fehler in allen Kom-ponentenEmp�ndlihkeit bezüglih Änderungen der Geometrie anhand der Matrix J
g
untersuht.Insgesamt werden hier 126 geometrishe Parameter betrahtet, welhe die Position desEnd-E�ektors beein�ussen. Fehler in den Orientierungen der Bauteile werden für dieseBetrahtung ignoriert, da ihr Ein�uss auf den End-E�ektor von der jeweiligen Gröÿe derBauteile abhängt und es daher niht plausibel ist, diese Fehler gleihzusetzen. Zur Be-rehnung der Fehler wird das modulare kinetostatishe Modell des Linapod verwendet(Abb. 3.8), das eine Berehnung der Shnittkräfte an allen Koordinatensystemen erlaubt.In Abbildung 3.13 ist die Gesamtfehlerverstärkung σ über dem translatorishen Arbeits-raum des Linapod in der xy− Ebene für z = 0 aufgetragen. Es ist zu erkennen, dass dieEmp�ndlihkeit der Mashine in der Mitte des Arbeitsraums den geringsten Wert von

σ = 4.485 annimmt und näherungsweise radialsymmetrish zum Rand des Arbeitsraumshin zunimmt. Auf dem Rand des genutzten Arbeitsraums erreiht die Gesamtfehlerver-stärkung einen maximalen Wert von σ = 5. Bemerkenswerterweise ändert sih σ überdem Arbeitsraum nur um a. 10%. Die Gesamtfehlerverstärkung kann genutzt werden,um abzushätzen, wie genau die Parameter eines Modells bekannt sein müssen, um einegegebene Genauigkeit zu erreihen. Wird beispielsweise unterstellt, dass eine Positionier-genauigkeit ∆emax = 10µm erreiht werden soll, müssen die geometrishen Parameterdes Modells folglih um den Faktor σ = 5 genauer identi�ziert werden, um die Vorgabefür die Genauigkeit zu erreihen. Weiterhin muss berüksihtigt werden, dass diese Mo-dellrehnung den Ein�uss von Winkelfehlern vernahlässigt, so dass die tatsählihe Ge-samtfehlerverstärkung gröÿer als 5 ist. Um hinreihend genaue Parameter für das Modellsiherzustellen, müssen entweder extrem enge Fertigungstoleranzen für die Bauteile ange-setzt werden oder die Parameter müssen für die Bauteile entsprehend genau identi�ziert
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Abbildung 3.14: Kleinster Eigenwert λmin [107 Nm−1] der Stei�gkeitsmatrix des Linapodüber dem Arbeitsraumwerden. Dazu können die Bauteile entweder einzeln vermessen werden oder die Mashinewird einer Kalibrierung unterzogen. In diesem Zusammenhang kann die Gesamtfehler-verstärkung der Mashine als Anhaltspunkt verwendet werden um abzushätzen, welheGenauigkeit für die Messmittel benötigt wird bzw. welhe Toleranzen verwendet werdenmüssen, um eine vorgegebene Positioniergenauigkeit zu erreihen.3.7.4 Stei�gkeitsanalyseAnhand des in Abshnitt 3.5 diskutierten Verfahrens lässt sih mithilfe der Jaobi-Matrix
J

g
die Stei�gkeitsmatrixKEEF bestimmen. Die Berehnung der Jaobi-Matrix erfolgt, wiebereits bei der Sensitivitätsanalyse, mit dem modularen Modell der Mashine Linapod.Hier werden beispielhaft die Elastizitäten der Beine und der Linearantriebe betrahtet.Damit ergibt sih der Vektor der Geometrieparameter zu g = [l1, l2, l3, l4, l5, l6]

T und esfolgt für die Jaobi-Matrizen
J

g
(q) =

∂ϕDK(q, g)

∂g
und J

q
(q) =

∂ϕDK(q, g)

∂q
. (3.75)



62 3.8. ZUSAMMENFASSUNGFür die Federkonstanten werden die Werte nah Tabelle 3.3 angenommen und zu lokalenStei�gkeitsmatrizen zusammengesetzt
K

g
= diag(cl, cl, cl, cu, cu, cu), (3.76)

K
q

= cd I6
. (3.77)Damit ergibt sih die Stei�gkeitsmatrix am End-E�ektor zu

K−1EEF(q) = J
g
(q)K−1

g
JT

g
(q) + J

q
(q)K−1

q
JT

q
(q). (3.78)In der vorliegenden Berehnung der Stei�gkeit wird nur der translatorishe Anteil betrah-tet, um die Vermishung von Translation und Rotation zu vermeiden. Als Maÿ für dieminimale Stei�gkeit wurde in Abbildung 3.14 der Betrag des kleinsten Eigenwerts [30℄ derStei�gkeitsmatrix über einem Quershnitt des Arbeitsraums in der xy-Ebene für z = 0des Linapod aufgetragen. Die maximalen Werte werden in der Mitte des Arbeitsraumserreiht, während die Stei�gkeit zum Rand hin abnimmt.Tabelle 3.3: Federkonstanten für die Mashine LinapodSymbol Wert Beshreibung

cl 8.8e7 Nm−1 Stei�gkeit der unteren Beine
cu 6.0e7 Nm−1 Stei�gkeit der oberen Beine
cd 8.13e8 Nm−1 Stei�gkeit der Linearantriebe3.8 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wird ein Verfahren zur Modellierung der Kinematik von PKM durh dasZusammenfügen von Modulen vorgestellt. Damit gelingt eine vereinheitlihte Modellbil-dung für eine groÿe Anzahl in der Praxis auftretender Mashinenkonzepte. Dazu gehörendie Mashine Linapod, die für Fahrsimulatoren verwendeten Hexapoden (SSM) und derDelta-Roboter. Weiterhin lassen sih beliebige Mishformen dieser Mashinen sowie geo-metrishe Varianten von Plattform und Rahmen abbilden und einheitlih behandeln. Diepraktishe Berehnung erfolgt anhand der kinetostatishen Methode, so dass sih alle fürdiese Methode hergeleiteten Algorithmen anwenden lassen, um die kinematishen Eigen-shaften zu untersuhen.6 Dazu gehören zunähst die Auswertung der direkten und inver-sen Kinematikfunktion sowie deren Ableitungen zur Berehnung von Geshwindigkeitenund Beshleunigungen. Mit den kinetostatishen Übertragungselementen lässt sih auhdie Statikfunktion auswerten, um die Shnittkräfte für gegebene Belastungszustände zuermitteln. Letztere Möglihkeit wird von einem neuen Algorithmus genutzt, der die exak-te Linearisierung der Kinematik bezüglih aller geometrisher Parameter ermögliht. DieKomplexität des Algorithmus hängt linear von der Anzahl der Körper und Gelenke ab, sodass für komplexe Mehrkörpersysteme wie PKM eine sehr kurze Rehenzeit erforderlih6Mit dem Verfahrens der kinematishen Di�erentiale lassen sih auh ohne weiteren Aufwand dieBewegungsgleihungen aufstellen [47℄. Dies wird in dieser Arbeit niht weiter verfolgt, da es keine Relevanzfür die hier entwikelte Maÿsynthese hat.



KAPITEL 3. DISKRETE ARBEITSRAUMANALYSE 63ist. Bei der Anwendung auf PKM ist weiterhin hervorzuheben, dass das Verfahren auhdann die exakte Linearisierung bezüglih aller geometrisher Parameter ermögliht, wennkeine geshlossene Lösung der Kinematik bekannt ist. Die linearisierte Kinematik wirdeingesetzt, um eine Sensitivitätsanalyse durhzuführen und die Stei�gkeit zu berehnen.Die für die Kalibrierung der Mashine notwendigen Ableitungen lassen sih ebenfalls aufdiese Weise bestimmen.Alle bisher betrahteten Verfahren sind auf die Berehnung der Eigenshaften an diskre-ten Punkten innerhalb des Arbeitsraums von PKM beshränkt. Dies ist für viele prak-tishe Berehnungen wie die Kalibrierung hinreihend, jedoh für die Berehnung desArbeitsraums und die Maÿsynthese unzureihend. Daher wird in den folgenden Kapitelnein Formalismus entwikelt, der garantierte Aussagen über eine kontinuierlihe Mengeermögliht.



64
Kapitel 4Methoden zur kontinuierlihenArbeitsraumanalyseIn Abshnitt 4.2 wird die Berehnung des Arbeitsraums von PKM als Cons-traint Satisfation Problem (CSP) formuliert und es werden Algorithmen vor-gestellt, die auf der Intervallanalyse basieren. Tehniken zur Verringerung derRehenzeit werden in Abshnitt 4.3 behandelt. Im Abshnitt 4.4 werden pro-zessbedingte Anforderungen als Bindungen für das CSP aufgestellt. Beispielefür die Arbeitsraumberehnung von PKM �nden sih in Abshnitt 4.5.4.1 EinleitungIm vorangegangenen Kapitel 3 wurden mithilfe der kinetostatishen Methoden die Eigen-shaften von parallelen Robotern an diskreten Punkten im Arbeitsraum betrahtet. DieAnalyse solher Punkte gibt präzise Informationen über die lokalen Eigenshaften der Ma-shine, beantwortet aber nur bedingt die Frage nah Gröÿe und Gestalt des Arbeitsraums.Das Beispiel zur Arbeitsraumberehnung (Abb. 3.9) bietet zwar eine erste Abshätzungfür den Arbeitsraum einer PKM, jedoh stellt sih die Frage, wie fein das Gitter gewähltwerden muss und ob niht selbst für ein sehr feines Gitter spezielle Punkte zwishen denGitterpunkten existieren, die abweihende Eigenshaften aufweisen. Dieses Problem trittin besonderem Maÿe bei PKM auf, da sih deren Eigenshaften über dem Arbeitsraumstark verändern können. Im Gegensatz zu seriellen Robotern können Singularitäten beiPKM mitten im Arbeitsraums auftreten. Im Allgemeinen lassen sih daher die Resultateder diskretisierten Punkte niht auf den ganzen Arbeitsraum erweitern, da sih nur end-lih viele Auswertungen durhführen lassen und keine gesiherten Informationen über dieunendlih vielen übrigen Punkte vorliegen.Daher werden in diesem Kapitel Methoden vorgestellt, die durh die Anwendung der Inter-vallanalyse veri�zierte Informationen über ein Gebiet liefern, so dass sih der Arbeitsraumkontinuierlih betrahten lässt. Die Intervallanalyse erlaubt, mit endlih vielen Rehen-shritten für alle Punkte im Arbeitsraum eine garantierte Entsheidung zu tre�en, ob diegeforderten Eigenshaften erfüllt sind oder niht. Weiterhin kann mit der Intervallanalyseauh eine Abshätzung des ungünstigsten Verhaltens durhgeführt werden. Durh die An-wendung der Intervallanalyse weisen die hier vorgestellten Algorithmen den Vorteil auf,dass die Berehnungen numerish robust durhgeführt werden, d. h. dass Rundungsfehler



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 65während der Berehnung berüksihtigt werden und somit die Gültigkeit der Ergebnissegarantiert werden kann. Einige Kriterien verlieren bei der Betrahtung durh die Inter-vallanalyse jedoh etwas an Shärfe. Die mit der Intervallanalyse ermittelten Ergebnisseshlieÿen stets die exakte Lösung ein, liefern jedoh niht immer die engste Einshlie-ÿung. In diesem Zusammenhang muss jedoh beahtet werden, dass bei vielen anderenVerfahren eine höhere Genauigkeit nur suggeriert wird, da diese Methoden ihre eigenenVerfahrensfehler weniger rigoros abshätzen, als dies bei der Intervallanalyse der Fall ist.Im nähsten Abshnitt wird der Begri� des Constraint Satisfation Problem (CSP) ein-geführt, der in den folgenden Abshnitten die Grundlage für die Berehnung und Veri�-kation des Arbeitsraums darstellt. Danah werden mit der Intervallanalyse Algorithmenzur Lösung dieser Klasse von Problemen beshrieben. Im Anshluss daran werden dieBindungen1 (engl. Constraints) eingeführt, die das CSP für PKM de�nieren. Die Kriteri-en für den kinematishen Arbeitsraum sowie für tehnologishe Beshränkungen werdendann in Form solher Bindungen formuliert. Dazu werden die Komponenten der Bindungs-gleihungen mit einem Computeralgebra-System ausgewertet und als Programmode fürdie Intervallanalyse exportiert. Am Ende des Kapitels werden Beispiele und existierendeMashinen präsentiert, für welhe die Berehnung des Arbeitsraums unter vershiedenenAnforderungen durhgeführt wurde.4.2 Algorithmen zur Lösung des Constraint Satisfa-tion ProblemsDas Ziel der hier vorgestellten Verfahrens ist es, eine einheitlihe Methodik für die Analy-se und Synthese von PKM zur Verfügung zu stellen. Die Methode erlaubt es, beginnendmit einer vorläu�gen Analyse bis hin zur Optimierung der Mashinen, alle erforderlihenShritte durhzuführen, ohne dass die Bindungsgleihungen des Modells neu erstellt wer-den müssen. Dazu wird zunähst das folgende Problem
Φ(c, v) > 0 ∀ v ∈ Xv (4.1)betrahtet. Dabei werden die Berehnungsvariablen im Vektor c zusammengefasst und dieVeri�kationsvariablen werden mit dem Vektor v bezeihnet. Die Menge Xv wird Veri�-kationsmenge genannt. Die Aufgabe, alle Lösungen eines solhen Ungleihungssystems Φzu �nden, wird in der Literatur als Constraint Satisfation Problem (CSP) bezeihnet.Folglih wird ein Algorithmus zur Lösung solher Probleme CSP-Löser genannt. In die-sem Kapitel werden in der Regel die Weltkoordinaten y der Plattform mit dem Vektor cidenti�ziert, so dass das CSP die Berehnung des Arbeitsraums ermögliht. Die Aufgabebesteht also darin, alle Positionen zu bestimmen, an denen bestimmte Bedingungen erfülltsind. Im folgenden Kapitel 5 wird die Aufgabe so umformuliert, dass durh ein CSP eineMaÿsynthese durhgeführt werden kann.Die Intervallanalyse hat sih als mähtiges Werkzeug zur Behandlung von CSP bewährtund wird im Folgenden auf die Arbeitsraumberehnung von PKM angewandt. Die grund-legende Idee aller folgenden Algorithmen besteht darin, eine Intervallauswertung der Ne-benbedingungen Φ für eine Box ĉ dazu zu verwenden, um eine garantierte Aussage für1Der Begri� der Bindung wird hier in Übereinstimmung mit der Literatur zum onstraint programmingverwendet und ist niht mit der Bedeutung in der Kinematik gleihzusetzen.
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IRAbbildung 4.1: Bewertung einer Ungleihung Φ > 0 durh den CSP-Löseralle Punkte c ∈ ĉ zu mahen. Dazu wird die Intervallauswertung ĥ = Φ(ĉ) berehnet2 unddas Ergebnis ĥ wird folgendermaÿen untershieden (Abb. 4.1):

• Falls inf ĥ > 0, ist die Ungleihung Φ(ĉ) > 0 in jedem Punkt c ∈ ĉ erfüllt. Einesolhe Box ĉ wird als gültig bezeihnet.
• Falls sup ĥi < 0, ist die Ungleihung Φ(ĉ) > 0 in keinem Punkt c ∈ ĉ erfüllt. Einesolhe Box ĉ wird als ungültig bezeihnet.
• In allen anderen Fällen kann keine verlässlihe Aussage gemaht werden. Aufgrundder möglihen Übershätzung durh die Intervallarithmetik kann die Existenz wedervon gültigen noh von ungültigen Punkten festgestellt werden. Solhe Boxen werdenals unsiher bezeihnet.Auf der Grundlage dieser fundamentalen Eigenshaft der Intervallanalyse werden im Fol-genden Algorithmen vorgestellt, die es erlauben, die Lösungsmenge zu approximieren.4.2.1 Generisher AlgorithmusAus oben genannten Eigenshaften der Intervallanalyse wird nun ein Branh-and-Bound -Algorithmus konstruiert, der sih zur Lösung des CSP eignet. Dabei wird das Problemsukzessiv in kleinere Teilprobleme zerlegt (branhing), für die gesiherte Shranken von

Φ bestimmt werden (bounding). Im Hinblik auf PKM wird dieser Algorithmus späterfür die Berehnung und Veri�kation des Arbeitsraums spezialisiert. Hierzu werden dieBedingungen für den Arbeitsraum als Ungleihungen formuliert, so dass sie zu einemUngleihungssystem Φ > 0 zusammengefasst werden können, welhes dann systematishausgewertet werden kann. Die zentrale Aufgabe besteht darin, die Lösungsmenge
Xc = { c ∈ Xs ⊂ IRn |Φ(c) > 0 } (4.2)zu berehnen, die alle gestellten Bedingungen erfüllt. Dabei wird die Menge Xs ⊂ IRn alsSuhraum bezeihnet. Der prinzipielle Aufbau des Verfahrens entspriht dem folgendenAlgorithmus:Algorithmus 4: Generisher Intervall-CSP-Löser1. Speihere eine Approximation {ĉ1, . . . , ĉn} des Suhraums Xs in der Liste LT.2. Erstelle leere Listen LS,LI,LF für die Lösungsmenge (LS), für die ungültigen Boxen(LI) und für die Boxen, die zu klein sind (LF).2Φ(̂c) ist eine Abkürzung für Φ(̂c, v̂) falls der Vektor v̂ keine Veri�kationsvariablen enthält.



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 673. Falls die Liste LT leer ist, beende den Algorithmus.4. Entnimm die nähste Box ĉ der Liste LT.5. Falls diam ĉ < ε, d. h. die Breite einer Komponente des Intervallvektors ĉ ist kleinerals eine gegebene Genauigkeit ε, bewerte die Box als zu klein und lege sie in derListe LF ab; gehe zu Shritt (3).6. Sofern verfügbar, wende Operationen zum Shrumpfen von ĉ an.7. Werte die Bedingungen ĥ = Φ(ĉ) aus.8. Falls inf ĥ > 0, d. h. das In�mum von ĥ ist für alle Bedingungen positiv und dieBedingung ist somit für alle c ∈ ĉ erfüllt, speihere ĉ als Lösung in der Liste LS ab;gehe zu Shritt (3).9. Falls ein sup ĥi < 0 existiert, d. h. mindestens ein Supremum ist negativ, dannexistieren keine Lösungen c ∈ ĉ und die Box ĉ wird in der Liste LI gespeihert; gehezu Shritt (3).10. Teile die Box ĉ in m Teilboxen {ĉ1, . . . , ĉm} auf und füge diese neuen Boxen in LTein; gehe zu Shritt (3).Die Beshreibung von Operationen zum Shrumpfen erfolgt im Abshnitt 4.3.3. DieserAlgorithmus bildet die Grundlage für die Lösung vershiedener Typen von CSP. DasGrundprinzip kann dem oben stehenden Algorithmus entnommen werden. Zu Beginn desAlgorithmus werden die zu prüfenden Boxen in einer Liste platziert. Durh die Intervall-analyse werden für eine Box garantierte Shranken für den Wertebereih bestimmt. Ist die-ser Wertebereih streng positiv, dann ist die Bedingung stets erfüllt. Ist der Wertebereihstreng negativ, wird die Bedingung nirgendwo innerhalb der Box erfüllt. Entsprehendwird die Box entweder als Lösung betrahtet oder als ungültig gespeihert. Shlieÿt derWertebereih den Wert 0 ein, kann keine gesiherte Aussage getro�en werden. Allerdingskann die Box in zwei oder mehr kleinere Boxen aufgeteilt werden und dem Algorithmuserneut zugeführt werden. Dieses Verfahren lässt sih o�ensihtlih als rekursiver Algorith-mus formulieren. Hier wird jedoh eine sequentielle Umsetzung verwendet, da sih einigeOptimierungen so leihter durhführen lassen. Ferner kann der sequentielle Algorithmusleihter parallelisiert werden (Abshnitt 4.3.6). Die Verwaltung der Liste LT spielt be-züglih des benötigten Speiherplatzes eine relevante Rolle. Insbesondere die OperationenEinfügen und Entnehmen sollten so umgesetzt werden, dass sih die Liste LT wie einStapel (engl. Stak) verhält.Zunähst werden aus dem oben genannten generishen Algorithmus des CSP-Lösers zweiwihtige Spezialisierungen abgeleitet. Dies führt in den folgenden Abshnitten zu denAlgorithmen Verifizieren und Berehnen.4.2.2 Veri�kationsverfahrenDie Veri�kation stellt die einfahste Form der Problemstellung dar. Gegeben ist eineVeri�kationsmenge Xv und es soll überprüft werden, ob für ein gegebenes c
Φ(c, v) > 0 ∀ v ∈ Xv (4.3)erfüllt ist. Bezogen auf den Algorithmus soll also untersuht werden, ob alle in der Liste

LT enthaltenen Boxen bezüglih des Systems Φ > 0 gültig sind. Daher sind als Resultat



68 4.2. LÖSUNG DES CONSTRAINT SATISFACTION PROBLEMSder Veri�kation zunähst die beiden logishen Ergebnisse gültig und ungültig zu erwarten.Darüber hinaus tritt auh der Fall auf, dass eine Veri�kation niht abgeshlossen werdenkann, weil die zu untersuhenden Boxen die Mindestgröÿe εv untershreiten. In diesemFall wird das Ergebnis als �nit bezeihnet. Für alle diese Ergebnisse ist es niht not-wendig, die Menge LS und LI zu speihern. Stattdessen wird der Algorithmus unter denfolgenden Umständen abgebrohen: sobald eine Box als ungültig identi�ziert wird, gibtder Algorithmus den Wert ungültig zurük. Untershreitet eine Box die Mindestgröÿe εv,wird �nit zurükgeliefert. Wenn alle Boxen aus der Liste LT erfolgreih geprüft wurden,gibt der Algorithmus den Wert gültig zurük. Daraus ergibt sih die folgende Variante desgenerishen Algorithmus:Algorithmus 5: Verifizieren1. Speihere die zu veri�zierenden Boxen {v̂1, . . . , v̂n} in der Liste LT.2. Falls die Liste LT leer ist, beende den Algorithmus mit dem Ergebnis gültig.3. Entnimm die nähste Box v̂ der Liste LT.4. Falls diam v̂ < εv, d. h. die Breite einer Komponente des Intervallvektors v̂ ist kleinerals eine gegebene Genauigkeit εv, beende den Algorithmus mit dem Ergebnis �nit.5. Falls Operationen zum Shrumpfen die Gröÿe von v̂ reduzieren, beende den Algo-rithmus mit dem Ergebnis ungültig.6. Werte die Bedingungen ĥ = Φ(v̂) aus.7. Falls inf ĥ > 0, d. h. das In�mum von ĥ ist für alle Bedingungen positiv und dieBedingung ist somit für alle v ∈ v̂ erfüllt, verwirf v̂; gehe zu Shritt (2).8. Falls ein sup ĥi < 0 existiert, d. h. mindestens ein Supremum ist negativ, dannexistieren keine Lösungen v ∈ v̂, beende den Algorithmus mit dem Ergebnis ungültig.9. Teile die Box v̂ in m Teilboxen {v̂1, . . . , v̂m} auf und füge diese neuen Boxen in LTein; gehe zu Shritt (2).4.2.3 BerehnungsverfahrenBei der Berehnung wird im Gegensatz zur Veri�kation verlangt, die Menge
Xc = { c ∈ Xs ⊂ IRn |Φ(c, v) > 0 } (4.4)für ein gegebenes v zu ermitteln. Bei der Berehnung wird aus dem Suhraum Xs, derdurh die Liste LT dargestellt wird, die Menge Xc bestimmt, die durh die Boxen derListe LS approximiert wird. Der Algorithmus liefert eine Liste von Boxen LS, die eineApproximation der Menge Xc von unten darstellt, d. h. die Menge LS ist in Xc enthaltenund konvergiert für εc → 0 gegen Xc. Die Teilung der Boxen wird auh bei der Bereh-nung nur bis zu einer Mindestgröÿe εc durhgeführt, denn ohne Abbruhkriterium würdedie Berehnung in den meisten Fällen endlos fortgesetzt. Ob die Mengen der ungültigenBoxen LI und der �niten Boxen LF benötigt werden, hängt von der speziellen Anwendungab. Zum Speihern der Mengen LI und LF wird jedoh eine erheblihe Menge Arbeitsspei-her benötigt. Daher wird LF nur dann gespeihert, wenn in einem weiteren Rehengangmit einer kleineren Genauigkeit εc die Güte der Approximation verbessert werden soll.



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 69Bei gröÿeren Problemen kann der Bedarf an Speiherplatz für LI und LF niht vernah-lässigt werden, so dass diese Boxen häu�g verworfen werden. Es ergibt sih folgenderAlgorithmus:Algorithmus 6: Berehnen1. Speihere die zu untersuhenden Boxen {ĉ1, . . . , ĉn} in der Liste LT.2. Erstelle leere Listen LS,LI,LF für die Lösungsmenge (LS), für die ungültigen Boxen(LI) und für die Boxen, die zu klein sind (LF).3. Falls die Liste LT leer ist, beende den Algorithmus.4. Entnimm die nähste Box ĉ der Liste LT.5. Falls diam ĉ < εc, d. h. die Breite einer Komponente des Intervallvektors ĉ ist kleinerals eine gegebene Genauigkeit εc, bewerte die Box als finit und lege sie in der Liste
LF ab; gehe zu Shritt (3).6. Sofern verfügbar, wende Operationen zum Shrumpfen von ĉ an.7. Werte die Bedingungen ĥ = Φ(ĉ) aus.8. Falls inf ĥ > 0, d. h. das In�mum von ĥ ist für alle Bedingungen positiv und dieBedingung ist somit für alle c ∈ ĉ erfüllt, speihere ĉ als Lösung in der Liste LS ab;gehe zu Shritt (3).9. Falls ein sup ĥi < 0 existiert, d. h. mindestens ein Supremum ist negativ, dannexistieren keine Lösungen c ∈ ĉ und die Box ĉ wird in der Liste LI gespeihert; gehezu Shritt (3).10. Teile die Box ĉ in m Teilboxen {ĉ1, . . . , ĉm} auf und speihere diese neuen Boxen in
LT; gehe zu Shritt (3).4.2.4 Hybrides VerfahrenFür eine Reihe der in der Praxis auftretenden CSP wird eine Kombination von Berehnungund Veri�kation benötigt. Ein Beispiel für solh eine Kombination ist die Bestimmung desGesamtorientierungsarbeitsraums. Hierfür müssen alle Positionen der Plattform bestimmtwerden, an denen jeweils alle Orientierungen aus einer vorgegebenen Menge möglih sind.Es sollen also alle Lösungen bestimmt werden, für die gilt

Xc = { c ∈ Xs ⊂ IRn |Φ(c, v) > 0 ∀ v ∈ Xv ⊂ IRm} . (4.5)Dies kann erreiht werden, wenn die Konzepte für Berehnung und Veri�kation vershah-telt angewendet werden. Dazu werden im gleihen Rehengang sowohl Veri�kationsvaria-blen v als auh Berehnungsvariablen c zugelassen. Ausgehend vom Aufbau des Algorith-mus Berehnen wird anstelle der Auswertung des Systems Φ eine Veri�kation durhge-führt, wobei für die Berehnungsvariablen die aktuelle Box ĉ verwendet wird. Als Algo-rithmus stellt sih das Verfahren folgendermaÿen dar:Algorithmus 7: Hybrider CSP-Löser1. Speihere die zu untersuhenden Boxen {ĉ1, . . . , ĉn} in der Liste LT.2. Erstelle leere Listen LS,LI,LF für die Lösungsmenge (LS), für die ungültigen Boxen(LI) und für die Boxen, die zu klein sind (LF).
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Abbildung 4.2: Ein Bisektionsshritt für die Box b̂ an der j-ten Komponente3. Falls die Liste LT leer ist, beende den Algorithmus.4. Entnimm die nähste Box ĉ der Liste LT.5. Falls diam ĉ < εc, d. h. die Breite einer Komponente des Intervallvektors ĉ ist kleinerals eine gegebene Genauigkeit εc, bewerte die Box als finit und lege sie in der Liste
LF ab; gehe zu Shritt (3).6. Sofern verfügbar, wende Operationen zum Shrumpfen von ĉ an.7. Rufe den Algorithmus Verifizieren für die Box ĉ und die Menge Xv auf.8. Falls Verifizieren den Wert gültig zurükgibt, sind die Bedingungen Φ(c, v) > 0für alle c ∈ ĉ und alle v ∈ Xv erfüllt, speihere ĉ als Lösung in der Liste LS ab; gehezu Shritt (3).9. Falls Verifizieren den Wert ungültig zurükgibt, erfüllt kein c ∈ ĉ die Bedingungen
Φ(c, v) > 0 für alle v ∈ Xv, speihere ĉ in der Liste LI; gehe zu Shritt (3).10. Falls Verifizieren den Wert �nit zurükgibt, ist die Breite der Box ĉ zu groÿ; teiledie Box ĉ in m Teilboxen {ĉ1, . . . , ĉm} auf und speihere diese neuen Boxen in LT;gehe zu Shritt (3).4.2.5 Teilen von BoxenEin elementarer Shritt intervallbasierter Algorithmen besteht in der Aufteilung einer Box

b̂ ∈ IIn inm kleinere Boxen {b̂(1), . . . , b̂(m)}. Diese Aufteilung kann nah vershiedenen Kri-terien erfolgen. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass eine Box stets in zwei klei-nere Boxen zerteilt wird, so dass dieser Vorgang als Bisektion bezeihnet wird (Abb. 4.2).Im Allgemeinen ist das Teilen jedoh niht auf genau zwei Teilboxen beshränkt. Bei derBisektion der Box werden alle Komponenten bis auf die j-te Komponente beibehalten.Diese wird an einer Stelle b∗j ∈ b̂j zerteilt, so dass die Box in die Hälften
b̂ = b̂

(1) ∪ b̂
(2) mit (4.6)
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b̂ = [b̂1, . . . , b̂j , . . . , b̂n], (4.7)

b̂
(1)

= [b̂1, . . . , [inf b̂j , b
∗
j ], . . . , b̂n], (4.8)

b̂
(2)

= [b̂1, . . . , [b
∗
j , sup b̂j ], . . . , b̂n] (4.9)zerfällt. Für die Teilung der Box wird normalerweise der Mittelpunkt des Intervalls

b∗j = mid b̂j =
1

2
(inf b̂j + sup b̂j) (4.10)verwendet. Beim Teilen der Box stellt sih weiterhin die Frage, welhe Komponente geteiltwird. Eine einfahe und e�ektive Methode besteht darin, die Komponente j mit der gröÿ-ten Breite diam bj zu teilen. Wenn die vershiedenen Komponenten inhomogen in ihrerGröÿenordnung sind, z. B. wenn Winkel und Längen betrahtet werden, kann die Aus-wahl durh individuelle Wihtungsfaktoren gj homogenisiert werden. In diesem Fall wird

j so ausgewählt, dass diam (gj b̂j) maximal ist, wobei gj die jeweiligen Wihtungsfaktorensind. Neben der Auswahl der gröÿten Komponente kann j zyklish verändert oder zufälligausgewählt werden.4.3 E�zienzsteigerung der AlgorithmenDie Grundstruktur der vorgestellten Algorithmen zur Lösung von CSP ist sehr einfah,führt aber häu�g zu inakzeptabel langen Laufzeiten und einem hohen Speiherverbrauh.Daher haben sih Verfahren und Heuristiken etabliert, welhe die Menge der benötigtenRessouren stark reduzieren. Einige dieser Verfahren mit Anwendung auf PKM werdenin den folgenden Abshnitten beshrieben.4.3.1 Separation der Veri�kationsmengeBei einigen Anforderungen lassen sih die Bindungen des Systems Φ und die damit verbun-dene Veri�kationsmengeXv separieren, d. h. in diesen Fällen kann das CSP nah Gleihung(4.1) in die Teilprobleme
Φ1(c, v1) > 0 ∀ v1 ∈ X (1)

v , (4.11)...
Φn(c, vn) > 0 ∀ vn ∈ X (n)

v , (4.12)
vT = [vT

1 , . . . , v
T
n ] (4.13)aufgeteilt werden. Dies ist beispielsweise möglih, wenn für bestimmte Bindungen Hilfs-variablen3 eingeführt werden. Die entkoppelten Subsysteme Φi werden durh gemeinsameBerehnungsvariablen c bestimmt, besitzen jedoh für jede Bindung Φi separate Veri�ka-tionsvariablen vi. Bei dem hybriden Verfahren (Abshnitt 4.2.4) wird dazu, anstelle einerAuswertung des Algorithmus Verifizieren für das Gesamtsystem Φ, für jedes Teilsys-tem eine individuelle Auswertung von Verifizieren durhgeführt. Durh die getrennteVeri�kation wird vermieden, Bisektionsshritte auf Veri�kationsvariablen vi anzuwenden,die in diesem Teil des Systems niht vorkommen.3Beispielsweise werden die Parameter λi als Hilfsvariablen zur Beshreibung der Stabkollision in Ab-shnitt 4.4.5 eingeführt.



72 4.3. EFFIZIENZSTEIGERUNG DER ALGORITHMEN4.3.2 Abhängigkeiten zwishen BindungenDas System der Bindungsungleihungen Φ beinhaltet eine Anzahl vershiedener Kriterien,anhand derer entshieden wird, ob eine Kon�guration als gültig oder ungültig bewertetwird. Bei praktishen Problemen besteht aber häu�g eine kausale Abhängigkeit zwishenden Bindungen, d. h. eine Bindung Φ1 kann eine notwendige Bedingung dafür sein, dassBindung Φ2 erfüllt sein kann. Daher wird Bindung Φ2 erst dann berehnet und überprüft,wenn das System bezüglih Bindung Φ1 als gültig bewertet wurde. Zur Steigerung derE�zienz bietet es sih daher an, Beziehungen zwishen den Bindungen auszunutzen, umunnötige Rehenoperationen zu vermeiden. Dazu können vom Anwender leiht Regelnvorgegeben werden, die diese Abhängigkeiten beshreiben. Als Beispiel wird die Bindungfür die kinematishe Erreihbarkeit und die Bindung für die Grenzen der passiven Gelenkebetrahtet. Da es nur sinnvoll ist, eine Kon�guration auf Einhaltung der Gelenkbegren-zungen zu überprüfen, wenn sie innerhalb des erreihbaren Arbeitsraums liegt, wird diePrüfung der Gelenkbegrenzungen nur ausgeführt, wenn die kinematishe Erreihbarkeitveri�ziert wurde. Ein weiterer Grund für die Ausnutzung von Abhängigkeiten ergibt sihdaraus, dass die Prüfung der kinematishen Erreihbarkeit numerish shneller ausgeführtwerden kann. Weiterhin können bestimmte Bindungen gar niht berehnet werden, wennniht zuvor einige Voraussetzungen veri�ziert wurden. Hier wäre z. B. der Zusammenhangzwishen kinematisher Erreihbarkeit und Autokollisionen zu nennen. Solange durh diekinematishe Erreihbarkeit niht veri�ziert wurde, ob es überhaupt Lösungen für die in-verse Kinematik gibt, können die Lagen der Bauteile niht ermittelt werden, die für dieAutokollision aber erforderlih sind. Durh Abhängigkeiten lassen sih daher sehr e�zientAusdrüke behandeln, die für bestimmte Werte niht de�niert sind. Als Beispiel wird dievereinfahte Bindung betrahtet
Φ1 =

√
x− y > 0. (4.14)Damit der Radikand in der Bindung Φ1 ausgewertet werden kann, wird die zusätzliheBindung

Φ2 = x > 0. (4.15)eingeführt und es muss zunähst anhand von Φ2 geprüft werden, ob x positiv ist. Diese Ab-hängigkeit wird in den Algorithmus eingearbeitet, indem shlihte wenn-dann-Bedingungenformuliert werden. Hängen die Bindungen Φ1, wie im Beispiel, von Φ2 ab, wird die Aus-wertung von Φ1 solange aufgeshoben, bis für Φ2 der Status gültig erreiht wird. Praktishwerden dadurh zahlreihe Auswertungen von Φ1 eingespart. Gleihzeitig kann die Zuver-lässigkeit der Programme erhöht werden, da ungültige Operationen vermieden werdenkönnen.4.3.3 Heuristiken zur Verbesserung der LaufzeitDie oben vorgestellten Methoden verringern die Laufzeit der Algorithmen, indem zu-sätzlih Informationen über das CSP Φ > 0 verwendet werden. Daher wird die Anzahlder Funktionsauswertungen reduziert oder bleibt im ungünstigsten Fall gleih. In diesemAbshnitt werden Heuristiken vorgestellt, die in sorgfältig ausgewählter Kombination zueiner erheblihen Reduktion der Rehenzeit führen können. Bei einer ungünstigen Wahlder Parameter verlängert sih die Rehenzeit jedoh signi�kant. Für eine sinnvolle An-wendung der Heuristiken ist daher ein erheblihes Maÿ an Erfahrung erforderlih, um die



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 73Methoden für ein spezielles Problem auszuwählen. Eine automatishe Auswahl und Pa-rametrisierung ist noh Gegenstand der aktuellen Forshung. Daher müssen die in diesemAbshnitt vorgestellten Methoden vorsihtig angewendet werden.Die Auswertung an diskreten Punkten liefert eine notwendige Bedingung für die Veri�-kation. Da die Veri�kation das Ziel hat, die Gültigkeit der Bedingungen für jeden Punkt
c ∈ ĉ zu prüfen, kann die Box ĉ bereits anhand eines Punkts verworfen werden, welherdas System Φ > 0 niht erfüllt. Als spezielle Punkte bieten sih der Mittelpunkt mid ĉsowie die Ekpunkte der Box an. Beim Test der Ekpunkte müssen 2n Funktionsauswer-tungen berehnet werden, wobei n die Dimension der Box ĉ ist. Von diesen Ekpunktenteilt eine Box jeweils bis zu 2n−1 Ekpunkte mit ihren 2n Nahbarn. Weiterhin sind zahl-reihe Punkte zwishen geteilten und ursprünglihen Boxen identish. Damit der Teste�zient funktioniert, muss ein aufwendiges Verfahren zur Auswahl verwendet werden,um mehrfahe Funktionsauswertungen für identishe Punkte zu vermeiden.Die Hauptaufgabe des CSP-Lösers besteht darin zu untersuhen, ob Ungleihungen derForm Φ(ĉ) > 0 in einer Box ĉ Lösungen besitzen. Durh Konsistenztests kann geprüftwerden, ob eine Funktion Φ in einem Teil oder dem gesamten Bereih einer Variablen ciLösungen besitzt [39℄. Dazu wird Φ(c) zunähst als Gleihung Φ(c) = g(ci) − h(c) = 0betrahtet, wobei die Funktion g(ĉi) so gewählt wird, dass sih deren Umkehrfunktion
g−1 leiht und eindeutig bestimmen lässt. Die Funktion h(ĉ) kann dabei durhaus von
ci abhängen.4 Eine Intervallauswertung ĥ0 = h(ĉ) liefert garantierte Shranken ĥ0 fürden Wertebereih der Funktion h(ĉ). Diese Abshätzung des Wertebereihs von h(ĉ) wirdverwendet, um den Wertebereih von g(ci) auf Konsistenz zu untersuhen. Da die Um-kehrfunktion g−1 bekannt ist, lässt sih auh ein zulässiger Bereih für ĉi zu ĉ∗i = g−1(h(ĉ))bestimmen. Lösungen existieren folglih nur in der Shnittmenge der Intervalle ĉ′i = ĉ∗i ∩ ĉi.Damit ergibt sih der Iterationsshritt für den Konsistenztest zu

ĉ′i = g−1(h(ĉ)) ∩ ĉi. (4.16)Der Konsistenztest wird auh verwendet, um die gesamte Box ĉ zu verwerfen, denn wenndie Intervalle g−1(h(ĉ)) und ĉi disjunkt sind, enthält ĉ keine Lösungen von Φ. Die Betrah-tung der Shnittmenge in Gleihung (4.16) garantiert, dass der Iterationsshritt die Box
ĉ verkleinert oder zumindest unberührt lässt. Daher ist der Konsistenztest dazu geeignet,als Shrumpf -Operator zu fungieren. Auf die in dieser Arbeit betrahteten Ungleihungenkann der Konsistenztest angewendet werden, indem für den Wertebereih der Gleihung
Φ = g − h = [0,∞] betrahtet wird.Der 2B-Test (auh Hull Consisteny Test genannt [20, 39℄) ist eine spezielle Form desKonsistenztests, bei dem ein linearer (g(ci) = ci) oder ein quadratisher Term (g(ci) = c2i )einer Unbekannten ci abgespalten wird. Für beide Varianten gilt, dass sih die Umkehr-funktion g−1 leiht bestimmen lässt. Durh Vergleih des Wertebereihs der Unbekanntenmit dem Wertebereih der Funktion h kann gegebenenfalls das Intervall der Unbekanntenverkleinert werden (Berehnung) oder die Box kann verworfen werden (Veri�kation). ImFolgenden wird der 2B-Test an einem einfahen Beispiel veranshauliht. Dazu wird dieGleihung Φ : x2 + 5x − 7 = 0 auf dem Intervall x̂ = [−2, 2] betrahtet (Abb. 4.3a). Fürden 2B-Test wird die Gleihung folgendermaÿen zerlegt:

Φ : g − h = 0 mit (4.17)4Es ist also niht nötig, Φ(c) nah ci aufzulösen.
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g = x, (4.18)
h =

1

5
(7 − x2). (4.19)Zunähst wird eine Intervallauswertung von h für das Intervall x̂ zu h([−2, 2]) = [3

5
, 7

5
]bestimmt (Abb. 4.3b grauer Wertebereih). Damit ergibt sih eine garantierte Abshät-zung des Wertebereihs von h. Um die Gleihung Φ = 0 zu lösen, muss die Funktion gdenselben Wertebereih wie h(x̂) besitzen. Da die Funktion g(x) = x die triviale Umkehr-funktion g−1(x) = x besitzt, lässt sih unmittelbar folgern, dass die gesuhte Nullstelle(der Shnittpunkt von g und h) im Intervall x̂′ = g−1(h(x̂)) ∩ x̂ liegen muss. Daher kanndas Intervall x̂ auf das Intervall x̂′ = [3

5
, 7

5
] reduziert werden. Ein weiterer Iterationsshrittliefert x̂′′ = [1.008, 1.328]. In ähnliher Weise lässt sih der 2B-Test für die Ungleihung

Φ > 0 verwenden. Es ergibt sih die erweiterte Funktion h∗ = 1
5
([0,∞] + 7 − x2) unddie Intervallauswertung liefert h∗([−2, 2]) = [3

5
,∞]. Die Shnittmenge mit dem Intervall

x̂ ergibt x̂′ = [3
5
, 2]. Dieses Intervall beinhaltet möglihe Lösungen, kann aber durhausdie Lösungsmenge übershätzen. Der Konsistenztest beweist nur, dass in dem Teil [−2, 3

5
]keine Lösungen der Ungleihung existieren. Ein zweiter Iterationsshritt liefert für dieUngleihung Φ > 0 ebenfalls x̂′′ = x̂′ = [3

5
, 2], d. h. der 2B-Test konvergiert in einigenFällen niht.Der 2B-Test ist ein sehr mähtiges Werkzeug, wenn die Box ĉ relativ groÿ ist. Die Kon-vergenzrate nimmt in der Regel für kleinere Boxen ab und kann � wie das Beispiel obenzeigt � vorzeitig zum Stillstand kommen. Dennoh kann durh einige Iterationsshritteeine deutlihe Reduktion der Intervallbreite und damit auh der Rehenzeit erzielt wer-den. In der Praxis ist es leider sehr aufwendig, den 2B-Test zu implementieren, da diebetrahteten Gleihungen für jede möglihe Unbekannte umgestellt werden müssen. Diesekann jedoh nur von Hand oder durh Computeralgebra-Systeme geshehen, welhe au-ÿerhalb von Programmen wie Maple niht verfügbar sind. Andererseits steht innerhalbvon Computeralgebra-Systemen nur eine stark eingeshränkte Programmierumgebung zurVerfügung.Beim 3B-Test (auh als Bound Consisteny Test bekannt) werden Sheiben der Box vonden Rändern abgetrennt und analysiert [20℄. Entsprehend kann durh den 3B-Test die



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 75Gröÿe der Box verringert werden. Daher gehört der 3B-Test zu den Shrumpf - (prune-)Operationen und kann sowohl für die Veri�kation als auh für die Berehnung einsetztwerden. Der 3B-Test sheint für die Behandlung von Ungleihungssystemen nur eine be-grenzte E�zienz zu besitzen, während er bei der Lösung von Gleihungssystemen guteDienste leistet [20℄.Für den hybriden CSP-Löser (Abshnitt 4.2.4) hat es sih beim Algorithmus Verifi-zieren bewährt, eine maximale Lebensdauer (Time to Live) einzuführen. Die Idee ei-ner Lebensdauer ist an das Internetprotokoll (IP) [100℄ angelehnt und besteht darin, diemaximale Anzahl der Funktionsauswertungen innerhalb des Veri�kationsverfahren zu be-grenzen. Sind bei einem hybriden Problem die Breiten der Berehnungsvariablen diam ĉzu groÿ, dann ist es für beliebig kleine v̂ bei einer Veri�kation niht möglih, eine ver-lässlihe Aussage (gültig oder ungültig) zu erhalten. Das normale Veri�kationsverfahrenbriht jedoh die Suhe erst ab, wenn die Box der Veri�kationsvariablen v̂ kleiner als εvist. Diesem E�ekt wirkt die Lebensdauer der Boxen entgegen, indem sie die Anzahl derFunktionsauswertungen Φ des Algorithmus Verifizieren begrenzt. Wird die zulässigeAnzahl der Funktionsauswertungen übershritten, liefert der Algorithmus den Rükgabe-wert �nit, da dieser Rükgabewert veranlasst, eine Bisektion der Berehnungsvariablen ĉdurhzuführen, um so eine Konvergenz zu erreihen.Da die Wahrsheinlihkeit einer abgeshlossenen Veri�kation zunimmt, wenn die Gröÿeder Boxen ĉ reduziert wird, ist es sinnvoll, die Lebensdauer für kleinere Boxen zu erhöhen.Bevor eine Box ĉ endgültig aufgrund einer zu geringen Gröÿe verworfen wird, wird dieLebensdauer für einen letzten Aufruf von Verifizieren auf unendlih erhöht.4.3.4 Verwendung des GradientenMithilfe der Ableitung Φ′ der betrahteten Funktion Φ lassen sih nützlihe Shlüsse überdie Eigenshaften der Funktion ziehen. Die Intervallauswertung der Ableitung ĥ′ = Φ′(ĉ)kann eine Aussage über die Monotonie der Funktion liefern. Wenn der Wert 0 ∈/ ĥ′ nihtinnerhalb des Intervalls liegt, also inf ĥ
′
> 0 (oder sup ĥ

′
< 0) gilt, dann ist die Funktionauf dem Intervall ĉ streng monoton steigend (bzw. fallend). Also nimmt die Funktion ihreextremalen Werte an den Intervallgrenzen inf ĉi, sup ĉi an. Für die Veri�kation ist eineuntere Shranke für den Wertebereih der Funktion ausreihend, und eine notwendigeund hinreihende Bedingung für die Gültigkeit des Intervalls ĉ ist Φ(inf ĉi) > 0 (bzw.

Φ(sup ĉi) > 0). Diese Bedingung gilt auh bei der Berehnung als notwendige und hin-reihende Bedingung für die Beurteilung gültig. Analog kann anhand von Φ(sup ĉi) < 0(bzw. Φ(sup ĉi) < 0) gezeigt werden, dass ĉ ungültig ist.Im Fall eines Vektorfelds Φ : IIn → IIm ergibt sih anstelle einer Ableitung die Jaobi-Matrix der partiellen Ableitungen. Die Überlegungen lassen sih hier analog anwenden.Dazu werden die Elemente [J ]ij der Jaobi-Matrix betrahtet. Falls ein Element mit
0 ∈/ [J ]ij existiert, ist die i-te Funktion in der j-ten Variable monoton. Diese Intervallva-riable kann daher durh die reellen Werte ihres In�mums und Supremums ersetzt werden.Diese Vereinfahung verbessert in der Regel auh die Shranken für die Berehnung derübrigen partiellen Ableitungen, so dass der Test rekursiv angewendet werden kann. Auhwenn diese Strategie wirkungsvoll den Wertebereih der Funktion abshätzt, besteht inder Praxis das Problem darin, im rihtigen Moment die Rekursion abzubrehen, um nihtzu viel Zeit auf diesen Test zu verwenden.



76 4.3. EFFIZIENZSTEIGERUNG DER ALGORITHMENUm die notwendigen Auswertungen des Gradienten durhzuführen, gibt es zwei vershiede-ne Ansätze. Entweder werden die partiellen Ableitungen mit Computeralgebra symbolishberehnet oder durh automatishe Di�erentiation5 bestimmt.4.3.5 Nahträglihes Zusammenfassen von BoxenDie E�zienz eines Algorithmus hängt vom Verbrauh der beiden Ressouren Speiherund Prozessorzeit ab. Die bisher genannten Tehniken verringern die Anzahl der notwen-digen Funktionsauswertungen und damit die Prozessorzeit des Algorithmus. Neben derRehenzeit spielt für die Leistung eines Algorithmus auh der benötige Speiherplatz eineRolle. Um möglihst sparsam mit dem Speiherplatz umzugehen, ist es wünshenswert,die Lösungsmenge durh wenige und daher groÿe Boxen darzustellen. Zur Veranshauli-hung des Einsparpotentials wird der Algorithmus Verifizieren mit dem AlgorithmusBerehnen für eine Box ĉ verglihen. Für nihttriviale Bindungen kann der Algorith-mus Verifizieren das Ergebnis niht in einem Shritt liefern, sondern muss diverseBisektionsshritte ausführen, bis die gesamte Box ĉ bestätigt wird. Wird der Algorith-mus Berehnen für das gleihe Problem gestartet, müssen die gleihen Bisektionsshritteausgeführt werden, so dass die Menge der Lösungen LS diverse Boxen enthält, obwohldie Lösung durh die ursprünglihe Box ĉ dargestellt werden kann. Dieser E�ekt rührtdaher, dass bei der Intervallauswertung einer komplexen Funktion der Wertebereih starkübershätzt wird.Dieser E�ekt kann vermieden werden, indem bei der Bisektion die ursprünglihe Box ineinem Zwishenspeiher abgelegt wird. Gelingt es dann, alle Subboxen einer so gespeiher-ten Box zu veri�zieren, können diese Subboxen gelösht werden und stattdessen wird dieursprünglihe Box der Lösung LT hinzugefügt. Damit diese Tehnik e�zient funktioniert,muss sie bei jedem Iterationsshritt angewendet werden. Der Zwishenspeiher kann da-bei e�zient als Stapel organisiert werden und verbrauht in der Praxis nur nahe ∼ log εcSpeiherplatz.4.3.6 Parallele ImplementierungDie Berehnung des Arbeitsraums und vor allem die im folgenden Kapitel 5 behandelteMaÿsynthese führen auf sehr komplexe hybride CSP. Besonders bei der später eingeführ-ten Maÿsynthese wird die Funktion Φ milliardenfah ausgewertet, so dass die Rehenzeiteine wihtige Rolle spielt. Daher werden im Folgenden Möglihkeiten zur Verteilung desProblems auf mehrere Prozessoren vorgestellt. Für die parallele Berehnung haben sihanstelle der klassishen Superomputer zunehmend Netzwerke von gewöhnlihen PCsetabliert. Eine Parallelisierung des CSP-Lösers hat jedoh auh für den Einsatz an ei-nem einzelnen Computer eine wihtige Perspektive. Während der ersten Jahrzehnte derProzessorentwiklung wurde die stetig voranshreitende Miniaturisierung vor allem zurAnhebung der Taktfrequenz genutzt. Trotz kontinuierliher Verkleinerung der Strukturgestaltet sih eine weitere Steigerung shwierig, da mit einer höheren Taktfrequenz diethermishen Verluste zu einer shwer beherrshbaren Aufheizung des Chips führen. Daherzeihnet sih ein Paradigmenwehsel ab, der dazu führt, die Rehenleistung niht mehr5Mit der sogenannten automatishen Di�erentiation werden von symbolishen Ausdrüken oder vonganzen Algorithmen gleihzeitig die partiellen Ableitungen und der Funktionswert berehnet.
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Abbildung 4.4: Grenzen der Skalierbarkeit paralleler Programme nah demAmdahl'shenGesetzdurh die Taktfrequenz sondern durh eine Integration gleihartiger Prozessorkerne aufeinem Chip zu steigern. Die ersten Chips mit zwei, vier und aht Prozessorkernen werdenbereits produziert. Die Planungen der Chiphersteller sehen aber bereits in absehbarer ZeitComputer mit 64 und mehr Kernen vor. Die im Folgenden vorgestellte parallele Versiondes CSP-Lösers ist ideal dazu geeignet, die höhere Rehenleistung dieser neuen Computerauszushöpfen.Um diesen Zuwahs der Rehenleistung ausnutzen zu können, muss sih eine Aufgabejedoh sinnvoll auf mehrere Prozessoren aufteilen lassen. Der Algorithmus für den CSP-Löser beruht auf einer einfahen Teile-und-Herrshe-Strategie, welhe die Auswertungendes Systems Φ für vershiedene Boxen ĉ, v̂ unabhängig von einander durhführen kann.Somit zerfällt die Aufgabe von Natur aus in kleinere Probleme, die sehr gut auf einemparallelen Computer berehnet werden können. Eine Analyse der Laufzeit zeigt, dassder Hauptteil der Rehenzeit für die Auswertung von Φ verwendet wird. Die E�zienzund Skalierbarkeit eines parallelen Programms hängt substanziell davon ob, wie viel zu-sätzliher Aufwand für die Verwaltung und Kommunikation zwishen den Prozessorenerforderlih ist. Dies lässt sih anhand des Amdahl'shen Gesetzes untersuhen, das denmöglihen Geshwindigkeitszuwahs paralleler Programme durh den sogenannten Spee-dup beshreibt. Mit Speedup wird der Faktor bezeihnet, um den die Rehenzeit gegenübereinem seriellen Programm reduziert werden kann. Sei s ∈ [0, 1] der niht parallelisierbareAnteil eines Programms, T0 die Zeit, die das Programm auf einem Prozessor benötigt und
p die Anzahl der Prozessoren, dann kann die Ausführungszeit T des Programms auf

T =

(
s +

1 − s

p

)
T0 (4.20)reduziert werden. Das Gesetz zeigt jedoh auh eine klare Grenze für den Speedup ei-nes Programmes auf, denn ein Programm kann sogar mit unendlih vielen Prozessoren(p → ∞) niht in weniger Zeit ausgeführt werden, als für den rein seriellen Teil be-nötigt wird. Ein Vergleih der theoretish möglihen Skalierbarkeit und der E�zienz jeProzessor für vershiedene serielle Anteile s des Programms ist in Abbildung 4.4 darge-stellt. Bezüglih des hier betrahteten CSP-Lösers bedeutet dies, dass der relative Anteilder Kommunikation und Verwaltung verglihen mit der Zeit der Berehnung minimiertwerden muss. Da alle komplexen Probleme mithilfe des hybriden CSP-Lösers bearbeitetwerden, kann die Parallelisierung jedoh auf einem höheren Niveau als der Auswertung
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Message Passing InterfaeAbbildung 4.5: Algorithmusprinzip für einen parallelen CSP-Löserder Funktion Φ vorgenommen werden. Dazu werden die Auswertungen des AlgorithmusVerifizieren parallelisiert, der wiederum zahlreihe Auswertungen des Systems Φ er-fordert. Da die Shnittstelle des Algorithmus Verifizieren nur wenige Daten überträgt,entsteht ein geringer Aufwand für die Kommunikation.Der parallelisierte CSP-Löser besteht aus zwei Programmteilen (Abb. 4.5), die als Mas-ter/Slave organisiert sind. Die Aufgabe des Master besteht in der Verwaltung der Arbeit,während eine variable Anzahl Slaves die Berehnungen durhführt. Im Untershied zumseriellen Algorithmus (Abshnitt 4.2.1) wird bei einem parallelen Programm der Aufrufvon Verifizieren durh das Senden einer Nahriht an einen freien Slave ersetzt. In ähn-liherWeise wird das Ergebnis der Funktion durh eine Nahriht vom Slave an den Masterübergeben. Der grundlegende Untershied zum seriellen Algorithmus besteht darin, dasProgramm asynhron ablaufen zu lassen, d. h. der Master wartet niht das Ergebnis dergestellten Aufgabe ab. Stattdessen prüft der Master zyklish, ob weitere Boxen an freieSlaves verteilt werden können und ob Ergebnisse von den Slaves zurükgeliefert werden.Damit ergibt sih für den Master der folgende Algorithmus für den hybriden CSP-Löser:Algorithmus 8: Paralleler CSP-Löser (Master)1. Speihere die zu untersuhenden Boxen {ĉ1, . . . , ĉn} in der Liste LT.2. Erstelle leere Listen LS,LI,LF für die Lösungsmenge (LS), für die ungültigen Boxen(LI) und für die Boxen, die zu klein sind (LF).3. Markiere alle verfügbaren Slaves als frei.4. Falls die Liste LT leer ist und alle Slaves frei sind, beende den Algorithmus.5. Falls mindestens ein Slave frei ist, führe aus:(a) Entnimm der Liste LT die nähste Box ĉ.



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 79(b) Falls diam ĉ < εc, d. h. die Breite einer Komponente des Intervallvektors ĉ istkleiner als eine gegebene Genauigkeit εc, bewerte die Box als zu klein und legesie in der Liste LF ab; gehe zu Shritt (5).() Sende eine Nahriht mit der Box ĉ an einen freien Slave, markiere diesen alsbeshäftigt ; gehe zu Shritt (5).6. Falls von mindestens einem Slave eine Nahriht vorliegt, führe aus:(a) Entnimm der Nahriht die Box ĉ und deren Bewertung. Markiere den Slaveals frei.(b) Falls die Box ĉ gültig oder ungültig ist, speihere sie in den entsprehendenListen LT oder LI; gehe zu Shritt (6).() Falls die Box unsiher ist, teile die Box ĉ in m Teilboxen {ĉ1, . . . , ĉm} auf undspeihere diese neuen Boxen in LT; gehe zu Shritt (6).7. Gehe zu Shritt (4).Entsprehend wird der Teil zum Berehnen der Gleihungen und zur Bewertung der Er-gebnisse von Slaves ausgeführt. Das Programm wird dabei so ausgestaltet, dass der Slavesih so lange in einem Wartezustand be�ndet, bis er einen Befehl vom Master bekommt,den er umgehend ausführt. Nahdem dieser Befehl verarbeitet wurde, wird das Ergebnisin Form einer Nahriht an den Master geshikt. Danah geht der Slave wieder in denWartezustand. Um die Rehenleistung der Slaves optimal auszunutzen, ist es günstig,komplexe Teilprobleme zu delegieren, um das Verhältnis zwishen Rehen- und Wartezeitzu optimieren. Passend zum Master führt der Slave folgenden Algorithmus aus:Algorithmus 9: Paralleler CSP-Löser (Slave)1. Warte auf eine Nahriht vom Master. Entnimm der Nahriht die Box ĉ.2. Führe den Algorithmus Verifizieren für die Box ĉ aus.3. Falls inf ĥ > 0, d. h. das In�mum von ĥ ist für alle Bedingungen positiv und dieBedingung ist somit für alle c ∈ ĉ erfüllt, sende das Ergebnis gültig und die Box ĉan den Master; gehe zu Shritt (1).4. Falls ein sup ĥi < 0 existiert, d. h. mindestens ein Supremum ist negativ, dannexistieren keine Lösungen c ∈ ĉ. Sende das Ergebnis ungültig und die Box ĉ an denMaster; gehe zu Shritt (1).5. Sende das Ergebnis unsiher und die Box ĉ an den Master; gehe zu Shritt (1).In der Implementierung wurde das Versenden und Empfangen von Nahrihten mithilfeder weit verbreiteten Bibliothek MPI (Message Passing Interfae) realisiert [84, 106℄. MPIhat sih im Bereih der Superomputer praktish zum Standard entwikelt und wird vonjeder Hard- und Software für Groÿrehner unterstützt. Insbesondere ist es auh möglih,Standard-PCs mit untershiedlihen Prozessoren und einfaher Hardware mit MPI zuvernetzen.4.4 Prozessbedingte Anforderungen als BindungenUnter Bindungen (engl. Constraints) werden in diesem Zusammenhang die Bedingungenoder Anforderungen verstanden, die eine PKM erfüllen muss, um eine gegebene Aufgabe



80 4.4. PROZESSBEDINGTE ANFORDERUNGEN ALS BINDUNGENerfüllen zu können. An erster Stelle muss daher qualitativ überprüft werden, ob eine Posi-tion zum erreihbaren Arbeitsraum gehört. Darüber hinaus existieren weitere Ausshluss-kriterien, die über eine tehnishe Nutzbarkeit entsheiden. Dazu gehören z. B. die Freiheitdes gewünshten Arbeitsraums von Singularitäten und Autokollisionen sowie die Einhal-tung der Begrenzungen der passiven Gelenke. Shlieÿlih werden quantitative Aspektegeprüft, welhe die Erfüllung von Mindestanforderungen im Arbeitsraum gewährleisten.Aufgrund des modularen Aufbaus der Betrahtung können beliebig viele Anforderungenmiteinander kombiniert werden, so dass es zwekmäÿig ist, mit der Betrahtung der ein-fahsten Bedingung zu beginnen.4.4.1 Kinematish erreihbarer Arbeitsraum der BeineAls kinematish erreihbarer Arbeitsraum wird die Menge aller Posen der Plattform be-zeihnet, die sih rein geometrish realisieren lassen. Tehnishe Details der Realisierungwie Kollisionen und Begrenzungen der passiven Gelenke werden daher zunähst niht be-trahtet. Für die untershiedlihen Beine ergeben sih vershiedene Gleihungen, die inden folgenden Abshnitten beshrieben werden.Als Grundlage für die Betrahtung des kinematish zulässigen Arbeitsraums wird unter-suht, unter welhen Bedingungen sih die Funktion der inversen Kinematik auswertenlässt. Dazu wird zunähst der einfahe Fall des UPS-Beins betrahtet. Die Länge des Beinskann für beliebige Positionen und Orientierungen der Plattform nah Gleihung (2.21)berehnet werden. Reale Shubgelenke sind jedoh auf einen endlihen Weg begrenzt, sodass die folgende Abshätzung für jedes Bein gilt
0 ≤ smin ≤ si ≤ smax, (4.21)wobei smin die minimale und smax die maximale Länge des Shubgelenks ist. Es könnenauh vershiedene Längen der Shubgelenke für jedes einzelne Bein betrahtet werdenund alle vorgestellten Verfahren funktionieren auh mit diesen �exibleren Parametern.Aus Gründen der Übersihtlihkeit wird auf diese zusätzlihe Untersheidung verzihtet.Durh Einsetzen von Gleihung (2.21) und Übergang auf Komponenten6 lassen sih diebeiden Ungleihungen

qi − smin > 0

smax − qi > 0

} mit q2
i =

(
r +R bi − ai

)2 für i = 1, . . . , 6 (4.22)für jedes Bein ableiten. Die geometrishe Interpretation dieser Gleihungen ist, dass dieplattformseitigen Anlenkpunkte im Inneren einer Kugelshale liegen (Abb. 4.6a).Der erreihbare Arbeitsraum eines PUS-Manipulators wird durh die konstante Länge desBeins und durh die Länge der Shubgelenke begrenzt. Auh hier können Kriterien ausder inversen Kinematik abgeleitet werden, die den Arbeitsraum beshränken. Aus Glei-hung (2.23) folgt, dass nur dann eine Lösung für die inverse Kinematik existiert, wennder Radikand positiv ist. Es folgt also
(ni

.di)
2 − d2

i + l2i > 0. (4.23)6An dieser Stelle wird das Weltkoordinatensystem zur Zerlegung aller Vektoren zugrunde gelegt. Daherwerden alle physikalishen Vektoren a durh ihre Komponenten a dargestellt, um sie einer Auswertungmit der Intervallanalyse zugänglih zu mahen.
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a) UPS-Bein b) PUS-BeinAbbildung 4.6: Erreihbarer ArbeitsraumUnter der Voraussetzung, dass eine solhe Lösung existiert, lässt sih die Position si desShubgelenks berehnen, so dass geprüft werden kann, ob das Shubgelenk innerhalb seineszulässigen Bereihs liegt. Dazu wird die inverse Kinematik berehnet, so dass die Positiondes Shubgelenks ähnlih wie in Gleihung (4.22) bezüglih der maximalen Länge desShubgelenks geprüft werden kann. Dies geshieht durh
qi − lmin > 0

lmax − qi > 0

} für i = 1, . . . , 6, (4.24)wobei sih auh hier die verallgemeinerte Koordinate qi des Shubgelenks nah Glei-hung (2.23) ergibt. Diese beiden Kriterien lassen sih gut anhand von Abbildung 4.6bveranshaulihen. Hier bilden alle erreihbaren Positionen des plattformseitigen Anlenk-punkts eine zylinderförmige Menge, deren oberes und unteres Ende durh Halbkugelnabgeshlossen ist.4.4.2 Konvexität des ArbeitsraumsDer erreihbare translatorishe Arbeitsraum des PUS-Beins ist konvex und der Arbeits-raum der gesamten Mashine ergibt sih als Shnittmenge der Arbeitsräume der sehsBeine. Da die Shnittmenge beliebig vieler konvexer Mengen ebenfalls konvex ist, ist auhder translatorishe Arbeitsraum der gesamten Mashine konvex. In der Regel wird gefor-dert, dass der Arbeitsraum die Form eines Quaders hat. Folglih kann die Untersuhungauf einen Test der Ekpunkte dieses Quaders reduziert werden. Die Untersuhung derEkpunkte dient als notwendiges und hinreihendes Kriterium. Dazu werden in Anleh-nung an den Test diskreter Punkte (Abshnitt 4.3.3) die Ekpunkte des Suhraums in dieGleihungen eingearbeitet, so dass geprüft wird, ob alle Ekpunkte des gewünshten Ar-beitsraums innerhalb des Arbeitsraums der Mashine liegen. Dieser Test kann besonderse�zient bei dem Algorithmus Verifizieren für den Arbeitsraum angewendet werden,da das Einsetzen der Ekpunkte in die Gleihungen einige Intervallvariablen eliminiert.
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a) Singularität erster Art am Beispieldes PUS-Beins b) Singularität zweiter Art in der Mittedes Arbeitsraums bei einem symmetri-shen ebenen RPR-ManipulatorAbbildung 4.7: Singuläre Stellung von PKMDadurh wird die Übershätzung reduziert und eine rashere Konvergenz ermögliht. DieAusnutzung der Konvexität ermögliht bei der Maÿsynthese eine relevante Verbesserungder Laufzeit, da die Weltkoordinaten dort als Veri�kationsvariablen auftreten.4.4.3 SingularitätenDer Begri� der Singularität wird nah dem allgemeinen Ansatz von Gosselin [35℄ einge-führt. Die impliziten Shlieÿbedingungen für PKM lauten
ν(y, q) = 0 (4.25)und eine Di�erentiation liefert

∂ν(y, q)

∂y
︸ ︷︷ ︸

A

δy +
∂ν(y, q)

∂q
︸ ︷︷ ︸

B

δq = 0. (4.26)Falls die Matrix A regulär ist, wird die Gleihung zu
δy = −A−1Bδq (4.27)umgestellt, so dass sih die Jaobi-Matrix als JDK = −A−1B identi�zieren lässt. Fürvollständig parallele Roboter ist die Matrix B eine Diagonalmatrix, da jedes Bein genaueine verallgemeinerte Koordinate enthält. Nah Gosselin be�ndet sih der Roboter in einersingulären Pose, wenn A oder B singulär ist. Es lassen sih drei vershiedene Arten vonSingularitäten untersheiden [35℄. Wenn die Determinante von B vershwindet, verliert diePlattform einen oder mehr Freiheitsgrade. Gleihzeitig existieren aufgrund des kinetosta-tishen Dualismus bestimmte Kraftwinder, die auf die Antriebe des Roboters keine Kräfteausüben. Diese Art von Singularität kann z. B. bei Stabkinematiken auftreten, wenn die



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 83Stäbe senkreht zur Gelenkahse des Shubgelenks stehen (Abb. 4.7a). Vershwindet dieDeterminante der Matrix A, dann gewinnt der Roboter einen oder mehr Freiheitsgrade ander Plattform. Das bedeutet, dass sih die Plattform auh dann bewegen lässt, wenn alleverallgemeinerten Koordinaten konstant sind (Abb. 4.7b). Die dritte Art von Singularitättritt auf, wenn gleihzeitig detA = detB = 0 auftritt. Dies ist jedoh nur dann möglih,wenn die geometrishen Parameter der Mashine ganz speziell gewählt werden.Alternativ ergibt sih die Jaobi-Matrix aus der Geshwindigkeitsübertragungsfunktionnah Gleihung (2.31) zu
ẏ = JDK(q)q̇. (4.28)Dabei hängt die Jaobi-Matrix JDK nur von der Geometrie des Roboters und der ak-tuellen Kon�guration q ab. Der Roboter be�ndet sih in einer singulären Kon�guration(Singularität), wenn die Determinante det JDK = 0 vershwindet, die Matrix also nihtden vollen Rang hat. Es existieren folglih von Null vershiedene Geshwindigkeiten q̇an den Antrieben, die keine Bewegung ẏ der Plattform erzeugen. Dieser Zustand wirdals Unterbeweglihkeit bezeihnet. Ein analoges Kriterium gilt für die Jaobi-Matrix J IKder inversen Kinematik. Vershwindet die Determinante det J IK, be�ndet sih der Robo-ter ebenfalls in einer singulären Stellung, die als Überbeweglihkeit (engl. Self-Motion)bezeihnet wird: hier ist es möglih, die Plattform bei festgehaltenen verallgemeinertenKoordinaten q zu bewegen.Die Prüfung auf singuläre Stellungen im Arbeitsraum kann durh die Entwiklung derDeterminante von J IK geshehen. Da die Determinante eine kontinuierlihe Funktion inden Koe�zienten von J IK ist, existiert genau dann eine Singularität im Arbeitsraum,wenn zwei vershiedene Punkte y

1
, y

2
vershiedene Vorzeihen der Determinante aufwei-sen. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit kann daher gefordert werden, dass für dieDeterminante an jeder Stelle des Arbeitsraums det J IK > 0 gelten muss. Diese Bedingungkann prinzipiell als Bedingung für den CSP-Löser verwendet werden. In der Praxis emp-�ehlt es sih jedoh, spezialisierte Verfahren zur Untersuhung von Intervallmatrizen zuverwenden, da die allgemeinen Verfahren eine sehr lange Rehenzeit erfordern [114℄. Einfür die besonderen Erfordernisse von PKM zugeshnittenes Verfahren wurde von Merletvorgeshlagen [83℄.Neben den algebraishen Methoden existieren auh geometrishe Verfahren zum Au�n-den von singulären Kon�gurationen. Eine vollständige Klassi�kation wurde von Merlet [74℄vorgenommen. Dabei werden die Beine durh Linienkoordinaten (Plüker-Koordinaten)beshrieben und mithilfe der Grassmann-Geometrie untersuht. Singuläre Kon�guratio-nen treten genau dann auf, wenn diese Linienkoordinaten in bestimmten geometrishenVerhältnissen zueinander liegen [74℄.4.4.4 Manipulierbarer ArbeitsraumIm vorangegangenen Abshnitt wurde der Begri� der Singularität als qualitative kinema-tishe Eigenshaft eines Manipulators eingeführt und diskutiert. Eine quantitative Bewer-tung der Beweglihkeit der Plattform wird durh einen sogenannten Manipulierbarkeitsin-dex (engl. Dexterity Index) vorgenommen. Die Grundidee bei der De�nition von Manipu-lierbarkeitsindizes besteht darin, die Übersetzung zwishen Aktuatoren (Eingängen) undden Weltkoordinaten (Ausgängen) zu beshreiben. Die Jaobi-Matrix beinhaltet wesent-lihe Informationen zur Beurteilung der Manipulierbarkeit, hat jedoh den Nahteil, dass
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Abbildung 4.8: Manipulierbarkeit als Maÿ für Verzerrung der Abbildung zwishen Welt-koordinaten (x, y) und Gelenkkoordinaten (q1, q2)sih Matrizen für vershiedene Posen unzureihend vergleihen lassen. Wie im vorangegan-genen Abshnitt diskutiert wurde, ist bereits die Suhe nah singulären Kon�gurationenfür räumlihe Roboter nihttrivial. Ein Manipulierbarkeitsindex ist eine skalare Gröÿe, dieeine Vergleihbarkeit vershiedener Posen und Roboterdesigns gewährleisten soll. Zu die-sem Zwek wurden in der Literatur zahlreihe Möglihkeiten vorgeshlagen [111, 123℄. Diewihtigsten Manipulierbarkeitsindizes sind die Determinanten det J, det(JJT), det(JTJ)[141℄, der kleinste Eigenwert λmin von J und die Konditionszahl κ von J [34℄. Für Robo-ter, die sowohl rotatorishe als auh translatorishe Freiheitsgrade besitzen, entsteht beider De�nition von Manipulierbarkeitsindizes das Problem, Vershiebungen und Drehun-gen ineinander umzurehnen. Dies geshieht durh die Einführung einer Metrik, welhedie vershiedenen physikalishen Dimensionen homogenisiert. Gleihzeitig werden durhdie Metrik willkürlihe Koe�zienten eingeführt und es wurde gezeigt, dass das Konzeptder Manipulierbarkeit daher weder invariant noh natürlih ist [123℄. Im mathematishenSinne kann durh einen Manipulierbarkeitsindex mithin niht der Abstand von Singulari-täten ermittelt werden. In dieser Arbeit wird daher geprüft, ob innerhalb eines gegebenenArbeitsraums gegebene untere und obere Werte für die Manipulierbarkeit niht über- bzw.untershritten werden.Im Zusammenhang mit Manipulierbarkeitsindizes ist es wihtig anzumerken, dass vie-le dieser Indizes durh eine Änderung des Bezugspunkts auf der Plattform (vgl. Ab-shnitt 3.3.2) oder durh ein Getriebe beein�usst werden können. Das Problem der Ma-nipulierbarkeit wird hier vor dem Hintergrund einer Werkzeugmashine betrahtet, dieeine bekannte Aufgabe ausführen muss, d. h. die für den Prozess nötigen maximalen Ge-shwindigkeiten des TCP sind bekannt. Wird nun die Geshwindigkeit des End-E�ektorsvorgegeben, können die Aktuatoren ihre maximale Geshwindigkeit unabhängig vonein-ander erreihen. Es muss daher im gesamten Arbeitsraum geprüft werden, ob jede ge-wünshte Geshwindigkeit am TCP durh die Antriebe realisiert werden kann. Damit dieGeshwindigkeit q̇max der Antriebe niht übershritten wird, muss stets

q̇max > J ẏ (4.29)gelten. Eine Abshätzung kann durh Normen erfolgen, wobei hier im Gegensatz zu denoben genannten Beispielen für die Manipulierbarkeit niht notwendigerweise die eukli-dishe Norm verwendet werden muss. Allgemein folgt unter Verwendung verträgliherNormen für die Vektoren und Matrizen
||q̇max|| = ||J ẏ|| ≤ ||J || ||ẏ||. (4.30)
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||v||∞ = max
1≤i≤n

|vi|, (4.31)
||A||∞ = max

1≤i≤n

n∑

j=1

|aij |. (4.32)Für eine dimensionslose Abshätzung wird die normalisierte Geshwindigkeit ẏ in Welt-koordinaten betrahtet. Um dieses Kriterium als Teil des Systems Φ > 0 zu behandeln,werden alle Argumente des max-Operators geprüft, so dass sih die einfahen Gleihungen
6∑

k=1

|[J ]ik| < jmax ∀ 1 ≤ i ≤ 6 (4.33)ergeben. Damit kann garantiert werden, dass bei einem bekannten Fertigungsprozess diezulässigen Geshwindigkeiten der Aktuatoren eingehalten werden.4.4.5 StabkollisionenBei PKM kann der Arbeitsraum durh Autokollisionen erheblih beeinträhtigt werden[78℄. Entsprehend muss daher sihergestellt werden, dass solhe Beeinträhtigungen nihtauftreten. Autokollisionen treten immer dann auf, wenn sih die beweglihen Teile der Ma-shine übershneiden können. Die relevanten Paarungen für die Kollision bilden Bein/Bein,Bein/Rahmen und Bein/Plattform. Die Kollision zwishen zwei Beinen wird in diesemAbshnitt näher beleuhtet, während die beiden anderen Typen durh eine geeignete Be-shränkung der passiven Gelenke berüksihtigt werden kann.Eine verbreitete Modellierung zur Untersuhung der Stabkollision besteht darin, die Stäbeals Zylinder zu beshreiben und die Abstände zwishen den Zylindern zu bestimmen(Abb. 4.9). Sind die Anlenkpunkte Ai, Bi, Aj, Bj bekannt, kann diese Berehnung relativleiht durhgeführt werden, obwohl eine groÿe Anzahl von Spezialfällen untershiedenwerden muss, z. B. wenn die Stäbe parallel sind. Die zahlreihen Falluntersheidungenführen jedoh zu Gleihungen, die sih niht direkt in den Formalismus des CSP-Lösers
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a) Kardangelenk b) KugelgelenkAbbildung 4.10: Begrenzung des Arbeitsraums durh die maximalen Gelenkwinkeleinfügen lassen. Stattdessen werden hier Hilfsvariablen eingeführt, die zu der einfahenFormulierung des Abstands zwishen zwei Stäben
gi : vi = ai + λi(bi − ai) für λi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , 6 (4.34)führen, wobei hier das Supremum dmin von

dij = |vi − vj| ∀ λi, λj ∈ [0, 1], i 6= j (4.35)gesuht wird. Durh die Einführung der Intervallvariablen λi, λj ∈ II lässt sih die kom-plexe Falluntersheidung durh eine Intervallauswertung einer einfahen Betragsfunktionersetzen und es ergibt sih
dmin < dij = |ai + λi(bi − ai) − aj − λj(bj − aj)| (4.36)mit 1 ≤ i ≤ 6, 1 ≤ j ≤ 6, i 6= j als Ungleihungen. Somit lassen sih Stabkollisionenebenfalls als Teil des Systems Φ > 0 berüksihtigen.4.4.6 Passive GelenkeIm Gegensatz zu seriellen Robotern verfügen PKM über passive Gelenke, welhe nihtdurh Aktuatoren angetrieben werden. Die Mehrzahl der verwendeten Gelenke sind auf-grund ihrer tehnishen Realisierung in ihrer Bewegung eingeshränkt. Shubgelenke ha-ben z. B. nur eine endlihe Länge, während bei Kugel- und Kardangelenken bestimmteShwenkbereihe niht übershritten werden können. Drehgelenke lassen sih prinzipiellso aufbauen, dass ein Bewegungsbereih von 360◦ erreiht werden kann, jedoh sind vielepraktish verwendete Gelenke ebenfalls in ihrer Bewegung beshränkt. Die Begrenzungder Gelenke lässt sih analog auf alle Beinkinematiken anwenden und die Begrenzungenmüssen bei der Berehnung des Arbeitsraums berüksihtigt werden. Je nah Typ des



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 87Gelenks shränken dessen Begrenzungen den Arbeitsraum bezüglih Gröÿe und Gestalterheblih ein. Die Behandlung von Dreh- und Shubgelenken mit einem Freiheitsgradgestaltet sih weitgehend trivial. Anhand der Kinematik lassen sih für eine Pose y dieerforderlihen Gelenkkoordinaten βi(y) bestimmen. Aus der Geometrie der Mashine sindandererseits die maximalen zulässigen Gelenkkoordinaten βmini , βmaxi bekannt, so dass sihunmittelbar die Bewertung anhand von
βmini ≤ βi(y) ≤ βmaxi für i = 1, . . . , ng (4.37)vornehmen lässt. Bei Kugel- und Kardangelenken kann eine direkte geometrishe Betrah-tung gewählt werden. Für Kardangelenke lässt sih der Bereih der möglih Shwenkwin-kel durh eine vierseitige Pyramide beshreiben (Abb. 4.10), deren Normalenvektoren

n1, n2, n3, n4 aus der Geometrie des Gelenks bekannt sind [77, p. 205f℄. Dies führt auf dieeinfahen Bedingungen
−li .nij > 0 für i = 1, . . . , 6, j = 1, . . . , 4, (4.38)wobei nij die vier normalen Vektoren für jedes der sehs Beine sind. Bei Kugelgelenkenwird der Bewegungsbereih dagegen durh einen Kegel beshrieben, dessen Ahse ui undÖ�nungswinkel βmax bekannt sind. Damit ergibt sih die Bedingung
li .ui − li cosβmax > 0 für i = 1, . . . , 6. (4.39)Sowohl für Kugel- als auh für Kardangelenke muss dabei beahtet werden, dass sih dieNormalenvektoren ni, u auf das Koordinatensystem des Gelenks beziehen. Werden also dieplattformseitigen passiven Gelenke betrahtet, müssen die Normalenvektoren zunähst mitder Matrix R in Weltkoordinaten umgerehnet werden. Für die Kugelgelenke, die meistan der bewegten Plattform verwendet werden, ergibt sih beispielsweise
li .R ui − li cosβmax > 0 für i = 1, . . . , 6. (4.40)4.4.7 Automatishe CodegenerierungBeim Aufstellen der Bindungen treten zum Teil sehr umfangreihe algebraishe Ausdrükeauf, die sih e�zient mit einem Computeralgebra-System (CAS) behandeln lassen. Inner-halb eines CAS ist es meist niht möglih, Intervallauswertungen von Funktionen e�zientdurhzuführen. Dies begründet sih darin, dass die Intervallanalyse nur unzureihend fürdiese Programme implementiert wurde. Selbst wenn eine Erweiterung für die Intervall-analyse vorliegt, besitzt diese nur eine vergleihsweise geringe E�zienz, da ein CAS zurAuswertung einer Funktion einen Interpreter benutzt, um den symbolishen Ausdrukzu berehnen. Im Gegensatz dazu bieten Hohsprahen wie z. B. C++ eine übersihtliheMöglihkeit, neue Datentypen wie die hier benötigten Intervalle einzuführen, indem siesih des Konzepts der Überladung von Operatoren bedienen [125℄. Die Lüke zwishen dereinfahen Formelmanipulation eines CAS und der e�zienteren Numerik einer Hohsprahelässt sih durh einen automatishen Quellode-Generator shlieÿen, der die symbolishenAusdrüke des CAS in eine Hohsprahe übersetzt. Während dieser Übersetzung kön-nen mehrfah auftretende Terme zusammengefasst und dahingehend optimiert werden.Im Fall der Intervallanalyse kann dieser Quellode-Generator auh kleine Anpassungen
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WGOAbbildung 4.11: Parametrierung des Gesamtorientierungsarbeitsraums WGOvornehmen, um die Ausdrüke auf die besonderen Erfordernisse der Intervallanalyse vor-zubereiten (siehe Abshnitt 2.3). Für diese Arbeit wurde der Quellode-Generator vonALIAS/Maple verwendet, der für die Intervallanalyse optimiert wurde [21℄. Darüber hin-aus ermögliht der Compiler einer Hohsprahe gegenüber einem Interpreter spezi�sheOptimierungen des Codes für die shnelle Ausführung auf einem bestimmten Prozessor.Dadurh wird die Ausführungsgeshwindigkeit insgesamt im Vergleih zum CAS um dreiGröÿenordnungen verbessert.4.5 ErgebnisseIn den folgenden Abshnitten werden beispielhaft Ergebnisse für die Berehnung des Ar-beitsraums vershiedener PKM angegeben, wobei sowohl nah dem Typ der Kinematik alsauh nah den untersuhten Eigenshaften des Arbeitsraums untershieden wird. Das Sys-tem Φ wird durh Einsetzen der kinematishen Gleihungen (Kapitel 2) in die Bindungen(Abshnitt 4.4) zusammengestellt. Die resultierenden Gleihungen werden dann mit einemCAS aufbereitet und in C++-Code übersetzt. Bei der Untersuhung wird die Rehenzeitdes CSP-Lösers, die Genauigkeit der Ergebnisse und der Ein�uss der untershiedlihenKriterien auf Gröÿe und Gestalt des Arbeitsraums untersuht.4.5.1 LinapodAls erstes Beispiel für die Berehnung des Arbeitsraums einer PKM wird der Prototypdes Linapod betrahtet [108, 139, 140℄. Dabei werden die nominellen Parameter des Lina-pod für die Geometrie, gemäÿ Tabelle 2.4, S. 29 zugrunde gelegt. Aufgrund der parallelenAnordnung der Shubgelenke ist der Arbeitsraum invariant gegenüber einer Vershiebungentlang der gemeinsamen z-Ahse der Shubgelenke.7 Weiterhin wird für die Orientierung7Der Arbeitsraum hängt auh von der Länge der Führungsshienen der Shubgelenke ab, jedoh wirddiese Begrenzung bei der Betrahtung des xy-Quershnitts vernahlässigt.



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 89Tabelle 4.1: Parameter und Rehenzeit für die Berehnung des Arbeitsraums mit CSP-Löser am Beispiel des LinapodAbb. Kriterien dim c dim v εc εv #LS #LI #LF Rehenzeit4.12a Beinlängen 2 0 0.01 − 317 321 962 0.6 s4.12b Beinlängen 2 2 0.01 0.01 204 345 6838 17.8 s4.13a Beinlängen 2 2 0.1 0.01 23 43 243 0.3 s4.13b Beinlängen 2 2 0.05 0.005 45 84 622 1.4 s4.13 Beinlängen 2 2 0.01 0.001 240 319 5417 33.6 s4.13d Beinlängen 2 2 0.005 0.0005 500 629 18942 157.8 s4.15a Manipulierbarkeit 2 0 0.01 − 263 825 1782 0.2 s4.15b Manipulierbarkeit 2 2 0.01 0.01 232 835 4160 2.2 s4.16a Stabkollision 2 2 0.01 0.01 168 321 13878 23.0 s4.16b Stabkollision 2 4 0.01 0.01 105 424 10085 1580.0 sdie Transformationsmatrix nah Gleihung (2.35) verwendet, so dass die Anzahl der Dreh-parameter auf zwei reduziert wird. Damit verbleiben die vier relevante Weltkoordinaten
y = [x, y, ϕ, β]T, welhe den Gesamtorientierungsarbeitsraum aufspannen (Abb. 4.11).Mit dem CSP-Löser kann nun untersuht werden, welhe Posen y die untershiedlihenBindungen erfüllen und daher zum Arbeitsraum der Mashine gehören. Bei den folgen-den Berehnungen wurde der Suhraum Xs = {x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]} angenommen.Die verwendeten Parameter, die Rehenzeit und die Anzahl der Elemente in den Listen
LS,LI,LF des Algorithmus sind in Tabelle 4.1 aufgeführt. In den Diagrammen des Arbeits-raums (Abb. 4.12�4.16) ist die Geometrie der Mashine shematish eingezeihnet. Deräuÿere Kreis im Diagramm deutet den Umkreis des Mashinenrahmens mit den rahmen-seitigen Anlenkpunkten (shwarze Punkte) an. Die beiden inneren Kreise repräsentierendie Plattform und deren Anlenkpunkte.Zunähst wird der erreihbare translatorishe Arbeitsraum WT für eine konstante Ori-entierung der Plattform R(ϕ = 0, β = 0) = I

3
untersuht. Für den CSP-Löser wurdendaher als Berehnungsvariablen c = [x, y]T gewählt, und die Lösungsmenge wurde mitdem Algorithmus Berehnen ermittelt. Die Laufzeit, Parameter und Ergebnisse sind inTabelle 4.1 zusammengefasst. In der Abbildung 4.12a ist der Quershnitt des Arbeits-raums aufgetragen, wobei der Arbeitsraum für die nominellen Parameter der Mashinedurh die Länge der unteren Stäbe limitiert wird.Der erreihbare GesamtorientierungsarbeitsraumWGO enthält für jede Position [x, y]T alleOrientierungen [β, ϕ]T der Plattform aus einer vorgegebenen Menge Xv. Für Werkzeug-mashinen ist wihtig, dass sih das Werkzeug um jede Ahse in der xy-Ebene um einengegebenen Winkel ϕmax shwenken lässt. Daher wird die Menge der Orientierungen durhdie Veri�kationsvariablen v = [β, ϕ]T beshrieben. Der Winkel β beshreibt die Rihtungfür das Shwenken des Werkzeugs und ϕ bezeihnet den Winkel, um den das Werkzeugausshwenkt. Um ein Shwenken um den maximalen Winkel ϕmax = 5.7◦ zu ermöglihen,wird die Veri�kationsmenge zu Xv = {ϕ = [0, ϕmax], β = [0, 2π]} gesetzt. Daher wurde derhybride CSP-Löser für die Berehnung des Gesamtorientierungsarbeitsraums verwendet(Abb. 4.12b).
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a) konstante Orientierung WT b) variable Orientierung WGO (ϕ < 5.7◦)Abbildung 4.12: Kinematish erreihbarer Arbeitsraum des Linapod unter Berüksihti-gung der BeinlängenDer Ein�uss der Genauigkeit εc bei der Berehnung des Gesamtorientierungsarbeitsraumsist in Abbildung 4.13 dargestellt. Hier wurde εc zwishen 0.1 und 0.005 variiert, umRehenzeit und Speiherbedarf zu vergleihen. Abbildung 4.13 gibt einen qualitativenEindruk des Ein�usses von εc und Tabelle 4.1 kann die Laufzeit und der benötigte Spei-herplatz entnommen werden. Ein graphisher Vergleih von Genauigkeit, Laufzeit undSpeiherbedarf ist in Abbildung 4.14 doppelt logarithmish dargestellt. Der lineare Verlaufbei doppelt logarithmisher Auftragung lässt erkennen, dass sowohl der Speiherbedarfals auh die Rehenzeit für kleinere Werten von εc polynominal steigen. Der Grad desPolynoms und damit die Ordnung des Verfahrens hängt von der Anzahl der betrahtetenVariablen c, v ab.Als manipulierbarer Arbeitsraum (Abshnitt 4.4.4) wird der Teil des erreihbaren Ar-beitsraums bezeihnet, in dem die Übersetzungsverhältnisse zwishen der Geshwindigkeitder Plattform und der Geshwindigkeit in den Antrieben einen vorgegebenen Grenzwertniht übersteigen. Im folgenden Beispiel wurde das maximale Übersetzungsverhältnis mit

jmax = 4 vorgegeben, um den translatorishen Arbeitsraum und den Gesamtorientierungs-arbeitsraum zu berehnen. Die Variablen c = [x, y], v = [ϕ, β] und Mengen Xs,Xv wurdendaher wie oben gewählt. Die übrigen Parameter sind in Tabelle 4.1 angegeben. Die soberehneten Arbeitsräume WT,WGO sind in Abbildung 4.15 dargestellt. Bemerkenswertist die leihte Asymmetrie des Arbeitsraums rehts unten, die aus der Abshätzung durhdie Unendlihkeitsnorm resultiert.Das letzte Beispiel demonstriert den Ein�uss der Stabkollisionen auf Gröÿe und Ge-stalt des translatorishen Arbeitsraums und des Gesamtorientierungsarbeitsraums. Beider Betrahtung der Stabkollisionen müssen, wie in Abshnitt 4.4.5 beshrieben, Hilfs-variablen λi eingeführt werden, um die der Vektor der Veri�kationsvariablen erweitertwird. Zur e�zienten Berehnung wird die Veri�kationsmenge separiert, so dass sih fürjede betrahtete Beinpaarung eine eigene Teilaufgabe ergibt. Für die nominelle Geome-trie des Linapod werden die Beinpaarungen (1,4), (2,5) und (3,6) berüksihtigt. Für dieBerehnung des translatorishen Arbeitsraums wird beispielsweise für die Beinpaarung(1,4) der Vektor c(1) = [λ1, λ4]
T und die Menge X (1)

v = {λ1 ∈ [0, 1], λ4 ∈ [0, 1]} ge-setzt. Entsprehend werden c(2), c(3) und X (2)
v ,X (3)

v gewählt. Damit ergibt sih für einen



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE ARBEITSRAUMANALYSE 91

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

PSfrag replaements
x [m℄

y

[m℄
−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

PSfrag replaements
x [m℄

y

[m℄
a) εc = 0.1 m b) εc = 0.05 m
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) εc = 0.01 m d) εc = 0.005 mAbbildung 4.13: Gesamtorientierungsarbeitsraum WGO für vershiedene Genauigkeiten εcStabdurhmesser von dl = 0.12 m der in Abbildung 4.16a gezeigte Arbeitsraum. Fürdie Bestimmung des Gesamtorientierungsarbeitsraums müssen die Winkel ϕ, β und dieHilfsvariablen λi gemeinsam betrahtet werden. Daher wird für die erste Beinpaarung(1,4) der Vektor c(1) = [ϕ, β, λ1, λ4]
T gesetzt und die Veri�kationsmenge zu X (1)

v = {ϕ ∈
[0, ϕmax], β ∈ [0, 2π], λ1 ∈ [0, 1], λ4 ∈ [0, 1]} gewählt. Der kollisionsfreie Arbeitsraum ist inAbbildung 4.16b visualisiert. Die Gröÿe des Arbeitsraums hängt stark vom Durhmesser
dl der Stäbe ab. In Abbildung 4.17 wird der translatorishe Arbeitsraum für vershiedeneDurhmesser dl verglihen. Es ist deutlih zu erkennen, dass der Arbeitsraum für gröÿereStabdurhmesser stark abnimmt. Folglih ist bei gegebenem Durhmesser dl = 0.12 m dieStabkollision ein entsheidendes Kriterium für die Gröÿe des Arbeitsraums.4.5.2 Gough-PlattformFür die Gough-Plattform mit SSM-Parametrisierung wird im Folgenden der Arbeitsraumauf eine ähnlihe Weise berehnet wie zuvor für die Mashine Linapod. Zunähst wird einegenerishe Geometrie mit den nominellen Parametern nah Tabelle 4.2 (S. 93) untersuht.Im Anshluss daran wird die Werkzeugmashine PaLiDA (Mehatronik-Zentrum Hanno-ver) und ein Fahrsimulator (DLR Braunshweig) mit den hier vorgestellten Methodenanalysiert.



92 4.5. ERGEBNISSE

10
−3

10
−2

10
−1

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

 

 

PSfrag replaements Genauigkeit εc [m℄Rehenzeit[
s℄

10
−3

10
−2

10
−1

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

PSfrag replaements Genauigkeit εc [m℄Anzahlder
Boxen

Abbildung 4.14: Rehenzeit und Anzahl der Boxen in den Listen LS(⋄), LI(⊳), LF(•) in Ab-hängigkeit der Genauigkeit εc bei der Berehnung des Gesamtorientierungsarbeitsraumsdes Linapod

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

PSfrag replaements
x [m℄

y

[m℄
−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

PSfrag replaements
x [m℄

y

[m℄
a) konstante Orientierung WT b) variable Orientierung WGO (ϕ < 5.7◦)Abbildung 4.15: Arbeitsraum des Linapod unter Berüksihtigung der ManipulierbarkeitDer Arbeitsraum des SSM wird mithilfe des CSP-Lösers berehnet. In Abbildung 4.18aist der translatorishe Arbeitsraum WT abgebildet (RTCP = I

3
). Dazu wurden für denVektor der Berehnungsvariablen c = [x, y, z]T die kartesishen Koordinaten der Platt-form verwendet, während für die Veri�kationsvariablen die leere Menge verwendet wurde

v = ∅. Dagegen wurde der Vektor der Veri�kationsvariablen v = [ϕ, θ, ψ]T beim Gesamt-orientierungsarbeitsraum WGO mit den Kardan-Winkeln der Plattform initialisiert unddie Veri�kationsmenge zu Xv = {ϕ ∈ [−0.1, 0.1], θ ∈ [−0.1, 0.1], ψ ∈ [−0.1, 0.1]} gesetzt.Für jede in Abbildung 4.18b dargestellte Position sind daher alle Orientierungen v ∈ Xvmöglih. Die Genauigkeit für die Berehnung wurde auf ε = 0.025 eingestellt, und dieBerehnungszeit beträgt 1.7 s für den translatorishen Arbeitsraum WT und 41 s für denGesamtorientierungsarbeitsraum WGO.Die Versuhsträger PaLiDA des Mehatronik-Zentrums Hannover wurde von Tönsho�et al. [129℄ beshrieben und ist in Abbildung 4.19 dargestellt. Die nominellen Parameterdes PaLiDA sind in Tabelle 4.3 angegeben. Der translatorishe Arbeitsraum und derGesamtorientierungsarbeitsraum wurden mit dem CSP-Löser berehnet (Abb. 4.20). Ein
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a) konstante Orientierung WT b) variable Orientierung WGO (ϕ < 5.7◦)Abbildung 4.16: Arbeitsraum des Linapod unter Berüksihtigung der StabkollisionenTabelle 4.2: Nominelle geometrishe Parameter des SSMParameter Wert Beshreibung

rb 1 m Radius des Rahmens
rp 0.25 m Radius der beweglihen Plattform
∆αb 45◦ Winkel Anordnung der rahmenseitigen Anlenkpunkte
∆αp 15◦ Winkel Anordnung der plattformseitigen Anlenkpunkte
lmin 1 m minimale Länge der Antriebs
lmax 2 m maximale Länge der Antriebs
∆βmax 45◦ maximaler Shwenkwinkel des KugelgelenksVergleih mit den Untersuhungen des Arbeitsraums am Mehatronik-Zentrum Hannoverzeigt eine gute Übereinstimmung der Ergebnisse.In Abbildung 4.21 ist der Fahrsimulator des Deutshen Zentrums für Luft- und Raumfahrt(DLR) in Braunshweig abgebildet [11, 126℄. Dieser Manipulator entspriht der Geometrieeines SSM mit den in Tabelle 4.4 angegebenen Parametern. Die Berehnung des Arbeits-raums konnte daher direkt anhand des Modells für SSM durhgeführt werden, und esergibt sih der in Abbildung 4.22 dargestellte Arbeitsraum. Diese Ergebnisse liefern einegute Übereinstimmung mit den am Simulator ermittelten Werten.4.5.3 Parallelisierung des CSP-LösersDie E�zienz und Skalierbarkeit der parallelen Implementierung des CSP-Lösers wurdeauf dem heterogenen Computer-Cluster des Lehrstuhls für Mehatronik getestet. An demTest waren insgesamt 19 PCs beteiligt, wobei einer dieser Computer als Master fun-gierte, während die übrigen 18 PCs als Slaves kon�guriert waren. Als Protokoll wurdedas verbreitete Message Passing Interfae (MPI) verwendet [84℄, das in einer speziellenImplementierung für Mirosoft Windows basierte PCs vorliegt [17℄. Der Cluster war be-züglih drei vershiedener Punkte heterogen: die PCs sind mit vershiedenen Betriebssys-temen ausgestattet (Mirosoft Windows 2000 und XP), die Netzwerkverbindung erfolgtüber 100MBit Twisted-Pair-Ethernet sowie über Lihtwellenleiter-Ethernet. Shlieÿlih
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Abbildung 4.17: Rand des translatorishen ArbeitsraumWT für vershiedene Durhmesser
dl [m℄ der Stäbe Tabelle 4.3: Nominelle Parameter des SSM PaLiDAParameter Wert Beshreibung
rb 0.425 m Radius des Rahmens
rp 0.09 m Radius der beweglihen Plattform
∆αb 17.5◦ Winkel Anordnung der rahmenseitigen Anlenkpunkte
∆αp 16.1276◦ Winkel Anordnung der plattformseitigen Anlenkpunkte
lmin 0.391 m minimale Länge der Antriebs
lmax 0.955 m maximale Länge der Antriebsverfügten die einzelnen PCs über stark untershiedlihe Prozessoren (u. a. Intel PentiumIII-300MHz, Intel Pentium IV 3.2GHz, AMD Athlon und AMD Athlon XP, jeweils in ver-shiedenen Taktfrequenzen). Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass keine zweigleihen Systeme an den Cluster angeshlossen waren. Die Infrastruktur des Netzwerkswurde während der Testläufe niht exklusiv zum parallelen Rehnen verwendet. Die Re-henzeit je PC wurde mit dem Multi Proessing Environment (MPE) überwaht, das Teilder meisten MPI Implementierungen ist. Der Testlauf zeigte, dass die Arbeit trotz desstark inhomogenen PC Clusters sehr gleihmäÿig verteilt wurde (Abb. 4.23) und dass dieKommunikation vernahlässigbare Verzögerungen verursahte. Die Testergebnisse lassendaher erwarten, dass auh auf gröÿeren Clustern eine gute Skalierbarkeit erreiht werdenkann.
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a) translatorisher Arbeitsraum WT b) Gesamtorientierungsarbeitsraum WGOAbbildung 4.18: Arbeitsraum des SSMTabelle 4.4: Nominelle Parameter des DLR-FahrsimulatorsParameter Wert Beshreibung

rb 5.518 m Radius des Rahmens
rp 3.957 m Radius der beweglihen Plattform
∆αb 49.56◦ Winkel Anordnung der rahmenseitigen Anlenkpunkte
∆αp 7.258◦ Winkel Anordnung der plattformseitigen Anlenkpunkte
lmin 4.45 m minimale Länge der Antriebs
lmax 6.45 m maximale Länge der Antriebs

Abbildung 4.19: PaLiDA Prüfstand ( © Photo Mehatronik-Zentrum Hannover)
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a) translatorisher Arbeitsraum WT b) Gesamtorientierungsarbeitsraum WGOAbbildung 4.20: Arbeitsraum des PaLiDA

Abbildung 4.21: Fahrsimulator am DLR Braunshweig auf der Basis eines SSM ( © PhotoDLR Braunshweig)
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Abbildung 4.22: Translatorisher Arbeitsraum WT des DLR-Fahrsimulators
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Abbildung 4.23: Verteilung der Arbeitslast beim parallelen CSP-Löser auf einem hetero-genen Cluster mit 18 Slaves
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Kapitel 5MaÿsyntheseIn diesem Kapitel wird eine Methode zum Entwurf von PKM vorgestellt und ineinem Programmgerüst strukturiert. Die Maÿsynthese für gegebene Prozessan-forderungen wird in Abshnitt 5.2 als CSP formuliert und in Abshnitt 5.3 miteinem Algorithmus zur globalen Optimierung kombiniert. Die Bestimmung dertehnologishen Parameter wird in Abshnitt 5.4 behandelt. Ein Programm-gerüst zur vereinheitlihten Analyse, Synthese und Optimierung von PKMwird in Abshnitt 5.5 vorgestellt und auf einige Beispiele angewendet (Ab-shnitt 5.6).5.1 EinführungDie kinematishen Eigenshaften von Robotern hängen stark von ihrer Geometrie ab undändern sih über dem Arbeitsraum. Dies gilt in besonderem Maÿe für PKM. Nah Mer-let ist eine gute Wahl der Geometrie einer PKM wihtiger als deren Arhitektur [76℄.Die Maÿsynthese spielt daher eine zentrale Rolle beim Entwurf und der Konstruktion vonPKM. An eine Methode zur Synthese von Mehanismen müssen zwei grundlegende Anfor-derungen gestellt werden. Zunähst müssen bestimmte Kriterien ohne Einshränkungenerfüllt werden. Diese Kriterien erwahsen sowohl aus prozessbedingten Anforderungen alsauh aus tehnologishen Limitierungen. Daneben gibt es Kriterien, die optimal realisiertwerden sollen, d. h. es gibt keine zwingende Vorgabe für diese Kriterien, aber die generelleForderung nah einer Minimierung.1 Diese werden durh eine Kostenfunktion repräsen-tiert, die beispielsweise den Energiebedarf, die äuÿeren Abmessungen oder die monetärenKosten beshreibt.In der Literatur wird zum Entwurf von Mashinen hauptsählih eine Methode eingesetzt,die als optimales Design bezeihnet wird (siehe z. B. [94, 99℄). Dazu wird der Manipulatordurh Designparameter g beshrieben, die innerhalb einer Klasse von Mashinen vershie-dene Varianten de�nieren. Jeder Wert für g entspriht dabei genau einer Variante. Umdie vershiedenen Varianten miteinander vergleihen zu können, werden Kennzahlen ηi1Für die mathematishe Optimierung ist die Suhe nah einem Maximum und Minimum äquivalent,denn die Maximierung der Funktion f kann als Minimierung der Funktion −f betrahtet werden. OhneBeshränkung der Allgemeinheit wird in dieser Arbeit davon ausgegangen, dass die gesuhten Extrem-werte Minima sind.



KAPITEL 5. MAßSYNTHESE 99de�niert, welhe die Güte einer Mashine bezüglih eines bestimmten Kriteriums reprä-sentieren. Beispiele für wihtige Kriterien sind u. a.:
• Volumen des Arbeitsraums,
• Stei�gkeit des Manipulators,
• Manipulierbarkeit,
• Genauigkeit,
• Energiebedarf,
• Nähe zu Autokollisionen,
• Nähe zu Singularitäten.Für ein optimales Design wird nun gefordert, dass eine aus diesen Kennzahlen zusam-mengesetzte Zielfunktion minimiert wird. Da die Kennzahlen von Natur aus vershiedeneDimensionen besitzen, müssen dazu Gewihtungsfaktoren ki eingeführt werden, um dievershiedenen Dimensionen anzupassen und relative Gewihtungen zwishen den Kriterienvorzunehmen. In der Praxis wird häu�g die Zielfunktion

f(g) =
∑

i

kiηi(g) (5.1)verwendet. Einige wihtige Kriterien, wie z. B. die Existenz von Singularitäten im Ar-beitsraum, können nur durh die Zustände erfüllt oder niht erfüllt beshrieben werden.Dementsprehend wird der Kennzahl ηi der Wert 0 (erfüllt) oder 1 (niht erfüllt) zu-geordnet. Durh ein ausreihend hohes Gewiht ki (Penalty) soll in diesen Fällen dieErfüllung des Kriteriums erzwungen werden. Dieser Ansatz hat zwei entsheidende Nah-teile. Erstens ist die Zielfunktion niht stetig, was die Lösung des Optimierungsproblemserheblih ershwert. Zweitens ist es auh möglih, Lösungen zu �nden, die niht alle ge-stellten Kriterien erfüllen und daher im Sinne der Aufgabe ungültig sind. Selbst wenndieses Problem niht auftritt, führt die Zielfunktion nah Gleihung (5.1) zu Lösungen,die sehr emp�ndlih von der Wahl der Gewihtungsfaktoren ki abhängen. Da die Krite-rien normalerweise antagonistish sind, entsprehen die Lösungen für gegebene ki einemKompromiss zwishen den Anforderungen. Daher ist das optimale Design stark durh dieWahl der Gewihte geprägt. Leider gibt es a priori keine Möglihkeit, die Gewihte kigeeignet zu wählen.Der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz für die Maÿsynthese und Optimierung von PKMbasiert auf der Idee, sämtlihe tehnishen und prozessbedingten Anforderungen als zwin-gend erforderlih zu betrahten und folglih als Nebenbedingungen zu formulieren. Diesersheint vor allem für praktishe Aufgaben als angemessen, denn in der Regel hat einAnwender genaue Vorstellungen davon, was eine Mashine leisten muss. Ferner ist es somöglih, vershiedene Nebenbedingungen gleihzeitig zu berüksihtigen. Diese Betrah-tung ist intuitiv, führt jedoh auf das komplexe Optimierungsproblemminimiere f(g) (5.2)
Φ(g, y) > 0 ∀ y ∈ W, (5.3)dessen Lösung in diesem Kapitel diskutiert wird. Gesuht ist ein globales Optimum derKostenfunktion f unter den Nebenbedingungen Φ [5, 38℄. Dies ist ein selten betrahtetes



100 5.2. MAßSYNTHESE ALS CONSTRAINT SATISFACTION PROBLEMOptimierungsproblem, denn die Nebenbedingungen werden durh ein Constraint Satis-fation Problem (CSP) beshrieben und müssen über der Menge W erfüllt werden. DieGrundlagen für die Lösung dieses Typs von CSP wurden ausführlih im Kapitel 4 unter-suht. Das grundsätzlihe Problem bei der globalen Optimierung besteht darin, dass esim Allgemeinen sehr shwierig ist festzustellen, ob ein gefundenes Extremum globale Gül-tigkeit besitzt. Verbreitete Verfahren zur globalen Optimierung basieren auf heuristishenMethoden, Approximationsmethoden oder systematishen Methoden [5℄. Zu den heuris-tishen Methoden gehören evolutionäre Verfahren (genetishe Algorithmen), SimulatedAnnealing und Monte-Carlo-Methoden. Diese Methoden beinhalten alle eine stohasti-she Komponente, die einerseits für eine breit gestreute Durhmusterung des Suhraumssorgt, aber den Nahteil hat, dass das Au�nden von globalen Extrema niht garantiertwerden kann. Weiterhin sind diese Methoden meist für einfahe Nebenbedingungen ent-wikelt worden.In diesem Kapitel wird ein Verfahren zur globalen Optimierung mit Nebenbedingungenbetrahtet, das auf der Intervallanalyse basiert [40, 101℄. Dieser Algorithmus betrahtetdie Nebenbedingungen als CSP und kombiniert die Methode zur Lösung aus Kapitel 4mit einem intervallbasierten Verfahren für die globale Optimierung. Daher lassen sih fürdie Analyse und Synthese identishe Gleihungen verwenden. In Abshnitt 5.5 wird ge-zeigt, dass dies mit einer integrierten Implementierung möglih ist [105℄. Der besondereVorteil des CSP-Lösers besteht darin, dass die Nebenbedingungen mit Veri�kationsvaria-blen formuliert werden können, die über einer Menge Xv erfüllt werden müssen. Vor demHintergrund der Synthese von PKM wird in diesem Kapitel die Menge Xv meist mit demgewünshten Arbeitsraum W identi�ziert.5.2 Maÿsynthese als Constraint Satisfation ProblemDie Maÿsynthese für parallele Roboter wird wie die Arbeitsraumberehnung und -ve-ri�kation als CSP formuliert und kann daher mithilfe des hybriden CSP-Lösers (Ab-shnitt 4.2.4) behandelt werden. Dies führt wiederum auf ein Problem vom Typ
Φ(c, v) > 0 ∀ v ∈ Xv (5.4)mit dem System der Bindungsgleihungen Φ, den Berehnungsvariablen c, den Veri�ka-tionsvariablen v und der Veri�kationsmenge Xv. Für die Maÿsynthese werden die geo-metrishen Parameter g mit den Berehnungsvariablen c und die Weltkoordinaten y mitden Veri�kationsvariablen v identi�ziert. Der gewünshte Arbeitsraum W wird dabei alsVeri�kationsmenge Xv vorgegeben. Damit repräsentiert dieses CSP die Aufgabe, alle Va-rianten g der Mashine zu bestimmen, die einen Arbeitsraum mit vorgegebener Gröÿe Wund vorgegebenen Eigenshaften Φ besitzen. Der im Kapitel 4 beshriebene CSP-Lösermit der Intervallanalyse garantiert, dass die so gefundenen Varianten der Mashine anjedem Punkt im gewünshten Arbeitsraum W die gestellten Anforderungen erfüllen. Fürden Aufbau des Systems Φ werden dieselben Bindungen verwendet, die bereits für dieArbeitsraumuntersuhung in Abshnitt 4.4 eingeführt wurden. Daher kann das für dieAnalyse erstellte Modell der Mashine unmittelbar für die Synthese verwendet werden.Dadurh entsteht eine durhgängige Methodik, die beginnend mit der vorläu�gen Analyseder PKM über die Maÿsynthese und Optimierung bis hin zur Veri�kation der Ergebnisse
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Abbildung 5.1: Parameterrelation am Beispiel des Radius von Plattform rp und Radiusdes Rahmens rb beim SSMeinen einheitlihen Rahmen bietet. Die speziellen Aspekte für die Implementierung einesProgrammgerüsts werden in Abshnitt 5.5 erläutert.5.2.1 Bindungen für die MaÿsyntheseIn Abshnitt 4.4 wurden Bindungen eingeführt, die die Einhaltung von kinematishenund tehnologishen Anforderungen erzwingen. Für die Maÿsynthese ist es zwekmäÿig,weitere Bindungen zu formulieren, welhe die geometrishen Abmessungen der Mashinedirekt in Relation zueinander setzen. Da die Geometrie bei der Arbeitsraumberehnungkonstant ist, haben diese Bindungen dort keine Bedeutung. Zunähst können grobe Ab-shätzungen über den Wertebereih der Parameter aufgestellt werden. Weiterhin lassensih einige Parameter derart zueinander in Beziehung setzen, dass ein Teil des Suhraums
Xs ausgeshlossen werden kann. Dies hat den Vorteil, dass diese Bedingungen unabhän-gig von dem unterlagerten Algorithmus Verifizieren getestet werden können, d. h. dieseBindungen werden als separiertes Subsystem behandelt (Abshnitt 4.3.1), dessen Veri�ka-tionsmenge Xv leer ist und daher besonders shnell überprüft werden kann. Entsprehendgroÿ ist das Potential zur Einsparung von Rehenzeit. Diese Art der Parameterrelationsoll an einem einfahen Beispiel für den SSM illustriert werden. Damit der Arbeitsraumdas Manipulators niht prinzipiell leer ist, darf der Radius des Rahmens rb niht gröÿersein als die Summe aus Radius der Plattform rp und maximaler Länge der Aktuatoren
smax. Es gilt also

rp + smax − rb > 0. (5.5)Solhe Regeln ersheinen trivial und können leiht aufgestellt und implementiert werden.In Abbildung 5.1 ist der gültige Teil des Parameterraums nah Gleihung (5.5) darge-stellt. Es ist zu erkennen, dass diese einfahe Ungleihung eine groÿe Anzahl ungültigerDesigns ausshlieÿt, ohne die aufwendige Veri�kation des Arbeitsraums einer Mashinedurhzuführen. Diese Bindung kann e�zient auf Konsistenz untersuht werden und auheine Untersuhung des Gradienten führt zu einer rasheren Konvergenz. Aufgrund dermodularen Struktur des CSP-Lösers können mit wenig Aufwand beliebig viele solher



102 5.2. MAßSYNTHESE ALS CONSTRAINT SATISFACTION PROBLEMTabelle 5.1: Grenzen für die geometrishen Parameter des LinapodSymbol Minimum Maximum Beshreibung
rb 0 � Radius des Rahmens der Mashine
ru 0 rb Radius der oberen Plattformebene
rl 0 rb Radius der unteren Plattformebene
ll rb − rl � Länge des unteren Beins
lu rb − ru � Länge des oberen Beins
∆a −60◦ 60◦ Tangentialer Versatz der rahmenseitigen Anlenkpunkte
∆h 0 � Abstand zwishen unterer und oberer Plattformebene
∆t 0 � Abstand zwishen Kp und unterer Plattformebene
∆αp −60◦ 60◦ Verdrehung der unteren und oberen plattformseitigenAnlenkpunkte gegenüber KpRelationen berüksihtigt werden. Die Betrahtung von Parameterrelationen wirkt sihausgesprohen günstig auf die Laufzeit des Algorithmus aus, denn Parameterrelationenerlauben, ungültige Varianten einer Mashine mit wenigen Rehenoperationen auszushlie-ÿen. Durh Relationen können einfahe Regeln und anwendungsspezi�she Restriktionensystematish eingearbeitet werden.5.2.2 Parameterrelationen für PKMIm Folgenden wird beispielhaft eine Relation für die vorliegende Parametrisierung desLinapod aufgezeigt. In Tabelle 5.1 und Tabelle 5.2 sind Shranken des Wertebereihs dergeometrishen Parameter für die Mashinen Linapod und SSM zusammengefasst.Als Beispiel für eine Relation zwishen den geometrishen Parametern wird die Kollisionder Beine mit der Plattform betrahtet. Hier wird davon ausgegangen, dass die Plattformdurh einen zylinderförmigen Spindelkasten mit einer Länge ls und einem Radius rs be-shrieben wird (Abb. 5.2). Der maximal möglihe Shwenkwinkel der Plattform wird durhdie Kollision mit den oberen Stäben begrenzt. Unter Vernahlässigung des Durhmessersdes oberen Stabs ergibt sih die Bedingung für eine Kollision (Abb. 5.2) zu

ϕs = arctan
ru − rs

ls − ∆h− ∆t
. (5.6)Der minimale Winkel βmin kann aus vershiedenen Gründen begrenzt sein. Das Kardan-gelenk könnte einen beshränkten Shwenkbereih besitzen oder das maximale Überset-Tabelle 5.2: Grenzen für die geometrishen Parameter des SSMSymbol Minimum Maximum Beshreibung

rb 0 � Radius des Rahmens der Mashine
rp 0 � Radius der Plattform
∆αb −60◦ 60◦ Versatz der rahmenseitigen Anlenkpunkte
∆αp −60◦ 60◦ Versatz der plattformseitigen Anlenkpunkte
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Abbildung 5.2: Maximal möglihe Shwenkwinkel der Plattform unter Berüksihtung derKollision zwishen Beinen und Spindelkastenzungsverhältnis jmax zwishen der Bewegung des linearen Aktuators und der radialen Be-wegung soll auf
βmin = arcsin

√
1

1 + j2max (5.7)limitiert werden. Für den zweiten Fall folgt nah Abbildung 5.2 für den maximalenShwenkwinkel ϕmax
ϕmax = ϕs + βmin = arctan

ru − rs

ls − ∆h− ∆t
+ arcsin

√
1

1 + j2max . (5.8)Die Bestimmung von ϕmax ist dabei unabhängig von den Verdrehwinkeln der plattform-seitigen Anlenkpunkte, da der maximale Shwenkwinkel in allen Rihtungen realisiertwerden soll. Daher muss das Shwenken insbesondere auh in Rihtung der Stäbe möglihsein. Für die Synthese wird Gleihung (5.8) zu
Φ : ϕmax − arctan

ru − rs

ls − ∆h− ∆t
− arcsin

√
1

1 + j2max > 0 (5.9)umgeformt, so dass sih eine Relation zwishen den geometrishen Parametern ergibt.In ähnliher Weise kann überprüft werden, ob die Shwenkwinkel an den Ekpunktendes Arbeitsraums eingehalten werden. Da der Shwenkwinkel ϕmax als Eigenshaft desGesamtorientierungsarbeitsraums vorgegeben ist, ergibt sih so eine Ungleihung für diePlattformgeometrie und die Länge der oberen Stäbe, die niht von den Weltkoordina-ten abhängt. Bei der Maÿsynthese ist dies besonders günstig, da damit ein separierbaresSubsystem entsteht, das keine Veri�kationsvariablen enthält und damit sehr shnell aus-gewertet werden kann.



104 5.3. GLOBALE OPTIMIERUNG5.3 Globale OptimierungDie Maÿsynthese wurde für gegebene Prozessanforderungen als CSP formuliert, und allegültigen Varianten der Mashine können mit dem hybriden CSP-Löser (Abshnitt 4.2.4)ermittelt werden. Da garantiert werden kann, dass jede dieser Varianten alle gestelltenAnforderungen erfüllt, stellt sih nun die Frage, wie die optimale Mashine aus diesenVarianten ausgewählt werden kann. Dazu wird zunähst unterstellt, dass es eine Zielfunk-tion f gibt, deren Minimum die optimale Kon�guration repräsentiert. Diese Zielfunktionkönnte beispielsweise die äuÿeren Abmessungen der Mashine beshreiben oder ein Maÿfür die monetären Kosten der Mashine sein. Dazu wird in den folgenden Abshnitteneine Methode zur globalen Optimierung anhand der Intervallanalyse untersuht.5.3.1 Freie globale OptimierungZunähst wird die globale Optimierung ohne Nebenbedingungen betrahtet. Bei der Suhenah einem Minimum der Funktion soll eine Stelle gefunden werden, die kleinere Funkti-onswerte besitzt als alle Stellen in ihrer Umgebung. Die Auswertung einer Funktion liefertjedoh nur einen lokalen Funktionswert an genau der ausgewerteten Stelle. Das Problembei der globalen Optimierung besteht darin, dass eine normale Funktionsauswertung kei-ne Informationen mit globaler Gültigkeit liefert. Es wurde daher lange Zeit vermutet,dass es keinen Algorithmus geben kann, der garantiert das globale Minimum �ndet. DieIntervallarithmetik shlieÿt diese Lüke, denn sie ermögliht es, rigorose Shranken fürden Wertebereih einer Funktion über einer Menge von Werten zu berehnen. Daherkann die Intervallauswertung einer Funktion globale Informationen über diese Funktionliefern. Obwohl die so ermittelten Shranken den Wertebereih der Funktion mögliher-weise erheblih übershätzen, bildet diese Auswertung eine garantierte Einshahtelungder tatsählihen auftretenden Werte. Seien f̂1 = f(ĉ1) und f̂ 2 = f(ĉ2) zwei Funktions-auswertungen über zwei disjunkten Intervallen ĉ1, ĉ2, dann kann durh den Vergleih von
f̂1 und f̂ 2 die folgende global gültige Aussage getro�en werden

• sup f1 < inf f2: Das Intervall ĉ2 kann niht das globale Minimum enthalten.
• sup f2 < inf f1: Das Intervall ĉ1 kann niht das globale Minimum enthalten.Auf der Basis dieses einfahen Vergleihs lässt sih ein Branh-and-Bound Algorithmusaufbauen, der garantiert das globale Minimum im Suhbereih �ndet [39℄. Der prinzipielleAufbau des Algorithmus sieht folgendermaÿen aus:Algorithmus 10: Generisher globaler Optimierer1. Werte für den Suhraum {ĉ1, . . . , ĉn} die Zielfunktion ĥi = f(ĉi) für jede Box ausund speihere die Paare (ĉi, ĥi) in der Liste LT.2. Erzeuge eine leere Liste LS für die Kandidaten für das globale Minimum; setze diegarantierte obere Grenze h∗ = ∞.3. Falls die Liste LT leer ist, beende den Algorithmus.4. Aktualisiere h∗, falls h∗ > min

LT

(sup ĥ), d. h. es gibt eine Box in LT mit einem klei-neren Supremum.5. Entferne alle Paare mit inf ĥ > h∗ aus der Liste LT und LS.



KAPITEL 5. MAßSYNTHESE 1056. Entnimm der Liste LT das Paar (ĉ, ĥ) mit dem kleinsten In�mum inf ĥ.7. Falls verfügbar, wende Operationen zum Shrumpfen von ĉ an.8. Falls diam ĉ < ε und diam ĥ < µ, d. h. die Breite aller Komponenten der Box istkleiner als ein gegebenes ε und die Breite des Werts der Zielfunktion ist kleiner als
µ, dann ist die Box hinreihend genau bestimmt; speihere (ĉ, ĥ) in der Liste LS;gehe zu (3).9. Teile die Box ĉ in m Subboxen {ĉ1, . . . , ĉm}, Werte die Zielfunktion ĥi = f(ĉi) fürjede Subbox aus und speihere die neuen Paare in der Liste LT; gehe zu (3).Das Verhalten des Algorithmus wird durh zwei wihtige Parameter gesteuert, die zuBeginn festgelegt werden müssen. ε ist die Genauigkeit für die Gröÿe der betrahtetenBoxen und µ ist der maximale Fehler der Zielfunktion. Wenn der Algorithmus abgeshlos-sen wurde, erfüllt jedes Paar (ĉi, ĥi) in der Liste LSdiam ĉi < ε, (5.10)diam ĥi < µ, (5.11)

h∗ ≤ ĥi ≤ h∗. (5.12)Eine untere Shranke für den Wert der Zielfunktion wurde ebenfalls ermittelt, denn dieZielfunktion fällt niht unter den Wert h∗ = min
LS

(inf ĥ). Zusammenfassend besitzt derAlgorithmus folgende bemerkenswerte Eigenshaften:
• Der Algorithmus �ndet garantiert das globale Minimum. Falls mehrere, gleihwertigeglobale Minima existieren, werden alle ermittelt.
• Es werden automatish garantierte obere und untere Shranken für den Wert derZielfunktion gefunden.
• Es werden garantierte Shranken für die Designparameter gefunden, die das globaleMinimum enthalten.
• Die Zielfunktion muss niht stetig sein.
• Der Algorithmus eignet sih gut zur Parallelisierung.
• Durh die Verwendung der Intervallanalyse ist der Algorithmus robust gegenübernumerishen Rundungsfehlern.Eine einfahe Kombination von Maÿsynthese und globaler Optimierung kann bereits an-hand dieses einfahen Algorithmus vorgenommen werden. Dazu wird die Lösungsmengeder Maÿsynthese als Eingangsdaten für den globalen Optimierer übernommen, d. h. dieListe LT des generishen globalen Optimierers wird mit dem Inhalt der Liste LSdes hybriden CSP-Lösers initialisiert. Ein Vergleih der Algorithmen zur Lösung vonCSP und der globalen Optimierung zeigt jedoh, dass beide Verfahren groÿe Ähnlihkeitmiteinander haben. Bei den in dieser Arbeit betrahteten Problemen ist die Auswertungder Bindungsgleihungen um Gröÿenordnungen aufwendiger als die Auswertung der Ziel-funktion, da für die Bindungsgleihungen der Arbeitsraum veri�ziert werden muss. Imfolgenden Abshnitt 5.3.2 wird eine synergetishe Koppelung der beiden Verfahren vorge-nommen, die zunähst eine zulässige Lösung für die Bindungsgleihungen ermittelt unddann anhand der Zielfunktion überprüft, ob eine Verbesserung der besten bekannten Va-riante möglih ist. Falls h∗ niht verbessert werden kann, wird die Variante verworfen,ohne die aufwendige Untersuhung der Bindungsgleihungen durhzuführen.



106 5.3. GLOBALE OPTIMIERUNG5.3.2 Globale Optimierung mit NebenbedingungenEine Zusammenfassung von CSP und globaler Optimierung führt zu einem globalen Op-timierungsproblem mit Nebenbedingungen, das sih folgendermaÿen darstellen lässt:minimiere f(c) (5.13)
Φ(c, v) > 0 ∀ v ∈ Xv. (5.14)Der Vergleih zwishen dem hybriden CSP-Löser und dem Algorithmus zur globalenOptimierung zeigt, dass die Algorithmen einen fast identishen Aufbau aufweisen. Derwihtigste Untershied besteht darin, durh welhen Test eine Box verworfen wird. BeimCSP-Löser wird das System Φ(c, v) > 0 betrahtet, während für die globale Optimierungdie Zielfunktion f(c) mit der besten bekannten Lösung h∗ verglihen wird. Damit eineBox ĉ als Lösung in Betraht kommt, müssen beide Bedingungen erfüllt sein. Für diehier betrahtete Optimierung von PKM kann die Zielfunktion f(ĉ) um Gröÿenordnungenshneller ausgewertet werden als der Algorithmus Verifizieren für die Box ĉ. Daher istes günstiger, zunähst die Zielfunktion auf eine möglihe Verbesserung hin zu überprüfen.Weiterhin ist festzustellen, dass sih die obere Shranke h∗ für das Minimum sukzessivverkleinert, so dass sih die Shärfe dieses Kriteriums stetig verbessert.5.3.3 Konsistenztest für die ZielfunktionÄhnlih wie beim CSP-Löser kann die Laufzeit des Optimierers durh zusätzlihe Maÿ-nahmen drastish verbessert werden. Die folgenden Abshnitte beshreiben Tehniken, dieinsbesondere für die Behandlung von PKM ausgewählt wurden. Diese und weitere Testssind in der Literatur zur globalen Optimierung mit der Intervallanalyse zu �nden [5, 39℄.Sobald eine gültige Lösung ĉ des CSP gefunden wurde, wird eine obere Shranke für denFunktionswert des globalen Minimums ermittelt, indem eine Intervallauswertung der Ziel-funktion für diese Box berehnet wird. Das Supremum h∗ = sup f(ĉ) ist eine globale obereShranke für das Minimum. Diese Shranke kann häu�g verbessert werden, indem die Ziel-funktion f für einen diskreten Punkt c = mid ĉ ∈ ĉ ausgewertet wird. Die Eigenshaftender Intervallanalyse garantieren dabei, dass f(c) ∈ f(ĉ) und damit h′∗ = f(c) ≤ h∗ gilt.Vor allem für relativ groÿe Boxen ĉ wird der Ein�uss von Übershätzung und Abhängig-keiten durh die Auswertung für einen Punkt c stark reduziert, so dass h′∗ häu�g einedeutlih kleinere obere Shranke liefert als h∗. Da per Konvention die kleinste bekannteobere Shranke mit h∗ bezeihnet wird, wird h∗ durh den Wert von h′∗ ersetzt.Das globale Minimum von f muss o�ensihtlih kleiner sein als h∗, so dass sih einezusätzlihe Bindungsgleihung

Φ : h∗ − f(c) ≥ 0 (5.15)formulieren lässt, die in das CSP eingearbeitet werden kann. Im Untershied zu den üb-rigen Bindungen hängt diese Ungleihung von einem Parameter des Algorithmus ab. Aufdiese Ungleihung lassen sih viele der Tehniken zur E�zienzsteigerung anwenden (Ab-shnitt 4.3.3), die für CSP bekannt sind. Vor allem die Separation der Veri�kationsmenge,der Test auf Konsistenz und die Verwendung von Abhängigkeiten können genutzt werden,um die Rehenzeit zu reduzieren.Diese zusätzlihe Bindung hat eine bemerkenswerte Eigenshaft. Da die obere Shranke
h∗ für das Minimum während der Optimierung fortlaufend verbessert wird, vershärft sih



KAPITEL 5. MAßSYNTHESE 107die daraus gewonnene Bindung progressiv, d. h. die Bindung wird im Laufe der Bereh-nung immer e�ektiver bei der Eliminierung von Boxen ĉ, die niht das globale Minimumenthalten können.5.3.4 Verwendung des Gradienten der ZielfunktionFür eine stetig di�erenzierbare Zielfunktion f können dem Gradienten ∇f wertvolle Infor-mationen entnommen werden. Eine Intervallauswertung ẑ = ∇f(ĉ) liefert für eine Box ĉeine garantierte Einshahtelung des Wertebereihs der partiellen Ableitungen der Funkti-on. Die Funktion f ist bezüglih ihrer i-ten Komponente monoton steigend, falls für dieseKomponente ẑi > 0 gilt, d. h. inf ẑi > 0 ist. Sie besitzt dann garantiert kein Minimumim Inneren der Box ĉ sondern höhstens auf dem Rand der Box. Daher kann die Box aufdas teilweise degenerierte Intervall ĉ′ = [ĉ1, . . . , inf ĉi, . . . , ĉn] reduziert werden, und mit
h∗ = f(ĉ′) ergibt sih eine verbesserte obere Shranke für das globale Minimum. Entspre-hend ist die Funktion f bezüglih ihrer i-ten Komponente monoton fallend, wenn fürdiese Komponente ẑi < 0 gilt. Dann nimmt die Funktion ihr lokales Minimum im Inter-vall ĉ′ = [ĉ1, . . . , sup ĉi, . . . , ĉn] an. Die Box ĉ wird daher durh ĉ′ ersetzt. Für die übrigenpartiellen Ableitungen ergibt sih mögliherweise durh die Reduktion von ĉ ebenfalls eineshärfere Auswertung, so dass der Test rekursiv wiederholt werden kann, um die obereShranke h∗ zu verbessern.5.3.5 ZielfunktionFür die Optimierung von PKM stellt sih die Frage, welhe Eigenshaft der Mashineoptimiert werden soll. Die kinematishen und tehnishen Anforderungen werden bereitsdurh die Nebenbedingungen der globalen Optimierung berüksihtigt, und die Veri�ka-tion über der Menge Xv = W garantiert, dass alle gestellten Anforderungen in jedemPunkt des gewünshten Arbeitsraums W erfüllt werden. Daher können in der Zielfunkti-on f Kriterien berüksihtigt werden, für die keine strengen Grenzen bestehen, die aberunter der Anzahl der möglihen Varianten minimiert werden sollen. Beispiele für solheKriterien sind die monetären Kosten der Mashine oder der gesamte benötigte Bauraum.Die Frage, welhes Kriterium in der Praxis minimiert werden soll, führt jedoh thematishvon den in dieser Arbeit shwerpunktmäÿig betrahteten Fragestellungen weg. Daher sollhier nur eine klare Shnittstelle zwishen dem kinematishen und tehnishen Entwurfvon PKM und den möglihen Auswahlkriterien erarbeitet werden. Die Abshätzung dertatsählihen Kosten für die Herstellung einer Mashine gehört zum Gebiet der Produk-tionstehnik und kann im Rahmen dieser Arbeit niht näher betrahtet werden. Es istjedoh möglih, die Fertigungskosten für eine gegebene Geometrie g anzugeben und alsZielfunktion in die globale Optimierung zu integrieren. Durh die hier gewählte Formulie-rung des Problems werden die beiden Fahgebiete an einer klar de�nierten Shnittstellegetrennt.Als rein geometrishes Kriterium soll daher beispielhaft der Bauraum der Mashine mi-nimiert werden. Eine vernünftige Abshätzung für das Volumen V kann aus den geome-trishen Parametern berehnet werden und wird für jedes der Beispiele in Abshnitt 5.6angegeben.



108 5.4. SYNTHESE ABHÄNGIGER TECHNOLOGISCHER PARAMETER5.4 Synthese abhängiger tehnologisher ParameterDurh die globale Optimierung lässt sih eine Mashine �nden, die alle gestellten Anforde-rungen Φ erfüllt und gleihzeitig die gegebene Zielfunktion f minimiert. Damit werden diekinematish wesentlihen Abmessungen der Mashine ermittelt. Es verbleibt jedoh nohdie Optimierung tehnologish wihtiger Parameter, die bislang als gegeben betrahtetwurden. Am Beispiel der Gelenke soll die Möglihkeit zur Optimierung veranshaulihtwerden. Bei der Analyse und Synthese wird angenommen, dass der maximale Shwenkwin-kel der Gelenke als tehnologishe Kenngröÿe bekannt ist, und während der Maÿsynthesewerden alle Varianten eliminiert, die diesen maximal möglihen Winkel niht einhalten.Insofern ist eine von der Maÿsynthese ermittelte Variante tehnish mahbar. Es wird nunüberprüft, ob auh ein Gelenk mit einem geringeren Shwenkwinkel ausreihend ist.Diese Frage lässt sih auh als CSP formulieren, bei dem für eine bekannte Variante g derMashine und für einen gegebenen Arbeitsraum y ∈ W geprüft wird, welhe Werte dertehnologishen Parameter zu einer gültigen Variante führen. Die tehnologishen Kenn-gröÿen werden dazu als Berehnungsvariablen c aufgefasst, und eine Veri�kation muss überdem vorgegebenen Arbeitsraum W durhgeführt werden. Daher werden die Weltkoordi-naten der Plattform als Veri�kationsvariablen v verwendet, und die Veri�kationsmenge
Xv ist der gegebene Arbeitsraum W. Durh die Maÿsynthese wurde bereits die Existenzmindestens einer Lösung bewiesen, jedoh ist es durhaus möglih, dass tehnish besse-re Varianten existieren. Durh eine einfahe Zielfunktion kann dann der optimale Wertfür die tehnologishen Parameter bestimmt werden. Wie im folgenden Abshnitt gezeigtwird, ist diese Vertaushung der Rollen der einzelnen Parameter durh eine geeigneteGestaltung des Programmgerüsts ohne weiteren Aufwand möglih.5.5 Implementierung eines objektorientiertenProgrammgerüstsDie Verfahren zur Arbeitsraumberehnung und Maÿsynthese wurden als CSP formuliert,so dass dieselben Bindungsgleihungen für sehr untershiedlihe Aufgaben verwendet wer-den können. Daher wird in diesem Abshnitt eine Implementierung betrahtet, bei derdie Gleihungen nur einmal aufgestellt und eingegeben werden müssen. Danah stehendie Bindungen für jede der betrahteten Berehnungen zur Verfügung. Damit gelingt dieselten realisierte Verzahnung von Analyse und Synthese innerhalb einer Methode und dergesamte Entwiklungsprozess wird vereinheitliht. Zunähst kann eine vorläu�ge Analysevon speziellen vorgegebenen Mashinen durhgeführt werden. Dabei wird der Arbeitsraumberehnet, in dem alle betrahteten Eigenshaften erfüllt sind. Der Entwurf von Mashinenmit gegebenen Eigenshaften lässt sih nahtlos anshlieÿen, da durh die Beshreibung alsBindungen Φ die Rollen2 von geometrishen Parametern und Weltkoordinaten vertaushtwerden können. Bei der Maÿsynthese werden damit alle Varianten der Mashine ermit-telt, die garantiert die geforderten Eigenshaften im Arbeitsraum besitzen. Der besondereVorteil besteht darin, dass die Bindungsgleihungen dazu niht neu programmiert werdenmüssen. Da die Maÿsynthese ein Teil des vorgestellten Verfahrens zur globalen Optimie-2Die Rolle einer Variablen beshreibt deren Funktion bei dem jeweiligen Problem. Die Rolle einerVariablen kann Berehnungsvariable, Veri�kationsvariable oder Konstante sein.



KAPITEL 5. MAßSYNTHESE 109rung mit Nebenbedingungen ist, können die Bindungen auh bei der Optimierung wei-terverwendet werden. Den letzten Shritt im Entwurfsprozess bildet die Bestimmung dertehnologishen Parameter. Dies wird ebenfalls als CSP behandelt, indem auh hier dieRollen der Variablen vertausht werden. Nahdem die optimale Geometrie ermittelt unddie Eigenshaften vorgegeben wurden, können die tehnologishen Parameter als unbe-kannt betrahtet werden, während Geometrie und Arbeitsraum vorgeben sind. Auh hierkann auf die bereits zur Analyse erarbeiteten Bindungen zurükgegri�en werden.Damit der CSP-Löser mit dieser Flexibilität für Analyse und Synthese von PKM einge-setzt werden kann, wird ein Programmgerüst (Framework) benötigt, das die folgendenEigenshaften haben sollte:
• Die Implementierung der Bindungen kann verwendet werden zur� Veri�kation des Arbeitsraums (Abshnitt 4.2.2),� Berehnung des Arbeitsraums (Abshnitt 4.2.3),� Maÿsynthese (Abshnitt 5.2),� Optimierung (Abshnitt 5.3),� Synthese der tehnologishen Parameter (Abshnitt 5.4).
• Das Programmgerüst kann um neue Intervallalgorithmen erweitert werden.
• Die Bindungen sind voneinander unabhängig, so dass sih vershiedene Bindungenkombinieren lassen.
• Neue Bindungen können auh nahträglih hinzufügt werden, ohne dass bestehendeBindungen überarbeitet werden müssen.
• Die Bindungsgleihungen für vershiedene Kriterien sind in einer Bibliothek organi-siert und können anwendungsspezi�sh zur Berüksihtigung der jeweils relevantenEigenshaften kombiniert werden.
• Die Kon�guration kann unabhängig von den Bindungen eingestellt werden (z. B.über eine Kon�gurationsdatei).Um diese Anforderungen zu erfüllen, wird im Folgenden eine Aufteilung in Klassen vor-geshlagen.5.5.1 Objektorientierte AnalyseFür das Programmgerüst wird durh die objektorientierte Analyse das Gesamtsystem CSPin Klassen aufgeteilt, die miteinander kommunizieren. Diese Klassen besitzen abstrakteShnittstellen, die die prinzipiellen Kommunikationswege des Programmgerüsts beshrei-ben. Durh geeignete virtuelle Methoden der Klassen wird eine e�ektive Kapselung derindividuellen Eigenshaften ermögliht, die zu modularen und wiederverwendbaren Pro-grammbausteinen führt.Der prinzipielle Aufbau des Programmgerüsts ist in Abbildung 5.3 skizziert. Die KlasseCSP-Löser repräsentiert die vershiedenen Algorithmen, die in diesem und dem voran-gegangenen Kapitel vorgestellt wurden. Zur Kommunikation mit dem Programmgerüstwird eine Methode auswerten vereinbart, die das System Φ berehnet und die Bewertung



110 5.5. OBJEKTORIENTIERTES PROGRAMMGERÜST
PSfrag replaements

b̂ =




b̂1
b̂2
. . .

b̂n




x̂

ŷ
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Abbildung 5.3: Aufbau des modularen Programmgerüsts für einen CSP-Löser
des Systems zurükliefert. Die Klasse für die Bindungsabstraktion enthält die eigent-lihe Beshreibung des Systems der Bindungsgleihungen Φ. Die Bindungsabstraktionenthält als wihtigste Komponenten eine Liste der Bindungen und eine dynamishe zu-weisbare Zuordnungstabelle. Die Bindungen entsprehen den in Abshnitt 4.4 und 5.2.1beshriebenen Ungleihungen und alle in den Bindungen enthaltenden Variablen werdenmit den Symbolen der Symboldatenbank gekoppelt. Die Zuordnungstabelle verknüpftfür das jeweilige Problem die Box b̂T = [ĉT, v̂T] bestehend aus den Berehnungsvariablen ĉund den Veri�kationsvariablen v̂ mit der Symboldatenbank. Die Auswertung des Systems
Φ geshieht daher in zwei Shritten. Zunähst werden mithilfe der Zuordnungstabelle dieaktuellen Werte der Box b̂ der Symboldatenbank zugewiesen. Der zweite Shritt bestehtdarin, die Bindungen zu berehnen.Die Symboldatenbank enthält Speiher für jede Variable, die in den Bindungen vorkommt.Daher kann die Symboldatenbank als shlihter Vektor ŝ ∈ IIns interpretiert werden, wobei
ns die Anzahl der Variablen ist. Bei einer variablen Anzahl von Gleihungen wird dadurhsihergestellt, dass alle Symbole genau einmal gespeihert werden. Die zentrale Speihe-rung der Variablen ist nötig, um zu gewährleisten, dass die in mehr als einer Gleihungauftretenden Variablen überall den gleihen Wert haben. Die Minimierung des Bedarfsan Arbeitsspeiher spielt bei dieser Maÿnahme keine Rolle. Durh die Symboldatenbankwerden die aktuellen Werte implizit in die Gleihungen eingesetzt und müssen niht beimFunktionsaufruf als Parameter übergeben werden. Dies hat den Vorteil, dass bei der Im-plementierung der Gleihung niht festgelegt werden muss, welhe Rollen die Variablenspielen. Es ist daher möglih, über die Zuordnungstabelle erst zur Laufzeit auszuwäh-len, welhe Variablen als Konstanten, Veri�kations- oder Berehnungsvariablen fungieren.Weiterhin müssen die Werte der Box b̂ pro Auswertung von Φ nur einmal in die Datenbank



KAPITEL 5. MAßSYNTHESE 111kopiert werden. Dies ist sehr e�zient, da komplexe Probleme viele Bindungen enthaltenund die Box b̂ wenige Komponenten besitzt.Den Symbolen werden zur Identi�kation eindeutige Namen zugeordnet, die beim Aufbauder Zuordnungstabelle verwendet werden, um die Rolle der einzelnen Symbole festzu-legen. Durh die dynamish anpassbare Zuordnungstabelle wird die Rolle eines speziellenSymbols als Konstante, Berehnungs- oder Veri�kationsvariable festgelegt.Die einfahe Klasse Bindung besitzt nur eine Funktion zur Auswertung der Vektorfunk-tion Φ(i) : IIns → IIni, wobei ni die Anzahl der Funktionen in der Bindung ist. Bei derInitialisierung werden die für diese Bindung benötigten Variablen mit den Variablen in derSymboldatenbank verknüpft.3 Damit kann sih eine a priori niht bekannte Anzahl vonBindungen die gleihen Variablen in der Datenbank teilen. Gleihzeitig müssen die Wertefür die Variablen niht bei der Auswertung übergeben werden. Stattdessen verwendet dieBindung ohne zusätzlihen Aufwand die aktuellen Werte aus der Symboldatenbank. DieAuswertung der Bindung kann also ohne Parameter aufgerufen werden und liefert nur dieWerte der Bindungsgleihungen zurük.Die Zielfunktion der Optimierung kann als spezielle skalare Bindungsgleihung betrahtetwerden. Die Verknüpfung mit der Symboldatenbank geshieht auf die gleihe Weise wiebei den Bindungen.Die Bindungsabstraktion repräsentiert für den CSP-Löser das System der Ungleihun-gen Φ und, sofern erforderlih, die Zielfunktion f . Die wihtigste Aufgabe der Klassebesteht darin, die vom CSP-Löser übergebene Box b̂ speziell für die aktuelle Aufgabe aufdie Symboldatenbank abzubilden. Dies geshieht durh die Zuordnungstabelle, welhedie Komponenten der Box b in die Symboldatenbank überträgt.4 Im direkten Anshlussdaran werden die Bindungsgleihungen naheinander ausgewertet.Die Zuordnungstabelle kann aus einer Kon�gurationsdatei erstellt werden, da die Sym-bole anhand ihrer Namen identi�ziert werden können. Damit wird es möglih, die ver-shiedenen Aufgaben Veri�kation eines gegebenen Arbeitsraums, Berehnung des Arbeits-raums, Maÿsynthese und Optimierung mit der gleihen Implementierung der Bindungenzu behandeln. Dazu werden jeweils die vom CSP-Löser gesuhten Variablen mit demVektor b̂T = [ĉT, v̂T] verknüpft, während für die übrigen Variablen konstante Werte an-genommen werden, die am Anfang der Berehnung in die Symboldatenbank geshriebenwerden. Die Anzahl der Bindungen sowie deren Abhängigkeiten können als Detail vordem CSP-Löser verborgen werden.Die Bindungsabstraktion bewertet die Ergebnisse der Auswertung von Φ, d. h. die vonden Bindungen zurükgelieferten numerishen Werte werden in die logishen Bewertungengültig, ungültig und unsiher übersetzt.In den vorangegangenen Abshnitten wurden die Algorithmen
• Verifizieren,
• Berehnen,3In der Implementierung in C++ wird dies durh Referenzen realisiert [125℄. Referenzen sind ver-gleihbar mit Zeigern, verhalten sih aber wie normale Variablen. Beim Anlegen einer Referenz wird einerbestehenden Speiherstelle in der Symboldatenbank lokal in der Bindung ein neuer Name zugeordnet.4In der Implementierung in C++ wird die Zuordnungstabelle durh ein Feld von Zeigern abgebildet.Anhand der Indizes dieses Felds können die Komponenten von b den entsprehenden Variablen in derSymboldatenbank zugewiesen werden.
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• hybrider CSP-Löser,
• Paralleler CSP-Löser,
• Globaler Optimierer,
• Globaler Optimierer mit Nebenbedingungen,beshrieben, die als Ableitungen der Klasse CSP-Löser eingesetzt werden. Für die Im-plementierung lassen sih die Algorithmen Verifizieren und Berehnen als Spezialfäl-le des hybriden CSP-Lösers integrieren. Der Algorithmus Berehnen wird durh denhybriden CSP-Löser emuliert, wenn keine Veri�kationsvariablen v zugewiesen werdenund der hybride CSP-Löser verhält sih wie der Algorithmus Verifizieren, wenn kei-ne Berehnungsvariablen c verwendet werden. In ähnliher Weise wird die globale Opti-mierung ohne Nebenbedingungen als Spezialfall der Optimierung mit Nebenbedingungenbetrahtet.Die Algorithmen lassen sih mit der Bindungsabstraktion koppeln, ohne dass der Al-gorithmus zusätzlih Informationen über die Bindungen brauht. Die Auswertung von

Φ für eine Box b̂ wird von der Bindungsabstraktion übernommen. Als Resultat erhältder CSP-Löser eine logishe Bewertung der Box, denn für den Algorithmus sind die nu-merishen Werte der Bindungen irrelevant. Die Aufgabe des CSP-Löser besteht darin,die Listen LT, LS, LF und LI zu verwalten. Diese werden als verkettete Listen organi-siert, so dass das Hinzufügen und Entfernen der Boxen bei beliebig langen Listen e�zientdurhgeführt werden kann. Die maximale Anzahl der Boxen in den Listen hängt nur vomverfügbaren Arbeitsspeiher ab.5.5.2 Übersiht über möglihe Kon�gurationenEin Vorteil des modularen Aufbaus besteht in der Möglihkeit, die Zuordnungstabelleder Symbole und die verwendeten Bindungen beliebig auszuwählen. In Tabelle 5.3 sindvershiedene Szenarien zusammengefasst, die in dieser Arbeit diskutiert werden. Dabeibezeihnet g die geometrishen und t die tehnologishen Parameter. Die Weltkoordina-ten der Plattform setzten sih aus yT = [xT, θT] zusammen, wobei x die translatorishenWeltkoordinaten und θ die Orientierungen beshreiben. Alle diese Aufgaben können mitdem hybriden CSP-Löser bearbeitet werden, wobei den Variablen x, θ, g, t in jedem Szena-rio untershiedlihe Rollen zugewiesen werden. Dazu wird die Zuordnungstabelle dyna-mish zur Laufzeit des Programms aus einer Kon�gurationsdatei erstellt. Es müssen dahernur die folgenden Informationen festgelegt beziehungsweise aus einer Liste von Optionenausgewählt werden:Tabelle 5.3: Vershiedene Zuordnungstabellen für den hybriden CSP-LöserAufgabe c v konst.Veri�kation des Arbeitsraums ∅ x, θ g, tBerehnung des translatorishen Arbeitsraums x ∅ θ, g, tBerehnung des Gesamtorientierungsarbeitsraums x θ g, tMaÿsynthese für gegebene Arbeitsraum WGO g x, θ tSynthese tehnologisher Parameter t x, θ g
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• verwendete Bindungen,
• Berehnungsvariablen c und deren Suhraum Xs,
• Veri�kationsvariablen v und die Veri�kationsmenge Xv,
• Werte der Konstanten,
• Genauigkeit εv, εc.Für den Suhraum Xs wird in der Regel eine hinreihend groÿe Box verwendet, d. h. eswerden Intervalle für jede Komponente der Berehnungsvariablen c vorgegeben.5.6 ErgebnisseDie �exible Verwendung des CSP-Lösers und globalen Optimierers wird anhand der Maÿ-synthese und Optimierung der Mashinen SSM und Linapod demonstriert. Bei der Maÿ-synthese und Optimierung für SSM bzw. Linapod kommen die gleihen Bindungen zumEinsatz, die bereits im Kapitel 4 für die Berehnung des Arbeitsraums verwendet wurden.5.6.1 Maÿsynthese und Optimierung einer Gough-PlattformAls Beispiel für die Maÿsynthese beim SSM werden die folgenden Anforderungen be-trahtet: Der Arbeitsraum soll ein Quader mit 200mm Kantenlänge sein, wobei diePlattform in alle Rihtungen 5.7◦ gedreht5 werden kann; für die Veri�kationsvariablen

v = [x, y, z, ϕ, θ, ψ]T wird also die Veri�kationsmenge
Xv = {x ∈ [−0.1, 0.1], y ∈ [−0.1, 0.1], z ∈ [0.0, 0.2],

ϕ ∈ [−0.1, 0.1], θ ∈ [−0.1, 0.1], ψ ∈ [−0.1, 0.1]}angenommen, wobei die Längen x, y, z in Meter und die Winkel ϕ, θ, ψ in Radiant ge-messen sind. Gesuht sind die Berehnungsvariablen c = [rp, rb,∆αp,∆αb]
T. Die Lösungs-menge ist also ein 4-dimensionaler Parameterraum, für den es keine triviale Visualisierunggibt. Der CSP-Löser ermittelt für die Lösungsmenge eine Approximation mit 214547 Bo-xen, die 7.2% des gesamten ursprünglihen Suhraums einnehmen. Die Rehenzeit fürdieses Ergebnis beträgt ∼27 h auf einem einzelnen Rehner.Die Lösungsmenge der Maÿsynthese kann direkt als Suhraum für die freie globale Opti-mierung verwendet werden, da durh die Maÿsynthese bereits sihergestellt wurde, dass5In alle Rihtungen bedeutet, dass alle Orientierungen erreiht werden können, die durh die Kar-dan-Winkel ϕ, θ, ψ im angegebenen Winkelbereih [-0.1,0.1℄ rad generiert werden. Diese Beshreibungwurde der Einfahheit halber ausgewählt, da sie sih durh eine einzige Box beshreiben lässt und da sienäherungsweise einer Rotation von 5.7◦ um eine beliebige Ahse entspriht. Das Verfahren kann genausoauf komplexere Beshreibungen von Xv und andere Parametrisierungen der Rotation angewendet werden.Tabelle 5.4: Optimale Parameter des SSM für einen Gesamtorientierungsarbeitsraum von

200 × 200 × 200 mmParameter: rp [m℄ rb [m℄ ∆αb [rad℄ ∆αp [rad℄ ∆z [m℄0.38125 0.278125 0.78125 0.625 0.753125



114 5.6. ERGEBNISSEalle gestellten Anforderungen erfüllt wurden. Als Beispiel für die Zielfunktion wird imFolgenden das Volumen der Mashine und der Abstand zwishen den plattformseitigenAnlenkpunkten verwendet. Damit ergibt sih die Zielfunktion zu
f(rp, rb,∆αb,∆αp,∆z) = r2

p + ∆z r2
b + (∆αp − 1)2 + (∆αb − 1)2 . (5.16)Mit dieser Zielfunktion und der Lösungsmenge der Maÿsynthese ergeben sih für die opti-malen geometrishen Parameter die Werte in Tabelle 5.4. Die Rehenzeit auf einem Pen-tium IV mit 3.2GHz beträgt 56min. Durhshnittlih werden dabei 57500 Auswertungender Bindungen pro Sekunde durhgeführt. Dies belegt die hohe E�zienz der Implemen-tierung. Durh eine Kombination von Maÿsynthese und Optimierung kann auh hier dieRehenzeit signi�kant reduziert werden.Nahdem die optimale Geometrie für die spezi�zierte Aufgabe des SSM gefunden wurde,stellt sih die Frage, ob die maximal möglihen Werte für tehnologishe Parameter tat-sählih ausgenutzt werden. Daher werden nun die tehnologishen Parameter als gesuhteParameter c angenommen, während die oben ermittelte optimale Geometrie verwendetwird. Anhand des hybriden CSP-Lösers wird über dem ganzen Arbeitsraum geprüft,welhe tehnologishen Parameter zu gültigen Varianten der Mashine führen. Die Veri�-kationsvariablen werden daher wie bei der Maÿsynthese zu v = [x, y, z, ϕ, θ, ψ]T und fürdie Veri�kationsmenge wird der vorgegebene Arbeitsraum WGO als

Xv = {x ∈ [−0.1, 0.1], y ∈ [−0.1, 0.1], z ∈ [0.0, 0.2],

ϕ ∈ [−0.1, 0.1], θ ∈ [−0.1, 0.1], ψ ∈ [−0.1, 0.1]}verwendet. Zunähst wird der maximal nötige Shwenkwinkel für die Gelenke an derBasis des SSM berehnet. Dazu wird c = [β] gesetzt und der Suhraum wird zu Xs =
{β ∈ [0, βmax]} gewählt, wobei für βmax = 45◦ angenommen wird. Der erforderlihe Wertfür den Shwenkwinkel ergibt β = 21.56◦.In ähnliher Weise können die tatsählih benötigten Hübe der Aktuatoren bestimmtwerden. Dazu werden die minimale Länge des Aktuators smin und die maximale Länge
smax als Berehnungsvariablen gewählt c = [smin, smax]T. Die Veri�kationsvariablen werdenwie im vorigen Beispiel verwendet. Es stellt sih heraus, dass der Hub der Shubgelenkevon [1, 2] m auf [0.684, 1.046] m reduziert werden kann.5.6.2 Maÿsynthese und Optimierung des LinapodIm folgenden Abshnitten wird die Maÿsynthese sowie die Optimierung für die PKM Li-napod betrahtet. Sofern niht anders angegeben, besitzen alle Parameter den nominellenWert nah Tabelle 2.4 (Seite 29).Für dieses Beispiel werden die folgenden Anforderungen an die Mashine gestellt. DerArbeitsraum in der xy-Ebene soll mindestens eine Gröÿe von 600×600 mm besitzen, wobeiein Shwenken der Plattform von 30◦ in jede beliebige Rihtung möglih ist. Weiterhinwird die Manipulierbarkeit durh ein maximales Übersetzungsverhältnis von jmax = 4begrenzt. Die Genauigkeit für diese Berehnung beträgt ε = 0.05.Gesuht werden die Längen der oberen und unteren Beine lu, ll sowie der Radius des Ma-shinenrahmens rb. Der Vektor der Berehnungsvariablen ergibt sih also zu c = [lu, ll, rb]

T.Wird nur der erreihbare Arbeitsraum ohne weitere Anforderungen betrahtet, ergibt sih
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a) ohne Begrenzung der Manipulierbar-keit b) mit einem maximalen Übersetzungs-verhältnis von jmax = 4Abbildung 5.4: Zulässige Varianten der PKM Linapod für einen vorgegebenen Arbeits-raum von 600 × 600 mm bei einem maximalen Shwenkwinkel von ϕmax = 30◦ für dieParameter ll, lu, rb.die in Abbildung 5.4a dargestellte Lösungsmenge. In Abbildung 5.4b wurde zusätzlih dieManipulierbarkeit des Systems durh einen maximalen Wert von jmax = 4 begrenzt. DerVergleih der Diagramme in Abbildung 5.4 zeigt deutlih, dass die Manipulierbarkeit einengroÿen Ein�uss auf die möglihen Lösungen der Maÿsynthese hat.Die Ergebnisse der Maÿsynthese können dann als Suhraum des globalen Optimierersverwendet werden. Die Zielfunktion wurde so gewählt, dass die Abmessungen der Mashineminimiert werden. Wird unterstellt, dass der Rahmen der Mashine die Gestalt einesZylinders hat, ergibt sih das Volumen zu

f(g) = f(ll, rb) = πllr
2
b . (5.17)Mit dieser Zielfunktion wurden die in Tabelle 5.5 angegebenen Parameter für die opti-male Geometrie ermittelt. Für die praktishe Realisierung der Mashine ist es durhausnützlih, ein Intervall für die optimalen Parameter zu kennen, denn jede Variante ausdiesem Intervall verfügt über die geforderten Eigenshaften. Wenn für die nominellen Pa-rameter der optimalen Mashine der Mittelpunkt dieser Intervalle gewählt wird und dieToleranz kleiner als die halbe Intervallbreite vorgegeben wird, dann erfüllt die Mashineselbst unter Fertigungsfehlern garantiert alle geforderten Eigenshaften.Tabelle 5.5: Geometrishe Parameter der optimalen Variante des Linapod für einen Ar-beitsraum von 600 × 600 mm und einen Shwenkwinkel der Plattform von ϕmax = 30◦Parameter Wertebereih [m] Beshreibung

ll [2.39844, 2.46875] Länge der unteren Beine
lu [2.45117, 2.45996] Länge der oberen Beine
rb [2.0293, 2.04688] Radius des Mashinenrahmens



116 5.6. ERGEBNISSEDie Rehenzeit für die Lösung des CSP beträgt etwa 45min während die integrierte Im-plementierung des globale Optimierer mit Nebenbedingungen die Lösung bereits nah2min ermitteln kann. Dies belegt, wie groÿ das Potential zur E�zienzsteigerung durhKombination des CSP-Lösers und des globalen Optimierers ist.
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Kapitel 6Zusammenfassung und AusblikIn dieser Arbeit werden Methoden zur Analyse, Synthese und Optimierung von Werk-zeugmashinen mit Parallelkinematik untersuht. Für die exakte lokale Analyse wird diekinetostatishe Methode verwendet. Ein modularer Baukasten ermögliht die Modellie-rung der Kinematik und Dynamik einer groÿen Klasse räumliher PKM mit sehs Frei-heitsgraden. Die Mashine wird dazu in die drei intelligenten Module Plattform, Rahmenund Beine zerlegt. Durh eine Parametrisierung der einzelnen Module kann eine groÿeAnzahl vershiedener PKM aus dem Baukasten zusammengestellt werden. Der Zusam-menbau zum Gesamtsystem für die direkte und inverse Kinematik erfolgt automatish,und es entsteht ein generishes Modell. Anhand dieses Modells lässt sih die Mashinemit allgemeinen Verfahren untersuhen.Für die Analyse des kinetostatishen Modells wird ein neuer Algorithmus vorgestellt, derdurh die Berehnung von Shnittkräften das Modell bezüglih der Geometrie vollständiglinearisiert. Der Algorithmus ermögliht auh die Linearisierung bezüglih einiger Parame-ter, die zur Vereinfahung in die Bindungsgleihungen idealisiert wurden. Beispielsweisekann mit der vorgestellten Methode der Abstand der Ahsen in einem Kardangelenk un-tersuht werden. Das Modell muss für die Linearisierung niht um zusätzlihe Elementeerweitert werden. Der Algorithmus ist niht spezi�sh für die kinetostatishe Methode,sondern kann mit jedem Verfahren angewendet werden, das eine Ermittlung der Shnitt-kräfte ermögliht. Die Komplexität des Algorithmus ist linear in der Anzahl der betrah-teten Körper und Gelenke.Das linearisierte Modell wird verwendet, um die Emp�ndlihkeit der PKM bezüglihFertigungs- und Montagefehlern zu untersuhen. Weiterhin wird die linearisierte Formbenutzt, um die Stei�gkeit der Mashine zu ermitteln. Dabei können lineare Elastizitä-ten in allen Bauteilen berüksihtigt werden. Anhand von Beispielen wird demonstriert,dass PKM eine systeminhärente Emp�ndlihkeit gegenüber geometrishen Fehlern besit-zen. Die Ursahe dafür liegt in der groÿen Anzahl verwendeter Bauteile, aus denen vielemöglihe Fehlerquellen resultieren können. Eine wihtige Anwendung des linearisiertenModells ist daher die Kalibrierung von PKM.Die kinetostatishe Methode erlaubt eine präzise Analyse der Eigenshaften an endlihvielen diskreten Punkten im Arbeitsraum einer PKM. Für die Berehnung des Arbeits-raums und die Maÿsynthese von PKM ist es jedoh wihtig, dass die Eigenshaften an allenPunkten des Arbeitsraums mit einem veri�zierten Verfahren bewertet werden. Durh dieFormulierung der Eigenshaften einer PKM als Constraint Satisfation Problem (CSP)



118wird ein neuer Ansatz aufgezeigt, mit dem der ganze Entwiklungsprozess von PKMerfasst werden kann. Der Algorithmus zur Lösung des CSP basiert auf der Intervallana-lyse und ist daher numerish sehr robust. Die Gültigkeit der berehneten Eigenshaftenbeshränkt sih niht auf ein Gitter diskretisierter Punkte. Die Untersuhung mit der In-tervallanalyse beweist, dass die Eigenshaften an jedem Punkt des Arbeitsraums gültigsind. Mögliherweise auftretende Rundungsfehler werden berüksihtigt und siher abge-shätzt. Eine Implementierung für parallele Computer erlaubt auh bei groÿen Problemeneine akzeptable Laufzeit und ist für die kommende Generation von Computern mit vielenProzessorkernen prädestiniert.Die Formulierung als CSP wird verwendet, um den Arbeitsraum von PKM zu berehnen.Die vorgeshlagenen Kriterien erlauben die Überprüfung auf kinematishe Erreihbarkeit,Freiheit von Singularitäten und Autokollisionen. Es wird veri�ziert, ob die Begrenzungensowohl der aktiven als auh der passiven Gelenke eingehalten werden und ob eine gege-bene Shranke für die Übersetzungsverhältnisse niht übershritten wird. Die Methodenwerden auf die Berehnung des translatorishen Arbeitsraums sowie des Gesamtorien-tierungsarbeitsraums angewendet. Die Beispiele belegen die praktishe Verwendbarkeitfür relevante räumlihe PKM, und die berehneten Arbeitsräume stimmen mit anderenStudien überein.Durh eine konsequente Weiterentwiklung der Arbeitsraumberehnung wird die Maÿ-synthese für PKM als CSP formuliert. Dabei werden die Bindungen zur Berehnung desArbeitsraums ohne Modi�kation für die Synthese und Optimierung weiterverwendet. DerFluss der Berehnung von gegebener Geometrie zum gesuhten Arbeitsraum wird voll-ständig umgekehrt, so dass alle gültigen Varianten der Geometrie einer PKM bestimmtwerden, die über einen vorgegebenen Arbeitsraum verfügen. Es kann also ohne zusätzli-hen Aufwand von der Arbeitsraumberehnung zur Maÿsynthese übergegangen werden,wobei sämtlihe bei der Analyse betrahteten Eigenshaften für die Synthese berük-sihtigt werden. Damit gelingt die selten realisierte Verknüpfung der Analyse mit derMaÿsynthese und folglih der Entwurf von PKM für vorgegebene Eigenshaften.Für den optimalen Entwurf wird der Shwerpunkt auf die Erfüllung gegebener Eigen-shaften gelegt. Dies stellt gegenüber der verbreiteten Maximierung der Eigenshaftenvon PKM einen Paradigmenwehsel dar. Als Zielfunktion tritt daher eine Bewertung derKosten oder der äuÿeren Abmaÿe an die Stelle einer gewihteten Summe von Gütekri-terien. Ein wihtiges Ergebnis dieser Arbeit ist ein neuer Algorithmus, der das für dieMaÿsynthese verwendete CSP als Nebenbedingung für einen Intervall-Algorithmus zurglobalen Optimierung verwendet und damit unter den gültigen Varianten die optimaleMashine auswählt. Die Intervallanalyse garantiert, das globale Optimum im Suhraumzu �nden. Gleihzeitig werden veri�zierte Shranken für die Designparameter ermittelt,die dieses Optimum enthalten.Als wihtigstes Ergebnis dieser Arbeit wird ein Programmgerüst vorgestellt, das alle CSP-Löser umfasst und sih gleihermaÿen für die Analyse, Synthese und Optimierung vonPKM eignet. Damit gelingt es, eine neue Verbindung zwishen Analyse und Synthese zusha�en und beide Methoden synergetish in einem methodishen Rahmen zu verbinden.Einem Konstrukteur steht damit ein integriertes Werkzeug zur Verfügung, das den gesam-ten Entwiklungsprozess neuer Mashinen unterstützt. Beginnend von einer vorläu�genBerehnung des Arbeitsraums, über eine verfeinerte Betrahtung der Eigenshaften bis hinzur Maÿsynthese und Optimierung werden alle Shritte abgedekt. Der modulare Aufbau



KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 119erlaubt es, die für die Analyse erstellten Bindungen für die Synthese wiederzuverwendenund nahträglih weitere Anforderungen zu ergänzen. Die Implementierung mit der In-tervallanalyse ersetzt die üblihe Diskretisierung des Arbeitsraums und bietet stattdessenein veri�ziertes Verfahren, das die Erfüllung der Anforderungen an jedem Punkt des Ar-beitsraums garantiert. Eine ähnlihe Methode kommt bei der globalen Optimierung zumEinsatz, so dass garantiert das globale Optimum gefunden wird.In zukünftigen Forshungsarbeiten sollten Erweiterungen am CSP-Löser vorgenommenwerden. Hierzu existieren vershiedene Verfahren in der Theorie der globalen Optimie-rung mit der Intervallanalyse, die noh niht auf PKM angewendet wurden. Zur Redu-zierung der Rehenzeit sollte untersuht werden, wie durh den Algorithmus geeigneteHeuristiken automatish ausgewählt werden können. Weiterhin sollte untersuht werden,wie sih Computeralgebra und Intervallanalyse enger verzahnen lassen, so dass das Auf-stellen der Bindungen stärker automatisiert wird. Mit einer verbesserten Aufbereitungder Bindungen könnten auh weitere Eigenshaften analysiert und synthetisiert werden.Beispielsweise wäre eine Vorgabe des dynamishen Verhaltens von praktishem Interesse.Die hier für PKM entwikelten Werkzeuge können auh beim Entwurf von anderen Me-hanismen hilfreih sein. Für Seilroboter konnten bereits Bindungen zur Berehnung desArbeitsraums formuliert werden. Daher sollte erforsht werden, inwiefern sih die Teh-niken zur Analyse und Synthese bei dieser Art von Robotern anwenden lassen. Eine An-wendung der vorgestellten Methode zur Analyse und Maÿsynthese auf seriellen Roboternersheinen ebenfalls erfolgversprehend.Mit den monetären Kosten als Zielfunktion für die Optimierung lieÿe sih kundenspezi�shdie PKM entwerfen, die bei einem minimalen Preis alle gestellten tehnishen Anforderun-gen erfüllt. Daher sollten die Fertigungskosten von PKM für gegebene tehnologishe undgeometrishe Parameter untersuht werden. Dazu müssten die Herstellungs- und Monta-gekosten zusammengestellt und bewertet werden.
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