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Zusammenfassung

Wird ein makroskopisches System, das im thermodynamiscimees einen Phaseniibergang zwei-
ter Ordnung aufweist, in seiner raumlichen Ausdehnunghrés&t, so kann dies — wenn sich das
System am oder in der Umgebung seines kritischen Punktexlbefi— langreichweitige effekti-
ve Kréfte hervorrufen. Der Mechanismus, der der Entstettlieger Kréfte zugrunde liegt, wird
als thermodynamischer Casimir-Effekt bezeichnet, dess@erimenteller Nachweis erst Ende
der 1990er Jahre gelang. Bei seiner experimentellen Realig spielen Flussigkeiten und die
darin auftretenden Phasenubergange zweiter Ordnung éiidige Rolle, wie zum Beispiel der
Ubergang zur Suprafluiditat itHe und auch der flissig-gasfoérmig Ubergang in einfachen-Fliis
sigkeiten. Bereits in frilheren theoretischen Arbeitennterabei qualitativ gezeigt werden, dass
die in Flussigkeiten vorhandenen langreichweitigen van\Waals-Wechselwirkungen Auswir-
kungen auf den thermodynamischen Casimir-Effekt habeglea@h sie das fuhrende kritische
Verhalten des Systems nicht beeinflussen. Aus ihnen geldaglidd Korrekturen hervor, die je-
doch in Abhangigkeit von Parametern wie der Temperatur wuth @en Langenskalen, die die
raumliche Beschrankung des Systems charakterisiererinémegewissen Regime das Verhal-
ten der thermodynamischen Casimir-Kraft in flihrender @Qrdnbestimmen. Die qualitativen und
quantitativen Unterschiede, die sich daraus im VergleigtSgstemen mit rein kurzreichweiti-
gen Wechselwirkungen ergeben, werden in dieser Arbeitsuntat. Dazu werdeti-dimensionale
O(n)-symmetrische Modelle mif. x co?~! Filmgeometrie und periodischen Randbedingungen
betrachtet, und unter Beschrankung auf den Temperatichdsei und oberhalb der Ubergang-
stemperatufT” > T, ) die thermodynamische Casimir-Kraft und ihre flihrendenr&kiuren
hergeleitet. Zugrunde gelegt wird dabei eine isotroperkingweitige Wechselwirkung, die fur
grolRe Abstande asymptotisch proportional zur (“+2) abfallt, wobei der Wert des Parameters
auf das Intervall < o < 4 beschrénkt ist. Um den Limes — oo zu behandeln, wird ein hierzu
aquivalentes exakt ldsbares sphérisches Modell aufjastelunter Beschrénkung aRf< d < 4
Dimensionen exakte Ergebnisse fur die thermodynamiscker@aKraft und ihre fiihrenden Kor-
rekturen hergeleitet. Der Fall < oo, der in2 < d < 4 Dimensionen keine exakten Losungen
gestattet, wird mit Hilfe eines feldtheoretische¢h-Modells beschrieben. Die freie Energie dieses
Modells wird dabei im Rahmen der renormierungsgruppemssdrten Storungstheorie in Zwei-
schleifenordnung berechnet, und hieraus die thermodswmmiCasimir-Kraft und ihre fihrenden
Korrekturen abgeleitet.

Anhand beider Modelle wird heraus gestellt, dass die thdymamische Casimir-Kraft in An-
wesenheit der langreichweitigen Wechselwirkung im Tempebereichl” > T ., auf gro3en
Langenskalen durch einen algebraischen Abfall—(¢+9) gekennzeichnet ist, wéahrend sie im
rein kurzreichweitigen Fall auf der Skala der Korrelatilnge exponentiell abfallt. Ein Ver-
gleich der stérungstheoretischen Resultate fir den raioréighweitigen Fall mit Monte Carlo-
Ergebnissen fiur das dreidimensionale Ising- und XY-Moeggibt eine gute Ubereinstimmung.






Summary

The spatial confinement of critical and near-critical ordarameter fluctuations in a system un-
dergoing a second-order bulk phase transition may caugerange effective forces. This is the
so-called thermodynamic Casimir effect, which has beeifiedrexperimentally for the first time
at the end of the 1990ies. Experimentally relevant systermgich the occurrence of thermody-
namic Casimir forces can be observed, are critical fluidk ss¢He near the lambda transition and
simple fluids near their liquid-vapor critical points. Pieys theoretical studies have shown that
long-range van der Waals forces — being always present usflat do affect the thermodynamic
Casimir effect, although their presence does not alterghdihg critical behavior, i.e. they leave
the critical exponents unchanged. Instead they give risert@ctions which in a particular regime
of temperatures and values of other parameters, such axtdr@stic macroscopic length scales of
the spatial confinement, become dominant and thus detetiméntnermodynamic Casimir force
to leading order. Interactions of this kind are called saflieg long-range interactions. To study
how the behavior of the thermodynamic Casimir force changesitatively and quantitatively due
to the presence of such interactions — compared to systethgpwiely short-range interactions
— is the aim of this work.

Consideringi-dimensional models belonging to the universality clashe (n)-symmetrical
systems, the thermodynamic Casimir force and its leadingctions are derived for temperatures
at and above the transition temperat(ife> 7. ). The underlying pair potential is assumed to be
isotropic and long-ranged, decaying asymptotically propoal toz~(4+) for large separations
x, where the value of the parameteris restricted to the intervél < o < 4. By solving an
appropriate spherical model ih< d < 4 dimensions, which in the case of periodic boundary
conditions and translationally invariant pair potentiglgquivalent to thén — oo)-limit of the
O(n)-model, exact results for the thermodynamic Casimir fonee s leading corrections are
obtained. To study the case < oo, which in2 < d < 4 dimensions does not admit exact
solutions, a field-theoretical*-model is considered. Employing renormalization-grouprioved
perturbation theory id = 4— e bulk dimensions, the thermodynamic Casimir force and édileg
corrections are evaluated to two-loop order.

It is shown that both in the spherical model and in theé:)-symmetrical case with < oo
to two-loop order, the thermodynamic Casimir force in thesence of the long-range interaction
decays algebraically L—(?t9) at fixed temperaturé > T.,~ on sufficiently large length scales.
This behavior strongly contrast the case of purely shartygainteractions, in which the thermo-
dynamic Casimir force is known to decay exponentially ongbale of the correlation length.
The two-loop field-theoretical results for the purely shamge case are compared to Monte Carlo
results for the three-dimensional Ising and XY model, anthtbto be in good agreement.
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Einfuhrung und Grundlagen 1

1 EinfUhrung und Grundlagen

Zwischen makroskopischen Objekten kénnen verschiedegedihweitige Krafte auftreten, de-
ren Ursprung sich in den physikalischen Eigenschaftenedi€@bjekte begrindet. Hierzu zahit
beispielsweise die Gravitationskraft und die durch elslre Ladungen der Objekte hervorge-
rufene Coulomb-Kraft, und auch van der Waals-Kréfte, die spontanen Ladungsfluktuationen
innerhalb der Objekte hervorgehen. Effektive langreidtige Krafte konnen jedoch auch durch
die Fluktuationen eines Mediums oder Feldes, das diesek@hjengibt, hervorgerufen werden.
Ein wichtiges Beispiel hierflr ist der nach seinem Entde¢keB. G. Casimir benannte Casimir-
Effekt [|1], der seinen Ursprung in den Vakuumfluktuationes dlektromagnetischen Feldes hat.
Dieser Effekt, dessen experimenteller Nachweis mit hohemaBigkeit erst in jingster Zeit er-
bracht werden konntel[2—4], &uRBert sich in einer anziehenme langreichweitigen Kraft, der
sogenannten Casimir-Kraft, zwischen zwei im elektromégoeen Vakuum befindlichen plan-
parallelen und perfekt elektrisch leitfahigen Platten.

Weitere Beispiele fur Krafte, die durch Fluktuationen inigut werden und der Casimir-Kraft in
der Quantenelektrodynamik &hnlich sind, finden sich in dgisik der kritischen Phanomene. Die-
se Krafte werden durch Goldstone-Moden in Systemen mittapagebrochener kontinuierlicher
Symmetrie und auch durch thermische Fluktuationen anskhign Punkt eines Phasenlibergangs
zweiter Ordnung hervorgerufen [5-8]. Da Goldstone-Modessrlos sind, induzieren sie lang-
reichweitige Krafte. Dasselbe gilt fur thermische Flukiomen am kritischen Punkt eines Pha-
seniubergangs zweiter Ordnung, aufgrund der dort aufttete®ivergenz der Korrelationslange.
Dieser Effekt wird als thermodynamischer Casimir-Effekzéichnet, und ist erstmals Ende der
1990er Jahre im Rahmen von Messungen der Temperaturagkéitgier Dicke von suprafluiden
4He-Filmen in der Umgebung des Lambda-Ubergangs experat@achgewiesen worden [9]. Er
ist in makroskopischen Systemen zu beobachten, die eihemesoPhasenibergang aufweisen, in
ihrer raumlichen Ausdehnung jedoch durch Grenzflachenanidere in das System eingebrachte
makroskopische Objekte beschrankt sind — beispielsweisghdzwei im Abstand. befindliche
planparallele Platten, wie in Casimirs urspringlicher imung. Die freie Energie eines solchen
Systems, zum Beispiel einelsdimensionalem-Vektor-Magneten oder einer Flissigkeit, weist
eine explizite Abhangigkeit vom Plattenabstahduf. Diesel.-Abhangigkeit impliziert eine zwi-



2 Einfihrung und Grundlagen

schen den Platten wirkende Kraft, die sogenannte thernaodigche Casimir-Kraft. Befindet sich
das System an seinem kritischen Punkt, der in Abwesenimeis @ymmetriebrechenden dufReren
Feldes durch den kritischen Wert der Temperdtug, gekennzeichnet ist, so ist diese Kraft lang-
reichweitig und zerfallt algebraisch (d—1)Ac L~ auf groRen Langenskaldn Die sogenannte
Casimir-AmplitudeA [5] ist dabei eine universelle GréRRe. Sie ist unabh&ngigmdaoskopi-
schen Details des Systems, und wird lediglich durch dessdralg Eigenschaften festgelegt, wie
zum Beispiel der Universalitatsklasse des auftretendersdtiibergangs und Randbedingungen,
denen der Ordnungsparameter an den das System begrengpeidiachen unterliegt.

Abseits des kritischen Punktes jedoch, im Temperaturtiet€i > T ., ist die thermodyna-
mische Casimir-Kraft durch einen auf der Skala der Koriefeidange exponentiellen Zerfall ge-
kennzeichnet. Dies gilt jedoch nur, wenn im System keingrigichweitigen Wechselwirkungen
vorhanden sind. In Flussigkeiten, die bei der experimemeRealisierung des thermodynami-
schen Casimir-Effekts eine wichtige Rolle spieleni [10,, 141 dies jedoch nicht der Fall. Hier
treten langreichweitige Dispersionkréafte auf, die ihrersfung in spontanen Fluktuationen der
Ladungsdichte in den Atomen beziehungsweise MolekileRldssigkeit haben. Dazu zahlen die
nicht-retardierten und retardierten van der Waals-Wdelideingen [12] 13], deren Paarpotentia-
le, die als Wechselwirkungsenergie zweier Atome bezietwegse Molekule in der Flussigkeit
aufzufassen sind, in drei Dimensionen fiir groRe Abstandte filhrender Ordnung- % be-
ziehungsweise- 2~ 7 abfallen. Solche mit zunehmendem Abstand schnell abfigierangreich-
weitigen Krafte haben keinen Einfluss auf das fiihrendeskfigé Verhalten. Sie sind irrelevant
im Sinne der Renormierungsgruppentheorie, so dass aus likdiglich Korrekturen zum flhren-
den kritischen Verhalten hervorgehen (siehe z.B. [14ptZthrer Irrelevanz haben sie dennoch
Auswirkungen auf die thermodynamische Casimir-Kraft.dSaolche langreichweitigen Wech-
selwirkungen, deren Paarpotentiale fur grof3e Abstéandebedgsch in: abfallen, vorhanden, so
induzieren diese auch fernab des kritischen Punktes lahgreitige Korrelationen innerhalb des
Systems![15, 16]. Diese Korrelationen zerfallen im Grelhzfa— oo ebenfalls algebraisch im Ab-
standz, anstelle des im rein kurzreichweitigen Fall vorzufindendgponentiellen Zerfalls (siehe
z.B. |17,.18]). Ahnliche qualitative Unterschiede ergebah auch im Verhalten der thermodyna-
mischen Casimir-Kraft. Die van-der-Waals-artigen Wethiskungen flihren zu Beitragen in der
Casimir-Kraft, die auf grol3en Langenskalen algebraisch abfallen und zwar sowohl am Kriti-
schen Punkt als auch fernab davon. Diese Beitrage konkemri@it denen, die aus den kritischen
Fluktuationen am und in der Umgebung des kritischen Putidasrgehen, und dominieren diese
in hinreichend grof3em Abstand vom kritischen Punkt [142E9-Das Einsetzen dieses Regimes
hangt dabei vorl, der Temperatur und weiteren Parametern ab, wie zum BedgrieStarke der
van-der-Waals-artigen Wechselwirkung.

Diese Zusammenhange und die sich daraus ergebenden Kengeguflir das Verhalten der
thermodynamischen Casimir-Kraft sind bislang nicht gystesch untersucht worden. Dies ist
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das Ziel dieser Arbeit. Dabei erscheint es naheliegendHaemptaugenmerk auf Flissigkeiten zu
richten, die fur den thermodynamischen Casimir-Effektwdidl wichtigste Klasse von Systemen
darstellen. Das Verhalten einer einfachen Flissigkeiheem flissig-gasformig Phaseniibergang
wird durch einen einkomponentigen Ordnungsparameterhbieben, wahrend der Ordnungspa-
rameter des Ubergangs zur Suprafluiditathte zweikomponentig ist (siehe z.B. [10]). Statt sich
jedoch auf diese Falle zu beschranken, werden in dieseitAtlitmensionale Systeme mit im
Allgemeinenn-komponentigen Ordnungsparametern betrachtet, di®&uf-symmetrische Mo-
delle abgebildet werden kénnen. Zugrundegelegt werdeei dadirope langreichweitige Paarpo-
tentialev(?) (), die sich asymptotisch fiir groRe Abstande: |x| geman

v () ~ const.xz (@) (1.2)

T—00

verhalten, mit Werten des Parameteraus dem Interval < o < 4. Das Volumen der betrachte-
ten Systeme sei auf einen Film der Dickenit (d — 1)-dimensionaler QuerschnittsflacHe— oo
beschrankt, wobei entlang der Normalenrichtung zur Filenfiiche periodische Randbedingun-
gen angenommen werden.

Aufgrund der periodischen Randbedingungen gereichenndia dieser Arbeit betrachteten
O(n)-symmetrischen Modelle nicht zu einer realistischen Besbhng kritischer Flissigkeiten.
Im Rahmen von einfachen klassischen Flissigkeiten wirdsiigituss von Grenzflachen durch
symmetriebrechende Oberflachenfelder modelljexiéhrend das Verhalten des Ordnungspara-
meters an den Oberflachen suprafluitiée-Filme durch Dirichlet-Randbedingungen zu beschrei-
ben ist (siehe z.BL[10, 24, 125]). Dennoch sind diese Modddizu geeignet, die Auswirkungen
van-der-Waals-artiger Wechselwirkungen auf den thermadyschen Casimir-Effekt zu untersu-
chen, die sich auch in realen Flussigkeiten wiederfindeltesolEin Vorteil ist dabei, dass die
Behandlung periodischer Randbedingungen in der Regeigge mathematische Komplikatio-
nen mit sich bringt, als dies bei anderen Randbedingungen wter der Beriicksichtigung von
Oberflachenfeldern der Fall ist. Der Grenzfall— oo lasst sich dabei durch Betrachtung ei-
nesMeanSpharischen-Modells sogar exakt behandeln, da diesés ksdare Modell im Fall
translationsinvarianter Paarpotentiale und periodisétendbedingungen aquivalent zum Limes
n — oo desO(n)-symmetrischen Modells ist [25-28]. Fur diesen Grenzfatden in2 < d < 4
Dimensionen und unter Beschrankung auf den Temperatichefe> T, ., exakte Ergebnisse
fur die thermodynamische Casimir-Kraft angegeben, die athriicht-retardierter van der Waals-
Wechselwirkungen in drei Dimensiondr= ¢ = 3 sogar in geschlossen-analytischer Form darge-
stellt werden kdnnen. Darlberhinaus wird anhand der emdkigebnisse das Zustandekommen

INeben den durch Oberflachenfelder beschreibbaren kunaveiigen Wechselwirkungen, treten in realen Fliis-
sigkeiten zwischen den Atomen beziehungsweise Molekidgn-tlissigkeit und den Grenzflachen des Systems
auch langreichweitige Krafte auf. Hieraus resultiererdfzzlche irrelevante Korrekturen zur thermodynamischen
Casimir-Kraft (siehe z.BL[23]).
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logarithmischer Anomalien diskutiert, die im Fall+- ¢ = 6 bei den aus dem langreichweiti-
gen Anteil des Paarpotentials resultierenden Korrektaterthermodynamischen Casimir-Kraft
auftreten. Diese sind eine Besonderheit des Grenzialls oo und erstmals in Referenz_[14]
beobachtet worden.

Die exakten Resultate fir ddeanSpharische-Modell sind in vielerlei Hinsicht nitzlichuiz
einen sind exakt |6sbare Modelle in der Theorie der krigscRhdnomene bereits flr sich genom-
men interessante Studienobjekte. Zum anderen kénnen ldémdrder exakten L6sung gewonne-
nen Erkenntnisse auch hilfreich fir die Untersuchung ardeicht exakt I6sbarer Modelle im
Rahmen approximativer Verfahren sein. Ein solches Vegfafindet auch im Folgenden Anwen-
dung, um den Falh < oo zu behandeln. Dazu wird ein feldtheoretiscli¢sKontinuumsmodell
mit n-komponentigem Ordnungsparameterféldufgestellt, und die thermodynamische Casimir-
Kraft unter Beschrankung auf den Temperaturberdich T; ., im Rahmen der renormierungs-
gruppenverbesserten Stérungstheoriel is= 4 — ¢ Dimensionen in Zweischleifenordnung her-
geleitet. Dabei st63t man jedoch auf ein Problem, dessewiflusigen bereits in friheren feld-
theoretischen Arbeiten tber den thermodynamischen Cakiffeikt in Erscheinung getreten sind
[29,130]. Die konventionelle renormierungsgruppenveskes Storungstheorie bricht im Fall end-
licher Filmdicke L < oo oberhalb von Zweischleifenordnung am kritischen PufikeE T
aufgrund von Infrarotdivergenzen zusammen, und zwar immaan, wenn in Landau-Theorie
bei T' = T, » eine Nullmode auftritt. Dies ist der Fall bei periodischean@bedingungen und
den sogenannten speziellen Randbedingungen [31, 32] a@lerilachen des Films, und fuhrt
bereits in Zweischleifenordnung zu einem qualitativ fatst Verhalten der thermodynamischen
Casimir-Kraft in der Umgebung des kritischen Punkies: T, ...

Wie in einer Arbeit von Diehl, Griineberg und Shpotl[33] ggteldsst sich der Zusammen-
bruch der Stérungstheorie durch eine Umordnung vermelaigirder die Nullmode abgespalten,
und fur diese durch Ausintegration der tbrigen Moden eiffiekéfe Theorie aufgestellt wird.
Diese effektive Theorie wird fiir das langreichweitigé-Modell hergeleitet und in Zweischlei-
fenordnung ausgewertet. Mit den dabei erhaltenen Resnltdie gleichermalRen relevant fir den
thermodynamischen Casimir-Effekt@(n)-symmetrischen Systemen mit rein kurzreichweitigen
Wechselwirkungen sind, kdnnen im Hinblick auf das Verhraller thermodynamischen Casimir-
Kraft in der Umgebung des kritischen Punkies- T, ., deutliche Verbesserungen erzielt werden.

Die vorliegende Arbeit ist nun folgendermaf3en aufgebaunt:die thermodynamische Casimir-
Kraft im Grenzfalln — oo zu berechnen, wird in Kapitél 2 dadeanSpharische-Modell ein-
gefuhrt und seine exakte Losung fir eine langreichweitigechgelwirkung der Forn{{1.1) in
2 < d < 4 Dimensionen hergeleitet. Das daran anschlielende Kipitefasst sich mit dem all-
gemeinen Fall einea-komponentigen Ordnungsparameters. Dazu wird zundchsiesiignetes
langreichweitiges)*-Modell aufgestellt und die thermodynamische Casimirfkira Rahmen der
renormierungsgruppenverbesserten Stérungstheotie-id — ¢ Dimensionen unter Verwendung
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der in [38] vorgeschlagenen Umordnung in Zweischleifenardy berechnet. Die storungstheo-
retischen Resultate werden sowohl mit Monte Carlo-Sinariatiaten fur das dreidimensionale
Ising- und XY-Modell mit kurzreichweitigen Wechselwirkgen [34], als auch — im Rahmen der
Epsilon-Entwicklung ind = 4 — ¢ Dimensionen — mit den flir dasleanSpharische-Modell
erhaltenen exakten Ergebnissen verglichen. In den AniidAdge{A.2 sind die ausfuhrlichen Be-
rechnungen wichtiger, in dieser Arbeit auftretender Auskle und Funktionen zusammengestellt.
Die verbleibenden Abschnitte dieses ersten Kapitels widsieh jedoch zunéachst dem Casimir-
Effekt in der Quantenelektrodynamik sowie dem thermodyisaehen Casimir-Effekt und einigen
wesentlichen Grundlagen wie der Definition der thermodyieehen Casimir-Kraft, die auch im
weiteren Verlauf dieser Arbeit von Bedeutung sind. Zuvdtesojedoch einige in dieser Arbeit
gebrauchliche Notationen eingefuihrt werden. Dies sindggimbole~ und~, die im Zusammen-
hang mit der Diskussion des asymptotischen Verhaltensemattischer Ausdriicke in gewissen
Limiten auftreten und zur Kennzeichnuagymptotischer Gleichheliteziehungsweisasymptoti-
scher Proportionalitatverwendet werden. Dabei gelte fur zwei Funktiornfém) und g(z) im Fall
asymptotischer Gleichheit im Limas— x,

~ im L&) _
und im Fall asymptotischer Proportionalitat,
f(x) ~ gx) < lim fz) = const. (1.3)
T—T0 T—T0 g(;g)

Ferner stehe das Symhelflr Proportionalitéat, und es gelte somit

fl)xg(zx) < %:const. V. (1.4)

Die im Folgenden ebenfalls verwendeten SymbOle..) und o(...) haben ihre gangige, auf
Bachmanni[35] und Landal |36] zuriickgehende Bedeutunggsid3. § 2.1.4 9. in [37]).

Zur Durchfihrung der im Rahmen dieser Arbeit angestelltealygischen und numerischen
Berechnungen wurde das Computeralgebra-Programm Maticer|28] eingesetzt.

1.1 Bereits veroffentlichte Teile dieser Arbeit

Ein Grof3teil der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit isetierverdffentlicht [[33| 39, 40]. Ab-

schnit T4 des Kapiteld 1, das gesamte Kapitel 2, die And@nd und’A2 sowie Teile des An-
hangdA1 sind in Refereniz I39] enthalten. Ausziige des Klaffund der Anhande’A.3 uadA.4
sind in den Referenzen [33,/140] publiziert.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung der von Casimiranétieten Anordnung
A A zweier planparalleler Platten im elektromagnetischenudak im AbstandL. Auf-

/\ grund ihrer perfekten elektrischen Leitfahigkeit, konimarzwischenraum der Plat-
ten nur die angedeuteten diskret verteilten Moden derritekien Feldkomponente
mit Knoten an deren Oberflachen existieren.

A
\

L

1.2 Der Casimir-Effekt in der Quantenelektrodynamik

Der Casimir-Effekt ist benannt nach dem niederlandischieysiRer Hendrik B. G. Casimir. In
einer im Jahre 1948 verdffentlichten theoretischen Arfigibetrachtete er eine Anordnung zwei-
er planparalleler Platten im Abstarid die sich im elektromagnetischen Vakuum befinden (siehe
Abbildung[1). Er nahm weiterhin an, dass die Platten ele¢triungeladen und perfekt elektrisch
leitfahig seien. Sie stellen somit Randbedingungen furedektromagnetische Feld dar, da das
elektrische Feld in den Platten aufgrund ihrer elektriacheitfahigkeit verschwindet und sich
seine Parallelkomponente an der Grenzflache stetig vehméiwischenraum der Platten kénnen
daher nur die Moden des zunachst kontinuierlichen Anreggektrums der elektromagnetischen
Vakuumfluktuationen existieren, die diesen Randbedingnrgentgen. Dabei gilt fur die erlaub-
ten Moden senkrecht zu den Plattenoberflachen= n7/L mit n € N, wéhrend die Moden
parallel dazuk| = (k:ﬁl), k:ﬁz)) nach wie vor kontinuierlich verteilt sind. Diese Modifikati des
elektromagnetischen Modenspektrums filhrt — als zentatgebnis von Casimirs Berechnun-
gen — zu einer anziehenden und langreichweitigen Kraft@vads den Platten, der Casimir-Kraft
Fc(L), die pro Flacheneinheit der Plattenoberflaghgegeben ist durchli[1]

Fo(L) w2 ke

A 240 LA

Bereits im Jahrzehnt nach Casimirs Entdeckung sind erstsigen durchgefihrt worden, mit
dem Ziel, den experimentellen Nachweis des Casimir-Edfekt erbringen| [41—43]. Die in die-

(1.5)

sen Experimenten erzielte Genauigkeit reichte jedocht miak, um den von Casimir erhaltenen
Ausdruck [Ib) und dabei insbesondere den Abfall der Cadimaft mit der vierten inversen

Potenz des Plattenabstandes zu verifizieren. Ein Durchpdie erste quantitative Bestatigung
von Casimirs Vorhersage, gelang erst nahezu vierzig Jaféersmit den von Lamoreaux [2]

durchgefuhrten Messungen. Wie zuvor schon van Blokland@werbeek|[44], verwendete La-
moreaux jedoch nicht die von Casimir urspringlich betratehZweiplattengeometrie sondern
eine aus einer beschichteten spharischen Linse und eiaite Bestehende Anordnung. Mit die-
ser umgeht man die im Experiment bei der Zweiplattengeaeatrftretende Schwierigkeit, die
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Abbildung 2: Schematische Darstellung des VersuchsasftmaitRahmen der von Mohideen und Roy [3] vorgenom-
menen Messungen der Casimir-Kraft (a). Auftragung derr@iag{raft in pN Uber dem Normalabstand zwischen Platte
und sphéarischem Probekérper in nm (b). Die Datenpunkt@erdken den gemessenen Werten und die durchgezogene
Linie beschreibt die theoretische Abstandsabhéangigl&itGhsimir-Kraft. Beide Abbildungen sind aus Referenz [3]
entnommen.

im Abstand weniger:m befindlichen Platten exakt parallel auszurichten. Um @li¢°fobekdorper
dieser Geometrie erhaltenen Messergebnisse mit dem vami€asgegebenen AusdrucklL.5)
vergleichen zu kénnen, muss dieser Ausdruck modifiziertemr da er die Casimir-Kraft zwi-
schen planparallelen Platten angibt. Lamoreaux verwerdietu die sogenanniroximity-Force
Approximation [45]. Im Rahmen dieser Naherung ergibt sieh@asimir-Kraft zwischen einer im
Abstandd befindlichen Platte und einem sphéarischen Probekdrper riinkhungsradiug > d
Zu—27R fcfi dL Fc (L) mit Fo(L) aus Gleichund{1l5). Lamoreaux verglich die auf diesem We-
ge erhaltenen theoretischen Werte fir die Casimir-Kraftsginen Messwerten, und fand dabei
eine lediglich funfprozentige Abweichung.

Eine der bislang grofiten Genauigkeiten bei der experiftenté/ntersuchung des Casimir-
Effekts wurde in den von Mohideen und Ray [3] durchgefiihiéensuchen erreicht. Zur Mes-
sung der Casimir-Kraft zwischen einer Polystyrol-Kugell@6 ,m) und einem Saphir-Plattchen,
beide Probekdrper metallisch beschichtet, befestigtenlisi Polystyrol-Kugel am Cantilever ei-
nes Rasterkraftmikroskops (AFM) (siehe Abbildundg 2(a)@nDAbstand der beiden Objekte, der
im Rahmen ihrer Messungen 0.1 bis (& betrug, variierten sie mit Hilfe eines piezoelektri-
schen Elements, auf das das unterhalb der Polystyrol-Kagfaidliche Saphir-Plattchen aufge-
bracht war. Die aus der Casimir-Kraft resultierende Audlery des Cantilevers wurde mittels
eines daran reflektierten und in einem Photodiodenarrasktietten Laserstrahls ermittelt. Uber
den fiir den Cantilever zuvor bestimmten Zusammenhang hesiséuslenkung und wirkender
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Kraft, konnte die Casimir-Kraft errechnet werden. Die imhReen ihrer Messungen erhaltenen
Daten verglichen Mohideen und Roy unter VerwendungRteximity-ForceApproximation mit
den theoretischen Werten gemaf Gleichdngd (1.5) und Komexktdazu, die — als Erweiterung
Casimirs urspriinglicher Annahmen — endliche Temperatsmvie die Oberflachenrauhigkeit
und nicht perfekte elektrische Leitfahigkeit der Prob@igirbericksichtigen. Eine Auftragung der
Messwerte zusammen mit der unter Beriicksichtigung diesgeKturen erhaltenen theoretischen
Abstandsabhangigkeit der Casimir-Kraft, ist in Abbildilli(®) dargestellt. Die dabei auftretenden
Abweichungen betragen, in Abhangigkeit vom Abstand deb@koérper, lediglich ein bis zwei
Prozent und bestatigen damit Casimirs Vorhersage in begaikender Weise.

Auch nach diesen richtungsweisenden Experimenten wutdrezche weitere Messungen von
Casimir-Kraften unter Verwendung modernster experimphyeikalischer Methoden vorgenom-
men, sowohl fir die von Casimir urspriinglich betrachteteeiplattengeometrie.[46] als auch
andere Geometrien, wie beispielsweise zylindrische Rper [47]. Fragestellungen, die die
Abhangigkeit des Casimir-Effekts von Geometrie, Anordnuind Beschaffenheit der Probekor-
per — beispielsweise ihren dielektrischen Eigenschaftehetreffen, sind nach wie vor Gegen-
stand aktueller Forschung. Einen Uberblick hieriiber geliet/bersichtsartikel von Bordagj al.
[4€] und Milton [49] sowie die Referenzen |50, 51].

1.3 Der thermodynamische Casimir-Effekt

Der Mechanismus, der hinter dem im vorangegangenen Alsdlasichriebenen Casimir-Effekt
in der Quantenelektrodynamik steht, ist allgemeingultigl &kann generell in Systemen auftre-
ten, in denen ein fluktuierendes und langreichweitig kareds Medium in seiner raumlichen
Ausdehnung beschrankt wird. Ein weiteres Beispiel hierdids diese Voraussetzungen erfillt,
sind die thermischen Fluktuationen an Phaseniibergangeiteev®@rdnung, was erstmals in ei-
ner theoretischen Arbeit von Fisher und de Genhes [5] ausJddme 1978 gezeigt wurde. Der
kritische Punkt eines solchen Phasenilbergangs ist gaiehnet durch eine Divergenz der Kor-
relationsldnge und damit verbundenen langreichweitigerrdfationen innerhalb des Systems.
Eine rdumliche Beschrankung andert das Modenspektrum akru@gsparameterfluktuationen,
und kann — in vollkommener Analogie zum Casimir-Effekt irr @@uantenelektrodynamik —
langreichweitige Kréfte hervorrufen. Dieser Effekt wirdder Literatur als thermodynamischer
Casimir-Effekt bezeichnet, und soll nun exemplarisch adhdes auch in dieser Arbeit betrach-
teten Falls der Filmgeometrie erdrtert werden. Dazu wirdtbermodynamisches System, wie
zum Beispiel einn-Vektor-Magnet, betrachtet, das sich im thermodynamiscBé&ichgewicht
mit einem Warmereservoir der Temperaflitbefindet. Beschrankt man dessen raumliche Aus-
dehnung auf einen Film der Dickie, so wird die freie Energié’(1") des Systems, die samtliche
Informationen Uber dessen statistische Eigenschaftéwienind in die auch die Systemgeometrie



1.3 Der thermodynamische Casimir-Effekt 9

eingeht, explizitL-abhéngig. Sie lasst sich dabei im hier betrachteten FalFiimgeometrie in
vier Anteile aufspalter [52]. Diese Aufspaltung lautet
F(T

T
pro Flacheneinheid und k7" im thermodynamischen Limed — oo beziglich der lateralen
Ausdehnung des Films. Dabei entspright(7") der reduzierten freien Energie pro Volumenein-
heit desBulk-Systems, und ; (7) + fs2(7") sind die Exzessbeitrage der beiden das System be-
grenzenden Oberflachen zur freien Energie. Der vierte ircllag [1.6) auftretende Terdfi, (T')

= Lfok(T) + fs1(T) + fs,2(T) + &f.(T) (1.6)

ist einFinite-SizeAnteil, der im thermodynamischen Limés— oo verschwindet. Das Auftreten
dieses Terms ist der Ursprung des thermodynamischen CGdsifekts, und hierdurch definiert
ergibt sich die thermodynamische Casimir-Kraft pro Flaheheit der Filmoberflache zu
96fr(T)

oL
Sie ist demnach als verallgemeinerte Kraft aufzufassenzudli FilmdickeL konjugiert ist, und

Fo(T,L) = —kgT

(1.7)

definitionsgeman im Limes — oo verschwindet.

Interessiert man sich fur das Verhalten der thermodyndraiscCasimir-Kraft in der Umge-
bung des kritischen Punktes auf Langenskdlep a, wobeia eine charakteristische mikroskopi-
sche Langenskala des Systems ist, lasst sich dies im Ratendinéorie de&inite-Size-Scaling
[53,154] beschreiben. Grundlage hierfir ist die auf M. EhEis/55] zurlickgehendEinite-Size-
Skalenhypothese. Diese besagt, dass das Skalenverhaiteargchiedenen thermodynamischen
GrofRen im Regiméd., £, > a durch den Wert des Quotientdry¢., bestimmt wird, fallsL die
einzige charakteristische makroskopische Langenskakrlialb des Systems ist. Dabei bezeich-
net¢., die Bulk-Korrelationslange, die tber das zweite Moment der Zwdithmrelationsfunkti-
on des Ordnungsparameters definiert werden kann [56], odér-a- alswahreKorrelationslange
— Uber die charakteristische Lange deren exponentiellamliéhen Zerfalls in Systemen mit
rein kurzreichweitigen Wechselwirkungen|[17]. Die gen&inition von¢ ist an dieser Stelle
jedoch noch unerheblich.

Lasst man zunachst etwaige reguléare Hintergrundtermerar&irine der Renormierungsgrup-
pentheorie irrelevante Beitrage auf3er Acht, wird das Skalhalten der thermodynamischen
Casimir-Kraft pro Flacheneinheit demgemal durch €inée-SizeSkalenform [54, 57]

Fo(T,L) _
kgT
mit einer dimensionslosen und universelléinite-SizeSkalenfunktion beschrieben. Diese ist
unabhangig von mikroskopischen Details des Systems, urblansschlie3lich durch dessen glo-
bale Eigenschaften bestimmt. Hierzu z&hlt Bigk-Universalitéatsklasse, die durch die Dimensio-
nalitatd, die Reichweite der im System vorhandenen WechselwirkuingeSinne von Langreich-
weitigkeit und Kurzreichweitigkeit, und die Anzahlder Komponenten des Ordnungsparameters

L™(L/¢x) (1.8)
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festgelegt wird. Einfluss auf universelle GroRen haben diccRandbedingungen, denen der Ord-
nungsparameter an den Grenzflachen des Systems untdbiédagi zeigt sich insbesondere, dass
die thermodynamische Casimir-Kraft im Fall symmetriscRandbedingungen attraktiv ist, wéh-
rend bei ungleichen Randbedingungen eine repulsive ttigmamnische Casimir-Kraft resultiert
(siehe z.B. § 5.3.1 in[24] undI[7]).

Nahert sich die Temperatur ihrem W&, am kritischen Punkt deBulk-Systems, so wachst
die Bulk-Korrelationslanget, an. Am kritischen Punkt divergied,, schlie8lich, so dass das
VerhaltnisL /¢, bei konstant gehaltenem Wert der Filmdidkgegen null geht. Der Wert, den die
Finite-SizeSkalenfunktion der thermodynamischen Casimir-Kraft imsdm Grenzfall annimmt,
wird konventionsgeman als

(0) = (d - 1)Ac (1.9)

notiert, und definiert die sogenannte Casimir-Amplitule [5]. Diese ist, genau wie diEinite-
SizeSkalenfunktiond, eine universelle Grofe. Sie ist dabei eng verknipft mit Wéart der ther-
modynamischen Casimir-Kraft am kritischen Punkt — der sagaten kritischen Casimir-Kraft.
Diese ergibt sich gemaR den Gleichundenl (1.8) (1.9) ahEneinheit zu

‘7:C (Tc 00 L) —d
— 7 7~ (d—1)AcL™?. 1.10
kBTc,oo L—>oo( ) © ( )

Der thermodynamische Casimir-Effekt war — seit der grugelfelen Arbeit von Fisher und de
Gennes — Gegenstand zahlreicher theoretischer Arbeitest iEh Rahmen von feldtheoretischer
Renormierungsgruppentheorie [29, 30,158—62], konfornedattReorie [63], anhand von exakt |6s-
baren Modellenl[21l, 24, 57, 164,165] und Monte Carlo-Simaolagh [25, 34| 65—68] untersucht
worden. Auch konnten seit Ende der 1990er Jahre thermodgohen Casimir-Kréfte in einer
Vielzahl von Experimenten gemessen werden [9] 11!, 69—7&].ebste experimentelle Nachweis
des thermodynamischen Casimir-Effekts geht dabei aufi@ard Chanl[9] zurlick. Sie unter-
suchten die Dicke von suprafluidérle-Filmen in der Umgebung der Ubergangstemper#iur
Der in Helium bei tiefen Temperaturen auftretende UbergangSuprafluiditét ist ein Phasen-
Ubergang zweiter Ordnung. Nahert man sich von tiefen Teatpem1 < T her kommend der
Ubergangstemperatdr,, nimmt der Anteil suprafluiden Heliums zugunsten des Astedrmal-
fluiden Heliums stetig ab, und verschwindet schliel3lichpm& > T).

Im Rahmen ihrer Messungen machten sich Garcia und Chanzayriass fllissiges Helium
aufgrund attraktiver van der Waals-Wechselwirkungen aetfattischen Oberflachen dunne Filme
bildet. Der von ihnen verwendete Versuchsaufbau bestabdidaie in Abbildung[B(a) sche-
matisch dargestellt, aus einer Versuchszelle, in der diel éinem Reservoir flissigen Heliums
sechs in gewissen Hohénlibereinander geschichtete plattenformige Kupferelekindbefanden.
Die Dicked der Helium-Filme, die sich an deren Ober- und Unterseitabiddeten, bestimmten
Garcia und Chan indirekt, durch Messung der elektrischetuhgskapazitat jeweils benachbarter
Plattenpaare. Hieraus ermittelten sie die effektive Biriatatskonstante, die unmittelbar mit der
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Abbildung 3: Schematische Darstellung des von Garcia urahC9] verwendeten Versuchsaufbaus (a). Auftragung
der Filmdicked in A tiber der TemperaturdiffereriZ — T), in K (b). Abbildung (b) ist aus Referenz [9] entnommen.

Dicke der zwischen den Platten befindlichen Helium-Filmsaromenhéngt. Diese Messungen
der Kapazitat wurden fur alle fiunf benachbarten Plattergpaad verschiedene Temperaturen in
der Umgebung der Ubergangstemperatydurchgefiihrt und die jeweilige Filmdicke bestimmt.
Aufgetragen tUber der Temperaturdifferefiz- T}, ergab sich dabei — exemplarisch flir eines der
funf Plattenpaare — der in Abbildurhg 3(b) dargestellte &eflder Filmdicked. Dabei zeigt sich,
dass die Filmdicke bei Temperaturen oberhalb der Ubergamgeraturl’ — 7 > 0 und auch im
BereichT — T, < —0.0075 nahezu konstant ist. Zwischen diesen Bereichen durchigetioch
ein ausgepragtes MinimurD{p), das auf den thermodynamischen Casimir-Effekt zurtickmain
ist.

Beriicksichtigt man die thermodynamische Casimir-Keaft!, die anziehende van der Waals-
Wechselwirkungx yod—3 zwischen einer Kupferelektrode und einem Helium-Film déck®
d sowie dessen potentielle Energie h im Schwerefeld der Erde, so kann gemafl (siehe z.B.
[9,110,177])

-1
Y0 d ksT\V 1
— |1+ —-— I(td ") = mgh 1.11
d3< +d1/2> + pE ( ) =mg (1.11)

ein impliziter Zusammenhang zwischen der Temperatur, derdicke d und der Hohe der je-
weiligen Elektrode tUber dem Helium-Reservoir angegebexeve Dabei bezeichnetdie Schwe-
rebeschleunigungn die Atommasse vofiHe, VV sein spezifisches Volumen,den Korrelations-
lAngenexponenten undlie reduzierte Temperat(?’ — 7)) /7). Die positiven Konstantefy, und
dy /2 sind spezifisch fufHe auf Kupfer, wobei der Koeffizier(tl + d/dl/g)*l die Retardierung
der van der Waals-Wechselwirkung filir> d, ;, bertcksichtigt.

Ist die thermodynamische Casimir-Kraft zu vernachlassigeh.9 = 0, was auf3erhalb des
kritischen Bereichs der Fall ist, so impliziert Gleichufiglll) eine temperaturunabhéngige Film-
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dicke d, deren Wert ausschlief3lich durch die Hdhder jeweiligen Elektrode iber dem Helium-
Reservoir bestimmt wird. Variationen in der Filmdicke — véie in Abbildung[B(b) zu sehen
sind — gehen somit auf von null verschiedene Werte Feite-SizeSkalenfunktiond zuriick,
wobei die Filmdicke gegentber ihrem Wert im Fél= 0 bei negativen Werten voth abnimmt

und bei positiven Werten zunimmt. Dabei kann der Wert vorbei gegebenen Werten vah

und i, unter Verwendung von Gleichung{1l11) berechnet werdé&nAfgument deiFinite-Size
Skalenfunktion? in Gleichung [I.111) wéhlten Garcia und Chan die Skalenkéial'/”, die durch

die Finite-SizeSkalenvariablei/¢., ausgedruckt werden kann. Da das asymptotische Verhalten
derBulk-Korrelationslange in der Umgebung des kritischen Punkies) durch ein Potenzgesetz
von der Form

§xolt), = X1 (1.12)

mit der kritischen Amplitude§*+ gekennzeichnet ist, gilt oberhalb des kritischen Punktes

v o ¢+1/v 1/v
il E /g (113)

Unterhalb des kritischen Punktés< 0) ist das Umschreiben der Skalenvariabléh” aufd /¢,

in O(n)-symmetrischen Systemen mit > 2 — wie im Fall des Ubergangs zur Suprafluiditat
fur denn = 2 ist — nicht mdglich. In solchen Systemen mit einer kontinligeen Symmetrie
sind zwei verschiedene Korrelationslangen zu unterseheitie als transversale und longitudinale
Korrelationslange, und &t bezeichnet werden, und auf der Koexistenzkurve, d.hI'fér Tt o

im Limes H — 0+ des symmetriebrechenden aufReren Feldeisn Fall eines magnetischen
Systems, beide divergieren (siehe z|B| [78, 79]).

Unter Verwendung von Gleichun@{I]11) und den von ihnen lfarfanf Plattenpaare ermittel-
ten Filmdicken in Abh&ngigkeit von der Temperatur, beretbn Garcia und Chan dignite-Size
Skalenfunktiony der thermodynamischen Casimir-Kraft. Eine Auftragung ¥aiber der Skalen-
variablenz = td'/¥ ergab den in Abbildun@l4(a) dargestellten Skalenplot. Dabigen sich
deutliche systematische Abweichungen der fir die verdelmien Plattenpaare erhaltenen Verlau-
fe, wahrend der in einem Skalenplot zu erwartende Datesgp®llediglich im Bereich 2> —5 zu
beobachten ist. Um diese systematischen Abweichungenirainigren, normierten Garcia und
Chan samtliche Skalenfunktionen auf den Wert ihres jegailiMinimumsy,,;, und erzielten auf
diesem Wege einen Datenkollaps (Abbildlthg 4(b)). SignifikaAbweichungen sind nun lediglich
im Bereichz <« 0 (T' <« T)) zu beobachten. Weiterhin ist dabei zu bemerken, dass dierSka
funktionen hier nicht auf null abfallen, wie dies im Bereich> 0 oberhalb des kritischen Punktes
der Fall ist, sondern auf einen nahezu konstanten negaiWert Grund hierfir sind bei Tem-
peraturerl’ < T auftretende zusatzliche Beitrage zur Casimir-Kraft, dis @oldstone-Moden
und der Anregung von Kapillarwellen an der Grenzflache Zwgscden Helium-Filmen und der
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Abbildung 4: Auftragung der von Garcia und Chan anhand ddrif@nachbarten Plattenpaare experimentell ermittelten
Finite-SizeSkalenfunktionen(z) Uber der Skalenvariablen = td*/" (a). Abbildung (b) zeigt die auf ihre Werte
am Minimum .., normiertenFinite-SizeSkalenfunktioneny(x) /9min Uber der Skalenvariablen = td'/”. Beide
Abbildungen sind aus Referenz [9] entnommen.

umgebenden Gasphase resultieren![5-8, 80].

Ganshinet al. [74] wiederholten die von Garcia und Chan durchgefihrtersddagen. Da-
bei stellte sich heraus, dass der fehlende Datenkollapsgligndamit einhergehende Verletzung
von Finite-Size-Scalinquf die Oberflachenrauhigkeit der Kupferelektroden zuziitikhren ist.
Sie konnten zeigen, dass unter Verwendung hinreichentkgl@berflachen erhaltene Messwerte
einen Datenkollaps und keinerlei systematische Abweigboraufweisen. |lhre Ergebnisse be-
statigen damit die Gultigkeit des in Gleichuig{1.8) anf@gegenFinite-SizeSkalenansatzes fir
die thermodynamische Casimir-Kraft. Der Verlauf dkenite-SizeSkalenfunktion ist jedoch mit
Ausnahme des Temperaturberei@hs> 1) und des durch die Anregung von Kapillarwellen und
Goldstone-Moden gekennzeichneten Tieftemperaturberdic< T theoretisch unverstanden.
Neben einer in der Literatur kontrovers diskutierten Arfjgd, [82] und einem auMean-Field
Theorie basierenden Ansaliz|[83], gibt es fur diesen Temyrdxereich bislang keine quantitative
Theorie. Unmittelbar vor der Fertigstellung dieser Arligtites jedoch gelungen, die thermodyna-
mische Casimir-Kraft in einem XY-Modell auf einem dreidinsgonalen einfach kubischen Git-
ter mit Filmgeometrie und offenen Randbedingungen an desrfl@lohen des Films im Rahmen
von Monte Carlo-Simulationen zu bestimmen! [67]. Dieses 8llogeist dasselbe asymptotisch
kritische Verhalten auf wie der itHe auftretende Ubergang zur Suprafluiditat. Die Monte Garlo
Daten, die unter Verwendung des Wolff-AlgorithmUus| [84]adtbn wurden, geben die in den Mes-
sungen von Garcia und Chan ermittefimite-SizeSkalenfunktion der Casimir-Kraft mit guter
Ubereinstimmung wieder. Eine entsprechende AuftragumgSitaulationsdaten zusammen mit
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den experimentellen Daten findet sich in Abbildiid 5 [85] Dn Bereichz < —10 zu beob-
achtenden Abweichungen sind auf im Experiment auftretendétzliche Beitrage zur thermody-
namischen Casimir-Kraft zurtickzufiihren, beispielsweiseh die Anregung von Kapillarwellen
an der Grenzflache zwischen den Helium-Filmen und der unmglelmeGasphase _[80].

Neben den in diesem Abschnitt diskutierten Messungen amafiuiplen*He-Filmen, sind ther-
modynamische Casimir-Krafte auch in anderen Systemengeadbsen und gemessen worden.
Einen Uberblick tUiber weitere experimentelle Realisieemgnd auch andere Arbeiten hierzu,
geben die Ubersichtsartikel von Kre¢h![10] und Balibar ustiduro [11].

1.4 Skalenverhalten der Casimir-Kraft und langreichweitige
Wechselwirkungen

In dieser Arbeit werden Systeme mit langreichweitigen Veethirkungen der in Gleichung(1.1)
angegebenen Form behandelt, mit Werten des Parametaus dem Intervalk < o < 4. Im
Folgenden wird daher unter Berlicksichtigung derartigegri@ichweitiger Wechselwirkungen ein
Finite-SizeSkalenansatz fir die Casimir-Kraft aufgestellt, und ilerh&lten auf groRen Langen-
skalen L zunéchst qualitativ auf der Grundlage phanomenologisBe@rachtungen untersucht.
Dabei wird hier und auch in den folgenden Kapiteln diesereftrauf die bei magnetischen Syste-
men gebrauchliche Terminologie zurtickgegriffen.

Ausgangspunkt ist die reduzierte freie Energie pro Flaeimdeit im thermodynamischen Li-
mesA — oo bezliglich der lateralen Ausdehnung des Films, die sich —inigleichung [T.b)
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angegeben — im Fall der Filmgeometrie in vier Beitrage aalfsp lasst. Sie ist definiert als

(1.14)

wobei zusatzlich eines aulieres MagnetfBldericksichtigt wird, und setzt sich gemaf der pha-
nomenologischen Theorie d&ite-Size-Scalind53-55] aus einen reguldaren Anteff*® und
einen singularen Anteif;™® zusammen, d.h.

fL(T H) = fi8(T, H) + f"8(T, H). (1.15)

Der regulére Anteil ist dabei in der Umgebung des kritiscReinktes eine analytische Funktion
von Temperatur und auRerem Magnetfeld, und fur das unilefgé@ische Verhalten des Systems
ohne Bedeutung. Von vordergriindigem Interesse hingegjderisingulare Anteil, der in der Um-

gebung des kritischen Punktes auf hinreichend grof3en InkgkenL eine Skalenform besitzt.

Diese lautet

ST H) ~ L@V X (g LYY gh LAY 9o L7979, L%, (1.16a)

und geht nach Multiplikation mif.—! auf beiden Seiten und Vollziehen des thermodynamischen
Limes L — oo in eine Skalenform

o ST H) & g7 X (g, %5 909, 9097+, (1.16b)

fur den singuldaren Anteil der reduzierten freien Energie Yolumeneinheit de8ulk-Systems
tiber. Dabei sindX und X (°°) Skalenfunktionen, in deren Argumente die linearen Skaldef

Jt, 9n, 9o UNd g, zusammen mit den kritischen ExponentenA, w,, w und . eingehen. Das
Temperaturskalenfelg, und das Skalenfeld des auReren Magnetfelglesind dabei die beiden
fuhrenden relevanteBulk-Skalenfelder. Fir diese gilt in der Umgebung des kritiscRenktes
(T, H) = (Tc,, 0) in einfachen magnetischen Systemen

gt =~ a’tt7 gn = a’hh7 (117)
mit der reduzierten Temperatur und dem reduzierten dul¢agmetfeld
t=T —Teoo)/Te 00 h = H/kpT: , (1.18)

und den nicht-universellen metrischen Faktoggnnday,.

Das Skalenfeld;, in den Skalenformer{1.16) ist mit dem in Gleichubg}(1.1)z#fmerten
langreichweitigen Anteil des Paarpotentials assozikit. den zugehoérigen Exponentep gilt
dabei (siehe z.BL.[14] und § 1I.B.1in_[39])

We=04+n-—2, (2.19)
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wobein den Korrelationsexponenten des entsprechenden kurareithipen Modells bezeichnet.
Daim Folgender2 < o < 4 angenommen wird, ist der Wert des Exponenitgrstets positiv, und
go — Wie in 8 11.B.1 in [39] diskutiert — ein irrelevantes Skafeid. Der langreichweitige Anteil
des Paarpotentials hat daher keinen Einfluss auf das fidfeitische Verhalten sondern erzeugt
Korrekturen dazu. Zusétzlich zu diesen Korrekturen werdérdem Skalenfeld,, auch Wegner-
Korrekturen [85] mit dem Wegner-Exponenten> 0 berlicksichtigt. Die Auslassungspunkte in
den Skalenformer.{I.1L6) stehen fiir weitere Skalenfelderakkesamt als irrelevant im Hinblick
auf das fuhrende kritische Verhalten angenommen werdes.bBdeutet insbesondere, dass —
nebeng; und g;, — keine weiteren relevanten Skalenfelder in Betracht geaagerden. Darlber-
hinaus sei keines der vernachlassigten irrelevanten Sfiedder geféhrlich irrelevant(siehe z.B.
Anhang D in [8F]), so dass diese ohne weiteres gleich nutgesverden kdnnen.

Schatzungen des Wegner-Exponenter= w(d,n) fur O(n)-symmetrische Modelle in drei
Dimensionen ergeben, wie in Tabdlle 1 aufgefihrty~ 0.808 im einkomponentigen Fall, und
geringfuigig kleinere Werte fit = 2 undn = 3. Im Grenzfalln — oo ist der Wert des Wegner-
Exponenten exakt anzugeben und betragt (siehe z.B. Ghageimu(93) inl[88])

w(d,n=00)=4-d (1.20)

in 2 < d < 4 Dimensionen. Diese Werte des Wegner-Exponenten sollermituden sich aus
Gleichung [1.IP) ergebenden Werten des Exponeantewnerglichen werden. Dabei gilt fir den
Parameter im Fall nicht-retardierter und retardierter van der Waaksehselwirkungen ini-
Dimensionery = d beziehungsweise = d + 1, so dass sich der Wert des Exponentgrhierfur
geman GleichundTI19) zuf " = d + n — 2 beziehungsweise'®" = d + n — 1 ergibt. Beide
Exponenten sind positiv fur die in dieser Arbeit betragmél < d < 4)-dimensionalen Systeme.
Ist die Anzahln der Komponenten des Ordnungsparameters endlich und gomit, so istw®"
stets groRer als der Wegner-Exponerih diesem Regime, wahreng] " geringfuigig unterhalb
drei Dimensionen kleiner als wird. Im Limesn — oo, in dem der Korrelationsexponentver-
schwindet, tritt dieser Vorzeichenwechsel \zogﬁ'mt- — w in genau drei Dimensionen auf, da hier
wie — , = 1 ist. Dieser Fall, in dem die Korrekturexponentep undw entartet sind, bedarf
besonderer Aufmerksamkeit, da er — wie sich herausstelieh-w durch das Auftreten logarith-
mischer Anomalien gekennzeichnet ist. Bei der Betrachtiexyzum Limes — oo &quivalenten

ExponentH n=1 n =2 ‘ n=3 ‘ n = 00 ‘
i 0.037 £ 0.009 | 0.045 +0.012 | 0.052 + 0.015 | 0 (exakt) ‘
w 0.808 4+ 0.046 | 0.807 +0.038 | 0.807 + 0.031 | 1 (exakt) ‘

Tabelle 1: Aus Referenz_[88] entnommene Werte des Kormelatixponentem und des Wegner-Exponentenfiir
O(n)-symmetrische Modelle in drei Dimensionen. Die Werte dédére Exponenten im Limes — oo sind exakt.
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MeanSphérischen-Modells in KapitEl 2 werden daher die beiddeld + o # 6 (w, # w) und
d+ o =6 (w, = w) getrennt behandelt. i@ (n)-symmetrischen Fall mit < oo, mit dem sich
das dritte Kapitel befasst, ist diese Unterscheidung rdiorderlich.

Von diesen Uberlegungen unabhangig fiihrt die Anwesendmaifreichweitiger Wechselwirkun-
gen abseits des kritischen Punktes zu einem qualitativreadigen Verhalten der Casimir-Kraft
auf groRen Langenskalen, das durch einen algebraischeti iladder FilmdickeL gekennzeichnet
ist, anstelle einer exponentiellen Abnahme wie im rein feichweitigen Falll[20, 22]. Zu diesen
Zusammenhangen werden im Folgenden einige qualitativiébéolegungen angestellt. Dazu wird
zunachst — als weitere in dieser Arbeit betrachtete Grol3ée-ald Differenz

fex(T,H; L) = fr.(T,H) — Lfpx(T,H) (1.21)

definierte Exzess-Freie-Energie eingefiihrt. Diese eiatspgemar Gleichund(1.6) der Summe
aus dentinite-SizeAnteil 6f7,(T', H) und den Oberflachenbeitraggyy; (i = 1, 2). Bildet man die
Ableitung der Exzess-Freien-Energie ndglso fallen die im Fall periodischer Randbedingungen
ohnehin nicht auftretenden Oberflachenbeitrage weg, umdertsilt unter Berticksichtigung von

Gleichung [(1.17), 84u(T, H; L)
oL

Wie die freie Energie pro Flacheneinhgit und die freie Energie pro Volumeneinheit d@slk-

reg

Systemsfix, setzt sich auch die Exzess-Freie-Energie gerhal= fI% + f5" aus einem

Fe(T,H; L) = —kgT . (1.22)

€

regularen Anteilfie® und einem singuldren Antejii"¢ zusammen. Diese beiden Anteile erge-
ben sich dabei unter Verwendung der Definitionsgleichiingl)lder Exzess-Freien-Energie zu
freg/sing _ fzeg/ sig _ 1, f,;ig/ s Der auf diese Weise zustande kommende reguldre Anteil der
Exzess-Freien-Energie soll nun etwas genauer betraclatetew. Dabei zeigt sich in einfachen
Gittersystemen mit rein kurzreichweitigen Wechselwirggen und periodischen Randbedingun-
gen, dass die regularen Anteile der freien Energie (prordeh) im Fall endlicher Filmdicke
L < oo und im thermodynamischen Limds — oo bis auf exponentiell kleine Korrekturen
~ e~E/é< miteinander Gbereinstimmen, und somit in guter Naherfiii§ = L,
men werden kann (siehe z.B. § 2.1lini[54]). Unter Hinzunaherdardelevanten langreichweitigen
Wechselwirkung ist zu erwarten, dass zuséatzlich auch Karren auftreten, die algebraisch in
abfallen. Auch diese werden im Folgenden nicht berlickigithdo dass der regulare Anteil der
Exzess-Freien-Energie verschwindet. Sowohl bei der Exgesien-Energie als auch bei der sich
daraus ableitenden thermodynamischen Casimir-Kraft datoer nicht mehr zwischen regularen
und singuldren Anteilen unterschieden.

Ausgehend von dédfinite-SizeSkalenrelation[[IT.T6a) fiir den singulédren Anteil derdreEner-
gie pro Flacheneinheit, kann nun eine entsprechende Beldti die Exzess-Freie-Energie

angenom-

fex (T, H; L) =~ L™ DX (g LYY, gn LAY g L7 g L7, .. ) (1.23)



18 Einfihrung und Grundlagen

mit einer SkalenfunktionX,, aufgestellt werden, die ihr asymptotisches Skalenverhdh der
Umgebung des kritischen Punktes beschreibt. Um herausztem, welche qualitativen Unter-
schiede sich fur das Verhalten der Casimir-Kraft aus derésemheit der langreichweitigen Wech-
selwirkungen ergeben, werden zunachst die Skalenvamiable

=g L', h=g L, (1.24a)
und
Jo = gUL_wa7 Juw = ng—w7 (1.24b)

eingefihrt, und die auf diese Variablen umgeschriebentekaktion der Exzess-Freien-Energie
in g, und g, linearisiert. Dies fuhrt auf

ex(f ;L ) = Xex O(tv h) + o Xex o( h) + JwXex w(f, ;L) + 0(.@05@0)7 (125)
wobei alle nicht berticksichtigten und durch die Auslasspogkte auf der rechten Seite der
Finite-SizeSkalenrelation[{1.23) angedeuteten irrelevanten Steltéer gleich null gesetzt wor-
den sind. Die Skalenfunktionen

Xex,0(f, 1) = Xex(E,h; g = 0, G = 0) (1.26a)
und

aXeX(ﬂ ;17 gav gw)
9

Xexw(t,h) = (1.26b)

[]g:[]w:O
sind dabei im Fall periodischer Randbedingungen durctBdi&-Universalitatsklasse, die durch
den kurzreichweitigen Anteil des Paarpotentials bestimird, festgelegt, wahrend in die Skalen-

funktion o
OXex(t, 13 Jo, o)
9o

Xex ot h) = (1.26¢)

9o=0w=0
zusatzlich auch die Eigenschaften des langreichweitigeteis — und somit insbesondere der
Wert des Parametess— eingehen.

Am kritischen PunktZ, i) = (0,0) nehmen die Skalenfunktione¥., ; (i = 0, ,w) endliche
und von null verschiedene Werte an. Die SkalenfunkfiQn o reduziert sich dabei geman

XEX’O((), O) = AC (1.27&)

auf die in Gleichung[{119) definierte Casimir-Amplitude.Anlehnung an diese Relation werden
far die kritischen Werte der Skalenfunktionéfa, , und X ., die Amplituden

Agc = Xex,0(0,0) (1.27b)

beziehungsweise
Ay c = Xexw(0,0) (1.27¢)
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eingefuhrt. Setzt man diese kritischen Werte nun in Gleigld.2%) ein, erhalt man daraus zusam-
men mit derFinite-SizeSkalenrelation[{I.23) den kritischen Wert der skalieffszess-Freien-
Energie,

Ldilfex(Tc,om 0; L) ~ AC + goLiwaAo,C + ngiwAw,C + O(QU, gw)- (128&)

L—o0
Unter Verwendung von Gleichung{1]22) ergibt sich daraushldbleiten nach der Filmdické&

der Wert der skalierten Casimir-Kraft am kritischen Punkt z

LAF(Te00,0; L)
kBTc,oo L:oo

(d—1Ac+go L (d+ws — 1)Agc+ gL “(d+w—1)A, ¢

+ 0(gos Gu)- (1.28b)

Somit zeigt sich, dass am kritischen Punkt sowohl die aus @egreichweitigen Anteil des
Paarpotentials resultierende Korrektur zur skaliertemeSg-Freien-Energie und zur skalierten
Casimir-Kraft als auch die Wegner-Korrekturen auf groRéndenskaler’. zu vernachlassigen
sind. Sie gehen wegen, > 0 undw > 0 im thermodynamischen Limds — oo gegen null, wah-
rend das filhrende Verhalten durch die zur Casimir-Ampditid: proportionalen.-unabhangigen
Beitréage in den Gleichungeh{1128) bestimmt wird.

Es bleibt nun das asymptotische Verhalten der Exzessf-Eaiergie und der Casimir-Kraft im
Temperaturbereicl” > T o, zu untersuchen. lhren Definitionsgleichungen_(1l.24a)peethend
divergiert sowohl die Temperaturskalenvariablals auch — im Fall eines nichtverschwinden-
den duReren Magnetfeldes — der Absolutbetrag der Feldskalablen|h| im Limes L — oc.
Das Verhalten der in Gleichung{I125) eingefiihrten SkalektionenX., o und X, in diesem
Grenzfall ist durch einen exponentiellen Zerfalkexp(—L/£55) gekennzeichnet (siehe z.B.[20]).
Dabei bezeichnet® = ¢5 (T, H) die wahre, d.h. Gber den exponentiellen rdumlichen Zerfall
derBulk-Zweipunktkorrelationsfunktion des Ordnungsparametefmierte Korrelationslange im
rein kurzreichweitigen Fall. Setzt man das &uf3ere Magldedfigf seinen kritischen Wedl = 0,
folgt somit durch Umschreiben déinite-SizeSkalenvariablerl. /¢ auf die Temperaturskalen-
variablet unter Verwendung der Gleichungdn (1.02,1[17.71.24a) fsradgmptotische Verhalten
der SkalenfunktionX o,

Xex0(t,0) ~ exp(—|const.|t"). (1.29)

t—o00
Eine entsprechende Relation ergibt sich auch fur das asyisgiie Verhalten der Skalenfunktion
Xexw(t,0), wahrend von der Skalenfunktio¥e (£, 0) hingegen angenommen wird, dass sie in
diesem Grenzfall in fihrender Ordnung algebraisch in dengeraturskalenvariablehabfallt,
gemalf eines Potenzgesetzes von der Form
Xexo(£,0) ~ got ¢ (1.30)

t—oo
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mit dem Korrelationslangenexponentemind einem weiteren Exponentére ((d, n). Da dieser
Ausdruck die asymptotische Proportionalitét

Xexo£,0)  ~  (L/EE)~C 1.31
o )L/ggg>>1( /&%) (1.31)

impliziert, charakterisiert der Exponetit— der im Folgenden genauer zu spezifizieren sein wird
— die Abhéangigkeit der SkalenfunktioK. , von derFinite-SizeSkalenvariablerL /&5 im Re-
gime L/&% > 1 in fuhrender Ordnung. Da hier die Skalenfunktion®p, , und X ., auf der
rechten Seite von Gleichung{1125) exponentiell gegen grhlen, dominiert der aus dem lang-
reichweitigen Anteil des Paarpotentials resultierenddr&g « g¢,. Er bestimmt das fihrende
asymptotische Verhalten der Exzess-Freien-Energie undCdsimir-Kraft, das sich unter Ver-
wendung der Gleichungeh TT1ZZ2. .23 1 [25.11.30) im langvegitigen Fall zu

O e A (1.32a)
t
beziehungsweise
Fo Gogy VS L™ (dHotnt=2) (1.32b)
t d

ergibt. Der Wert des Exponentérbetragt dabei im Limes — oo [20,122]
C(dyn =00) =2 (1.33)

in 2 < d < 4 Dimensionen. Setzt man diesen Wert nun — zusammen mit dedief$en Grenzfall
in Tabelledl angegebenen Wert des Korrelationsexponenteh — in die Ausdriicke[[1.32) ein,
folgt daraus fiir das fihrende asymptotische Verhalten geess-Freien-Energie und der Casimir-
Kraft im Limesn — oo desO(n)-symmetrischen Modells mit periodischen Randbedingungen
fou ~ LoD Fo ~ L(d+0) (1.34)
L—oo L—oo
bei fester Temperatdf' > T ... Dieses Resultat wird durch die in Kapil&l 2 diskutiertealdgn
Ergebnisse fur dasleanSpharische-Modell bestatigt, und es gibt guten Grund zwAdeahme,
dass die asymptotischeirAbhéangigkeiten[[1.34) auch auf Systeme mit endlicher Ahzavon
Komponenten des Ordnungsparameters, d.h. auch fir WestEateelationsexponenten > 0,
zutreffen. In Referenz [15] wurde mit Hilfe der Griffiths-&man-Kelly Ungleichungen bewie-
sen, dass diBulk-Zweipunktkorrelationsfunktion des Ordnungsparameiteferromagnetischen
Systemen mit langreichweitigen Wechselwirkungen raumticht starker abfallen kann als das
dem System zugrunde liegende Wechselwirkungspotentas.d@deutet (siehe z.B. § 1 In|[16]),
betrachtet man beispielsweise ein Spin-Gitter-Systertebend aus skalaren Spinvariablgfx),
die vermittels eines ferromagnetischen und langreicligezit Paarpotentiald (x) wechselwir-
ken, dass zu jeder Temperaffi< co und jedem Wert des duReren Magnetfeléiesine positive
Konstanter(T, H) existiert, so dass fiir diBulk-Zweipunktkorrelationsfunktion

G2 (x; T, H) = (S(2)S(0)) — (S(2))(5(0)) (1.35)
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gilt

G (x;T,H) > (T, H)J(x), (1.36)
wobei die Notation{. . .) hier und im Folgenden fir das Ensemblemittel steht. Ein era#tisch ri-
goroser Beweis daflr, dass dBelIk—Zweipunktkorrelationsfunktiom‘g? (z; T, H) rdumlich nicht
auch schwacher als das Wechselwirkungspotential abfdlan, ist in der Literatur nicht zu fin-
den. Nichtdestotrotz ist es naheliegend anzunehmen,(@%%@:;T,H) in Systemen mit lang-
reichweitigen Wechselwirkungen asymptotisch im Grehzfiai3er Abstande — oo mit dersel-
ben inversen Potenz des Abstandes abféllt wie das zugriegentle Wechselwirkungspotential
J(z), abgesehen von etwaigen in Spezialfallen auftretendearitbgnischen Korrekturen. Diese
Vermutung ist in Referenz [IL6] flr das auch in dieser ArbettdchtetéMean Spharische-Modell
mit van-der-Waals-artigen Wechselwirkungen bestatigtden.

Ausgehend von dieser Annahme Uber das GrolRabstandseerdalBulk-Zweipunktkorrelati-
onsfunktion in Systemen mit langreichweitigen Wechsdwmgen, kann nun auch das Skalen-
verhalten ihres Gegenstiicks Kimite-SizeSystemen untersucht werden. Legt man dabeidein
dimensionales System mit Filmgeometfiex co?~! und periodischen Randbedingungger(-
odic boundary conditiongpbc) zugrunde, so kann die Zweipunktkorrelationsfunkiim System
mit endlicher Filmdicke gemal (siehe z.B. Gleichung (4i2Z31])

o0
G (@ T H) = Y G (x— jLeL;T, H) (1.37)
j=—o0
mit Hilfe der Bulk-Zweipunktkorrelationsfunktion dargestellt werden, wod, den zu den Ober-
flachen des Films senkrecht stehenden Normaleneinheitsviegézeichnet. Nimmt man nun an,
dass sich das GroRRabstandsverhalten des Paarpotentidils Rulk-Zweipunktkorrelationsfunkti-
on Gé? Ubertragt, so liefern die Terme mjit# 0 auf der rechten Seite von Gleichuig(1.37)
abhangige Beitrage, die bei konstant gehaltemeumter Zugrundelegung des in Gleichug11.1)
spezifizierten langreichweitigen Paarpotential® (x) im Grenzfall L — oo in fuhrender Ord-
nungo L~(4+9) abfallen. Ubertragen auf die freie Energie impliziert ée&rgebnis, dass der
Finite-SizeAnteil von F' mit zunehmendeni. abseits des kritischen PunktesL~? gegen null
geht. FUr das asymptotische Verhalten der Exzess-Fraiergke in diesem Grenzfall gilt infolge-
dessenf., ~ L~(4*+7=1) und will man dieses Resultat mit der in Gleichubg {1l 324yeiiihrten
allgemeinen Form ihrer Asymptoten in Ubereinstimmung dpeim so folgt daraus unmittelbar,
dass der Wert des Exponenteim Fall eines nichtverschwindenden Korrelationsexposent

(=2-—n (1.38)

betragen muss. Obgleich sowohl die im folgenden Kapitetudisrten exakten Ergebnisse fir
dasMeanSpharische-Modell als auch die in Kapli¢l 3 im Rahmen deom@ierungsgruppenver-
besserten Stérungstheoriedn= 4 — ¢ Dimensionen erhaltenen Zweischleifenresultate fiir das
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O(n)-symmetrisches*-Kontinuumsmaodell in Einklang mit dieser Hypothese (ibem tiéert des
Exponentert stehen, reichen sie jedoch nicht aus, um diese endgliltigridizieren. Grund hier-
fur ist zum einen, dass der Korrelationsexpongni Limesn — oo verschwindet und somit
Gleichung [1.3B) in diesem Spezialfall trivial erfullt.igfum anderen ist fur eine endliche An-
zahln von Komponenten des Ordnungsparameters der Wert des Expomevon der Ordnung
€2in d = 4 — ¢ Dimensionen|[89], so dass sich die Epsilon-Entwicklung Begonenter in
niedrigster Ordnung zg = 2 + O(?) ergibt. Die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Ordnung
der Stérungstheorie reicht jedoch nicht aus, um den erstendenMean-FieldWert (MF = 2
hinausgehenden Beitrag in der Epsilon-Entwicklung desoBg&pten, zu berechnen. Eine nicht-
triviale Uberpriifung des Zusammenhangs_{JL.38) zwischerEd@onenterd und» wiirde daher
eine Berechnung der in Gleichurig(1l.25) eingefuihrten Skaitéktion X, . in hinreichend hoher
Ordnung renormierungsgruppenverbesserter Storungatheséordern. Durch Bestimmung ihres
asymptotischen Verhaltens im Lim&s- oo und Vergleich mit der in Gleichun§{1.130) angenom-
menen asymptotischen Proportionalitat konnte im RahmeRpilon-Entwicklung der Exponent
¢ ermittelt, und sein Wert mit dem sich aus der Relatlon 1e38¢benden verglichen werden.
Nach diesen ersten qualitativen Vortiberlegungen zum Bmflan-der-Waals-artiger Wechsel-
wirkungen auf das Skalenverhalten der Exzess-FreiengiEnend der Casimir-Kraft am Kkriti-
schen Punkt und im Temperaturbereith> T ., sollen die im Vorangegangenen diskutierten
Zusammenhange nun anhand eines exakt I6shdeam Spharischen-Modells verifiziert werden.
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2 Exakte Ergebnisse fur dagviean-Spharische-Modell

Exakt I6sbare Modelle spielen in der Theorie der kritiscRbBAnomene eine wichtige Rolle, da sie
wichtige Tests fur im Rahmen von Naherungsmethoden erfeaegebnisse ermdglichen. Zu den
wichtigsten Vertretern der Klasse exakt losbarer Modellder statistischen Physik des Gleich-
gewichts z&hlt neben dem urspriinglich von W. Lenz [90] alsdéllofir einen Ferromagneten
entwickelten Ising-Modells in einer Dimensian [91] und imeidimensionalen Fall ohne aul3eres
Magnetfeld [92], das von M. Kac im Jahre 1947 vorgeschlaggigirische Modell (siehe z.B.
[93]). Wie auch das Ising-Modell, als dessen exakt [6sbargréximation es seinerzeit eingefiihrt
wurde, handelt es sich beim spharischen Modell um ein Sjgier@lodell. Wesentlicher Unter-
schied ist jedoch, dass im sphérischen Modell die dem Isindell zugrundeliegende Annahme
von Spinvariablers; mit fester Lange.S;| = 1 aufgegeben wird. Stattdessen durfen All&Spin-
variablen des Systems beliebige reelle Wéite= (—co, oo) annehmen, die in Einklang mit der
globalen Normierungsbedingung

N
d S§P=N (2.1)
i=1

stehen. Diese Modifikation des Ising-Modells fiihrt auf das Berlin und Kacl[94] in einer, zwei
und drei Dimensionen exakt geldste spharische Modell. EZmediesem Modell abgeleitete Va-
riante ist das auf Lewis und Wannier [95] zurlickgehektimn Sphérische-Modell, das ebenfalls
exakt l6sbar ist, sich von ersterem jedoch im Hinblick aefgibbale Normierungsbedingurig(2.1)
der Spinvariablen unterscheidet. Diese wirdMeanSpharischen-Modell durch die schwéachere
Forderung

N
<Z S§> =N (2.2)
=1

ersetzt. Wird den Spins keinerlei Normierungsbedingunigriagt, resultiert das ebenfalls von
Berlin und Kac [94] eingefihrte Gaul’3sche Modell. Dieses #llodt jedoch im Gegensatz zu
den sphérischen Modellen nicht fiir alle TemperatuWren 7' < oo definiert und weist in jeder

Dimension ein triviales, d.hmean-fieldartiges kritisches Verhalten auf. Das kritische Verhalte
der spharischen Modelle hingegen, die im Hinblick auf diedguivalent sind (siehe z.B. § 3.1.2
in [87]), istind;;, < d < d} Dimensionen nicht-triviald;, und d; bezeichnen dabei die untere
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und obere kritische Dimension, die fiir beide Varianten gq#sigschen Modellgl;, = 2 und
d; = 4 betragen. Ind < d;, = 2 Dimensionen treten daher in den spharischen Modellen keine
Phasenibergange auf.

Zahlreiche Modifikationen der sphérischen Modelle hingiicin Geometrie, Randbedingungen
und Eigenschaften der zugrundeliegenden Wechselwirkusipel in der Literatur bereits behan-
delt worden (fiir eine Ubersicht siehe z.B. § 3.1lin [57]). Mér Herleitung der exakten L6-
sung eines spharischen Modells befasst sich auch diesdteK&®rtrachtet wird dabei eid-
dimensionaledvieanSphérisches-Modell mit Filmgeometrie x co?~! in 2 < d < 4 Dimen-
sionen und periodischen Randbedingungen. Unter Zugregdey eines langreichweitigen Paar-
potentials mit dem in Gleichund{1.1) angegebenen Gro8absterhalten und Beschrankung
auf den Temperaturbereich > T .., werden im Rahmen dieses Modells exakte Ergebnisse fiir
die Exzess-Freie-Energie und die Casimir-Kraft hergefeie Dimensionalitat wird dabei als
reellwertige GrolRe aufgefasst, da samtliche Ergebnisssiime einer analytischen Fortsetzung
auch fur nicht ganzzahlige Werte vdrausgewertet werden kénnen.

2.1 Definition des Modells

In diesem Kapitel wird eirMeanSphéarisches-Modell auf einem zunéchst allseits endiichie-
fach hyperkubischen Gitter der Geometfiex Ly x - - - x Ly mit periodischen Randbedingungen
entlang allerd Hauptrichtungen betrachtet. Bezeichietc Z¢ die Menge aller Gitterplatze:
dieses Gitters und(x) € (—oo, c0) eine am Ortr lokalisierte skalare Spinvariable, so wird das
MeanSphéarische-Modell beschrieben durch (siehe z.B. § 3rl[3ii]) die Hamilton-Funktion

Sl > L s@s@) - h s s Y S (23
x,x'eL xzel xzcl

in Verbindung mit der in der Literatur allean Spherical Constrairttezeichneten Nebenbedin-
gung
<Z 52(;.@)> = 2. (2.3b)
zeL
Die Kardinalitat|£| entspricht dabei der Gesamtzahl aller Gitterplatze bemnigéweise Spins.

Die Hamilton-Funktion[[Z-3a) setzt sich aus drei Beitragggammen. Neben einem Wechsel-
wirkungsanteil, in den das Paarpotentidlc — =’) der an den Ortem undz’ befindlichen Spins
eingeht, wird Uber den zbs = H/kgT proportionalen Term die Ankopplung der Spinvariablen
an ein auBeres Magnetfeld berlcksichtigt. Der letzte Term in der Hamilton-Funkti@h3a)
koppelt die Quadrate der Spinvariablen an das sogenanhégisthe Feld, dessen ausschliel3-
lich positiver Wert Uber die Nebenbedinguig(2.3b) zu lbasten ist. Diese Konstruktion stellt
sicher, dass die Losung des Modells fur alle Temperatiiren0 definiert ist (siehe z.B. § 3.1 in
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[57]). Sind alle Spins des Systems aquivalent — eine Annatimauf das hier betrachtete Modell
aufgrund periodischer Randbedingungen und des transsatticarianten Paarpotentials zutrifft —
folgt aus der Nebenbedingurig(2.3b), dass(x)) = 1 fiir allex € £. Die Spins sind somit im
Mittel auf die Lange eins normiert.

Das im Wechselwirkungsanteil der Hamilton-Funkti@n_(R.8aftretende Paarpotentidl(x)
beinhaltet sowohl einen kurzreichweitigen Antdil(x) der benachbarte Spins ferromagnetisch
koppelt, als auch einen langreichweitigen, ebenfall©faagnetisch koppelnden Antef}(x) mit
dem in Gleichung[{T]1) spezifizierten GroRabstandsverhatit2 < ¢ < 4. Ein Paarpotential
auf das diese Annahmen zutreffen, ist

J(x) = Ji(x) + J2(x) (2.4a)

J2 (2.4b)

mit dem Kronecker-Symbadj; ;, den Konstanted; > 0 undJ, > 0 und einem weiteren Parame-
ter pp > 0. Letzterer legt die Langenskala fest, oberhalb derer ddsallen des langreichweiti-
gen Anteils naherungsweise seinem GroRabstandsverhglten ~ Jyz~ (@) entspricht. In
Systemen mit langreichweitigen Wechselwirkungen undopkistﬁgr?oRandbedingungen sind je-
doch, neben den Wechselwirkungen der Spins innerhalb dgsiimglichen Systems, auch die
Wechselwirkungen mit den Spins in dessen periodisch feetigéen Bildern zu bertcksichtigen.
Der langreichweitige Anteill;(x) des Paarpotentials in Gleichurig(2.4a) ist daher durchfdie e
fektive Wechselwirkung

Toe (@) = Y Jo(x +Lm) (2.5)

meZd

mit derd x d DiagonalmatrixL = diag(L1,..., L) zu ersetzen. Die Eigenschaften des daraus
resultierenden Paarpotentials
J(x) = Ji(x) + Joenr(x) (2.6)

und seiner, in die exakte Losung des Modells eingehenderr&iouriertransformierten sollen
nun im Folgenden diskutiert werden.

2.2 Eigenschaften des Paarpotentials

Die Gitter-Fouriertransformierte des Paarpotentials,
J(q) = Z J(x)e " T* (2.7)
zel
ist eine zentrale GroR3e, da das kritische Verhalten des Néagtemittelbar durch ihre Asymptotik
im Infrarotlimesq — 0 bestimmt wird. Um dieses asymptotische Verhalten heraubeiten,
wird in AnhandA.]l gezeigt, dass die Gitter-Fouriertransherte des PaarpotentialS{R2.6) gemaf

J(q) = J(0) — K kT Q(q) (2.8)
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mit dem temperaturabhangigen und reellwertigen Parameter

1 9J(q)

k‘BT 8(]2

>0 (2.9)
qg=0
aufgespalten werden kann. Die Funktitfq) lasst sich dabei in der Umgebung des Punktes
g = 0 in eine Potenzreihe von der Form

d
Q(q) a0 q* — bq” +bag* + by Z 4 + o(q*) (2.10)
a=1

entwickeln, wobej,, dera-ten Komponente desdimensionalen Wellenzahlvektogsentspricht
undq = |q| seinem Betrag, und fiir die Entwicklungskoeffizienten 0, by > 0 undbs+b4; > 0
gilt. Die auf der rechten Seite von Gleichulig(2.10) expkrigegebenen Terme sind dabei, mit
Ausnahme des zum Entwicklungskoeffizienteny proportionalen Ausdrucks, ig-Raum iso-
trop. Diese Anisotropie hat ihren Ursprung darin, dass dididische Symmetrie durch das hy-
perkubische Gitter auf die hyperkubische Symmetrie hergebrochen wird. Der bei = 0 im
Allgemeinen nichtanalytische Beitrag proportionalZuresultiert aus dem Grof3abstandsverhal-
ten des langreichweitigen Anteils des Paarpotentials. [P6} Koeffizientb K kgT dieses Terms
in Gleichung [ZB) hangt daher von den Eigenschaften dep&aatials bei kleinen Abstanden
und somit insbesondere von dem Paramgjeticht ab, wahrend bei den Koeffizienten der analy-
tischen Beitrage von der Ordnugd und ¢* derartige Abhangigkeiten bestehen (siehe Gleichun-
gen [AI3) in Anhan@AlL).

Aus den in AbschnitfZ]1 tber die Konstanténund J, getroffenen Annahmen folgt, dass das
Paarpotential{216) fiur alle Gittervektoranc £ ausschlieBlich positive Werte annimmt. Eine un-
mittelbare Konsequenz ist, dass das Modell einen eind=utidih. von den Werten der Parameter
J1 und J, unabhéngigen Grundzustand aufweist, der durch ferronisghe Ordnung der Spins
gekennzeichnet ist. Weiterhin ergibt sich daraus fur digeGFouriertransformierte des Paarpo-
tentials, dass/(0) > .J(g) und somitQ(q) > 0 ist, fiir alle Wellenzahlvektoreg # 0 innerhalb
der ersten Brillouin-Zone BZdes einfach hyperkubischen Gitters. Damit diese Eigeffisdea
FunktionQ(q) auch nach Ersetzung durch ihre in Gleichung(2.10) angegeBeihenentwick-
lung vierter Ordnung erhalten bleibt, darf die Gleichung

d 4
by + b471 Z <q?a> ] =0 (211)
a=1

mit den far die Entwicklungskoeffizienten b, undb, ; erhaltenen Werten, keine reellwertige Lo-
sungq besitzen. Diese Bedingung wird von den in AnhRnd A.1 bestienrKoeffizienten[[AI4c)
mit 2 < o < 4 erfullt.

1 _ bq0'72 _|_ q2
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2.3 Freie Energie und Zustandsgleichung

Die freie Energie ist eine wichtige Grol3e in der statiststiPhysik des Gleichgewichts, da sie
samtliche Informationen Uber die thermodynamischen Egeaaften des zugrundeliegenden Sy-
stems enthélt. Sie bildet auch den Ausgangspunkt fur diersathung des thermodynamischen
Casimir-Effekts, da sich aus ihr gemaR den GleichungehII2a [T.2P) die Exzess-Freie-Energie
und die Casimir-Kraft unmittelbar ergeben. Im Folgenderdwiaher zunachst die Herleitung der
Gibbsschen freien Energie dekeanSpharischen-Modells skizziert (siehe z.B. § 3.1.in [5TRlu
aus dieser eine weitere wichtige Relation abgeleitet — distahdsgleichung. Diese beschreibt
die Abhangigkeit der Magnetisierung von Temperatur unceéaf® Magnetfeld und wird — ne-
ben der freien Energie, der Exzess-Freien-Energie und agn-Kraft — in den folgenden Ab-
schnitten im Hinblick auf ihr asymptotisches Verhalten er dmgebung des kritischen Punktes
untersucht. Dabei kann, legt man bei der statistischenBetting des Modells das kanonische
Ensemble zugrunde, die Gibbssche freie Enefggeman

F=—kgTlog Z (2.12)

aus dem Logarithmus der kanonischen Zustandssumme eriagdtden. Diese ist durch Integrati-
on des Boltzmann-Faktors Uber alle mdglichen Spinkonfigaman zu berechnen und lautet daher
fir das in AbschnitEZl1 definierfdeanSpharische-Modell

H /ZdS(m)

xel”

Z = e~ M/ksT (2.13)

mit der in Gleichung[(Z3a) angegebenen Hamilton-Funktior= H({S(x)}). Die kanonische
Zustandssumme und auch die freie Energie hdngen dabei vareageratur, dem auf3eren Ma-
gnetfeld sowie dem sphérischen Feldb, dessen Wert so festzulegen ist, dass die Normierungs-
bedingung der Spinvariablen, Gleichufig(2.3b), erfitlt 8langes jedoch ein freier Parameter
ist, entspricht die freie Energie, die sich aus den Gleigear{ZI2) und{Z13) ergibt, der freien
Energie eines GauRschen Modells.

Um nun die Zustandssumni2zu berechnen, wird von der Ortsraumdarstellung zur Déusigp!
im Fourierraum Ubergegangen und die in die Hamilton-Fankfi{ eingehenden Spinvariablen
S(x) und das Paarpotentidl(x) gemar

S(g) =) S(w)ea® (2.14)
zeL
und Gleichung[{217) durch ihre Gitter-Fouriertransforrigia S(q) und J(q) ersetzt. In dieser
Darstellung faktorisiert die Zustandssumme und die nun diee Fourierkomponentef(q) zu
erfolgenden Integrationen kénnen analytisch ausgefiibrden. Der Logarithmus der Zustands-
summe fuhrt dann zu dem in Gleichung (3.14)lin [57] angegeheXusdruck fur die reduzierte
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Gibbssche freie Energie pro Spit™ (K, h,s)/(kgT|£|) des GauRschen Modells mit dem in
Gleichung [ZP) definierten Paramet&r o« 1/7. Das sphérische Felgdist dabei jedoch keine
freie Variable sondern implizit durch die zusétzlich zuilmsichtigende Nebenbedingurig(2.3b)
festgelegt. Diese impliziert, dagseinerseits eine Funktion der Temperatur und des &uf3eren Ma
gnetfeldes ist, und kann mit Hilfe der Ableitung der freiemegie des GaulRschen Modells nach
dem spharischen Feld geschrieben werden als

0 FM(K, b, s)

= 2.15
ds  kpT|L] y (2.15)

s=s(e,K,h)

mit ¢ = 1. Um die s-Abhangigkeit der freien Energie“M (K, h, s) zu eliminieren und sie voll-
standig auf die Variable® und » umzuschreiben, wird daher eine Legendre-Transformatin b
zuglich des sphérischen Feldes durchgefiihrt und ansehliel3= 1 gesetzt. Dies fuhrt auf

FSM(K B = [FGM(K, h,s(e, K, b)) — s(e, K, h) 5]

, (2.16)

e=1

und definiert die Gibbssche freie Energie tibsanSpharischen-Modells (siehe Gleichung (3.22)
in [57]), die sich fir die in Abschniff2l1 beschriebene Migfeezifikation mit den Systemléangen
L= (Ly,...,Lg)zu

FIS,M(K7 h) 1 K K 1 h2
W =3 log ) + 5?};8 2Uqq(r|L) — Kr — T (2.17)

ergibt, mit der temperaturunabhéngigen Konstanten

lou 7
vy = 2108 J(a) (2.18)
0q?
q=0
und der Modensumme .
Uga(r|L) = 28] > log(r +Q(q)) (2.19)
qeBZ,
mit der in AbschnitCZP eingefuhrten Funktiéh(q). Die Summationen in Gleichun§(Z]19) er-
strecken sich dabei Uber alle Wellenzahlvektoger (g1, .. ., q4) innerhalb der ersten Brillouin-

ZoneBZ; des hyperkubischen Gitters. Fur diete Komponente des Wellenzahlvektors gilt da-
her, wie in § 3.1.2 inl[57] erbrtery, = 27vy /Ly Mit v, € {—N4, —Ny + 1,..., Ny} wobei
Ny = (Lo —1)/2.

Der in die freie Energie{2.17) dédeanSpharischen-Modells eingehende Parametesingt

gemar
r= %(23 — g) (2.20)

unmittelbar vom spharischen Feld ab, dessen Werts (K, k) Uber die Nebenbedingung(2115)
mit e = 1 zu bestimmen ist. Der Wert des Parameters: r (K, h), der sich daraus ergibt,
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entspricht gerade seinem Wert am Supremum des in gescawé&ifammern befindlichen Aus-
drucks auf der rechten Seite von Gleichung(R.17). Die Bestingsgleichung fir den Parameter
rr,(K,h) — und somit fUr das sphérische Felg (K, h) — kann daher durch Nullsetzen der
ersten Ableitung dieses Klammerausdrucks naerhalten werden. Dies fuhrt auf

h2

K=—= L 2.21
K2 + Waa(re|L) (2.21)

mit der Modensumme . .
Wao(rlL) = = Y —or= (2.22)

‘/Q‘ qeBZ, T Q(q)
die sich geman

oU, L

Waa(r|L) =27d’g£r’ ) (2.23)

durch Ableiten der Modensumnig; (| L) ergibt. Eine Integration dieser Gleichung tbdie-
fert die wichtige Relation

1 /(7
Ud7Q(’I“|L) = Ud7Q(O|L) + 5 / dx Wd7Q($|L). (224)
0

Unter Verwendung der impliziten Bestimmungsgleichdn@I2fir den Parameter;, (K, k) kann
nun, wie in 8 3.1.2 inl[57] gezeigt, die Zustandsgleichung MeanSpharischen-Modells herge-
leitet werden. Dazu wird zun&chst durch Ableiten der fréi@ergie [Z.117) nach dem reduzierten
auleren Magnetfelt die Magnetisierung pro Spin

9 FM(K h) h
oh kpT|L|  Krp(K,h)

mp(K,h) = (2.25)

berechnet. Mittels dieser Identitat kann der Paramet€¥<, ) in Gleichung [ZZI1) eliminiert,
und diese auf die Magnetisierung pro Spin, (K, h) umgeschrieben werden. Dies fuhrt auf die
ebenfalls in impliziter Form vorliegende Zustandsglept = h(my,, K') desMeanSphérischen-

Modells
h

mLK

(1-m3)K = Wd,g<

L). (2.26)

Aufgrund des eben erdrterten unmittelbaren Zusammenhangshen der Zustandsgleichung
und der Bestimmungsgleichurlg(2.21) fur den Parametek’, /), wird im Folgenden der Begriff
»Zustandsgleichung” auch fir letztere synonym verwendet.

Abschlief3end soll nun noch eine weitere wichtige Relatimgegieben werden: Der Zusammen-
hang zwischen dem Parametgy( K, h) und der Suszeptibilitat

XL(K,h) = W (2.27)
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in Abwesenheit eines aulReren Magnetfeldes. Dazu wird dedwygk flr die Magnetisierung pro
Spin auf der rechten Seite von Gleichubg(2.25) in die Dédimiigleichung[(Z.27) der Suszepti-
bilitat eingesetzt. Daraus folgt im Fdll= 0, dass

1

rp(K,0) = 7XL(K, 0K

(2.28)

Der Parameter, entspricht somit im feldfreien Fall, bis auf einen Propmntilitatsfaktor, der
inversen Nullfeld-Suszeptibilitat ;' (K, 0).

2.4 Lo6sung der Zustandsgleichung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die ZustandsgleickZiZd) des in Abschniff2.1 beschrie-
benen allseits endlichdieanSpharischen-Modells in impliziter Form hergeleitet. Ragmpto-
tische Verhalten ihrer Losung in der Umgebung des kritincRanktes soll nun im Folgenden
untersucht werden. Da in dieser Arbeit makroskopische eBystmit der im Hinblick auf die
Untersuchung des Casimir-Effekts wichtigen Filmgeoneelrix co?~! betrachtet werden, wird
zunachst auf den dementsprechenden Lithgs— oo fur alle > 1 Ubergegangen und die
Filmdicke L, auf einen endlichen Weit; = L gesetzt. Der Vektor der Systemlangbnder im
vorangegangenen Abschnitt formal zur Kennzeichnung diedasi allseits endliche System be-
zogenen GrolRen verwendet wurde, wird in diesem Grenzfathdein skalared. ersetzt. Fur die
Modensummeél/; o, gelte beispielsweise

Wao(rlL) =~ lim  Wao(r|L). (2.29)
2,0, LLg—00
Entsprechend bezeichne
rp(K,h) = lim  rp(K,h) (2.30)

Lo,...,Lg—o0
die L6sung der Zustandsgleichulg(2.21) in diesem GrdnEfak asymptotische Verhalten dieser
Ldsung in der Umgebung des kritischen Punktes wird nun sbinothermodynamischen Limes
L — oo als auch flr das System mit endlicher Filmdidke< oo untersucht.

2.4.1 Die Zustandsgleichung im thermodynamischen Limes
Im thermodynamischen Limes lautet die Zustandsgleichligl]

h2

K —
Kr2,

+ Wa,a(rso|00). (2.31)

lhre LOsungro = ro (K, h) verschwindet am kritischen Punik’, h) = (K¢ 1—,0), da gemaf
Gleichung [ZZB) der Parametey, im feldfreien Fall proportional zur inversen Suszepttkti
X! ist, undy., am kritischen Punkt divergiert. Gleichurlg(2.31) reduzsich somit in diesem
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Fall auf K o = Wy (0]co) und definiert den kritischen WeH,, o, T,;Olo des Parameter®’,
der sowohl vorb als auch allen weiteren Koeffizienten in der Entwicklubgl{®.der Funktion
Q(q) abhangt. Fuhrt man in der Zustandsgleichung{2.31) nurirdéaren Skalenfelder

G =Keoo— K,  gn=h/VEK, (2.32)

der Temperatur und des aufReren Magnetfeldes ein, die dieidbung der jeweiligen Grél3e von
ihrem Wert am kritischen Punkt messen, so lautet diese

2
— gt = <f—h> + Wd7Q(TOO|OO) — Wd7Q(0|OO). (2.33)

[e.9]

Um das asymptotische Verhalten der Loésung dieser Gleiciudgr Umgebung des kritischen
Punktes bestimmen zu kdnnen, ist zunéchst das VerhaltéatlsnsummeéV; o (r|co) fur kleine
Werte ihres Argumentes zu ermitteln. Man findet, wie in den Gleichungén (AR1b) UADY)
in AnhandglA.2 angegeben, dass im Fak d < 4und2 < o <4 mitd+ o # 6

Waa(rloe)=Waa(0loo) ~ =A™/ —bBy oo 4 (Wi +bul)r+0(0%) (2:34)

mit den universellen, d.h. von dem zur Berechnung der Magtanse W, o eingefiihrten Ab-
schneideimpulg\ unabhangigen Konstanten

Ay = ri-s) 2.35
d——W (2.35a)

und p
By, — m(d+o-2) (2.35h)

7 2(47) /2T (%) sin(r42)

mit der Gamma-Funktiol'(x). Die Koeffizientemug\) und wg;) hingegen sind nicht-universell,

und die mit ihnen einhergehenden Terme entsprechen deenfiddm Korrekturen zu den Termen
x Ag undx B, auf der rechten Seite von Gleichufig(2.34).

Die in Gleichung [[Z:34) angegebene Entwicklung der Modemsa IV, (r|oo) kann nun in
die Bulk-Zustandsgleichund[Z.B3) eingesetzt und deren Lésungnastwerden. Beschrankt
man sich dabei zunachst auf den feldfreien Ra# 0, so erhalt man

VWo A A vw
ol (YLl 2Bao (g 2w beg) (g (236)
C>oh:OgtHO Ad (d—Z)Ad Ad (d—Z)Ad Ad .

bis zur ersten Ordnung im Parameliemd den mit den KoeffizientemfiA) undwéAU) verbundenen

Korrekturen. Die kritischen Exponentenund v, der Exponentv,, der in die Korrektur eingeht
die aus dem langreichweitigen Anteil des Paarpotentiaigltiert, sowie der Wegner-Exponent
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nehmen dabei ihre Werte im sphéarischen Modell (siehe z.Bic@lingen (92) und (93) in_[88]
und Gleichung[[I29) mitSM = 0)

ASM = 9,8M — %, wEM =0 -2, WwM=4_¢q, (2.37)
an. Das fuihrende asymptotische Verhalten vgrj,_, findet sich dabei in Ubereinstimmung mit
der zu erwartenden Divergenz der Nullfeld-Suszeptibilitd, (£,0) ~
Punkt, in fuhrender Ordnung proportional gu’.

Ausgehend von der in Gleichurdg(2136) angegebenen LosurBulleZustandsgleichung kon-
nen nun die bislang nicht definierten Skalenfelder des &adgweitigen Anteils des Paarpotentials
g, und der Wegner-Korrektureg, eingeftihrt werden. Die Struktur dieser Lésung legt natesedi
Skalenfelder, die in den Koeffizienten der entsprechendanekturen zum filhrenden asymptoti-
schen Verhalten auf der rechten Seite von Gleichingl(2 &&eten, als

5t |,—o @m kritischen

Jo = b, Jw = wilA) + bwgg, (2.38)

zu definieren. Das Skalenfeld der Wegner-Korrektuygmmfasst daher sowohl die erste Korrek-
tur zum fuhrenden kritischen Verhalten im rein kurzreichigen Fall, als auch die erste Korrektur
des Termsx b, der aus dem langreichweitigen Anteil des Paarpotentsigltiert.

Auf der Grundlage dieser Voriiberlegungen kann nun diemlégee Losung deBulk-Zustands-
gleichung[Z:3B), die auch den Fall eines nichtverschwidda aul3eren Magnetfeldes bertcksich-
tigt, angegeben werden. Diese genligt in der Umgebung dexken Punktes einer Skalenform

Too & g;/R(OO) (gh.g;Aa gogéjwa s gwgzl;w) (2393_)
mit einer geman
R(‘X’)(mh, ToyTy) = Réoo)(xh) -+ xUR((,‘X’)(mh) -+ waffo) (xp) + o(xg, zw) (2.39b)

in den Skalenfeldern, undg,, linearisierten Skalenfunktion und den kritischen ExpaaerfZ.3¥)
im sphérischen Modell, sowie de@ap-ExponentemA = v(d + 2 — ) /2, dessen Wert im sphéa-

rischen Modell
d—+2

ASM —
2(d—2)’

(2.40)

betragt. Die FunktiorR((]oo), die das fihrende asymptotische Verhalten wgnbeschreibt, ist
dabei als Losung der impliziten Gleichung

14 23 [RE ()] 72 = Ag[RES ()] 212 (2.41a)
zu ermitteln. Ist die Lésung dieser Gleichung bekannt, kdnmaraus gemaf

—9B, R (5, )](d+o+2)/2
R (a,) = d"’m(o ; (1) (2.41b)
(d—2)Ag[Ry™ ()] @+2)/2 + 422




2.4 Loésung der Zustandsgleichung 33

und )
00 4
RE) (n) = 2[7(%0) ) (2.41c¢)
(d = 2)Aa[Ry™ (2p)]@+2)/2 + daj
die Gbrigen auf der rechten Seite von Gleichdng (2.39bjeteftiden Funktionen erhalten werden.

Im feldfreien Fallg, = 0 fuhren obige Ergebnisse — wie zu erwarten — zu dem bereits in

Gleichung [Z.36) angegebenen asymptotischen Verhaltemyg, .

In den vorangegangenen Ausfihrungen, die zur LosundgdéeZustandsgleichung gefiihrt
haben, ist der Fali + o = 6 der auch den im Hinblick auf reale Systeme wichtigen Falhmic
retardierter van der Waals-Wechselwirkungen in drei Disi@men(d = o = 3) einschlief3t,
zunachst ausgenommen worden. Er ist gesondert zu bemadater durch das Auftreten loga-
rithmischer Anomalien sowohl in der Lésung der Zustandshleng als auch in der freien Ener-
gie und daraus abgeleiteten Grof3en wie zum Beispiel denfasraft gekennzeichnet ist. Diese
Anomalien sind sowohl inBulk als auch im Fall endlicher Filmdicke vorhanden und wurdeiter
mals in [14] in einem System mit Paarpotentialen von der isehnittfZ1 beschriebenen Form
mit d+ o = 6 gefunden. Wie in § IV.B.2 in[39] gezeigt, sind sie (i) auf diespharischen Modell
im Fall d + 0 = 6 vorliegende Entartung des Wegner-Exponentes- 4 — d und des Expo-
nentenw, = o — 2 des langreichweitigen Anteils des Paarpotentials unda(if)das Auftreten
des TermSJwéf‘o) im Skalenfeld der Wegner-Korrektureg, zurlickzuftihren. Ihr mathematischer
Ursprung liegt in den KonstanteR,; , und wfif‘a), die Uber das asymptotische VerhaltEn (P.34)
der Modensummél/; o (r|oo) in die Zustandsgleichun@{ZI33) eingehen. Obgleich dieskarie

wéAU) nicht-universell ist, besitzt sie gemai

w 2Kq (A) re
10 ead o6 Vasd TOW+T—0) (2.42)

beio = 6 — d einen universellen, d.h\-unabhéngigen Polterm mit dem fiir< d < 4 positiven
Koeffizienten
K “ 0 2
= — 1 = —-—
d . (‘q’ ) (47T)d/2r(%l)

mit der Diracschen Delta-Funktiof{x), wobei fir Impulsraumintegrationen hier und im Folgen-

(2.43)

den die Notation .

/q(d) =11 /Z ‘12% (2.44)

a=1""
verwendet wird. Der auf der rechten Seite von GleichlingPm Limeso — 6 — d auftretende
Polterm kompensiert den in der Entwicklung der Konstardtgn geman

2K, K,

By, = ——d Moy s— 2.45
o % ydte—6 o TOW@+o—0) (2.45)

vorhandenen Pol, der mit entgegengesetztem Vorzeicheie iRrdwicklung [Z31) der Moden-
summel; o(r|occ) eingeht und dort zu einem Beitrag r log  flihrt. Diese Entwicklung lautet
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daherimFalk < d <4 mitd+0c =6

Waa(r|oo) — Wy a(0]oo) Tgo —Adr(d_Q)/Q + 0K rlogr + (wy (A) + bw( ))7" + O(b2) (2.46)

mit der nicht-universellen Konstantei") = K,/2 + '/} "&. Dieser Ausdruck kann nun in die
Bulk-Zustandsgleichund {Z.B3) eingesetzt und das asympteti¢ethalten ihrer Lésung bestimmt
werden. Dabei ergibt sich

roo = g1 {RED (g7 %) + g RE (gngr ) [w + 0 + g log (67 RE™ (9097 ) ) |}

(2.47)
mit der in Gleichung[{Z:41c) definierten Funktig> und der Funktloﬂz ) die als Lésung
der impliziten Gleichund{Z.41a) zu bestimmen ist. Fir digdchen Exponenten sind wieder ihre
in den Gleichunger{2.87) und(2140) angegebenen Wertehiérisghen Modell einzusetzen. Im
feldfreien Fallg, = 0 kann die implizite Gleichund{2.4lLla) analytisch geldstdeer. Man erhalt
R(()OO)(O) = AZ/(Q_d) und Gleichung[{Z.47) reduziert sich damit auf

¥ vw
~ (9t 2 gt W) =), 2K
rocln= 0 g0 <Ad> {1+(d—2)Ad<Ad> [ B Ad (2.48)

Auf dhnliche Weise wie der ztilog g; proportionale Term auf der rechten Seite der vorange-
gangenen Gleichung, kommen auch die logarithmischen Kiomen zustande, die an der oberen
kritischen Dimension! = d} = 4 auftreten. Genau Wi&lé{? im Fall o = 6 — d, weist der in die
Entwicklung [Z3%) der Modensumni&; o (r|oo) eingehende nicht-universelle Koeffiziang\)
in vier Dimensionen einen Polterm auf (siehe § 2.2lin [97]der ist ebenfalls universell und
hebt den in der Entwicklung der Konstantdp auftretenden Pol

1
4 8r2(d—4)
auf, so dass die Summe der entsprechenden Terme auf dezrmredhite von Gleichund (Z.134)
in vier Dimensionen zu einem Beitrag r log r fihrt. Fir das fuhrende asymptotische Verhal-
ten der Losung der Zustandsgleichung folgt daraus uniétel.. |, ggogt/| log g¢|. Dieses

Ag +0(1) (2.49)

Ergebnis stimmt tberein mit der an der oberen kritischenddigion zu erwartenden Divergenz
der Nullfeld-Suszeptibilita ~, (K, 0) in fuhrender Ordnung proportional zii 7| log g;| am kriti-
schen Punkt (siehe Gleichung (4.18)lin/[98] im Limes- co0). Der kritische Exponen nimmt
dabei seineMean-FieldWertyMF = 1 an.

2.4.2 Zustandsgleichung des Systems mit endlicher Filmdie

Ausgehend von der Zustandsgleichuhg (R.21) des allseigcban Systems, ergibt sich die Zu-
standsgleichung des Systems mit endlicher Filmdicke zu

h2
K = Kr 2 +WdQ(TL|L) (2.50)
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in der vereinbarten Schreibweise. Um das asymptotischiealten ihrer Losung, = r1.(K, h)

in der Umgebung des kritischen Punktes zu bestimmen, witdchst auf beiden Seiten von Glei-
chung [Z2D) der kritische Wert des Paramef€rsi. .. = Wy q(0/co), abgezogen. Fuhrt man
nun die in den Gleichungef{Z]32) definierten Skalenfejdend g;, ein, lautet die Zustandsglei-
chung des Systems mit endlicher Filmdicke

2
— gt = <§—Z> + WCLQ(TL’L) — Wd,Q(O‘OO). (2.51)

Die hier eingehende Modensummié; o, (r|L) wird in AnhanglA2 berechnet. GeméaR den Glei-
chungen[fATOH, A 22D APP APE AP6) gilt fir ihr asyrapsches Verhalten im Fall < d < 4

und2 < o < 4 mitd + o # 6 bis zur ersten Ordnung im Paramefier

2
Waa(rlL) = Wag(0loc) ~ —Aar™2/? + —5Qua(rL?) = b| Byor(*o/2

g0y 23] + )+ bl + 00%) 252

mit der in Gleichung[{A25) in Anharig-A.2 definierten FunktiQ ,(y) und ihrer ersten Ablei-

tung

Qo v) —ang(y)- (2.53)

Um die Zustandsgleichung des Systems mit endlicher Filkedic ihre Finite-SizeSkalenform
zu Uberfuhren, muss sie auf die Skalenvariablen11.24) umdldlierte inverse Suszeptibilitat
71, = r. LYY umgeschrieben werden. Fir die Skalenfelgerg;, g, und g, gelten dabei ihre
in diesem Kapitel getroffenen Definitiondn_(A.32) uhd (R, 3d fir die kritischen Exponenten
sind ihre Werte im spharischen Modell, Gleichunden(2.3i8) {Z.40), einzusetzen. Die Zustands-
gleichung [Z50) des Systems mit endlicher Filmdicke zusammit dem fir die Modensumme
Waa(r|L) gefundenen Ausdruck{Z262) geht dann in iRneite-SizeSkalenform

N2
. h — 2 5 o— . o .
t~ — <V_> +Adf(Ld 272 - M +go [Bd,afgpr 02 - 2Q&7J(TL):| —GuwTL +0(90,gw)
TL TL
(2.54)

Uber. Somit besteht nunmehr keine explizite Abhangigkeit ger FilmdickeL, da jeglicheL-
Abhangigkeit von den Skalenvariablen getragen wird.

Gleichung [Z51) impliziert dabei, dass die Losung= r1 (K, h) der Zustandsgleichung des
Systems mit endlicher Filmdicke eiténite-SizeSkalenform

rp~ LTYR(E Ry o, ) (2.55a)
erfillt, mit einer in den Skalenvariablen und g, zu linearisierendefRinite-SizeSkalenfunktion

R(E, 1y Gos G) = Ro(E, h) 4+ GoRo(F, h) + G R (£, 1) + 0(Jos Gur) (2.55b)
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und dem Quotienten der kritischen Exponentgn, dessen Wert gemaf’ den Gleichunden{2.37)
im sphérischen ModefSM /SM = 2 betragt. Die in Gleichund {Z.5bb) als Entwicklungskoeffizi
enten auftretenden Funktionen kénnen durch Einsetzen léah@ngen[[Z35) in di€inite-Size-
Skalenform[[Z.54) der Zustandsgleichung des Systems nilitBer Filmdicke mittels Koeffizien-
tenvergleich bestimmt werden. Der filhrende Beitrag aufelenten Seite von Gleichung {Z.55b),
die FunktionRo = R (%, ), entspricht dabei der Lésung der impliziten Gleichung

> 2

; h @-2)2  2Qa42(Ro)

f=—(— A il 1S 24 2.56
<R0> +AdRg Ro (2.562)

mittels derer geman

AR Q) (Ry) — 2By, Ry

Ro(t,h) = -
(d = 2) AR 4 1 1R2 Qu_20(Ro) + 402

(2.56b)

und
2R}

(d - 2) ARV 4 1-1R2 Qu_y2(Ro) + 402
die tbrigen in der Entwicklung (Z.5bb) dEinite-SizeSkalenfunktionR auftretenden Funktionen
zu berechnen sind. Dabei reduzieren sich samtliche flr gstei® mit endlicher Filmdicke erhal-
tenen Ausdriicke im thermodynamischen Linies- oo auf die entsprechendeBulk-Resultate.
Gemalf den Gleichungein (2139) uhd (2.55) gilt furFEigte-SizeSkalenfunktionR und ihre Ent-
sprechung inBulk-System, die SkalenfunktioR (>,

Ro(t,h) = (2.56¢)

nggo LY R(g: LMY g LAY 9o L7, g L) = g R (gng; 2, 90977, gug?®). (2.574)

Analoge Relationen kénnen fir die in den Entwicklunden98)3und [Z.55b) der Skalenfunktio-
nenR undR(*°) eingefiihrten FunktioneR,; unngoo) mit 7 = 0, o, w angegeben werden. Diese

lauten
Tim LT Ro(g LY, gn L) = 6 RE (gngr), (257b)
Jim L7V R (g LYY, gy LAY) = 6] RED (gngy ) (2.570)
und
Jim LR (g LY gn L) = g7 URES (gng ) (2.57d)

Abschlie3end bleibt nun der durch das Auftreten logariiuimér Anomalien gekennzeichnete Fall
2 < d < 4 mitd+ o = 6 zu untersuchen, und hierflr das asymptotische Verhalteht$ing der
Zustandsgleichung des Systems mit endlicher Filmdickeuteiten. Dazu wird in deFinite-Size-
Skalenform[[Z.84) der Zustandsgleichung zunachst dieeBkatiablej,, der Wegner-Korrekturen
den Gleichunger {IT.21b) urld (21 38) entsprechend d(uvfjw + bwgﬁ))L*” ersetzt und anschlie-
Rend der Limes — 6 — d gebildet. Die Polterme der Konstantmﬁ‘;) und By, die in diesem
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Grenzfall auftreten (siehe Gleichungdn (2.42) und (2,4&8¢)en sich auf, und diEinite-Size-
Skalenform der Zustandsgleichung geht tber in

s 2
V B o2 2Qua(r T
P (—) Ao Ma) [Km 1og<L_g> +2Qg,6_d(m]

(9 (9
— (N + b ™) L (2.58)

Die Auslassungspunkte . stehen dabei fur Terme hoherer Ordnung und dabei insbesomde
me von der Ordnun@(b?), die im Rahmen der zur Berechnung der Modensunitiyg,(r|L)

in AnhandA.2 verwendeten Approximation nicht beriicksgthiverden. Die Losung dieser Glei-
chung lautet bis zur ersten Ordnung im Paramiterd den mit den Wegner-Korrekturen verbun-

denen Konstantewg\) und u?éA)

rL N L_Q{RO + LR, Ra

! R
wg\) i b@g\) + wa + bK, 1Og<%>] } (2.59)

mit der in Gleichung [Z56c) definierten Funktidd, = R.(f,h) und der FunktionR, =
Ro(f, h), die als Lésung der impliziten Gleichurig(Z.b6a) zu errhittst. Die im Falld + o = 6
vorhandenen logarithmischen Anomalien manifestieren isiclenFinite-SizeSkalenformen der
Zustandsgleichund(Z.b8) und ihrer Losuphg (R.59) durchAddseten explizit von der Filmdicke
L abhangiger Termec log L2. Anders als im Falll + o # 6 kdnnen diese Gleichungen daher
nicht ausschlieRlich in skalierten GréRR3en formuliert vesrd

2.4.3 Relation zwischen der inverseBulk-Suszeptibilitdt und der Suszeptibilitat
im System mit endlicher Filmdicke

Kombiniert man die Ergebnisse der beiden vorangegangehsohhitte, in denen die Losungen
derBulk-Zustandsgleichung und der Zustandsgleichung des Systéreaditicher Filmdicke be-
rechnet wurden, so lasst sich daraus ein mathematischamfuisnhang zwischen der inversen
Suszeptibilitat-;, des Systems mit endlicher Filmdicke und der inverBeitk-Suszeptibilitat-.,
herleiten. Eine solche Relation wird benétigt, um die infdeien Energief;, des Systems mit end-
licher Filmdicke auftretende inverse Suszeptibilitatzu eliminieren, und’;, sowie die daraus zu
berechnende Exzess-Freie-Enerfjicauf die inversaBulk-Suszeptibilitétr,, umzuschreiben. Da
r+ — als Besonderheit dédeanSpharischen-Modells — gemaR, = ¢2 (siehe z.B.|[16] und
§ 3.1.2 in [5F]) dem inversen Quadrat der wahren Korrelatémge [56] entspricht, kann auf die-
se Weise die Exzess-Freie-Energie als FunktiorFitgte-SizeSkalenvariablerl. /¢, dargestellt
werden.

Um die gewlnschte Relation zwischen den inversen Sus#ggtdn r;, undr., zu erhalten,
werden dieBulk-Zustandsgleichund {Z.B3) und die Zustandsgleichlingl(2&4 Systems mit end-
licher Filmdicke Uber das auf den linken Seiten beider Gleingen auftretende Temperaturskalen-
feld g; gleichgesetzt und die Modensummigd o (r|oo) undWy o (r|L) durch ihr asymptotisches
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Verhalten, Gleichungei{ZB4) urld(2.52), ersetzt. Aufgasben in skalierten Grof3en lautet die
auf diese Weise erhaltene Gleichung im Ra#t d < 4und2 < o <4 mitd+ o # 6

A% 2Qq2(71)
C(E) a2 g e 0]
TL TL
2

=— ( . ) + Agrld=D1% 4 g, By o772 — g i (2.60)

T'oo

mit den skalierten inversen Suszeptibilitaign= r;,L"/* undf., = r.,L"/", dabei ist wiederum
ASM/SM — 2 und den SkalenvariableR{T124). Ihre Lésung= 77 (oo, 1, 4o, G;) kann nun
mittels eines Ansatzes von der Form

7L, 2 Ro(Foo, 1) + GoRo(Foo, ) + GuRu(Foo, D) (2.61)

bestimmt werden. Ersetzt man in Gleichung [Z.60) demgeman und entwickelt die resultiere
den Ausdriicke bis zur ersten Ordnung in den Skalenvarialemd g,,, konnen die Funktionen
Ro, R, undR,, im Rahmen eines Koeffizientenvergleichs bestimmt werdéesdd ergibt fir die
FunktionRy = Ry (7, h) die implizite Bestimmungsgleichung

2 R _ .

Ldgo( o) _ Ad<Rgd 272 _ ffj’z)ﬁ) e (R0—2 - f;ﬁ) (2.62a)
und fir die restlichen in Gleichung{2161) eingefiihrten Kiomen

2R8 [Bd,a <f((>gl+of4)/2 . R((]d+074)/2) n QQZLU(RO)]

Ry (oo, 1) = v (2.62b)
(d —2) AR 4 771R2 Qu_s 2 (Ro) + 42

und
. 2R3 (Ro — 7o)

Rulfoes ) = (d — 2) AR D2 L 1-1R2Qy_s5(Ro) + 4h2
Um die Losung von Gleichund(ZJ60) im Fall< d < 4 mit d + ¢ = 6 zu bestimmen, wird
darin zunachst die Skalenvarialgie der Wegner-Korrekturen geman den Gleichungen{1.24b) und
Z38) durch(w + bw(A)) ~“ ersetzt. Bildet man nun auf beiden Seiten den Limes 6 —d,
heben sich die Polterme der Konstanteﬁ) und B, , auf, und man erhalt

(2.62¢)

2

B (ﬁ) _’_Adf(Ld—Q)/? B M — G [Ker 1og<j; ) +2Qq (7 )}

rL rL

Sl 2
h oo
- (wéA) + b@((jA))L_wa =— <V ) + Agrld=D2 — g Ko 10g<%>

Too

— (WM + My L. (2.63)

Um die Losung dieser Gleichung zu erhalten die skalieserse Suszeptibilitat;, in Abhéngig-
keit von7s,, den Skalenvariableh, g, und (w; ) 4 bw(A)) ~“ sowie der Filmdickel, wird der
Ansatz

71, & Ro(Foos ) + GoRo (Faoy i L) + (Y + 00N LRy (Foo, ) (2.64)
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aufgestellt und fur;, auf der linken Seite von Gleichung{2163) substituiert.darisiert man die
sich dabei ergebenden Ausdriicke in der Skalenvariajpjamd den Konstantewff‘) und wflA),
fuhrt ein Koeffizientenvergleich auf die bereits im F&lto # 6 erhaltene implizite Bestimmungs-
gleichungZ6&2a) fir die FunktidRy und den in Gleichund{Z.6Pc) angegebenen Ausdruck fir die
FunktionR,,. Die als Koeffizient der Skalenvariablgp in Gleichung [Z.64) eingefiihrte Funktion

R, hingegen ergibt sich nun zu

- 2R8{Kd {Ro log(%> — Too 10g<%§)] + 2Q2l,6—d(R0)}
Ry (oo, by L) = (d— 2)AdR((]d+2)/2 + 1 1R2 Qu_s.2(Ro) + 42

(2.65)

und weist eine explizite Abhéangigkeit von der Filmdickeuf, die auf das Auftreten der logarith-
mischen Termex log L? in Gleichung [Z6B) zuriickzufiihren ist.

Von primérem Interesse in dieser Arbeit ist der dreidimemsie Fall nicht-retardierter van der
Waals-Wechselwirkungefd = o = 3) in Abwesenheit eines &ulReren Magnetfeldes, fir den nun
unter Verwendung der fir < d < 4 undd + o = 6 gultigen Gleichunger{2.6Pa, 2.6Pc, 2.65) die
SkalenfunktionerRy, R, und R, berechnet werden sollen. Fir die dazu bendtigten Funktione
Q1,2(y), @32(y) und die in Form ihrer Ableitung in die Skalenfunktid, eingehende Funkti-
on Qs 3(y) kbnnen, wie in den Anhangdn A#%.2 und Al4.3 beschrieberlyszhe Ausdriicke
gefunden werden. Diese ergeben sich aus GleicHungl(A.G6xrai 0 undm =1 zu

Q12(y) = %e}ﬁ N (2.66)
und
Qs2(y) = —= log (1= V7). (2.67)

und durch Ableiten von Gleichung{Al73) naglerhalt man

Q) aly) = 1_12 N % E _ 1og<£>] + 3415{% +Im [1ogr<i\2/—3> + zng)(Zg)(Z] i

mit dem Imaginarteilm(. . .) und der Digamma-Funktion (siehe z.B. § 8.36lin [99])

8)

_ dlogI'(x)

Y(z) iz (2.69)

Der fiir die FunktionQs 2(y) erhaltene Ausdrucf{Z57) wird nun in die implizite Bestiommgs-
gleichung der SkalenfunktioRy, Gleichung[Z6da) mif = 3 und A3 = (47)~!, eingesetzt. Ihre
Lésung kann im feldfreien Fall = 0 in geschlossen analytischer Form angegeben werden. Sie
ergibt sich durch Auflésen nadty zu

Ro(F0,0) = 4 arcesch’ (26_\/§/2> (2.70a)

1/ :
:410g2{5(e@/2+ 4+e\/§>} (2.70b)
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und kann nun in die Ausdricke fir die SkalenfunktioriRnund R, Gleichungen[[Z.62c) und
@53) mitd = 0 = 3, h = 0 und K3 = (27%)~!, eingesetzt werden. Die auf diese Weise er-
haltenen SkalenfunktionelRy (7, 0), Ry (70, 0; L) undR,, (7, 0) sind in den Abbildungehl €3-8
dargestellt. Da die inverse Suszeptibilitit des Systems mit endlicher Filmdicke im thermody-
namischen Limed. — oo in die inverseBulk-Suszeptibilitétr,, Ubergeht, folgt daraus fur das
asymptotische Verhalten der Skalenfunktig

Ro(Foos h) A oo (2.71)

T'oo—>00

fir |h| < oo, wahrend die mit den irrelevanten Skalenfeldgsnund g, einhergehenden Skalen-
funktionenR, undR,, in den Gleichunger{Z61) und(2]164) in diesem Grenzfabetawinden.

2.5 Skalenverhalten der freien Energie, Exzess-Freien-Engie und
Casimir-Kraft

In AbschnitfZ3B ist die freie Energie ddsdimensionalerMeanSpharischen-Modells auf einem
allseits endlichen hyperkubischen Gitter hergeleitetdsar Der dabei erhaltene Ausdru€k12.17)
soll nun nach Ubergang auf die Filmgeomettie« co?~! weiter ausgewertet werden. Dazu wird
in Gleichung [Z.1I7) zunéachst fir die Systemlandenmit o > 1 der Grenzibergang, — oo
vollzogen,L; auf einen endlichen Weft; = L gesetzt und daraus im Folgenden die freie Energie,
die Exzess-Freie-Energie und die Casimir-Kraft eins@ildd ihrer aus dem langreichweitigen
Anteil des Paarpotentials resultierenden Korrektur saleeWVegner-Korrekturen hergeleitet. Wie
auch schon in den vorangegangenen Abschnitten, sind dabéedlen Falled + o # 6 und

d + o = 6 zu unterscheiden.

2.5.1 Freie Energie des Systems mit endlicher Filmdicke unitn
thermodynamischen Limes

Ausgehend von Gleichun§{Z2]17) ergibt sich die reduziedi fEnergie deMeanSphérischen-
Modells der Geometri& x co?! pro Spin und Flacheneinheit def — 1)-dimensionalen Quer-
schnittsflache unendlicher Ausdehung zu

2
FL(K,h) = LFO(K) + gsg%{z[Ud,g(ryL) - Ud@(O\oo)] — Kr— %} (2.72a)
Dabei bezeichnet . " "
FOK) = 3 [log<%> - U—J + Ug,0(0]c0) (2.72b)

einen regularen Hintergrundterm, der fir das Verhaltenfrdéen Energie in der Umgebung des
kritischen Punktes unerheblich ist. Die in Gleichubhg (A)7€benfalls auftretende Modensumme
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Ugo(r|L) wird in Anhang[A2 berechnet. Unter Verwendung der Gleidam[ATI9h[AZ]a,
A 281A36) sowie des Grenzwertes

4
i $7Qd+22(y) _ —ASM(g) (2.73)
y—0 Yy
und des Zusammenhangs zwischen den Funktiohen(y) und Qg »+2(y),
Qd,o
- Qo2 AG(d.0) + Quo ), @72
folgtimFall2 <d <4und2 <o <4mitd + o # 6,

A 4 L? Byo
Uga(r|L) — Uga(0joc) ~ —=2pd/2 mQat22(rL7) b[ do . (d+0-2)/2

d rLd+2 d+oc—2
(A) (A)
wy '+ bw 1
— Aglg(d, O’) — Qd,o’(f):| + %7"2 + §Wd7Q(O‘OO)7“
o), (2.75)

bis zur ersten Ordnung im Parameteund den mit den Konstantezmg\) und wé{‘o) einherge-
henden Korrekturen. Die bei der Herleitung dieses Ausdrivekwendeten Identitate (2173) und
(Z.22) ergeben sich unmittelbar aus der Potenzreihemdlarsy der Funktior®); ,(y), die in Glei-
chung [A59) in Anhan§ AZ]11 angegeben ist. Dabei entsprech

AEM(d) = —n~ Y21 (2) ¢(a) (2.76a)
und 20720 (H5=2) ((d + 0 — 2)
2
w1 5)
mit der Riemannschen Zeta-Funktigis) den Amplituden [I.27a) und{L.27b) im GauRschen
Modell.
Setzt man den fir die Modensumme erhaltenen Ausdfuckl (Buib)n Gleichung[{Z.72a) ein,
so kann diese durch Umschreiben auf die skalierte inverseeptibilitdt7; und die Skalenva-
riablen [1.Z#) mit den im Rahmen d&feanSpharischen-Modells getroffenen Definitionen fiir

die Skalenfelder;, g, g, undg,,, Gleichungen{Z:32) un@{Z138), in ihEénite-SizeSkalenform
Uberfuhrt werden. Diese lautet

AS(d,0) = — (2.76b)

<

L7 (fr = LFO) = YA D o )iy (2.77a)
imFall2 <d < 4und2 < o <4 mitd+ o # 6, mit der Skalenfunktion

L7 6o i Ag AmQat2,2(7) Bio  (gio
T(t7h77°79079w) == 574__—77'0”2—%()_ o_|:d+o-v—27,,(d+ 2)/2

— ASY(d, o) - Qd,o(f)] + gfvﬂ + 0(Gos Guo) (2.77b)
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wobei der als Argument voif auf der rechten Seite von Gleichuig(Z177a) auftretendiesiea
Parametef durch die Losung;, der Zustandsgleichun§ {Z154) des Systems mit endlicher-Fil
dicke zu ersetzen ist. Diese entspricht, wie in Abschndte2ortert, dem Supremusap, ...}
auf der rechten Seite von Gleichulg{Z]72a) und somit gilt
OY(t, 7,7, G, Go)
or

= 0. (2.78)
F=Fp
Unter Verwendung der Skalenforfa {Z.¥7a) der freien Enedgie Systems mit endlicher Film-
dicke zusammen mit dem fiir die Skalenfunktirerhaltenen Ausdruck kann nun auch die freie
Energie pro Volumeneinheit d&ilk-Systems berechnet werden. Dazu wird zunachst fiir die Ska-
lenfunktionY auf der rechten Seite der Skalenfolm (Z2177a) gemaf Glaic@id/b) substituiert,
und die dabei erhaltene Gleichung dutth dividiert. Ersetzt man nun die auftretenden Funk-
tionen Q4 (y) durch die fihrenden Terme ihrer in Anhang-Al4.4 hergeleitedsymptotischen
Entwicklungen fiir grol3e Werte ihrer Argumente, diese laygehe Gleichungei_(A.88a) und

(A883))

yld+1)/4 o s
Qaz2(y) yjoo We Y114+ O0(y )] (2.79a)

im Fall o = 2 und
Quor2(y) = ~ASM(d, o) +O(y™Y), (2.79D)

im Fall o # 2, kann der thermodynamische Limés— oo vollzogen werden. Dies ergibt fur die
freie Energie pro Volumeneinheit dBsilk-Systemsfy,

fbk - f(O) ~ T(OO) (gtv 9h, T, 9o, gw) —r (280&)
mit der Funktion
2
g A Bd,o _
T(OO)(gtvghvrv gavgw) - %7” - 2_}; - Fdrd/Q - gamr(d+a 2)/2 + %TQ + 0(ga7gw)'

(2.80b)
Wie in Gleichung [Z.80a) angedeutet, ist fiir den als Argunaen FunktionY (>) auftretenden
Parameter die Losungr, derBulk-Zustandsgleichund {Z.B3) einzusetzen, die gemal

aT(OO) (gt, 9n,7, 9o, gw)
or

=0 (2.81)
r=reo
ausY () erhalten werden kann.

Es bleibt nun der Fall < d < 4 mitd 4+ o = 6 zu betrachten und auch hierfur sowohl die freie
Energie des Systems mit endlicher Filmdicke als auctBidisSystems zu berechnen. Dazu wird
zunachst der fir die Skalenfunktioh hergeleitete Ausdruck{Z.7I7b) in die Skalenfolm (2177a)
der freien Energie des Systems mit endlicher Filmdicke esatyt und der Limes — 6 — d
vollzogen. Die in diesem Grenzfall auftretenden PolterraeKbnstanten3; , und wé’;) (siehe
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Gleichungen[(Z.42) und{Z15)) heben sich auf, unditite-SizeSkalenform der freien Energie
des Systems mit endlicher Filmdicke geht tber in

i A 4 %
LN - LfO) g - g - - R4 g A6 - a)
2 27, d T ’
Ko, (7L W), () el
+Qae-d(rr) + —~rplog| 75 | | + (wg +bwy )L+
(2.82)

wobeir;, der Lésung der Zustandsgleichulg (2.58) des Systems nlitkadFilmdicke im Fall
d + o = 6 entspricht. Die Auslassungspunkte stehen dabei wiedeturidrrekturen héherer
Ordnung, insbesondere Terme von der Ordn@{g?), die im Rahmen der Approximation, die
bei der Berechnung der Modensumiigq (r|L) durchgefihrt wird, nicht berticksichtigt werden.
Wie in der Zustandsgleichung{2158) des Systems mit erefliEiimdicke im Falld + o = 6
als auch in deren Losung,, Gleichung [[Z.89), ist auch in dem Ausdruek g, auf der rechten
Seite von Gleichund{Z82) das Auftreten eines explizit den Filmdicke L abhangigen Terms
 log L? zu beobachten. Aufgrunddessen kann auch die freie Enengieall d + ¢ = 6 nicht
ausschlieRlich durch die skalierten Gréf3en ausgedricideme
Dividiert man Gleichung{Z:82) durch? so kann unter Beriicksichtigung des asymptotischen
Verhaltens [[Z.79) der Funktio@, ,(y) der thermodynamische Lime&s — oo vorgenommen
werden. Daraus ergibt sich die freie Energie pro VolumdmatrdesBulk-Systemsfy,;. zu

2 A K 2
fore = O e Do — S = 2 4 g, =02 log(roe) + (w4 ba(M) 7 4L (289)

mit der Lésung-., derBulk-Zustandsgleichund(ZB3) im Fall< d < 4 mitd + o = 6.

2.5.2 Die Exzess-Freie-Energie

Unter Verwendung der im vorangegangenen Abschnitt hatgida Ausdriicke fir die freie Ener-
gie f1, des Systems mit endlicher Filmdicke und d&glk-Systemsfy,, kann nun die in Glei-
chung [(T21L) definierte Exzess-Freie-Energie berechrieauhdie skalierte inversBulk-Suszep-
tibilitat 7., = 7+, L? umgeschrieben werden. Dies ergibt, da wie zu Beginn deshhitss[Z. 4.8
erortertr,, im MeanSpharischen-Modell dem inversen Quadrat Balk-Korrelationslange .
entspricht, die Exzess-Freie-Energie in Abhangigkeit denFinite-SizeSkalenvariabler’. /..
Wie in den vorangegangenen Abschnitten, wird dabei zund@iens-all2 < d < 4und2 < o < 4
mit d+o # 6 betrachtet, und dazu die in diesem Fall gultigen Ausdruikéf und f,, Gleichun-
gen [Z7F) und[Z380), in die Definitionsgleichuig(1.21) Hezess-Freien-Energie eingesetzt.



2.5 Skalenverhalten der freien Energie, Exzess-Freiargi und Casimir-Kraft 45

Aufgeschrieben in skalierten Grof3en lautet diese dann

L4 fo ~ g(m o) " (i _ i) _ A (k72— 5r2) - ArQui22(71)

2 \7L Too d TrL
G B, L(d+0—2)/2 _ (d+o—2)/2 GM y
ga{ d+o—2 |:TL Tso ] AO’,C (d7 U) Qd,cr(rL)
Jw (2 _ 2 -
+ 4 <TL 7noo) +0(ga7gw)- (2.84)

Um diesen Ausdruck nun vollstandig auf die skalierte ine@slk-Suszeptibilitat ., umzuschrei-
ben, wird in einem nachsten Schritt die skalierte inversez8ptibilitat7;, des Systems mit end-
licher Filmdicke unter Verwendung des in Abschiiff 214.3geéeiteten Zusammenhands(2.61)
zwischenr;, und 7, ersetzt, und die Temperaturskalenvariabliit Hilfe der skaliertenBulk-
Zustandsgleichung eliminiert. Letztere kann aus Gleigh{i33) zusammen mit dem fir das
asymptotische Verhalten der Modensumifg o (r|oco) im Fall d + o # 6 hergeleiteten Aus-
druck [Z3%) durch Umschreiben auf die SkalenvariableB4)1mit den im Rahmen dedean
Spharischen-Modells getroffenen DefinitionEn{2.38) fér$kalenfeldey, undg,, erhalten wer-

den, und lautet
2

) 3
e ( ) + Agr &2 4 Go By o7 T2 s 4 0(s Gu)- (2.85)

T'oo

Fuhrt man diese Ersetzungen auf der rechten Seite von @lecfZ.8%) durch, so ergibt sich
daraus, dass die Exzess-Freie-Energie in der UmgebungitiessHen Punktes einEinite-Size-
Skalenform

fox = L7V (Foo, By G ) (2.86a)

mit einer SkalenfunktiorY” erfillt, die geman
Y (Foo, 1ty G Gi) = Yo(Foos 1) + G0 Yo (Foos 1) + G Yo (Foo, h) + 0(G0, ) (2.86b)

in den Skalenvariableg, und g, zu linearisieren ist. Die Skalenfunktiory, die das filhrende
asymptotische Verhalten der Exzess-Freien-Energie imkugizreichweitigen Fall beschreibt, er-
gibt sich dabei zu

.
Yo(oe ) = — o RO = Too)” | Ad a2 (Ro - m) Ag (Rg/2 — fd/2) _ 4mQa22(Ro)

2 Rorl 9 oo o0 Ro
(2.87a)

mit der in AbschnitCZZ]3 eingefiinrten SkalenfunktiRf = Ry (7w, A1), die als Lésung der im-
pliziten Gleichung[[Z62a) zu bestimmen ist. Fur die SkialektionenY,, undY,,, die mit der
Korrektur aus dem langreichweitigen Anteil des Paarp@tntind den Wegner-Korrekturen ein-
hergehen, erhalt man

d+o—-2)/2 _ .(d+0—-2)/2 g
R(()+ )/ —T<(>o+ )/ RO—Toof(dJrofﬁl)/?

d+o—2 2 &
(2.87D)

Yo("xooa h) = Agl\CA(d’ J) =+ QdJ(RO) - Bdﬂ
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beziehungsweise ) )
Yo (Foos h) = Z(RO — roo> . (2.87¢)

Auf analoge Weise wird nun vorgegangen, um auch denFall d < 4 mitd + o = 6 zu
behandeln. Setzt man die entsprechenden Ausdrické;fiimd f., Gleichungen[{Z.82) und
(Z83) in die Definitionsgleichund (1.P1) der Exzess-Freimergie ein, so ergibt sich daraus

L7 fo %(m - foo) - E(i _ L) _ ﬂ(fiﬂ _ 7{(/)2) _ M

2 fL foo d rL
K 0 7
~ GM -~ d <2 L <2 o0
+ go{AJ,C (d,6 —d) + Qae—alrr) + e |:TL 10g<ﬁ> —T5 10g<ﬁ>] }
(W) | prd)
+ wd% S (7 ) (2.88)

nach Umschreiben auf die skalierten Grof3en. Die skalieserse Suszeptibilitdt; kann nun
unter Verwendung der fiir den Fali d < 4 mit d+o = 6 hergeleiteten Relatioi (Z64) zwischen
71, und ¥, ersetzt werden. Um die Temperaturskalenvarialaks Funktion von®,, darzustellen,
wird wiederum die skaliert®ulk-Zustandsgleichung verwendet. Diese folgt unmittelbarclklur
Einsetzen des AusdrucHsS{2146) fur das asymptotische Nertder Modensumme/; o (r|co) im
Fall2 < d < 4 mitd+o = 6 in Gleichung[[Z:3B) und Umschreiben auf die Skalenvarralfle?4)
mit der Definition [Z3B) des Skalenfeldgs im Rahmen ded/leanSpharischen-Modells. Dies
fuhrt auf

y 2 -
i~ (Vh ) + A — g K g 1og<%> — WM + 0L+, (2.89)

Too

und die rechte Seite dieser Gleichung kann nun in Gleichd®B] fiir die Temperaturskalen-
variablef eingesetzt werden. Linearisiert man den hierbei erhaiténesdruck im Skalenfeld,

und den nicht-universellen Konstant@é’\) und wflA), folgt daraus eine Entwicklung der Exzess-
Freien-Energie von der Form

LY fog m Yo (Foos B) + G0 Yo (Foos s L) + (WY + b3S LY, (Fo, B) + ... (2.90)
Fur die Skalenfunktioneli; undY,, ergeben sich dabei die bereits im Fall- o # 6 erhaltenen
Ausdricke [[Z84a) undZ.87c), wahrend sich die Skalerifomi’, zu

s K R
Yy (fos, by L) = ASHE(d,6 — d) + Qae—a(Ro) + Td [Rg 1og<L_g) — Foo (2R0 — foo> X

y 1og<%’§> ] (2.91)

ergibt, und damit eine explizite Abhangigkeit von der Filok& L in Form von logarithmischen
Beitragenoc log L? besitzt. Auch hier isRy = Rg(7«, ) die als Lésung der impliziten Glei-
chung [Z.62a) zu ermittelnde Skalenfunktion.
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Anhand der expliziten Ausdriicke fur die Skalenfunktionen Exzess-Freien-Energjg, und
ihre fiUhrenden Korrekturen, soll nun das Verhalten ygnauf grol3en Langenskaldnund zwar
sowohl am kritischen Punkbulk critical point bep) (T, H) = (1,0, 0) als auch im Tempera-
turbereichT’ > T .., ebenfalls in Abwesenheit eines aufl3eren Magnetfeldesrsuaht werden.
Am kritischen Punkt reduziert sich die skalierte Exzessid~Energie im Fal2 < d < 4 und
2<o<4mitd+ o # 6 auf

L fexpep | AGNd) + 9o L7 ATE(d, 0) + guL™AZG(d) + 090, 00),  (2.92)

—00

wobei AZM(d), AJ¥(d, o) und ASY,(d) die Amplituden [L2I7) imMeanSpharischen-Modell
bezeichnen. Da diBulk-Korrelationslange ., am kritischen Punkt divergiert und, = ¢2 ist,
verschwindet hier,, und auch die skalierte inverse Suszeptibilitat = ., L2. Setzt man somit
Fso = h = 0in den fur die Skalenfunktioneki, Y, undY,, erhaltenen Ausdriicke@{2187), folgt
unmittelbar

A 4 Ro.be

AM(d) = Y5(0,0) = —Z4RIZ mQa+2.2(Rop P), (2.93a)
d P RO,bcp
By, o—
ASN(d) = Y, (0,0) = AG¥(d,0) + Quo(Ropep) — 722 RO/ (2.93b)
d4+o—2 PP
und R

ASM(d) = Y,(0,0) = % (2.93c)

Dabei bezeichneR 1,., = Ro(0, 0) die d-abhéngige Losung der impliziten Gleichufig{Z]62a) mit
Foo = h = 0.

Im Fall2 < d < 4 mitd + o = 6 ergibt sich der Wert der skalierten Exzess-Freien-Enexgie
kritischen Punkt zu

L5 fos bep = AM() + go L7V, (0,05 L) + (wiY + ba ML AN (d) + ..., (2.94)

—00

mit den in den Gleichungel {2.93a) udd (Z193c) angegebenesarAcken fir die Amplituden
AM(d) undASY, (d). Anstelle der Amplitudem\YL (d, o) ist der zu der Skalenvariablep L~
proportionale Beitrag zur skalierten Exzess-Freien-granun jedoch durch den explizit von der
Filmdicke L abhangigen Wert der Skalenfunktidf (7., »; L) am kritischen Punkt zu ersetzen.
Dieser folgt aus Gleichun§{2P1) mit, = 4 = 0 und lautet

K Ro.be
Y5(0,0:2) = AT¥(d. 6 — d) + Qao-a(Robep) + "R bep 1og< = p). (2.95)

Die in den Gleichunge{2.92) urid(2194) angegebenen Aakdnierdeutlichen, dass sowohl aus
der Korrektur, die zu dem Skalenfelg proportional ist und ihren Ursprung im langreichwei-
tigen Anteil des Paarpotentials hat, als auch aus den Wégrezkturen, diese sind g,, im

Falld + o # 6 und o< (wéA) + bu?éA)) im Fall d + o = 6, zusatzliche Beitrage zur skalierten
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Exzess-Freien-Energie am kritischen Punkt hervorgehégselBeitrage stellen jedoch Korrek-
turen zum fiinrenden Terd2M(d), der Casimir-Amplitude deMeanSphéarischen-Modells mit
kurzreichweitigen Wechselwirkungen, dar. Sie verscheinan LimesL — oo aufgrund der mit
den Skalenfelderp, undg,, beziehungsweiswg\) + b@g\) einhergehenden Potenzén“s und
L~% der FilmdickeL mit w, > 0 undw > 0, und sind daher fir hinreichend groRe Werte von
zu vernachlassigen.

Neben dem Wert der Exzess-Freien-Energie am kritischektRati nun auch ihr Verhalten
auf groRen Langenskaleh im Temperaturbereicl” > T, ., und wiederum in Abwesenheit
eines externen Magnetfeldes untersucht werden. Dazu ssaslanptotische Verhalten der Ska-
lenfunktionenYy, Y, undY,, im Grenzfall 7., — oo zu bestimmen, da die skalierte inverse
Bulk-Suszeptibilitatr., bei fester Temperatuf’ > T , im Grenzfall L — oo divergiert. Dies
erfordert zunachst die Berechnung des asymptotischeralens der SkalenfunktioR,, da diese
in samtliche Skalenfunktionen der Exzess-Freien-Enagigigeht. Wie in AbschniffZ.4].3 erortert,

ergibt sich das fuhrende asymptotische Verhalten diesaleSkunktion zuR (7, i) R Too
fir || < oc. Inihrer impliziten Bestimmungsgleichung {Z62a) kanheraum den nécilosten Term
in der asymptotischen Entwicklung der Skalenfunktiynherzuleiten, in der Funktio®, 2(Ro)
zunachsR, durchr, und die FunktionQ,» durch ihre asymptotische Entwicklung{2.¥9a) er-
setzt werden. Lost man nun naRh auf, ergibt sich daraus das fiihrende asymptotische Verhalt
der SkalenfunktiorR (7, 2) im Fall A = 0 einschlieRlich der ersten Korrektur zu

R 0) | = 7o + %ﬂgw
Diese Entwicklung kann nun anstelle v&y in die Ausdriicke fur die Skalenfunktionéry und
Y,,, Gleichungen[(Z.8Ta) und{2.87c), eingesetzt werden.rdomen mit dem in Gleichund (Z.79a)
angegebenen asymptotischen Verhalten der Funklips(y) folgt daraus

e V= [1 4 O(f;}/Q)]. (2.96)

YolFoc ) = —(2m)0=0/20 A1 4 ()] (2.97a)

fur die Skalenfunktiort},, und
y @M a2~ —1/2
Y, = — 7 Teo | 2.97
i), = g e 1+ 0657 (2.97b)
fur die Skalenfunktiony,,. Um das asymptotische Verhalten der Skalenfunkiigrherzuleiten,
bendtigt man das asymptotische Verhalten der Funkiign (y) mit o # 2 im Limesy — oo.
Dieses wird in AnhanfA.Z214 berechnet und lautet (siehedBlaigen[[A.88a) und{A.8Pa))
D(d,o
Quaralt) = ~A3d0) - 207

mit der in Gleichung[{Z.78b) definierten Amplitudex§’¥! (d, o) des GauBschen Modells und dem
Koeffizienten

+0(y™?) (2.98)

(2.99)
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Die in den Ausdrticken fiir die Skalenfunktidfy in den Fallernd + o # 6 undd + o = 6, Glei-
chungen[[Z.81b) und{ZB1), auftretende Funktiy, kann nun demgeméan durch ihre Asymp-
totik ersetzt und das asymptotische Verhalten dieser Bkaiktionen bestimmt werden. Dieses
ergibt sich dabei sowohl im Fadl+ o # 6 als auch im Falll + ¢ = 6 zu

Yo(ioe,0) = _Lgi;‘f) +0(7), (2.100)
wobei im letztgenannten Fall die Filmdickezu den Argumenten der Skalenfunktidh auf der
linken Seite dieser Gleichung formal hinzuzufligen ist.

Im Gegensatz zu den Skalenfunktion®(7~,,0) und Y, (7, 0), die im Limesr,, — oo
beide exponentiell abfallen, weisen die SkalenfunktioFigfr»., 0) undY, (7, 0; L) einen alge-
braischen Abfall auf. Als Folge davon sind diese langsaralldrfden Beitrége, die ihren Ursprung
im langreichweitigen Anteil des Paarpotentials haben,gablich fir das Verhalten der Exzess-

Freien-Energie im Temperaturberei€h> T ., auf groBen Langenskalein Dabei gilt

D(d,o-) —(d4+o—1
Fexlpso [P "TL ey (2.1012)
9\ —(dro-1)
~ —gsD = L~\ero= 2.101
L—o0o 9o (d’a)<Ad> ( 0 b)

sobald der Wert des Parametérsder dem Skalenfeld, entspricht und die Starke des lang-
reichweitigen Anteils des Paarpotentials modelliert, vati verschieden ist. Die zweite Zei-
le folgt dabei durch Ersetzung van, in der ersten Zeile durch die Losurig(2.36) diarlk-
Zustandsgleichung im feldfreien Fall. Dieses Resultatefirgich in Ubereinstimmung mit der
in AbschnittCT.# auf phanomenologischem Wege hergeleitd®ymptoten der Exzess-Freien-
Energie im langreichweitigen Fall, Gleichurig(1.34).

Ist der Wert des Parametdréiingegen gleich null, und das Paarpotential somit reinreich-
weitig, lautet das fihrende asymptotische Verhalten

feX‘b:o Lz —(27TL)’(d’1)/2rg’1)/4e’LV T'oo (2.101c)
(d-1)/2 ( 9t (@=1)v/4 L(gt/Aq)
~ —\a— - t d
B —(27L) ( d> e , (2.101d)

d.h. die Exzess-Freie-Energie zerfallt exponentiell ie¢reZunahme der Filmdické. Fur die
kritischen Exponentery und v in den Gleichungen (ZI0lLb) und(2.101d) sind dabei ihre-Wer
te (Z3T) im spharischen Modell einzusetzen.

Im letzten Teil dieses Abschnitts sollen nun die fur die E&zEreie-Energie erhaltenen Er-
gebnisse fur den Fall nicht-retardierter van der WaalsAsfelvirkungen in drei Dimensionen
(d = o = 3) ausgewertet und grafisch dargestellt werden. Lasst mari dabedul3ere Ma-
gnetfeld auf3er Achth = 0), so erfordert dies die Berechnung der Skalenfunktiorigif., 0),

Y5 (oo, 0; L) undY,, (7+, 0) gemaf den Gleichungeln (Z.87&). (2.91) Und (2.87c)imitc = 3.



50 Exakte Ergebnisse fir dadeanSpharische-Modell

Hierzu benétigt man zum einen die SkalenfunktRy(7~, 0), fiir die sich in drei Dimensionen
— wie in Abschnitf2Z. 4B beschrieben — der in den Gleichun@&i0) angegebene analytische
Ausdruck ergibt, und zum anderen die Funktiordgyh(y) und Qs 3(y). Auch diese kbnnen, wie
in AnhandA.4 gezeigt, in geschlossen analytischer Formesaellt werden. Dabei folgt aus Glei-
chung [AGH) in Anhanf A 12 mity = 2, dass

Q52(y) = g 3 [lea( >+\/§Li2<e‘ﬂ)} (2.102)

mit der Polylogarithmus-Funktiof.i,(z), und fir die Funktionls 3(y) erhalt man den in An-
hand’/AZB hergeleiteten Ausdruck

Qs3(y) = = + 4—22 {1 _ log<\2/3>] + f—f{% +TIm [bgr(ig)] } (2.103)

Diese Resultate kbnnen nun zusammen mit dem Wﬁ%{(:&, 3) = 72/90 der Amplituden[Z7db)
und der Konstanterk’s = (272)~! in die Ausdriicke fiir die Skalenfunktionéry, Y, undY,,,
Gleichungen[[Z87a)[1ZP1) und{ZB7c) ndit= ¢ = 3 und h = 0, eingesetzt werden. Die
auf diese Weise analytisch berechneten Skalenfunktidhén,,0), Y, (7o, 0; L) undY,, (7o, 0)
sind in den Abbildungeh] =11 dargestellt. Der Wert der SKalektion Y, (7, 0; L) bei7s, = 0
hangt dabei explizit von der Filmdicke ab, wahrend sich die Skalenfunktion&g(7~,,0) und
Y, (Fs0,0) an diesem Punkt auf die Casimir-Amplitudé? (3) und A3Y.(3) reduzieren. Diese
ergeben sich durch Einsetzen des kritischen Wertes deei$kaktionR, aus Gleichundg(Z.10),

Ro.bep = Ro(0,0) = 4log? <1+f ) (2.104)

in die Gleichungen{2.98a) und{Z.®3c) ndit= 3 und A3 = (47)~! zu |64]

ASM(3) = log (1+f> -5 [L13<3+2\/5) n 210g<1+ 5) Liz(gfﬁ)} (2.105a)
- —%f) — —0.153050. . (2.105b)

und
ASM(3) = dlog* (”f ) 0.214489 . (2.106)

Der in der zweiten Zeile der Gleichungén{2.1105) aufgefiAuisdruck fir die Casimir-Amplitude
des dreidimensionalevieanSphéarischen-Modells mit kurzreichweitigen Wechselwirggen folgt
dabei aus Gleichun§g{Z.105a) mittels einel in [100] hertgtn Identitat fur die Polylogarithmus-
Funktion.

Mit Hilfe der analytisch berechneten Skalenfunktiorign Y, undY,, kann nun auch die ska-
lierte Exzess-Freie-Energig?~! f., fur den dreidimensionalen Fall nicht-retardierter van der
Waals-Wechselwirkungefd = o = 3) in Abwesenheit eines aueren Magnetfel@les= 0)
geman Gleichund(Z.90) berechnet und grafisch dargestsittem. In den Abbildungdnl2(a) und
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Abbildung 9: Auftragung der Skalenfunktiofys (7, 0)
des MeanSpharischen-Modells Uber derFinite-Size-
Skalenvariablen. /¢ = +/Fo im dreidimensionalen Fall
ohne &auReres Magnetfeld. lhre Asymptote im Grenzfall
Foo — 00, Gleichungl[Z87a) mid = 3, ist als strichlierte Li-
nie dargestellt. Am kritischen Punkt/¢., = 0 reduziert sich
die SkalenfunktionYs(7-,0) auf die Casimir-Amplitude
AM(d) = Yu(0,0) des MeanSphéarischen-Modells mit
kurzreichweitigen Wechselwirkungen, deren Wert in drei
DimensionenAZM(3) = —2¢(3)/(57) = —0.153050...
betragt.

Abbildung 10: Auftragung der Skalenfunktidf, (7, 0; L)
des MeanSpharischen-Modells ({ber defFinite-Size-
SkalenvariablenL/¢.. = /7o im Fall nicht-retardierter
van der Waals-Wechselwirkungen in drei Dimensionen
(d = o = 3) ohne &uReres Magnetfeld fur die Filmdicken
L = 20,50, 100, 500. Die von der Filmdickel. unabhéngige
Asymptote der Skalenfunktio; (7, 0; L) im Grenzfall
feo — 00, Gleichung [ZI00) mitd = o = 3 und
D(3,3) = 4n* /315, ist als strichlierte Linie dargestellt. Am
kritischen PunktL /¢, = 0 reduziert sich die Skalenfunkti-
on Y, (¥, 0; L) auf den explizitL-abhangigen Wer[{Z95)
mit d = 3 undRg 1, aus Gleichund(ZI04).

Abbildung 11: Auftragung der Skalenfunktiol, (7, 0)
des MeanSpharischen-Modells Uber derFinite-Size-
SkalenvariablenL /¢, = +/fs im dreidimensionalen
Fall ohne &uReres Magnetfeld (durchgezogene Linie)
und ihrer Asymptoten[1Z.9¥b) im Grenzfall,, — oo
(strichlierte  Linie). Der Wert der Skalenfunktion
Y. (7s,0) am kritischen Punkt entspricht der Casimir-
Amplituden ASM(d) = Y.(0,0) des MeanSphérischen-
Modells, deren Wert sich im dreidimensionalen Fall zu
ASM,(3) = 4log* (HTﬁ) = 0.214489 . . . ergibt.
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[2(b) finden sich dazu Auftragungen der skalierten Exzesef-Energie Uber ddfinite-Size-
Skalenvariabler /¢, sowohl fur den Fall rein kurzreichweitiger Wechselwirgenb = 0 als
auch den langreichweitigen van-der-Waals-Fall exenggammitb = 2/3. Die Filmdicke L wurde
dabei aufl, = 50 und die nicht-universellen Konstantmﬁ3 undzbéi)g, die in dem Koeffizienten
der SkalenfunktiorY;, in Gleichung [Z.9D) auftreten, auf den We@i)g = wgi)?, = 1 gesetzt. In
der linearen Auftragung der skalierten Exzess-Freierdgt@éiber deFinite-SizeSkalenvariablen

L /¢, (Abbildung[I2(a)) macht sich dabei die Anwesenheit derfieichweitigen van der Waals-
Wechselwirkung lediglich in einer geringfiigigen Versdhiag der Kurve gegeniiber dem rein
kurzreichweitigen Falb = 0 bemerkbar. In doppellogarithmischer Auftragung (Abbild[IL2(b))
ist jedoch der qualitative Unterschied im Verhalten detiski@n Exzess-Freien-Energie in diesen
beiden Fallen deutlich zu erkennen. Wahrend die skalietze$s-Freie-Energie im rein kurzreich-
weitigen Fall bei grof3en Werten vdry¢., exponentiell abfallt, ist in Anwesenheit der langreich-
weitigen van der Waals-Wechselwirkung ein in fihrenderr@rdy zu(L/¢.,)~2 proportionaler
Abfall zu beobachten. In der gewéhlten doppellogarithitésc Auftragung entspricht dieses in
Gleichung [Z.I07Ja) spezifizierte asymptotische Verhadieer Geraden mit der negativen Stei-
gung—2. Diese ist in Abbildun@112(b) als punktierte Linie darg#istén den Bereichen, in denen
das Verhalten der skalierten Exzess-Freien-Energie diiege Asymptote beschrieben werden
kann, sind die aus dem langreichweitigen Anteil des Paanpials resultierenden Beitrage so-
mit ausschlaggebend und dominant, obgleich sie im Sinn&®deormierungsgruppentheorie als
irrelevante Korrekturen zu klassifizieren sind.

Um die Abhangigkeit der skalierten Exzess-Freien-Energieder FilmdickeL im langreich-
weitigen Fall zu veranschaulichen, sind in den Abbilduni@@a) und_IB(b) sowohl lineare als
auch doppellogarithmische Auftragungen der skalierteneEs-Freien-Energie Uber dénite-
SizeSkalenvariablerL. /¢, fur verschiedene Werte vah dargestellt. Die hierbei erhaltenen Kur-
ven konvergieren mit zunehmender Filmdicke gegen die 8kahition Yy, die das fliihrende Ver-
halten im Fall rein kurzreichweitiger Wechselwirkungersdi@eibt. Grund hierfur ist, dass die
Wegner-Korrekturen zur skalierten Exzess-Freien-Eeeangid auch die Korrektur von dem lang-
reichweitigen Anteil des Paarpotentials im Limbés— oo bei konstant gehaltenem Wert der
Finite-SizeSkalenvariablerl. /¢, verschwinden.

2.5.3 Die Casimir-Kraft

Der nun folgende letzte Abschnitt dieses Kapitels tibedeanSphérische-Modell widmet sich
der Casimir-KraftF und der Untersuchung ihres Verhaltens auf gro3en LangkemskaUm F¢

zu berechnen ist dabei, ihrer Definitionsgleichubhg {[1.28%mrechend, lediglich die Ableitung
der Exzess-Freien-Energjg, nach der Filmdickel zu bilden. Dag-inite-SizeSkalenverhalten
der Casimir-Kraft kann daher unmittelbar aus den im vorgaggenen Abschnitt angegebenen
Finite-SizeSkalenrelationen der Exzess-Freien-Energie in den Féllerr # 6 undd + o = 6,
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Abbildung 12: Auftragung der skalierten Exzess-FreiemiBie L~ ! f., des dreidimensionaleMeanSpharischen-
Modells Uber deiFinite-SizeSkalenvariablen. /£, = /T bei einer Filmdicke vonl, = 50 in Abwesenheit ei-
nes aulleren Magnetfeldes (a). Die durchgezogene Linipraftsdabei dem Fall nicht-retardierter van der Waals-
Wechselwirkungerfoc = 3) mit b = 2/3. Die im rein kurzreichweitigen Fall = 0 erhaltene Kurve ist zum Vergleich
als strichlierte Linie dargestellt. Abbildung (b) zeigheidoppellogarithmische Auftragung der auf der linkeneSatr-
gestellten Verlaufe. In dieser Auftragung entspricht déepaunktierte Linie eingezeichnete Asymptdie (Z101agein
Geraden mit der Steigung?2.
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Abbildung 13: Auftragung der skalierten Exzess-Freienrgieel.?~! f.,. des dreidimensionaleMeanSpharischen-
Modells im Fall nicht-retardierter van der Waals-Wechsitungen (¢ = 3) mit b = 2/3 Uber derFinite-Size-
Skalenvariablen./¢.. = /7 flr die FilmdickenL = 20,50, 100, 500 und im LimesL — oo in Abwesenheit
eines auferen Magnetfeldes (a). In Abbildung (b) sind theseVerlaufe in doppellogarithmischer Auftragung darge-
stellt. Die sich aus Gleichunf{ZI01a) fur die verschiegeilmdickenL ergebenden Asymptoten sind als punktierte
Linien eingezeichnet.
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zusammen mit den fur die Skalenfunktion®p, Y, undY,, erhaltenen Ausdriicken, hergeleitet
werden. Im Falk < d < 4und2 < o < 4 mitd 4+ o # 6 ergibt sich daraus, dass die Casimir-
Kraft in der Umgebung des kritischen Punktes dtitdte-SizeSkalenform

Fc ~ 7—do/% I = =
k?BT ~ L 19(7100’ hagoagw) (2107&)
mit einer gemar3
D (Foos Py Gy Go) = 0 (Foos h) + Go¥o (Foos 1) + G (Foos h) + 0(Jer, Gu) (2.107b)

in den Skalenvariableg, und g, linearisierten Skalenfunktiort. Setzt man in did-inite-Size-
Skalenrelation[[Z.8%a) der Exzess-Freien-Energie imd=all- # 6 die linearisierte Forn{{Z.86b)
der Skalenfunktiort” ein, so kbnnen daraus durch Ableiten nach der Filmdickend anschlie-
Renden Koeffizientenvergleich mit deinite-SizeSkalenrelation der Casimir-Kraft und der Ska-
lenfunktion ) in linearisierter Form, Gleichungeh {2.107), die Skalekfionen, 9, und 9,
durch die Skalenfunktioneli, Y, undY,, der Exzess-Freien-Energie ausgedriickt werden. Dies

fuhrt auf
5 .0 A. 0 .
Vo (Foo, ) = (d —1- 27“008%0 — ;h@FL)YO(TOO,h), (2.108a)
5 .0 A. 0 .
Vo (Foo, ) = <d 4+ w,—1-— 27’0087200 - ;haiL)Yo(roo, h) (2.108hb)
und 0 A. 0
oo, B) = —1—2F—— — —h— Y, (e, I 2.1
Vo (Foos h) <d+w rooafoo Vh6h> w(Toos ), (2.108c)

wobei fiir die kritischen Exponentan A, w, undw wieder ihre in den Gleichungeh{2137) und
(Z.40) angegebenen Werte im spharischen Modell einzussird.

Der Fall2 < d < 4 mit d + o = 6 ist auf entsprechende Weise zu behandeln. Fir die Casimir-
Kraft gilt dann

L? . . .
ki}’zq%ﬁfm,h)+@%ﬂaﬁgwth)+(u§M-+bwg”)L’”ﬂw(ﬂm,h)+..w (2.109)
B

wobei sich fur die Skalenfunktionetyy (7, 2) und 9, (7, h) wiederum die in den Gleichun-
gen [Z2108a) und(ZI08c) angegebenen Relationen ergkhednterschied zu dem im Fall
d 4+ o # 6 erhaltenen Ausdruck{ZI08b) fur die Skalenfunkti® (7., %), kommt im Fall

d + o = 6 jedoch noch ein weiterer Term hinzu, der seinen Ursprungeinexkpliziten L-
Abhéngigkeit der Skalenfunktiol, (7., h; L) hat. Anstelle von Gleichund (2.108b) gilt daher

in diesem Fall

9 —éhg—Lﬁjnﬁw&L) (2.110)

Vo VOOa}VL;L =|d o — 1= 27— =
(7 ) < T " Ofes VvV Oh oL
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Um nun die Werte der Skalenfunktioneh, 9, und 9, am kritischen Punkf., = h = 0 zu
bestimmen, ist zunachst das Verhalten der Skalenfunkgunlie der Lésung der impliziten Glei-
chung [Z62a) entspricht, in der Umgebung des kritischarkfes zu untersuchen. Dabei findet
man, dass

Ro(Foosh) = Robep + 0(Fo0, ). (2.111)

Foosh—0
Fur die Skalenfunktioned; (i = 0,0,w) der Exzess-Freien-Energie, in die die Skalenfunktion
Ro gemaf den Gleichungeln {2187) ubhd (2.91) unmittelbar eingedibt sich daraus ein analoges
Verhalten,

Yi(foo, h) = Yi(0,0) 4 0(Fos, h). (2.112)

T'oo,h—0

Infolgedessen verschwinden die Terme in den AusdridkelD§2.und [ZI10) fir die Skalen-
funktionen der Casimir-Kraft, in denen die Ableitungen &&alenfunktioner; nachi., undh
auftreten, im Grenzfal(.,, 2) — (0,0). Zusammen mit den Definitionsgleichung&n_(2.93) der
AmplitudenAZM, ASY und ASY, ergeben sich daher die Werte der Skalenfunktiohen(P.188) a

kritischen Punkt zu

90(0,0) = (d — 1)AZM(a), (2.113a)
35(0,0) = (d + w, — 1)AJE(d, 0), (2.113b)
9.,(0,0) = (d + w — 1)ASY(a), (2.113c)

und fur die im Falld + o = 6 explizit von der Filmdickel abhangige Skalenfunktiof\,, Glei-
chung [Z11D), folgt

U(0,0:L) = 3| AZH(d. 6 — d) + Quo-a(Rowep) | + %R%,bcp [2 + 3log(R°L’*;C">]
(2.114)
Ersetzt man die Skalenfunktioneh (i = 0, o, w) in den Ausdricked{Z.I0D7) und({2.309) fur die
Casimir-Kraft in den Féllem + o # 6 undd 4+ o = 6 durch diese Werte, so ergeben sich daraus
schlieflich die kritischen Casimir-Krafte.

Zu untersuchen bleibt nun das Verhalten der Casimir-KraftggoRen Langenskaleh im
Temperaturbereicli” > T, ., und in Abwesenheit eines externen Magnetfeldes. Hierzdast
asymptotische Verhalten der Skalenfunktiongri: = 0, o, w) im Grenzfall,, — oo zu bestim-
men. Setzt man die Asymptotdn (2.97) uhd (21100) der SkadétibnenY; (i = 0,0, w) in die
Gleichungen[[Z.108) und(Z.1110) ein, folgt daraus fir désdiide asymptotische Verhalten der

Skalenfunktionenjy undd,,,

00 (Foo, 0) = —(2w)<1—d>/2fgg+1>/4e—\/§[1+0(f;}/2)] (2.1153)
und 2! .
. _2@2m) T s g ovie 12
Vo(Foos0) | = oAz [1+O(roo )], (2.115b)
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und
Vo (P00, 0) = —(d+o— 1)M + O(72) (2.115c)

Foo—>00 Too

fur die Skalenfunktiond,,. Gleichung [Z.ITHc) gilt dabei sowohl im Fall- o # 6 als auch im
Fall d + 0 = 6, obgleich im letztgenannten Fall die Filmdickeformal zu den Argumenten der
Skalenfunktiond,, hinzuzufugen ist. Ist der Wert des Parametgrs= b von null verschieden und
somit langreichweitige Wechselwirkungen im System vodeam resultiert der fihrende Beitrag
zur Casimir-Kraft im Temperaturbereich > T ., auf gro3en Langenskale aus der Skalen-
funktion ¢,. Das asymptotische Verhalten der Casimir-Kraft in diesesgiRe lautet damit

D(d, o)

Fc _
Rdich ~ —go(d+o—1)———L [ (d+o) 2.116
kT |yag Lo 2 (d+o—-1)—— , (2.116a)
-
~ —ga(d+a—1)D(d,a)<&> L(d+o), (2.116b)

Sie weist somit einen in filhrender Ordnung Ea(?t?) proportionalen algebraischen Abfall
auf, in Ubereinstimmung mit der in Abschrifi]l.4 auf phanaolegischem Wege hergeleiteten
Asymptoten der thermodynamischen Casimir-Kraft im lafgneeitigen Fall, Gleichund{1.84).

Im rein kurzreichweitigen Fab = 0 hingegen bestimmt die Skalenfunktigly das fiihrende
asymptotische Verhalten der Casimir-Kraft. Man erhalt

Fc ~ —(2nL)" @D/ D /4Ly, (2.116c)
k‘BT b=0 L—oo

o pery (2

L—oo Ad

(d+1)v/4 ,
) e~ Llge/Aa)” (2.116d)

und somit in fuhrender Ordnung eine exponentielle AbnahereGasimir-Kraft mit zunehmen-
der FilmdickeL. Fir die kritischen Exponentenund v in den Gleichungerd(Z.11L6) sind wieder
ihre Werte [Z3]7) im sphérischen Modell einzusetzen. Digndystoten der Casimir-Kraft kon-
nen dabei auch unmittelbar durch Ableiten der AsymptoterEdeess-Freien-Energie, Gleichun-
gen [ZI01), nach der Filmdickie erhalten werden.

Abschlie3end soll die skalierte Casimir-Kraft nun gemagichlung [Z.109) fur den Fall nicht-
retardierter van der Waals-Wechselwirkungen in drei Disn@men(d = ¢ = 3) berechnet und
grafisch dargestellt werden. Beschrankt man sich dabeienied auf den feldfreien Fall = 0,
so erfordert dies zunéchst die Berechnung der Skalenfuréidy(7~,0), U5 (70, 0; L) und
Y (70, 0). Dazu werden die Skalenfunktionen der Exzess-Freieng§ (7, 0), Y (70, 0; L)
und Y, (7~,0) im Fall d = o = 3, die im vorangegangenen Abschnitt hergeleitet und in den
Abbildungen[®EI Ubex/7., aufgetragen wurden, in die Gleichungén (2Z108a), (Z]108c)
110) eingesetzt. Auf diese Weise kénnen auch fir dieeBkahktionen der Casimir-Kraft im
Fall d = o = 3 analytische Ausdriicke erhalten werden. Auftragungerediesnktionen zusam-
men mitihren Asymptote (Z.TI15) im Limég, — oo sind in den Abbildungen1#=116 dargestellt.
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0 e
0.08 Abbildung 14: Auftragung der Skalenfunktiotiy(7, 0)
e des MeanSpharischen-Modells Uber derFinite-Size-
< SkalenvariablenL /¢, = +/fs im dreidimensionalen
g -0.16 Fall ohne auReres Magnetfeld. lhre in Gleichuhg {Z1115a)
= angegebene Asymptote im Grenzfall, — oo ist als
024 strichlierte Linie dargestellt. Die Skalenfunktiat (7o, 0)
nimmt dabei am kritischen Punktl/{.. = 0 den Wert
90(0,0) = (d — 1)AZM(d) an, wobei in drei Dimensionen
-0.320 AM(3) = —2¢(3)/(57) = —0.153050..., und somit

9(0,0) = —0.306101 .. . ist.

-- t: %8 1 Abbildung 15: Auftragung der Skalenfunktioh, (7, 0; L)
L =100 7 des MeanSpharischen-Modells (ber defFinite-Size-
jks:yr?w%?ot@ SkalenvariablenL /(e = Voo iIMFalld = ¢ = 3

nicht-retardierter van der Waals-Wechselwirkungen in dre
Dimensionen ohne &ulReres Magnetfeld fir die Filmdicken
L = 20,50,100,500. Die in Gleichung [ZII%c) ange-
gebene L-unabhdngige Asymptote der Skalenfunktion
Yo (7o, 0; L) Im Grenzfall#oc — oo mitd = o = 3 und
D(3,3) = 4n*/315, ist als strichlierte Linie dargestellt.
Am kritischen PunktL /¢, = 0 reduziert sich die Skalen-

_ ! ! ! !
03 0 5 10 15 20 2t funktion 9, (7, 0; L) auf den explizit von der Filmdicke
L/¢w =T L abhangigen Wer{ZI14) mi{ = 3 und Robep aus
Gleichung [Z104).
14— : —

Abbildung 16: Auftragung der Skalenfunktiotl, (7, 0)
des MeanSpharischen-Modells Uber derFinite-Size-
SkalenvariablenL /¢, = +/fs im dreidimensionalen
Fall ohne &uReres Magnetfeld (durchgezogene Linie)
und ihrer Asymptoten[{ZIIbb) im Grenzfath, — oo
(strichlierte Linie). lhr Wert am kritischen Punkt betrégt
9,(0,0) = (d + w — 1)ASN,(d), wobei in drei Dimen-
sionenw = 1 und ASM(3) = 0.214489..., und somit
9.,(0,0) = 0.643467 ... ist.
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Setzt man diese Skalenfunktionen nun in Gleichding (2.1®9)e lasst sich hieraus die skalierte
Casimir-Kraft L? ¢ /kg T in Abhéngigkeit von deFinite-SizeSkalenvariabler. /¢, der Film-
dicke L und dem Parametérberechnen. Die nicht-universellen Konstanfteiﬁ;)3 und w;f?, in
dem Koeffizienten der Skalenfunktiah, in Gleichung [Z.109) werden dabei — wie auch schon
zur grafischen Darstellung der Exzess-Freien-Energie iind=a&- ¢ = 3 im vorangegangenen
Abschnitt — auf den Wer*tug;)3 = wgi)?) = 1 gesetzt. Die auf diesem Wege erhaltene skalierte
Casimir-Kraft ist in den Abbildungeinl7(a) uhdl 17(b) sowfillden Fall rein kurzreichweitiger
Wechselwirkungerb = 0 als auch den langreichweitigen van-der-Waals-Fall mitgdarisch

b = 2/3 Uber derFinite-SizeSkalenvariabler’ /¢, aufgetragen. Die Filmdické& wurde dabei
auf den Wertl, = 50 gesetzt.

In qualitativer Ubereinstimmung mit dem Verhalten der im débbildungerZIR(a) unf12(b)
dargestellten skalierten Exzess-Freien-Energie imd=alloc = 3, &uRRert sich die Anwesenheit der
langreichweitigen van der Waals-Wechselwirkung auch eeskalierten Casimir-Kraft in linearer
Auftragung (AbbildundTl7(a)) lediglich in einer geringfgign Verschiebung der Kurve gegeniber
dem rein kurzreichweitigen Fdll= 0. Der qualitative Unterschied in ihnrem asymptotischen Ver-
halten flr groRe Werte voh/¢ in diesen beiden Féllen, macht sich jedoch in doppelldyaiit
scher Auftragung bemerkbar (Abbildubd 17(b)), da auch kiidierte Casimir-Kraft im rein kurz-
reichweitigen Fall exponentiell und in Anwesenheit der dan Waals-Wechselwirkung algebra-
isch und dabei in fihrender Ordnung proportional Zy¢., ) ~2 abfallt. Ihre Asymptote[Z1T6a),
die in doppellogarithmischer Auftragung einer Geradennagativer Steigung-2 entspricht, ist
dabei als punktierte Linie eingezeichnet. Um die Abhangiigler skalierten Casimir-Kraft von
der FilmdickeL im langreichweitigen Fall zu illustrieren, finden sich inndabbildunger”IB(a)
und[IB(b) fur verschiedene Werte vdnsowohl lineare als auch doppellogarithmische Auftra-
gungen der skalierten Casimir-Kraft Uber &@rite-SizeSkalenvariablerL /¢... Die dargestellten
Kurven konvergieren dabei, qualitativ ibereinstimmentdam Verhalten der skalierten Exzess-
Freien-Energie in den Abbildungénl13(a) und 13(b), mit fumender Filmdicke gegen die Ska-
lenfunktion ¢y, da sowohl der aus der van der Waals-Wechselwirkung regetiiie Beitrag zur
skalierten Casimir-Kraft als auch die Wegner-Korrektuirar_imes L — oo bei konstant gehal-
tenem Wert deFinite-SizeSkalenvariablerL /¢, verschwinden.
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Abbildung 17: Auftragung der skalierten Casimir-Kraft!Fc/ksT des dreidimensionaleeanSpharischen-
Modells Uber deiFinite-SizeSkalenvariablern. /£, = /7~ bei einer Filmdicke von, = 50 in Abwesenheit ei-
nes aulleren Magnetfeldes (a). Dargestellt ist dabei soshVerlauf fir den Fall nicht-retardierter van der Waals-
Wechselwirkunger{fc = 3) mit b = 2/3 (durchgezogene Linie) als auch fiir den rein kurzreichweitiFallb = 0
(strichlierte Linie). Abbildung (b) zeigt die in (a) dardebten Kurven in doppellogarithmischer Auftragung. Diets
aus dem asymptotischen Verhalten der Skalenfunidioii, 0; L) ergebende AsymptotET2ZT16a), die in dieser Auf-
tragung einer Geraden mit der Steigung entspricht, ist als punktierte Linie dargestellt.
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Abbildung 18: Auftragung der skalierten Casimir-Kraft!Fc/ksT des dreidimensionaleeanSpharischen-
Modells im Fall nicht-retardierter van der Waals-Wechsiungen (o = 3) uber derFinite-SizeSkalenvariablen
L/¢s = /T fur die FilmdickenL = 20, 50, 100, 500 und im LimesL — oo in Abwesenheit eines auleren Ma-
gnetfeldes (a). Der Parametigrder die Starke des van-der-Waals-Anteils des Paarpateitestimmt, und auch in
den Koeffizienten der Skalenfunktiah, in Gleichung [ZZI09) mit eingeht, wurde dabei exemplariaahden Wert

b = 2/3 gesetzt. In Abbildung (b) sind dieselben Kurven wie auf dedn Seite dargestellt, jedoch in doppellogarith-
mischer Auftragung. Die Asymptoten, die sich aus Gleich@dIG#) fur die verschiedenen Filmdickénergeben,
entsprechen dabei den punktierten Linien.
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3 Renormierungsgruppenverbesserte Stérungstheorie fir
das ¢*-Modell

Fur den Grenzfallh — oo in 2 < d < 4 Dimensionen konnten im vorangegangenen Kapi-
tel durch Untersuchung eines geeignekdeanSpharischen-Modells, exakte Ergebnisse fiir die
Finite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-Freien-Energie und dem@agiraft und ihre fiihren-
den Korrekturen erhalten werden. Eine entsprechende Nergsveise ist im Fall endlicher An-
zahl von Komponenten des Ordnungsparameteks oo jedoch nicht mdglich. Dieser gestattet
in 2 < d < 4 Dimensionen keine exakten Losungen und muss daher apmtxifrehandelt
werden. Die Umsetzung eines solchen Verfahrens ist Gegahslieses Kapitels. Dazu wird, un-
ter Berlicksichtigung einer langreichweitigen Wechseédumg der in Gleichund(111) angegebe-
nen Form, ein geeignetes feldtheoretischéd<ontinuumsmodell mitL, x co?~! Filmgeometrie
aufgestellt, das — wie auch das in Kaplkl 2 betrachté¢an Spharische-Modell fir den Grenz-
fall n — oo — ein Représentant der Universalitatsklasse @et)-symmetrischen Modelle ist.
Die freie Energie dieses Modells wird im Rahmen der renammgsgruppenverbesserten Sto-
rungstheorie in Zweischleifenndherung berechnet, undusadieFinite-SizeSkalenfunktionen
der Exzess-Freien-Energie und der Casimir-Kraft sowie fihrenden Korrekturen hergeleitet.
Mit dem thermodynamischen Casimir-Effekt@n(n)-symmetrischen Systemen mit kurzreich-
weitigen Wechselwirkungen hingegen, haben sich berdiseiahe feldtheoretische Arbeiten be-
schaftigt. Die bislang umfassendsten gehen dabei auf KuadhDietrich [29, 30] zuriick. Die
grundlegende Arbeit von Symanzik [58] erweiternd, in der kfitische Wert der Casimir-Kraft
fur den Fall eines einkomponentigen Ordnungsparametaminthlet-Randbedingungen an den
Oberflachen des Films angegeben worden ist, betrachtetenksimponentigep*-Modelle mit
L x 0?1 Filmgeometrie, und fiihrten ii = 4 — e Dimensionen unter Beschrankung auf den
Temperaturbereicl” > T ., fur verschiedene Randbedingungen Rechnungen in Zweischle
fenndherung durch. Neben periodischen und antiperiogiis&tandbedingungen untersuchten sie
Dirichlet-Randbedingungen (D-D) und die sogenanntenisjiea Randbedingung@r(sp-sp) an

!Die spezielle Randbedingung liegt vor, wenn die Wechs&lwigen an der begrenzenden Oberflache kritisch ver-
starkt werden. Dies ist der Fall an dem aus der Theorie deflableenkritischen Phanomene bekannten speziellen
Ubergangl[31, 32].
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den Oberflachen des Films, sowie die Kombination dieserebe{®-sp), und berechneten hier-
fur im Rahmen einer Epsilon-Entwicklung digénite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-Freien-
Energie bis zur ersten OrdnungdrFur die Beschrankung auf den BerelEh> T, . gab es dabei
mehrere Grunde. Neben dem in Abschiifi 1.3 angesprochawdtem, inO(n)-symmetrischen
Systemen mit, > 2 auf der Koexistenzkurvel' < T, ., H = 0) eine geeignet&inite-Size
Skalenvariable zu definieren, begriindet sich eine weitehevierigkeit in dem Verhalten der frei-
en Energie des Systems mit endlicher Filmdi¢ke< oo) im Temperaturbereicli’ < T . Wird

die Temperatur von Werten oberhalb der kritischen Tempetrar kommend verringert, so zeigt
das System bei einer Temperafliy;, < Tt ., die der kritischen Temperatur des Systems mit
endlicher Filmdicke entspricht, einen Phasenubergangdnit1)-dimensionalem kritischen Ver-
halteH (siehe z.B.|[102]). Dieser Ubergang vdrdimensionalem zid — 1)-dimensionalem Kkri-
tischen Verhalten wird aldimensioneller Crossovdyezeichnet, und ist im Rahmen der Epsilon-
Entwicklung nicht handhabbar (siehe z.B./[33,/103]). Dariinaus ist — wie erstmals in Refe-
renz [33] heraus gestellt — b&i = T, ., ein Zusammenbruch der Stérungstheorie fur die freie
Energie zu beobachten, der immer dann auftritt, wenn dashddie Randbedingungen festge-
legte Spektrum der Fourier-Moden des Ordnungsparametdiang der Richtung senkrecht zu
den Oberflachen des Films die Nullmogle = 0 beinhaltet. Er ist darauf zurlickzuflihren, dass
die Landau-Theorie in diesem Fall fir dBslk-System und das System mit endlicher Filmdicke
einen Phaseniibergang bei derselben Tempéefatul;, ., prognostiziert.

Diese Problematik betrifft sowohl sp-sp als auch perid@isRandbedingungen, und fiihrt im
Fall L < oo oberhalb der Zweischleifennaherung zu Infrarotdivergenzeil” = 7, ., und be-
reits in Zweischleifennaherung zu einer Anderung der Aiititseigenschaften der freien Ener-
gie. Im thermodynamischen Limes gilt fur den singularenefirder freien Energie pro Volumen-
einheit (siehe z.B. Gleichung (4.9) in_[30])

in A t2_a
JaE(TH = 0) = £l

50+ _a(a —1)(a—2) (3.1)

mit dem kritischen Exponentema und den nicht-universellen Amplitudes... Die freie Energie
frk Weist somit am kritischen Punlt = T ., eine nichtanalytische Abhangigkeit von der redu-
zierten Temperaturauf, die — was unmittelbar durch zweimaliges Ableiten voriGiung [(311)
nacht folgt — urséchlich ist fur die Divergenz der spezifischen Wékapazitat- |¢|~* am kri-
tischen Punkt. Im FalL. < oo jedoch ist diese Nichtanalytizitat b&i = 7, ., nicht vorhanden,
da dies nicht dewahre kritische Punkt des Systems mit endlicher Filmdicke iste i Glei-

2\foraussetzung fiir das Auftreten dieses Phaseniibergangsss das System in der um eins verringerten Dimen-
sionen Uberhaupt einen Phasentibergang zweiter Ordnuweiatfin dem in Kapitell2 dieser Arbeit untersuchten
Mean-Spharischen-Modell ist dies if— 1 = 2 Dimensionen nicht der Fall. Ein Phasenubergang im Film< co)
bei einer kritischen Temperatdi, ;, > 0 tritt in diesem Modell nur ind > 3 Dimensionen auf, wéahrend in drei
Dimensioneril.,;, = 0 ist (siehe z.B.[[101]).
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chung [1.IK) definierte freie Energie pro Flacheneinfig{’, H = 0) ist daher fUrL < oo eine
beiT = T; «, analytische Funktion von der reduzierten Temperatur

Dieses Verhalten der freien Energie wird im Rahmen der voecKrund Dietrich zusammen
mit der Epsilon-Entwicklung verwendeten Storungstheoriweischleifennaherung im Fall von
sp-sp und periodischen Randbedingungen nicht reprodu8ier haben angefihrt, dass ihre fur
diese Randbedingungen erhalter@(¥)-Resultate nicht in Einklang stehen mit der Forderung,
dassfr(T,H = 0) im Fall L < oo eine beiT" = T », analytische Funktion von ist (siehe
§ VII. in [BQ]). Dennoch haben sie ihre fur diese — und auck alkiteren — Randbedingungen
erhaltenen Ergebnisse geges: 1 extrapoliert, um did-inite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-
Freien-Energie und die Casimir-Amplituden, die den WedenSkalenfunktionen bdi/¢., = 0
entsprechen, in drei Dimensionen zu berechnen.

In einer Arbeit von Diehl, Griineberg und Shpotl[33] wurde ideiFall von sp-sp und periodi-
schen Randbedingungen auftretende Zusammenbruch dengstiteorie beil” = T , erneut
aufgegriffen, und dabei heraus gestellt, dass er durchléinerdnung der Stérungstheorie ver-
mieden werden kann. Im Rahmen dieser Umordnung wird dieibeed Randbedingungen vor-
handene€¢, = 0)-Mode des Ordnungsparameters abgespalten, und — vor deterdgtimd der
(g1 # 0)-Moden — separat behandelt. Ausgewertet’Bek T ., flhrt dies auf wohldefinier-
te Epsilon-Entwicklungen der Casimir-Amplituden, die erlganzzahligen Potenzen veauch
halbzahlige Potenzert/2 mit k > 3 sowie Potenzen volog e aufweisen.

Dass die Nullmode des Ordnungsparameters bei der Untensgolon Finite-SizeEffekten
eine besondere Rolle spielen kann und gesondert zu behaistiehat sich bereits in anderen
Arbeiten gezeigt, die sich mit allseits endlichen bezigfsuveise mit Ausnahme einer Dimension
endlichen Systemen beschétftigt haben [[104-110]. Diesersaiteiden sich jedoch von den in
dieser Arbeit betrachteten Systemen der Geométrieco? ! insofern, als dass sie — auRer im
thermodynamischen Limes — b&i> 0 keine scharfen Phasenibergénge aufweisen.

In den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels wird numéezhst die Storungstheorie fur
die freie Energie und deren in_|33] vorgeschlagene Umordmahkapituliert, um mit Hilfe dieses
Verfahrens dann — im Rahmen der renormierungsgruppersseiten Storungstheorie 4n— ¢
Dimensionen — did-inite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-Freien-Energie und dern@asi
Kraft und ihre fuhrenden Korrekturen im Temperaturberdich 7. ., in Zweischleifennaherung
zu berechnen. Die Ergebnisse werden daran anschlieRendllonie Carlo-Resultaten und —
im Rahmen der Epsilon-Entwicklung — mit den exakten Ergsfem fir dasMeanSpharische-
Modell verglichen. Zunéchst wird jedoch das in diesem Kalfietrachtetey*-Modell eingefiihrt.
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3.1 Definition des Modells

Grundlage fir die in diesem Kapitel vorgenommene feldthtische Beschreibung des universel-
len kritischen Verhaltens ir®(n)-symmetrischen Fall, ist das'-Kontinuumsmodell inl = 4 — e
Dimensionen mit einer langreichweitigen Wechselwirkusiglie z.B.1[14, 22, 111]).

Seigp(x) = (1(x), p2(x), ..., on(x)) €in n-komponentiges Ordnungsparameterfeld mit re-
ellwertigen Komponentep,, (z) € (—oo,00) (a = 1,...,n), und das System auf ein zunachst
allseits endliched-dimensionales Volumen der Geometfigx Ly x - - - x L4 beschrankt, so wird
das im Folgenden betrachtete Modell durch den Hamiltonian

Hl¢] = Hold] + Hi[9] (3.2a)

beschrieben, mit dem freien Anteil

1 7 b
Mol = [ ala| 3V + T - Jo(-A)" (3.20)
v, 2 2 2
und dem Wechselwirkungsanteil
U
g =g [ dleler (3.2¢)
H mL
in Ortsraumdarstellung. Die Uber = (z1,...,z,) auszufuhrenden Integrationeny[¢] und
H1[¢)| erstrecken sich dabei Uber das VolumiBgp, = [—L1/2,L,/2] x --- x [=Lg4/2, Lq/2],

wobei entlang allerl Hauptrichtungen periodische Randbedingungen angenomvaeden. Fur
das Ordnungsparameterfefi{x) gilt daher¢(x) = ¢(x + L;e;) furallei = 1,...,d, wobei
é; den Einheitsvektor entlang déten Hauptrichtung bezeichnet. Es ist somit invariant udes
raumlichen Translation; — x; + L; V i.

Die in das Modell eingehenden Variablénb und die Kopplungskonstanté > 0 sind phano-
menologische Parameter. Dabei migsk (7" — 1) die Abweichung der Temperatur von einer
Referenztemperatufy, die in der Stérungstheorie unter Verwendung von dimemrdienRegu-
larisierung und der Epsilon-Entwicklung mit der kritisch&mperatufl ., zusammenfallt. Der
kritische Wert vonr betragt daher im Folgendef ., = 0. Der zub proportionale Operator auf
der rechten Seite von Gleichurig{3.2b) beriicksichtigt degreichweitigen Antei[{Il1) des Paar-
potentials, wobei der Parameferz 0 dessen Starke modelliert und der Wert varwie auch bei
der Untersuchung dddeanSphéarischen-Modells im vorangegangenen Kapitel, aufridasvall
2 < o < 4 beschrankt ist. Der Ausdruak(—A)?/2¢ ist dabei Uiber seine Fouriertransformierte
definiert und so konstruiert, dass er den in Abschnift 2.Rufisrten nichtanalytischen Beitrag
~ ¢° in der Fouriertransformierten des langreichweitigen peigntials reproduziert.

Der freie Anteil des HamiltonianE(3.2) lasst sich im Impalsn durch Entwicklung vog nach
geeigneten Eigenfunktionen diagonalisieren. Bezeichnet(q, ..., ¢q) den Vektor der zu den
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Ortskoordinatenc konjugierten Impulse, so lauten diese im Fall periodisdRandbedingungen
entlang deri-ten Hauptrichtunglz;|m;) = €% /\/L; mit den erlaubten Impulseq; ,,, =
2mm;/L; (m; € Z). Verallgemeinert auf den hier zu betrachtendedimensionalen Fall, fiihrt
dies auf die Eigenfunktionen

d
(x|m) = H (zi|my), (3.3a)
=1
mit dem Vektor der Modenindizes: = (my, ..., my). Diese bilden geman
> @m)mla)) =6z —x') V2 €Dy (3.3b)
meZd
und
d
/ dx (m|x)(x|m') = Hémi,m’- = O, (3.3¢c)
R i=1 '

ein vollstandiges orthonormales Funktionensystem, uachhch entwickelt ergibt sich das Ord-
nungsparameterfeld zu

< ~
pa) =) (@lm)d,, (3.4)
meZd
mit den n-komponentigen Entwicklungskoeffizientep,,, = (¢m.1,-- -, dmn). Die Notation

anezd bedeutet, dass sich die Summationen iibermdles Z? erstrecken, fiir dieg,,| < A
ist. Dabei bezeichneA einen Abschneideimpuls, der durch das Inverse der chaistidehen
mikroskopischen Léngenskala innerhalb des Systems fegtgist. Dieser wird im Folgenden
jedoch nach unendlich verschoben und samtliche ultratole)-divergenten Ausdriicke unter
Verwendung von dimensioneller Regularisierung ausgewéstehe z.B. § 8-3 ir [112] und Ab-
schnitC3:31]l dieser Arbeit).

Ersetzt manp nun im freien Anteil [32b) des Hamiltonians durch die Emtding [33), so
geht dieser unter Verwendung der Orthonormierungsbedmd8.3t) tUber in

1 ) o - -
Hold] = 5 D (F+ i — b47) b - (3.5)
meZd
mit dem Impulsvektorg,,, = (q1,m,,---,qd,m,) Und dessen Betrag,, = |q,,|. Im Gegensatz

zum freien Anteil, zerféallt der Wechselwirkungsanteil dé¢smiltonians im Impulsraum nicht in
eine Summe unabhangiger Terme. Er ist stérungstheoretisbehandeln. Diese Stérungstheorie
soll nun fur die freie Energie und auch die Zweipunktkortielzssfunktion erdrtert werden, bevor
daran anschliel3end auf die In|[33] vorgeschlagene Umoglden Storungstheorie zur Vermei-
dung ihres Zusammenbruchs fBei= T, ., eingegangen wird.
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3.2 Freie Energie und Zweipunktkorrelationsfunktion

3.2.1 Die Schleifenentwicklung der freien Energie

Den Ausgangspunkt fur die Berechnung der freien Energaebiviederum die kanonische Zu-
standssumme, die gemaf

Z= / D[¢p] e H1?! (3.6)

durch Funktionalintegration des Boltzmann-Fakters!®) mit dem Hamiltonian[{3]2) uiber alle
Realisationen des Ordnungsparameterfeties) zu erhalten ist. Der im Exponenten auftretende
Faktor1/kpT ist dabei bereits durch entsprechende Reskalierung ddedelin die phdnome-
nologischen Parameter des Hamiltonians miteinbezogedemor
Die freie Energie
Fr, = —kgTlog Spy (e_H[¢]> 3.7)

des im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen allsgltieleen Systems mit den Systemlan-
genL = (L4,...,Ly) und periodischen Randbedingungen, soll nun unter Bescngnauf die
ungeordnete Phasg@ > T¢ ) berechnet werden; hier und im Folgenden wird dabei die Motat
Spe(- - = [D[¢] ) verwendet. Der zu der Kopplungskonstanteproportionale Wechsel-
W|rkunsante|I des Hamlltonlans wird dabei als Stérung deieh Theorie aufgefasst, und die freie
Energie aus diesem Grund uin= 0 entwickelt. Dies fuhrt auf eine Entwicklung vaF, nach
Potenzen der Kopplungskonstanten, die im Folgenden bigrmaten Ordnung hergeleitet wird.
Dazu wird zunachst der Hamiltonian auf der rechten SeiteGtaichung [3J7) in seinen freien
Anteil Hy[¢] und den Wechselwirkungsantéil; [¢] aufgespalten. Auch die freie Energie kann
dann geman

k:FT logSp¢< Ho[¢])+1og<ewl[¢}>o (3.8)

mit dem Erwartungswert bezuglich der freien Theorie

Sp¢( .. eiHO[qﬂ)
Sp¢ (G*HO [¢])

in zwei Beitrage aufgespalten werden, die nun weiter ausgetvwerden sollen. Dazu wird
zunachst der erste Term auf der rechten Seite von GleicHBi&y lfetrachtet. Ersetzt man in

(3.9)

—~

<

o
Il

Sp¢(e*H0[¢]) den freien AnteilHy[¢] durch seine Impulsraumdarstelluig{3.5), so kann dieser
Ausdruck nach Aufspaltung der vektorwertigen Entwicklskcgsﬁizientenc}bm in ihre Kompo-
nentend, » (o = 1,...,n) geschrieben werden als

Sp¢, <€_HO [¢]) H H / dgb""‘ a €Xp |:__(T + qm - qu)ﬁbm a¢ m,«x (310)

meZd a=1
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Unter Verwendung VOB, o« ®—m.a = |#m.al? = Re(dm.a)? + Im(dm.o)? kénnen nun die Inte-
gration Uber diaz?m,a mit m # 0 auf Gaul3sche Integrationen Uber deren Real- und Imagieérte
Re(fm,q) beziehungsweistm (¢, ) umgeschrieben, und mit Hilfe der Identitét

/ T dpeat = g (Re(a) > 0) (3.11)

analytisch ausgefuihrt werden. Dabei gilt es jedoch zu lisicistigen, dass die Komponenten
G, UNAG_m o, der Entwicklungskoeffizienteg,,, nicht unabhéngig voneinander sind, sondern
Re(Pm.a) = Re(d_m.a) UNAIM(prm.o) = —Im(d_m o) ist. Um eine Doppelzahlung zu vermei-
den, ist daher nach Umschreiben der IntegrationeRa(th,, ) undIm(¢., ) das Produkt iiber
die Terme mitm € Z4\ {0} in Gleichung [(32D) fiir einen der Indizes; (i = 1,...,d) durch
ein Produkt Gbefn; € N zu ersetzen (siehe z.B. § 5.7.21in [113]). Letztendlich lerhan

Spa (e 04) = ] <2—W)"/{ (3.12)

meZd 7%+qgn_bq$n
und durch Logarithmieren dieses Ausdrucks
_ P+ g2, — byl
loe S ( Ho[¢]> U (—T m m), 3.13
0g Spy (€ 5 > log > (3.13)
meZd

Zur Auswertung des zweiten Terms auf der rechten Seite veiti&ing [3B), wird fiir den Wech-
selwirkungsanteil{; [¢] seine Ortsraumdarstellurg{3.2c) eingesetzt, und die fqma@lfunktion
um = 0 bis zur ersten Ordnung entwickelt. Dies ergibt

_ U .
(i), =1 [, a'a @@ty + o), (314
und|¢|* soll nun durch die Komponenten des Ordnungsparametesfeldg = 1,...,n) ausge-

drickt werden. Dabei ist

[B ' dz (|o@)|), = D Sasms [B ! A% (pa(x)p5(m) by (T)ds5(T)), (3.15)

a7/63776
in bezuglich der Indizes, 3,v,6 € {1,...,n} symmetrischer Form, mit den Komponenten des
vollkommen symmetrischen Tensors vierter Stufe
1
Sapy,5 = 3(00,607,6 + 0ary 05,5 + 0as05,5)- (3.16)

Die Vierpunktfunktion (¢, ¢s¢,¢s), auf der rechten Seite von Gleichurig{3.15) kann durch
Anwendung des Wickschen Theorems auf Produkte von Zwetfumitionen umgeschrieben
werden. Durch Summation Uber die drei moglichen Kontraiam?;ﬁg(b?qﬁg, W@; und
(ba('#;(ﬁy(ﬁg folgt dabei unter Ausnutzung der Symmetrie bezliglich ddizkes

/m ' d@ (|p(@)[*)g =3 > Sapss /m ' AT (Pa(@)D3(w)) o (¢ (@) 5())y  (3.17)

a,B3,7,0
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Fur die Zweipunktfunktionen bezlglich der freien Theoiiieig der ungeordneten Phase

($a(@)d5(2)) = 60,3 Gy (2 2|7, ) (3.18)

mit dem freien Propagatc@gi)(m;m’ﬁ,l;). Schreibt man hiermit nun in Gleichung—(3117) die
Zweipunktfunktionen auf den freien Propagator um, so gafgediber in

/ d%z (|p(@)[*)y =33 Saann / a2 |G (sl )] (3.19)
Uy, ay Uy,

Da}_, . Saanyy = n(n +2)/3, folgt letztendlich durch Einsetzen dieses Ausdrucks iai-Gl
chung [3:I4) und anschlieRendes Logarithmieren

o 72
log 741 __grnt2) / d'e [ (@:alt.5)] +OG?).  (3.20)
0 4! vy,

Damit sind nun die beiden ersten Terme in der Schleifenektumg der freien Energie hergeleitet
worden. Diese Entwicklung kann auch diagrammatisch miteHibn Feynman-Graphen darge-
stellt werden. Dabei gilt fur die freie Energie bis zu derletrachteten Ordnung

k T Q 8 + O(3 Schleifen, (3.21a)
B

mit dem Einschleifenbeitrag

O Z (M» (3.21b)

der der reduzierten freien Energie des wechselwirkunigsfi8ystems entspricht, und dem Zwei-

schleifenbeitrag
. 12
8 :—aw/ Al [gf)(m;xw,b)} , (3.21c)
4! 2y

der die in der Kopplungskonstanten lineare Korrektur daepudsentiert. Jede Linie in dem Zwei-

schleifengraphen entspricht dabei einem freien Propagaﬁi?) (m;m|%,5), den es nun zu
berechnen gilt. Dazu wird zunachst der freie Antell (B.2&3 Hamiltonians in Ortsraumdarstel-
lung umgeschrieben in

/ dix / A%z’ ¢(x)K (x; 2|7, b)p(x) (3.22)
Ty, Dify
mit dem Operatorkern

R(z:@'|#,b) = [% CA—b(—A)?] 5z — ). (3.23)
Der freie Propagator kann dann als Lésung von (siehe z.R §19114])

/ diz g(Ld) (z; 2|7, b) K (z; 2| 7,b) = 6(x — 2') (3.24)
Ty,
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ermittelt werden, d.h. der freie Propagator entspricht ¢rerarsen von&” im Operatorsinne. Er-
setzt man hier nun den Operatorkern gemaR Gleichiungl (3r&zB}lie¢ auf beiden Seiten auftre-
tenden Delta-Funktionen durch ihre in Gleichubhg(B.3b)emedpene Darstellung, so fuhrt dies
zusammen mit der Eigenfunktionendarstellung des freiepdtjators

Qg)(x;a:'[?,g) = (|G (,b)|a) (3.25a)
mit
GI(r )= > m)m'| G (7,) (3.25b)
m,m/cZ4

auf eine Bestimmungsgleichung fir die Entwicklungskoha‘ﬁzengm,m, (1, 5). Diese lautet

Y (@m)m|@) (F + ghy — b)) G (7,0) = D (@|m) (ma) (3.26)
m,m/cZ4 meZd
und wird geldst durch
. . Somom
Gy (F,0) = % (3.27)
7+ qz, — bg%,
Zusammen mit den Gleichungdn(3.25) ergibt dies letztehdli

(x|m) (m|z’)

G (s, b) = Y (3.28)

T GE — bag,
3.2.2 Storungstheorie der Zweipunktkorrelationsfunktion in Einschleifenordnung

Neben der Stérungstheorie der freien Energie soll nun aicltbrungstheorie der Zweipunkt-
korrelationsfunktion

! 1 S ¢u($)¢u($l)eiﬂ[¢}
($(x) d(x)) =—> bu! Spy (e~ 4) |

GO (x; |7, b, i) = (3.29)

SRS

n

angegeben werden, da die Korrelationslange, die bei déeitierg derFinite-SizeSkalenfunktion-
en von der Exzess-Freien-Energie und der Casimir-Krafteinigeht, im Rahmen dieser Arbeit
Uber das zweite Moment vc@lf) definiert wird.

Dividiert man Zahler und Nenner in dem Bruch auf der rechteiteSvon Gleichung[{3.29)
durchSp, (e~"0l#l), folgt daraus durch Entwicklung us= 0 bis zur ersten Ordnung

T x')e Mile] U
ol Z‘iﬁﬁ@ b _ (g, @), [1+E / d'a’ (|p(a")|"),
0

Uy,

—% . d?a” (¢ (x)u(a)|p(x")[*), + O(@?). (3.30)
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|¢|* kann nun wiederum durch die Komponenten des Ordnungspteeeidess,, (o = 1,...,n)
ausgedruckt, und die resultierenden Sechspunktfunktighgp,,¢. ¢ s bs), it Hilfe des Wick-
schen Theorems auf Produkte von Zweipunktfunktionen untge=ben werden. Dies fuhrt letzt-
endlich auf (siehe z.B. § 5.2.2in.[115])

G (@, 2/ |7,b,4) = o—o + (o + O(2 Schleifen, (3.31a)
mit dem freien Propagator zwischen den Punktemd =’
_cD e f
o—o =Gy (x;x'|7,b) (3.31b)

und dem Einschleifenbeitrag

2 o o .
oQo = —ﬁn—g / ddm”g(lfi) (x; 2" |7,b) Q%l) (z";2"|7,b) Q(Ifi) (z";2'|7,b). (3.31c)
UL,

3.2.3 Umordnung der Storungstheorie

Die in AbschnitC3Z]L in Zweischleifenordnung hergel&t&térungstheorie fur die freie Energie
des allseits endlichen Systems der Geomditiie< - - - x Ly soll nun, wie in [33] vorgeschlagen,
umgeordnet werden. Dabei wird zuvor jedoch auf die zur Goightung des Casimir-Effekts zu
betrachtende Filmgeometrie x co?~! libergegangen, und dazu bei konstant gehaltenem Wert
der FilmdickeL, = L der Grenzubergang, — oo flr alle o > 1 vollzogen. Der VektorL,
der in den vorangegangen Abschnitten formal zur Kennzeioprder auf das allseits endliche
System bezogenen GréRRen verwendet wurde, wird in diesenefallewiederum durch ein skala-
resL ersetzt. Dementsprechend geht das in der Ortsraumdangtd.2) des Hamiltoniar [¢]
eingefiihrte Integrationsvolumedy, tiber inW;, = [~ L /2, L/2] x R4~1,

Die Notwendigkeit, diese Umordnung der Stérungstheorizwmehmen, wird in Dreischlei-
fenordnung evident. Die Beitrage der Nullmode zu den Eird dweischleifengraphen in der
Schleifenentwicklung[{3.Z1a) der freien Energie, die infl Bar FilmgeometrieL. x oco%"! auf
dem freien Propagaé;

r

. > =D Czlma) (my |2y '
G (: 2|7, 5) = / Gz gy (r—r) 3.32
IMCEIUDENDY el e (3.32)

mi=—oc ” 9|

basiert, sind proportional zu positiven Potenzen der Teatpe/ariablenr, und verschwinden da-
her am kritischen Punkt. . = 0. Dies gilt jedoch nicht fir den in Dreischleifenordnung tees
tenden Graphe ¥ X). Wie in [33] diskutiert, verhalt sich der Beitrag von der habde zu dem
inneren Subgraphe@ proportional zur—(1+¢)/2 in 4 — ¢ Dimensionen, und ergibt — zusammen

3Dieser ergibt sich mi.; = L und dem Grenziiberganf, — oo fir alle & > 1 unmittelbar aus dem freien
Propagatof{3:28) im allseits endlichen System.
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mit den &uRReren Schleifen — einen im Limes- 0 divergierenden Beitrag. Diese Infrarotdiver-
genzen treten immer dann auf, wenn das durch die Randbetdjagufestgelegte Spektrum der
Fourier-Moden des Ordnungsparameters entlang der Riglgemnkrecht zu den Oberflachen des
Films die Nullmode beinhaltet. Wie bereits zu Beginn dielapitels angefiihrt, liegt die Ursa-
che fir diese Problematik darin, dass die Landau-Theorigesem Fall fir daBulk-System und
das System mit endlicher Filmdicke einen Phasenubergangebselben Temperatdr = T o
prognostiziert. Dies wird durch die im Folgenden besclmiebUmordnung der Stérungstheorie
vermieden. Die im Fall periodischer Randbedingungen etdgftrde Nullmode des Ordnungspara-
meterfeldesp wird dabei abgespalten, und hierfiir durch Ausintegratienidbrigen Moden eine
effektive Feldtheorie hergeleitet. Die Nullmode wird debeals Folge der Kopplung an die Ubri-
gen Moden — massiv béi = T, ., im Fall L < oo.

Bezeichnet: = z; die Koordinate, entlang derer die Ausdehnung des Systesthiimkt ist,
undq, = ¢ = 27wm;/L den dazu konjugierten Impuls, so wird als wesentlicher i8chur
Umformulierung der Stérungstheorie, das Ordnungspaiietd geman

o0

pl@)= Y (zlma) gy, (r) = (r) +9(z.7) (3.33)
mit 7 = (z2,...,z4) in seinen Anteilp(r) = ¢, (r)/v/L von der(q; = 0)-Mode, der von der
Koordinatez unabhéngig ist, und den dazu orthogonalen Beii&g ) von den(q; # 0)-Moden
mit der Eigenschaft

L2
/ dz¢(z,7) =0 (3.34)
—L/2
zerlegt. Ersetzt man nun in der Ortsraumdarstelling (2&Hhamiltoniang{[¢] das Ordnungspa-
rameterfeldp durchep+1, so lasst sich dieser unter Verwendung der vorangegand@gie@hung
gemai
Hlp + ] = Hlp] + H[Y] + Hint[p, ] (3.35)

in drei Beitrage aufspalten. Letzterer ergibt sich dabei zu

Hintlp, Y] = /

U,

% [%cp%? + = (e «p)wﬂ (3.36)
und umfasst ausschlie3lich die Terme, die eine KopplungAaieeile ¢ und v» bewirken. Der

Hamiltonian™[¢] lautet in Ortsraumdarstellung

1 2 [ T b o/2 oy
5 (Vo) + 59" = 5e(=8)" e+ Slel|, (3.37)

Hlp] = L/ dty
Rd-1

da der Beitragp nicht von der Koordinate abhangt, und die Integration hiertiber direkt ausgefihrt
werden kann. Dies ergibt den konstanten Faktam H[ep].
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Wird nun der Beitragp von den(q; # 0)-Moden ausintegriert, so fuhrt dies gemani

Healp] = — log Spy, (e e +¥), (3.38)

auf eine effektivgd — 1)-dimensionale Feldtheorie, beschrieben durch den Hamaltd .« ],
der sich unter Verwendung der in Gleichufig (3.35) angegab&erlegung vort |y + 1] zu

Hettlip] = H[p] — log Spy, (677{[‘”) — 10g<e’Hi““"”“’]> . (3.39)

ergibt, mit dem als

Spy (... e MYl
(.= s¢( i ) (3.40)
Py (€ )
definierten Erwartungswert bezigligh

Ausgehend von dem fir den Hamiltoniafy[¢] erhaltenen Ausdruck(3.B9), kann nun durch

Ausintegration vonp gemaf
Fi, = —kpTlogSp,, (e*HeHM) = Fyp+Fpl, (3.41)
die freie Energie des Systems berechnet werden. Dabei ist
Fy.;, = —kpTlog Spy, (fﬂhﬂ), (3.42)

wahrend der Beitrad, ;, aus[¢] und dem letzten Term in Gleichurig(3139) hervorgeht.

Diese beiden Beitrage zur freien Energie sollen nun stétinegretisch in Zweischleifenord-
nung ausgewertet werden. URy, ;, herzuleiten, kdnnen dabei unmittelbar die in AbscHnif.2
bei der Stérungstheorie fur die freie Enerdig des allseits endlichen Systems erhaltenen Er-
gebnisse verwendet werden. Hierzu sind die AusdriEked§3.aad [3.2Tk) fir den Ein- und
Zweischleifenbeitrag zi#'r, lediglich durch digd — 1)-dimensionale Querschnittflésiclﬁzi:2 L
zu dividieren, um daran anschlieend den Linhgs— oo fir alle o > 1 bei konstant gehalte-
ner FilmdickeL; = L zu vollziehen. Die Terme mit; = 0 sind dabei aus den Summationen
auszunehmen, dé keine(q; = 0)-Mode enthdlt. Fir den Einschleifenbeitrag in der Schieife
entwicklung

For = f + 1, + 0(3 Schleifen (3.43)

der im Folgenden alg,, ;, bezeichneten freien Energig, 1, pro Flacheneinheit, folgt daraus

Z (—T T qu), (3.44)

mEZ

b~ i
fd’ L oy Lg—00 H

wobei hier und im Folgenden die Notatioﬁ/ bedeutet, dass der Term mit; = 0 bei der
Summation ausgelassen wird. Nach Anwendung der Poissemshmmationsformel[{A.6) auf
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die Summationen ibens, ..., mg kann in Gleichung[{3.24) der Limds, — oo fir allea > 1
vollzogen werden, und man erhalt letztendlich
o0 (d—1) o 2 _ 1.0
no_n g | (T+q bg ) 4
=g S [ (T (3.45)

mi=—oo " 94|

mit g = (2mm1 /L, q) undq = (g2, - - -, q4)-

Um den Zweischleifenbeitrag’g}L zu berechnen, wird der fur den Zweischleifenbeitrag zur
freien EnergieF, erhaltene AusdrucK{32lc) zunachst dufdH_, L. dividiert, und der freie
Propagator gemaR Gleichuig(3.28) ersetztgﬁé(;c; x|T, 13) in dem hier betrachteten Fall peri-
odischer Randbedingungen keimeAbhangigkeit besitzt, kénnen die Ortsraumintegrationan
mittelbar ausgefuihrt werden. Auf die Summationen Uhet . .., mg wird nun wiederum die
Poissonsche Summationsformg[{]A.6) angewendet, und kfdehd der Limed., — oo flr
alle « > 1 vollzogen. Unter Auslassung der Terme mit = 0 erhalt man schlieRlich

. nn+2 d ENE
2= uL% [gfp}L(m; z|#,b) (3.46)
mit dem freiemp-Propagator
: — [V ) ]2 /
L m;oo q) T+q2—bq0

Es bleibt nun der Beitrag, ;, zur freien Energie zu betrachten, in den der HamiltonianNigk
mode™ o] und der letzte Term in Gleichung(3139) eingeht, der geman

~log(e7mled]) = Sl (3.48)
=1

Schleifenkorrekturen zi#([¢] beitrégt. Diese ergeben sich rit,: [¢, 1] aus Gleichund(3:36) in
Einschleifenordnung zu (siehe auchli[33])

—_—

( ) P N
Hile) = — oo - 22)-\__/-(22 +..., (3.49)

wobei die strichlierten Linien freiegp-Propagatoren entsprechen, und die grauen Ligidein-
chen reprasentieren. In linearer Ordnung in der Kopplumgstanten gilt daher

.n+2

Hillg] = i /m a0, (|, b) 2 (r) + O(i?). (3.50)
L

Terme ianc%[cp] von hoherer als linearer Ordnung in der Kopplungskonstastsvie Schleifen-
korrekturenHeﬂ[cp] mit { > 1 brauchen dabei im Rahmen der hier vorgenommenen Zweischlei
fenrechnung fiir die freie Energie nicht berlcksichtigt zeraen, da sie bis zu dieser Ordnung
nicht beitragen.



3.2 Freie Energie und Zweipunktkorrelationsfunktion 73

Addiert man diesen Term nun zu dem in Gleichung(3.37) argawn HamiltoniarH[¢], so
fuhrt dies geméal — 7, = 7 + d77 mit

.n+2

01 = =Gy (@i |7, b) + O(i) (3.51)

zu einer Verschiebung der Temperatur. Diese hangt exgbaritder Filmdickel ab, und hat ihren
Ursprung in der Kopplung deg; = 0)-Mode ¢ an die(q; # 0)-Moden 1. Sie bewirkt, dass
die Nullmode im FallL < oo beiT" = T, massiv wird, und somit die Temperatur, bei der
das System mit endlicher Filmdicke kritisch wird, nicht rdér kritischen Temperatur dé&ulk-
Systems zusammenfallt.

Durch Ausintegration vorp gemaf

oo [1]
Fy1, = —kpTog Sp, (e~ Mel- X Ml (352)
kann nun die im Folgenden alg, ;, notierte freie Energid', ; pro Flacheneinheit hergeleitet
werden. In Zweischleifenordnung gilt dabei

for = £il, + 12, + O(3 Schleifen, (3.53)

und zur Auswertung der Ein- und Zweischleifenbeitré’y@sz und ff}L konnen wiederum die

in Abschnitt[(3221]l erhaltenen Ausdriicke fiir die Terme in Sehleifenentwicklung der freien
EnergieF, herangezogen werden. Dazu ist in diesen Ausdriicken — daateiltdnian’ ] ein
effektiv (d — 1)-dimensionale8ulk-System beschreibt — lediglich vehnachd — 1 Uberzugehen,
und nach Division durch d&ggl — 1)-dimensionale Systemvolumen der thermodynamische Limes
zu vollziehen. Es bleibt nun noeghdurch die verschobene Temperatyr und — aufgrund des in
H[¢] auftretenden konstanten Vorfaktdis— die Kopplungskonstanté durch/L zu ersetzeﬂ]

Die Ein- und Zweischleifenbeitrage vafy, ;, ergeben sich dabei letztlich zu

(d—1) ) 2 e
- Lt = b
QL—zl log (-——") (3.54)
beziehungsweise
2 _unm+2) oGy, e 5]
fcp,L - ZT |:goo (537 :B‘T[n b)] ) (355)
mit dem freienBulk-Propagator
. d)  gig(z—a')
gﬁmwww:/ - (3.56)
q T+ q2 — bg®

“Dies folgt unmittelbar aus einer Reskalierung des Feldés[in] gemakp — ¢ /v/L.
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3.2.4 Die Korrelationslange

Zur Herleitung defFinite-SizeSkalenfunktionen von der Exzess-Freien-Energie und dsmar-
Kraft wird — neben der im vorangegangenen Abschnitt als Eanlkder Parametet, b und @
berechneten freien Energie — ein Zusammenhang zwischefedaperaturvariablert und der
Bulk-Korrelationslanget,, sowie ihrem Pendarg; im System mit endlicher Filmdicke bend-
tigt, um damit letztendlich die Exzess-Freie-Energie uia@asimir-Kraft auf dieFinite-Size
Skalenvariablel /¢, umzuschreiben. DiBulk-Korrelationslange wird dabei im Rahmen dieser
Arbeit gemal (siehe z.E. [56, 103])

1 Jpa dx szg%)(m; 0|7, b, w)

& == : (3.57)
2d [, ddx GZ) (w; 0|7, b, i)

Uber das zweite Moment dBluIk-ZweipunktkorrelationsfunktiorGg) (x; 0|7, 5, u) definiert, die,
ausgehend von der in Abschfiff 312.2 betrachteten Zwetganielationsfunktion des allseits end-
lichen Systems, durch Vollziehen des thermodynamischereti., — co (a = 1,...,d) erhal-
ten werden kann.

Schreibt man nun in Gleichunf(3157) ddailk-Zweipunktkorrelationsfunktion unter Verwen-
dung von

. (d) _ . .
GO (2; 017, b, ) = / GO (q|#. b, )i (3.58)
q

auf ihre Fouriertransformierte um, so folgt daraus naclgemelementaren Umformungen

, (3.59)

Ego = [ 82 logG(2 (q|7, b ) ]
0q =0

wobelG ( |7, b ,u) nur vom Betrag des Impulses= |q| abhéngt. Dazu analog wird die Korre-
lationslange im System mit endlicher Filmdicke Uber

0
2 = [a 5 logG )(q|#,b, i) ] (3.60)
g=0
definiert, wobei S|ch (q\r b, @) durch Rucktransformation geman
G (ql#, b, 1) = / dia GP (@; 017, b, d)e 9™ (3.61)
U,

aus der Zweipunktkorrelationsfunktion im System mit ectiir Filmdicke ergibt. Diese folgt aus
der in den Gleichungeil {3181) angegebenen Zweipunktlkdimakfunktion im allseits endlichen
System durch Ubergang auf den Limks — oo fur allea = 2,...,d bei konstant gehaltener
Filmdicke L; = L. Setzt man den auf diese Weise erhaltenen Ausdruc@ﬁ?r(x; 0|#,b,4) in
Gleichung [[3:811) ein und bildet den Kehrwert, so erhalt man

G (g7 b,ia) ™ = F+ ¢° — bg” + i g<d> (2|7, b) + O(i?), (3.62)



3.3 Skalenverhalten der freien Energie, Exzess-Freiargi und Casimir-Kraft 75

mit dem freien Propagatof (3132), der im Fall= x’ keine z-Abh&ngigkeit besitzt. Durch Ein-
setzen der rechten Seite von Gleichung{83.62) in die Dedimstjleichung[(3.60) voé% folgt fiir
deren Inverseg; = 552 unter der Annahme > 2,
fp= 2 a2
6
Ein entsprechender Ausdruck fir das Quadrat der inveBsdk-Korrelationslanger,, = 5;02
kann hieraus durch Ubergang auf den thermodynamischensLime oo erhalten werden, und

G\ (a; |7, b) + O(i?). (3.63)

lautet
n-+ 2

6
mit dem freienBulk-Propagator[{3.36). Ausgewertet am kritischen PunktBig&-Systems, an

G\ (@; |7, b) + O(a?), (3.64)

Foo =7+ 10

demr., verschwindet und die Temperaturvariabiehren kritischen Wert. . annimmt, folgt
aus Gleichund{3.64), dass

2 .
P00 + a%gg@(x; 2|e.00,b) + O(2) = 0, (3.65)
und sich somit der Wert vofi am kritischen Punkt deBulk-Systems zu
2 .
oo =~ =G (@ 210,5) + o() (3.66)

ergibt. Da der freieBqu—Propagatch(,g) (x; z|#, b), auf den sich der in AnharigA.3 unter Verwen-

dung von dimensioneller Regularisierung berechnete Pem)agatorg(Ld)(m;m\%,E) im Limes

L — oo reduziert, im Rahmen der Epsilon-Entwicklung dm= 4 — ¢ Dimensionen bef = 0

verschwindet, verschwindet au¢h. in niedrigster Ordnung der Kopplungskonstanten.
Gemal Gleichund(363) ist, = 7 + O(u), und somit kanr im Argument des freien Pro-

pagators in dieser Gleichung durép ersetzt werden. Umstellen naé¢hliefert schlie3lich den

bendtigten Zusammenhang

2 .
ey — a”é G\ (a; 2|1, b) + (@), (3.67a)
der im LimesL — oc in eine entsprechende Relation zwischemnd 7.,
n 42

G (2; oo, b) + 0(@), (3.67b)

ey

6
Ubergeht.

3.3 Skalenverhalten der freien Energie, Exzess-Freien-Emngie und
Casimir-Kraft

Unter Verwendung der in Abschnfiz3:2.3 im Rahmen der Sigsthreorie in Zweischleifenord-
nung hergeleiteten Ausdriicke fir die Beitrafig; und f, ;. zur freien Energie pro Flachen-
einheit, sollen nun di€inite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-Freien-Energie und dem@asi

Kraft sowie ihre fihrenden Korrekturen hergeleitet werdgie Impulsraumsummen und -integra-
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le in den dabei zu berechnenden Feynman-Diagrammen siadhjetlrch das Auftreten von Ul-
traviolettdivergenzen gekennzeichnet, die daraus iegseift, dass der im System vorhandene Ab-
schneideimpulg\ nach unendlich verschoben wurde (vgl. AbscHnift 3.1), wrdisdie Summa-
tionen beziehungsweise Integrationen Uber die Impylée=1,...,d) bisq; — oo ausgefihrt
werden. Da bei der Untersuchung kritischer Phanomene ahdelk Infrarotverhalten der Theo-
rie, d.h. ihr Verhalten im Grenzfal;/A — 0 ausschlaggebend ist, ist dies ein sinnvoller Limes.
Um dennoch eine UV-endliche Theorie zu erhalten, misserUtlraviolettdivergenzen besei-
tigt werden. Dies geschieht mittels Renormierung (sieBe [412,/114] 115]). Dazu werden die
UV-divergenten Ausdriicke zunachst regularisiert und diealdolettdivergenzen anschlieRend,
im Rahmen sogenannter Reparametrisierungen, durch eigefihition der in das Modell einge-
henden Parameter absorbiert. Die auf diese Weise renoeriieeorie bildet schlie3lich den Aus-
gangspunkt fur die Anwendung der Renormierungsgruppeniésiehe z.B. 8§ 7 in [115]). Dabei
macht man sich die Invarianz deackten(unrenormierten) Theorie unter einer Variation der im
Rahmen der Reparametrisierungen einzufiihrenden badielmgpulsskala zunutze. Dies flhrt auf
die sogenannten Renormierungsgruppengleichungen, bendss sich um lineare partielle Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung handelt. Ein Standafalren zur Losung dieser Gleichungen
ist die Methode der Charakteristiken, bei der die renormieModellparameter durch sogenannte
flieBRende Parameter ersetzt werden. Deren Verhalten untar éariation der Impulsskala wird
dabei durch ein System linearer Differentialgleichungesiez Ordnung beschrieben, den charak-
teristischen Gleichungen. Mit Hilfe der Lésungen diesei@lungen kénnen schlielich auch die
Losungen der Renormierungsgruppengleichungen hergielegérden, anhand derer das asymp-
totisch kritische Verhalten der Theorie herausgearbgiaten kann, wenn dig-Funktion, die
den Fluss der Kopplungskonstanten beschreibt, eine Hildshit gewissen Eigenschaften besitzt.
Auf die wesentlichen Grundlagen dieser Methoden soll nuréehst eingegangen werden, um im
Anschluss daran im Rahmen der renormierungsgruppensaties Stérungstheorie ih= 4 — ¢
Dimensionen unter Verwendung der stdérungstheoretisctesulite der vorangegangenen Ab-
schnitte dieFinite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-Freien-Energie und dem@eakiraft und
ihre fihrenden Korrekturen herzuleiten. Dabei werden Rtgwicklungen in der renormierten
Kopplungskonstanten undals kleinem Parameter durchgefiihrt.

3.3.1 Renormierung und Renormierungsgruppentheorie

Voraussetzung dafur, eine UV-endliche Feldtheorie eszhatiu kbénnen, ist deren Renormierbar-
keit. Renormierbare Feldtheorien sind dadurch gekenhazet¢c dass im Prinzip lediglich eine
endliche Anzahl von in das Modell eingehenden Parametagaéaiaert werden muss, um samtli-
che Ultraviolettdivergenzen zu absorbieren (siehe z.B18l@n [115]). In derg*-Theorie [3R),
die Gegenstand dieses Kapitels ist, sind dies das Ordnarayapterfeldy sowie die mit einem
hochgestellten Kreis versehenen nackten Modellparanﬁefeund 1, die unter Verwendung der
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Reparametrisierungen

¢ =2, ¢ (3.683)
F e Fooo = W2 2,7 (3.68b)
b= > Zyb (3.68¢)
4= (4m) Y2t Z (3.68d)

auf das renormierte Ordnungsparameterigl@’, die renormierte Temperaturvariabte den re-
normierten Parametédr sowie die renormierte Kopplungskonstanteumgeschrieben wercgn
Dies wird alsmultiplikative Renormierung bezeichnet und beseitigt die UV-Divergerdmmy -
Punkt-Kumulanten

N
1=1

kum

w ist dabei eine beliebige Impulsskala, und dig(: = ¢, ,b,u), die in den Reparametrisie-
rungen [[3.6B) als Koeffizienten der renormierten Paranmtéireten, sind die sogenannten Re-
normierungsgruppenfaktoren. Diese nehmen letztlich dfedlvergenten Beitrdge auf und sind
durch die Eigenschaften dBsilk-Systems festgelegt. lhre Form ist abhéangig von der Ragidar
rungsmethode, die zur Handhabung der UV-divergentendaitegnd Identifikation der divergen-
ten Beitrage verwendet wird. Gebrauchliche Verfahrenadigh an anderen Stellen dieser Arbeit
verwendet werden, sind die Regularisierung durch Einfiileiees Abschneideimpulses, bei der
die Impulsraumintegrationen auf eine Hypersphéare mit Batlibeschrankt werden, und auch die
dimensionelle Regularisierung (siehe z.B. § 8-3.in[11R§i. Letzterer wird die in die Impulsrau-
mintegrale eingehende DimensionalitBals im Allgemeinen komplexwertige GréRRe aufgefasst
und die Integrale im Sinne einer analytischen Fortsetznagausgewertet, anstatt bei fester ganz-
zahliger Raumdimension zu rechnen.dir= 4 — e Dimensionen treten die logarithmischen UV-
Divergenzen~ log A nach Entwicklung une = 0 dann alsl /e-Pole in Erscheinung, die von den
Renormierungsgruppenfaktoren aufgenommen werden, wéiteefir die nicht-logarithmischen
Divergenzen in der dimensionell regularisierten Theosa& Entsprechung gibt. Diese Vorge-
hensweise wird alminimale Subtraktiotezeichnet, und fiihrt auf Entwicklungen der Renormie-
rungsgruppenfaktore; (i = ¢, 7,b,u) nach Potenzen der renormierten Kopplungskonstanten
von der Form
oo
Zi=1+ > Z(e.n)d, (3.70a)
=1
mit Entwicklungskoeffizienterﬂlm(e, n), die ihrerseits gemaf
!
zMen) =3 (1) (3.70b)

€m
m=1

SDer auf der rechten Seite von Gleichufig(3168d) auftretéfadeor (47)%/? folgt der in Referenz [30] getroffenen
Konvention.
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durch Laurent-Reihen um = 0 dargestellt sind. Legt man die Reparametrisierungenl(Z638
grunde, so lauten diese Entwicklungen der Renormierungpgnfaktoren”; (i = ¢, 7,u) bis
zur ersten Ordnung in der renormierten Kopplungskonsta(giehe z.B. Gleichungen (3.42) in

[81])

Zy =14+ 0(u? (3.71a)

Z, =1+ "2 4 o) (3.71b)
€

Zy=1+"8u 4 0n2). (3.71¢)

€

Fiur den Renormierungsgruppenfaktdy, der in die Reparametrisierung_(3.68c) des Parameters
Eeingeht, folgt dabei im Rahmen der brinearisierten Theorie, dasg, = Zdjl ist, wenn sich
der Wert des Parametess— wie auch in dieser Arbeit der Fall — auf das Intenalk o < 4
beschrankt. Fir diese Werte veltreten keiné)—abhangigen UV-Divergenzen auf, so dass in dieser
Ordnung ein weiterer, von defy miti = ¢, 7, u unabhangiger Renormierungsgruppenfaktor nicht
bendtigt wird.

Neben den UV-Divergenzen, die durch die multiplikative Benierung der Modellparameter
mittels der Reparametrisierungdn (3.68b=3168d) beseitgden, treten bei der freien Enerdie
und der sich daraus ableitenden inneren Enensgi%i; sowie der spezifischen Warmekapazitat
o %2—;5 weitere UV-Divergenzen auf, die bereits Bulk-Fall vorhanden sind, und hierdurch nicht
erfasst werden. Diese Grofl3en erfordern zusatzlich einéwwd®enormierung (siehe z.B. § Il in
[30] und § 111.B.12 in [31]). Dies kann umgesetzt werden,@ndzur Definition der dimensionslo-
sen renormierten freien Energiedictf§" (7, b, u; 1) desBulk-Systems gemafd

2 o o\m am
b ) = Sl iy - 3 T T O

m=0 T=T71

(3.72)

von der freien Energiedichtg,, ihre Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung um eine Referenz-
temperaturr, abgezogen wird. In Abhangigkeit davon, ob man den Bereidrhatb oder un-
terhalb der kritischen Temperatdr ., = 0 betrachtet, ist diese positiv beziehungsweise ne-
gativ zu wahlen, und kann daher unter Beschrankung auf dijeardnete Phase auf den Wert
1 = 7|, = u*Z, gesetzt werden. Die renormierte freie Energiedicf§e (1, b, u; 1) erfullt
daher die Normierungsbedingungen

ren
ren _ 8f bk

& f
bk (1,b,’U,7M) - or = "9

= = 0. (3.73)

=1
Auf der Ebene des Hamiltonians lasst sich dies implemamjandem — wie beispielsweise in
8§ II.E in [40] diskutiert — zuH[¢] in Gleichung [3:3b) additive Gegenterme von der Form

Apad = / d% C(#,b, @) (3.74)
By,
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hinzugefugt werdenC(7, E,il) entspricht dabei einem Polynom von zweiter Ordnungilas
zudem von dem Parameteund der Kopplungskonstanteh nicht jedoch von der Filmdické
sowie den Ortskoordinaten, abhangt. Dieses ist durch die Normierungsbedingurgel)8est-
gelegt. Anders als in Referenz [30], in der die additiven &dgrme durch Aufstellen von Nor-
mierungsbedingungen fiir die freie Energie” des Systems mit endlicher Filmdickeabhangig
gewahlt worden sind, liefern die durch die Normierungshgdngen[(3.43) festgelegten additiven
Gegenterme keinen zuséatzlichen Beitrag zur Exzess-FExiergie. Die hieraus hervorgehenden
Terme, die gleichermafen jfy, und L fy, auftreten, sind jeweils proportional zur Filmdicke
und heben sich bei Differenzbildung gemaR Gleichlng{1a24) Die Exzess-Freie-Energie ist
multiplikativ renormierbar, und ihre dimensionslose nenierte Entsprechung kann demnach als

Ny byuypl) = ,uf(dfl)fex(f', E,il; L) (3.75)

ex

definiert werden. Die Forderung, daﬁ,a(%,é,il; L) invariant unter einer Anderung der in den
Reparametrisierunge (3168) eingefuhrten Impulsskaist, fuhrt auf die Renormierungsgrup-
pengleichung der Exzess-Freien-Energie. Diese ist homagd lautet unter Verwendung der in
[31] eingefuhrten Notationen

) ) ) ) ren o
[u% Bz = (2 1) T+ (0 24 )by +d - 1} fE (7 bouspL) =0, (3.76)

mit der Wilsonschen Beta-Funktigh, (u) = Ma%‘o u und den Renormierungsgruppenfunktionen
ni(u) = Ma%‘ol()g(zi) (i = 7,¢). Die Schreibweisep%‘O bedeutet dabei, dass gieAbleitung
bei konstant gehaltenen Werten der nackten Paranteteund ¢ auszuwerten ist. Sowohl die
Beta-Funktions, als auch die Renormierungsgruppenfunktiomesind dabei durch die Eigen-
schaften deBulk-Systems festgelegt. Im Rahmen von dimensioneller Regigaing ind = 4—e¢
Dimensionen und minimaler Subtraktion erhaltene Ausdeiitk diese Funktionen finden sich in
den Gleichungen (3.75) in Referenz|[31].

Die Losung der Renormierungsgruppengleiching{3.76Yidienformationen tber das asymp-
totisch kritische Verhalten der Exzess-Freien-Energithdt)y kann mit Hilfe der Methode der
Charakteristiken hergeleitet werden (siehe z.B. § 11.@.]B1l]). Dazu wird die Impulsskala in
Gleichung [[3:76) durch/, und die renormierten Parameterh undu durch sogenannte flieBende
Parametef (), b(¢) unda(¢) mit einem Skalenfaktof ersetzt. Fordert man nun, dass die Terme
in der Renormierungsgruppengleichufig (8.76) in denen itMnigsoperatoren auftreten, zu der
totalen AbIeitungé% en(7(0),b(¢), u(¢); pLe) zusammengefasst werden kénnen, so geht diese

ex

Uber in eine gewodhnliche lineare Differentialgleichungter Ordnung gegeben durch

{e% +d— 1] fren(z(0),b(€), u(f); uLl) = 0. (3.77)
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Die flieRenden Parameter sind dabei als Losungen der sagenacharakteristischen Gleichun-
gen zu ermitteln, bei denen es sich um ein System ebenfalléhgdicher linearer Differential-
gleichungen erster Ordnung handelt. Die entsprechendehitgy fiir die flieRende Kopplungs-

konstante lautet beispielsweise

da(f) _

mit der Anfangsbedingung(¢ = 1) = «. Um diese zu I6sen und das Verhalten der flieRenden
Kopplungskonstanten im Infrarotlimes — 0 zu untersuchen, wird die charakteristische Glei-

chung [3:7B) zuné&chst in die Integralgleichung

l

al)
log({) = / ﬁj—(x) (3.79)

uberfuihrt. Die Beta-Funktiom, (z) weist dabei ind < 4 Dimensionen eine nicht-triviale Null-
stelle auf, die bis zur ersten Ordnungeidurch

 _ 3e 2
ut = e+ O() (3.80)

gegeben ist. Durch Auswertung des Integrals auf der re@eée von Gleichund{3.¥9) und Ent-
wicklung umw* folgt schlieBlich fur das asymptotische Verhalten der #efen Kopplungskon-
stanten im Infrarotlimeg — 0, dass

a(l) = w o (= u )+ O(1*) (3.81)

mit dem Wegner-Exponenten dessen Wert in fuhrender Ordnung der Epsilon-Entwicklung
w =€+ 0(?) (3.82)

betragt. Die flieRende Kopplungskonstante konvergieredah Infrarotlimes? — 0 gegen den
Wert u*, der — wie in § 1.C.2 in|[31] diskutiert — einem infrarot-&iden Fixpunkt entspricht.
Auf entsprechende Weise ist mit den charakteristischernck&lagen der flieRenden Parameter
7(¢) undb(¥) zu verfahren.

Integriert man nun auch Gleichung(3.77) entlang der Cherakik, so fuhrt dies auf eine
Skalenrelation
0 (7, b, us L) = £ FIENF(0), B(E), u(L); pLb), (3.83)

ex ex

die einen Zusammenhang zwischen der renormierten ExzegsFEnergie als Funktion der re-
normierten Parameter, b und v einerseits, und als Funktion der von dem Skalenfakt@iphan-
gigen flieBenden Paramete(?), b(¢) undu(¢) andererseits, herstellt. Ersetzt man die flieRenden
Parameter auf der rechten Seite dieser Relation durch ying@stisches Verhalten im Infrarot-
limes /¢ — 0, so folgt daraus mifx = 1 und Ersetzung des Skalenfaktatslurch die inverse
Bulk-Korrelationslangel /¢35 im rein kurzreichweitigen Fallb = 0), dass die als Funktion der
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renormierten Parametet b und » zu berechnende renormierte Exzess-Freie-Energie aidihinr
chend groRRen LangenskaléreineFinite-SizeSkalenform

fren(r byu; L) ~ L@ DY (L)€, g, 6579 | g, 5 79) (3.84)

ex 00 00,0

erfullt, mit dem Exponentew, = o — 2 + n, dem Wegner-Exponentenund den Skalenfeldern
9o = aab7 9w = aw(u - U’*) (385)

mit den nicht-universellen metrischen Faktorgnund a,,. Bis auf diese Faktoren und die nicht-
universelle Amplitude deBulk-Korrelationslange?:, ist die SkalenfunktiorY universell. Fihrt
man in deren Argumenten nun die Skalenvariatlen(1.24b¥eikann did-inite-SizeSkalenform
der Exzess-Freien-Energie geschrieben werden als

ren(rbyus L) &~ L™ IY(L/EE G, i) (3.86)

mit einer — ebenfalls universellen — SkalenfunktignAls Finite-SizeSkalenvariable ist dabei
bislang das Verhaltnis von der Filmdickezur Bulk-Korrelationslang&?: im entsprechenden Sy-
stem mit rein kurzreichweitigen Wechselwirkungen gewéldtden. DieFinite-SizeSkalenform
der Exzess-Freien-Energie soll nun jedoch aufFiigte-SizeSkalenvariablel./¢., umgeschrie-
ben werden, wob€j., die Bulk-Korrelationsléange in Anwesenheit der langreichweitidgach-
selwirkung bezeichnet, d.h. es gilf, = 500|go:0- Um die dazu bendétigte Relation zwischgg
und &L zu erhalten, kann fii§., eine Renormierungsgruppengleichung aufgestellt, unsedie
der anhand der Exzess-Freien-Energie beschriebenen yédist werden. Dies flhrt letztendlich
auf eine Skalenrelation von der Form

§oo ~ E36 X(90830 75 90E3 ™), (3.87)

mit einer SkalenfunktiorX. Bildet man den Kehrwert auf beiden Seiten dieser Relati@hraul-
tipliziert mit der FilmdickeL, so kann diese nach Einfiihren der in den Gleichungen {1 d&fb)
nierten Skalenvariablen geschrieben werden als

L/foo = X(L/EX, G0, du) (3.88)

mit einer weiteren SkalenfunktioX. Dieser Zusammenhang kann nun formal nagl§*" auf-
geldst, und diese Skalenvariable in diémite-SizeSkalenform der Exzess-Freien-Energie durch
eine Funktion vorl./¢., und den Skalenvariablefy undg,, ersetzt werden. Fir die Exzess-Freie-
Energie folgt daraus schlief3lich, dass

T (- b L) ~ L™ DY (L /o, s o) (3.89)
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mit einer SkalenfunktiorY, die im Folgenden — wie auch im vorangegangenen Kapitel ilm-Ra
men dedMean-Spharischen-Modells — in beziiglich der Skalenvarialdlenind g,, linearisierter
Form

Y(L/€oos Gos §u) = Yo(L/Eo) + G0 Yo (L/Eo) + G Y u(L/Ex0) + 0(Jo, G) (3.90)

hergeleitet wird; entsprechendes gilt fiir die Casimirfkrdie sich gemafl Gleichung(1122) aus
der Exzess-Freien-Energie durch Ableiten nach der Filkedicergibt. Bevor jedoch diese Gro-
Ren betrachtet werden, wird im folgenden Abschnitt zunéeime im weiteren Verlauf bendtigte
Relation zwischen der Korrelationslangg und ihrer Entsprechungy, im System mit endlicher
Filmdicke hergeleitet.

3.3.2 Bulk-Korrelationslange und Korrelationslange im System mit erlicher
Filmdicke

Stellt man fur die Korrelationslangg, eine Renormierungsgruppengleichung auf und I6st diese in
der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Weise|galaraus, dass das asymptotische
Skalenverhalten vog;, durch eineFinite-SizeSkalenrelation von der Form

EL ~ EOOR(L/goov gaﬁgow‘ﬁ gwfgow) (391)

zu beschreiben ist. Quadriert man diese Gleichung, bildet ldehrwert und multipliziert an-
schlieRend beide Seiten niif, so folgt daraus schlieRlich nach Einfiihren der in den @laie
gen [I.24b) definierten Skalenvariablen sowie= r; L? unds., = 7+, L?, dass

fL ~ R(fom ng gw) (3.92&)
mit einer SkalenfunktiorR, die im Folgenden in bezuglich, und g,, linearisierter Form
R(Fo0s Jos Juw) = Ro(TFoo) + Jo Ro(Foo) + GuRuw(Too) + 0(Jos Gu) (3.92b)

bis zur ersten Ordnung ia hergeleitet wird. Dazu wird zunéchst unter Verwendung vadei-G
chung [367b) die nackte Temperatburauf der rechten Seite von Gleichurig(3.63) durch
ausgedruckt und der erhaltene Ausdruck @ure= 0 bis zur ersten Ordnung entwickelt. Mit den
Reparametrisierungef (3.68c) uid(3168d), und dem in aid&apitel als

G = bp>™° (3.93)

definierten Skalenfeld des langreichweitigen Anteils degrpotentials fiihrt dies auf

4m)42 n 42
7“L:7“00—i—u7(lud)4 5

1917 @ 2lrocs 90) — G0 @5 Tlrocs g0)| +o(w).  (3.94)



3.3 Skalenverhalten der freien Energie, Exzess-Freiargi und Casimir-Kraft 83

bis zur ersten Ordnung in der Kopplungskonstanten, mit demnarf Propagato@éd) (z; x|T, 5),
der sich aus den Gleichungdn{A.B8=A.43) in Anhang A.3 biszsten Ordnung ih zu

o2
@ (s D) — — A,2(d=2)/2 2Qq2(7L7)
gL (ZE,IE’T,b) dT + 770'1/1

+O(b?) (3.95)

_ E |:Bd707o_(d+a—4)/2 _ 9, —(d+o—4) Q;l,o (70'L2)]

ergibt. Ersetzt ma@éd) und den freieBulk-Propagator

G (@;a|#,b) = —Agt D2 _pB, #@H0=D/2 L O(b?) (3.96)
in Gleichung [[3:94) durch diese Ausdriicke, so folgt darachrUmschreiben auf die Skalenva-
riablens, 7, undg,,

(4m)42 1 4 2[2Q42(F0)

DTG T 200Q0, () +0(g0)| +olu).  (397)

TL = Too +U

Die renormierte Kopplungskonstantenird nun durchu*(1 + g,,) mit ihrem in Gleichung[(3:80)
angegebenen Fixpunktwert, g,, = g, L~ und dem in diesem Kapitel geman

a(l) = w1+ gul?) + O(1*) (3.98)
Uber die Abweichung der flieBenden Kopplungskonstantenilwam Fixpunktwert definierten
Skalenfeldg,, der Wegner-Korrekturen erséizuind die Skalenfunktione®; (i = 0,0, w) durch
Koeffizientenvergleich mit den Gleichungdn (3.92) erniti@ies ergibt

. (47T)d/2 n+2Q42(T)

Ro(Foo) = Too +u DT 3 - + o(u*) (3.99a)
fur die SkalenfunktiorR (7 ), und
. % (47T)d/2 n+2 _, *
Ro(Foo) = u D) 3 Q.o (Foo) + o(u™) (3.99b)
beziehungsweise
/2 .
Ro(iae) = ur DT 1+ 2Qaz(e) | ey (3.99¢)

(L)t 3 T
fur die SkalenfunktioneR, (7~ ) und R, (7). Um deren Epsilon-Entwicklungen zu erhalten,
muss nun lediglich.* aus Gleichund{3.80) eingesetzt und dm 4 — ¢ Dimensionen entwickelt
werden. Dies fihrt schlie3lich auf

n-+2 16W2Q4,2(foo)

A
s +o(e), (3.100a)

Ro(Too) = Too + €

®Die Ersetzungsvorschrift fir die renormierte Kopplungsitante resultiert, wenn man den Skalenfaktar Glei-
chung [33B) durci.~! ersetzt. Anders als bei der von Gleichulg(B.83) ausgemeHedeitung delFinite-Size
Skalenform der renormierten Exzess-Freien-Energie irangegangenen Abschnitt, bei der= 1/£5; gesetzt
wurde, entspricht die hier und im Folgenden zur explizitemeBhnung der verschiedenen Skalenfunktionen ge-
wéhlte Vorgehensweise der Festlegéng L~!.
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R (Fns) = " 2167#@;1 (Fao) + 0(6), (3.100b)
n 9

und
n+21672Q42(7s0)

6 ~
n—+8 Too

Ro(Foo) = + o(e) (3.100c)

bis zur ersten Ordnung in

Die SkalenfunktionerR; (i = 0, o, w) sollen nun fir den Fall nicht-retardierter van der Waals-
Wechselwirkungen in drei Dimensionéd = o = 3) durch Extrapolation gegen= 1 berech-
neH und grafisch dargestellt werden. Fur die hierzu benétigtekfian Q4 2(y) und die in Form
ihrer Ableitung nacthy in die SkalenfunktiorR,(7~,) eingehende Funktiof), 3(y) werden in
den Anhangef A 212 urfld’/A.4.3 Summen- beziehungsweiserahtizgstellungen hergeleitet. Aus
Gleichung [[A.6R) folgt dabei mif = 4, dass

(3.101)

mit der modifizierten Bessel-Funktion zweiter Aikt,(z), und Ableiten von Gleichund (AT5)
nachy ergibt

Qi) = G = oo oo | - s [ e ()

72 64m 3272 t
t NG

_ W sen2 (Y1) _ 8] (3.102)
10 2 5

Die durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Gleichung€(B. mite = 1 undo = 3 erhaltenen
SkalenfunktionerR; (i = 0,0,w) sind in den AbbildungefA”18=P1 fiir den Fall eines ein-, zwei-
und dreikomponentigen Ordnungsparametets 1,2, 3 und den Limes: — oo dargestellt. Fir
das fuhrende asymptotische Verhalten der SkalenfuniRigfr .. ) gilt dabei wiederum

Ro(Foo) & Too, (3.103)

T'oo —>00

dary, im thermodynamischen Limds — oo in die inverse quadriertBulk-Korrelationslange-.,
ubergeht. Die SkalenfunktionéR, (7'~ ) UNd R, (7~ ) verschwinden in diesem Grenzfall.

3.3.3 Freie Energie des Systems mit endlicher Filmdicke unian
thermodynamischen Limes

Die freie Energie pro Flacheneinheit des Systems mit emelli€ilmdicke setzt sich gemaR (siehe
auch Gleichund(3.41))

o= fyrL+ forL (3.104)

"Dabei wird, obwohl Epsilon als kleiner Parameiex. ¢ < 1 anzunehmen ist, in den Epsilon-EntwicklungEn{31100)
der SkalenfunktionefR; (i = 0, o, w) € = 1 gesetzt.
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Abbildung 19: Auftragung der SkalenfunktioRo (7« ) des
O(n)-symmetrischen Modells mit = 1, 2,3 und im Limes

n — oo Uber der Skalenvariableh, im dreidimensionalen
Fall (¢ = 1). lhre in Gleichung[[37I03) angegebene Asymp-
tote ist als punktierte Linie dargestellt.

Abbildung 20: Auftragung der SkalenfunktioR. (7~ ) des
O(n)-symmetrischen Modells mit = 1,2,3 und im Li-
mesn — oo Uber der Skalenvariablef., im Fall nicht-
retardierter van der Waals-Wechselwirkungen in drei Dimen
sionen(e = 1, o = 3).

Abbildung 21: Auftragung der SkalenfunktioR., (7~ ) des
O(n)-symmetrischen Modells mit = 1, 2,3 und im Limes
n — oo Uber der Skalenvariablef., in drei Dimensionen

(e=1).
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aus den in AbschnifiZ3.2.3 in Zweischleifenordnung heitgn Anteilenfy, ;, und fo, ;. von
den(q; # 0)-Moden beziehungsweise déy; = 0)-Mode zusammen. Die in den Gleichun-
gen [346) und{335) angegebenen Zweischleifenbeitréggedbeiden Anteile sind dabei mit
Hilfe des freiem)-Propagatord(3.47) und des freiBalk-Propagatord (3.56) dargestellt worden,
und es sollen nun auch die Einschleifenbeitrﬁ@éL und fEL, Gleichungen[(3.45) und(34),
durch diese Propagatoren ausgedriickt werden. Vollkommalog zu dem in Gleichung (ZP4)
aufgefiihrten Zusammenhang zwischen den Modensumings(r|L) und Uy o(r|L), kann der
Einschleifenbeitragﬁ]L in

q —bq Ln d o
=2 Z log ) n 7/0 G, (@i, D), (3.1053)

ml —o0 /4|

2 bqo

Ln (7 :
+Ln2/ log( o )cos(qlmL)—k?n/O dLg,EZ)L(ZB;:I}’L,b) (3.105b)

mit der7-unabhangigen Konstanten

@ 1) 2 o
L / - / log (=29 (3.106)
q q ] ( 27 )

umgeformt werden. Die zweite Zeile der Gleichunden (3. 10}t dabei aus der ersten durch Ad-
dition und Subtraktion des in der;-Summe nicht auftretendgimn; = 0)-Terms, und anschlie-
Rendes Umschreiben det;-Summation mit Hilfe der Poissonschen Summationsforined)A
Auf entsprechende Weise ergibt sich der Elnschlelferﬂ@mlonf 1 2u

(© n
f¢7)L = 5

L .
fEL = 4530) + —/ dLgég_l)(sc;sch, b), (3.107)
2 0
mit e L
o _n [ q° —bg°
1¢ =3 /q 1og(727T ). (3.108)

Die Konstantenfff,)L und fcf,o) umfassen dabei UV-divergente Beitrdge, die durch die in Ab-
schnitt[3.3301 diskutierte additive Renormierung der fielenergie beseitigt werden und unter
Verwendung von dimensioneller Regularisierung ohnehisclevinden. Sie sind daher fur die
renormierte freie und Exzess-Freie-Energie ohne Bedgutun

Die Einschleifenbeitragd (3.106b) uid (3.]107) sollen niiinHitfe der in Anhand’A.B erhalte-
nen Ausdricke fur die freien Propagato&ﬁﬁ) (x; |7, b) und gf;?L(m; x|7,b) weiter ausgewertet
werden. Zunachst wird jedoch der zweite Term auf der rec8tte von Gleichund (3.10bb) be-
trachtet. Entwickelt man diesen ubn= 0 bis zur ersten Ordnung, kann dielntegration und
auch diem-Summation analytisch ausgefiihrt werden (siehe Gleichni@g.33) und [A34) in
Anhang[A2 und Anhang C irl_[39]). Nach Division durch die Kamngntenzahh erhalt man
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schlieRlich

LmZ:l /q(d) log<q2 ;ﬂbqa>cos(q1mL) = L7@=DAEM(g) + EL*(dJ”’*?’)Ag(\j/[(d, o) + O(b?),
(3.109)
mit den in den Gleichungem {Z.46a) udd (Z]76b) eingefuhAmplituden des GauRschen Mo-
dells. Es bleiben nun die jeweils letzten Terme auf den eecBeiten der Gleichungelh (3.105b)
und [3I0¥) auszuwerten. Setzt man in ersteren den fr¢i®mopagator gemafn den Gleichun-
gen [AZ0bEA.ZRB) ein, kann dielntegration unter Verwendung der Eigenschaff (A.31) derk-

tion Q42(y) analytisch ausgefiihrt werden. Dies ergibt

# )
S [ G wialuy = Sbpane Lo e (o - ) 22 )

5 I-1 F550 7L2
° Bd—lo’ o (dto— LBdO’ ° -
| _2d=bo (d+0-3)/2 _ _~Z2do  o(d+o—2)/2
i Ll—ka—?)T ito—2
+L%Hﬁ@@—m@Qwﬁﬁﬂ+0W% (3.110a)

und mit dem freierBqu—Propagatogég_l)(:c; x|, 5), der sich aus Gleichun§{3196) mit der Sub-
stitutiond — d — 1 ergibt, folgt

1 [ _ o Ag—1.d-1/2 3 Bi1o .(d+o-3)/2 o
Ersetzt man nun das in dem AusdruEk(3.1105b) fur den Einﬁehlmitragfg}L auftretende Inte-
gral durch die rechte Seite von Gleichuig{3.110a), so esjih dieser im Fal2 < d < 4 und
2 < ¢ < 4 unter Verwendung des GrenzwertEs (2.73) lind, .o Qq,,(z) = 0 schlieflich zu

° T2
Lo oy _ Adi.@uye  LAd.gp  47Qar22(TLY) i f Bile .(aio-3)2
nlfor = For) = 797 d FLHT dto—3
LBio  .(a4o-2)/2 | 1—(d+o—3)[ AGM 212
o S U +I ASY(d,0) + Quo(L?)]
0@, (3.111)

bis zur ersten Ordnung ib. Fir den Einschleifenbeitragg’]L folgt durch Einsetzen des Inte-
grals [3110b) in Gleichun@{3.107) unmittelbar

1o 0 Ada @12 ; Bicie .(dro-3)/2 2
—(fB - 1) = - b R +O(h?) (3.112)

mit der verschobenen Temperatyr= 7+4d77,. Die in Gleichung[(3:31) eingefiihrte Verschiebung
o7y, ist dabei proportional zum freieg-Propagator, und mit dem sich hierfiir aus den Gleichun-
gen [AZ0bEAZB) ergebenden Ausdruck lautet diese bisrstere Ordnung i und

. n+2(1 . . 2 +L%) . [1 (o
53 = @ : {ZAd—lT(d /2 _ g 3d=2/2 4 Qd;L(d )+b|:ZBd—1,a7—(d+ 5)/2

_ Bd,o%(d+a—4)/2 + 2L—(d+a—4)Q2l7U(7°_L2):| + O(F)Z)} + O(’LOLQ) (3113)
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Nun sollen auch noch die Zweischleifenbeitr@dgL und ffv]L explizit angegeben werden. Dazu
werden die freien Propagator@ﬁz)L(;c;xﬁ, b) und géff_l)(;c;;ch, b) in die Gleichungen[{3.46)
und [3.5h) eingesetzt, und die dabei erhaltenen Ausdrimki@arameteb linearisiert, da diese
zunéchst auch noch Terme von der Ordn%gnthalten. Dies fuhrt auf

o r92\72
Lop _ opnt2 {[%Adﬁ_(dii)ﬂ Ry 2Qd,02(TL )] +2;)EAd17o_(d3)/2

n’ YL 4! FL4
°or2
_ AR 2Qd;2(TL ) leil pdro=5)2 _ g a(dto—4)/2
FL4 L ' ’
- 2L(d+"4)in7U(7°-L2)} + 0(52)} (3.114)

und

n’eL L4
Addiert man nun die Ein- und Zweischleifenbeitrage der émefEnergie-Anteilef,, ;, und f, 1,
auf, so ergibt sich daraus — den Gleichunden ((£43] 85843 dntsprechend — die freie Ener-
gie pro Flacheneinheit des Systems mit endlicher Filmdidie aus Platzgriinden nicht explizit

1 ! 2 g o/2— A
_fp] = [Afg_ﬁf_g + QbAd—le—l,a%iH /2 + O(bz) . (3.115)

angegeben wird.

Neben f;, bendétigt man zur Berechnung der Exzess-Freien-Energié§edieichung{1.21)
auch die freie Energie pro Volumeneinheit dadk-Systemsfy,.. Um diese zu erhalten, wird die
freie Energie pro Flacheneinhgit durch L dividiert, und der thermodynamische Limés— oo
vollzogen. Geméalimy, . fo /L = 0 verschwindet der Anteil von der Nullmode in diesem
Limes, und die inffj}L und fg}L auftretenderQ-Funktionen kénnen wieder durch die fihrenden
Terme ihrer asymptotischen Entwicklung€n(2.79) ersertien. Fur die freie Energiedichte des
Bulk-Systems im Fal2 < d < 4 und2 < o < 4 folgt daraus schlief3lich

foi = Sy + £ + O(3 Schleifen (3.1162)
in Zweischleifenordnung, wobei

l 1 r0)y _ _ﬂod/z_ °i°(d+072)/2 £9
n(f]Ok 9 = dT bd+0_27 + O(b%) (3.116h)

mit der Konstantery(®) = L*l(fﬁ)L + fé,o)), und

1 2 n+2
4!

~fi =i [A3#1°2 4 2044y 744717 + O(57)]. (3.116¢)

Derin AbschnitfZ.511 diskutierten Vorgehensweise bileanSpharischen-Modell entsprechend,
sollen f7, und f,, nun durch die Korrelationslangen, beziehungsweisé,, ausgedriickt werden.
Dazu werden zunachst die Ein- und Zweischleifenbeitrageideeile f,, 7, und f, 1, geman den
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Gleichungen[(3.493.58._3.704) aufaddiert, undnter Verwendung des in Gleichurg{3.b7a)
angegebenen Zusammenhangs zwischendr;, = 552 ersetzt. Dieser lautet

Fo=FL 4 +b| Byttt _gp-(dte—1)

2 - 2 2%
n2f e Qa2 (rLL7)
6 71, L4

x@@ﬁmﬁﬂ+0@%}+ow% (3.117)

nach Einsetzen des in AnhangA.3 hergeleiteten Ausdruckdeiii freieny-Propagator.
Entwickelt man nun uné = 0 undb = 0 jeweils bis zur ersten Ordnung, erhalt man

1
~(fr— L)
n
_ _LAagg AmQuiap(ulh) ot 2 e 2uallh)]”
d * 7 LAt FTIN P LA
° LBd7o' o(d+o0—2)/2 — o— . . n+2
—b{mr(f 2 - L [AGY(d,0) + Quo (1 L?)] +20L7
_ 2 Fr, L2 o ]
X {Adf*(Ld a2 _ %] {Bd,af“’(LdjL /2 _ 2L—(d+0—4)Q&7U(TLL2)] } +...,
(3.118a)

wobei die Auslassungspunkte fir Terme héherer OrdnuwigJimndé stehen. Mit Hilfe dieses Aus-

drucks kann nun auch die freie Energiedichte Blek-Systemsf,,. hergeleitet werden. Dazu wird

Gleichung [[3:118a) durch dividiert, und die dort auftretendef-Funktionen durch die fiihren-

den Terme ihrer asymptotischen Entwicklungen{R.79) ese€blizieht man nun den thermody-
namischen Limed, — oo und berlcksichtigt, dasg, in diesem Limes in die inverse quadrierte
Bulk-Korrelationslange-, Ubergeht, so ergibt dies schliel3lich

1 A n-+ 2 _ o B _ n-+2
: _p0)y . _Ad dj2 N T 22 42 7| Pdo | (dto-2)/2 , ot T 4
n(fbk f ) - d roo U 4' Adroo b|:d+o__27000 +u 4'

X 2AdBd7Ur§j“/2_3} +.... (3.118b)

3.3.4 Die Exzess-Freie-Energie

Die im vorangegangenen Abschnitt erhaltenen Ausdrickeiiifreie Energief; des Systems
mit endlicher Filmdicke und deBulk-Systemsf;,, werden nun in die Definitionsgleichung{1121)
der Exzess-Freien-Energie eingesetzt. Nach Durchfiindendgeparametrisierungdn (3.68c) und
(3:68d), und Umschreiben auf die Skalenvariabigns., und g, ergibt sich daraus die skalierte
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renormierte Exzess-Freie-Energie zu

— U ar
n °% d L

1,d-1 fron _ _ﬂ <fd/2 _ 7;d/g) B 4mQay2,2(71) (47r)d/2 n+2 A pld=2)/2
L > TL (nL)d=4 4l

B QQd,Q(fL):|2 _ Aifd—Q} iy { Bi,o <7;(d+<7—2)/2 _ f(d+a—2)/2>
00 o L

TL d+o—2 o0
_ AGM B g (4m)%? n + 2 (a-2)/2  2Qa2("L)
AU,C (d,0) = Qa0 (TL) +2u (pL)=% 4! Aary, L
X [def(LdJro@/Q - 2Q2l70("zL):| - AdBd,afffj“/Q—?’} } +.... (3.119)

Die renormierte Kopplungskonstante wird nun duict{l + g,) ersetzt, und, um die skalierte
Exzess-Freie-Energie vollstandig auf die Skalenvariahl@eimzuschreiben:;, unter Verwendung
der durch die Gleichungeh{3192) uhd(3.99) gegebeneniBetavischen:;, unds., ausgedrickt.
Entwickelt man anschlieBend bis zur ersten Ordnung in dee8kariablenj, und g.,, so fihrt
dies auf eind-inite-SizeSkalenrelation fur die renormierte Exzess-Freie-Emevgin der Form

Ldfl
n

fé}?n ~ (fomgmgw) (3.120&)
mit einer geman
y("zoo,gU’guJ) = yO(foo) + goyo(foo) + waw(foo) + O(QU,QW) (3120b)

in den Skalenvariablei, und g, linearisierten SkalenfunktiBn Die Skalenfunktion)y (7 ), die
das fuhrende asymptotische Verhalten im rein kurzreictigezi Fall beschreibt, ergibt sich dabei

ZU
o Aafnae ap) A1Qupaa(Ro) L, (4m)¥* n+2 (d—2)/2
Yo(fo) = _F(RO ~ oo ) - Ro Syt ar ) |
92 2
- 762117,3(730)] - A?ﬁﬁo—?} +O0(u*?), (3.121a)
0

und fur die mit den Korrekturen< g, und < g, einhergehenden Skalenfunktionen folgt unter
Verwendung der in Abschnifit3:3.2 bi(«*) angegebenen Entwicklungen der Skalenfunktionen
Ry undR,,

B _
P ) = ASM __ Pdo  (p(dte=2)/2  y(dto-2)/2
Valioe) = ASU(L ) + Qua(Ro) — 22 (RS Hdtr202)
47r)d/2 2
« 4m)77 n + B o™ ET92Q 45 (F00) + o(u®) (3.121b)

TSN

8Die Skalenfunktionen von Exzess-Freier-Energie und Ciasgimaft und deren Korrekturen sowie die zugehérigen
Amplituden imO(n)-symmetrischen Fall, werden in dieser Arbeit auf die Komgrdenzahh bezogen angegeben.
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beziehungsweise

. (4m)#2 p 42
(pL)** 4l

4Q75(Ro
Rj

Vo(Too) = u ) _ AZ (Rg—2 - fg{;?) + of(u*). (3.121c¢)

Um nun die Epsilon-Entwicklungen dieser Skalenfunktiomenzuleiten, muss die Skalenfunk-
tion Ry = Ro(Fs) in den Gleichungen(3.IP1) durch ihre Entwicklug(3199a)Zur ersten
Ordnung inu* ersetzt werden. Betrachtet man dabei zunéchst den fiir dierSknktion)/y (7~ )
erhaltenen Ausdruck(3.121a), so zeigt sich, dass hierm&bemen proportional zR, und
R2, auch im Allgemeinen nichtanalytische Funktionen Vg auftreten. Dies smdrAde/Q/d
und —47Qq+22(Ro) /Ro. Addiert man diese Ausdriicke, so folgt nach Ersetzung dektin
Qd+2,2(y) durch ihre Potenzreihendarstellulhg {A.59), dass

a2 AmQat22(Ro) Adg

Ay , B
dR Ro T od- R

(d-1)/2

—or Z Cm.di22RE (3.122)

m=0

mit den Koeffizienten

(—1)mad=32T (m + 3=22) ((2m + 5 — d — o)

(2m)2m+3=0D(m +2 — ) (3.123)

Cm,d,c =

Die Summe dieser beiden Terme reduziert sich somit auf egiteeRRjanzzahliger Potenzen Vg
und einen im Allgemeinen iR nichtanalytischen Ternx R(d D72 Damit nach Ersetzung der
SkalenfunktionR durch ihre Entwicklungl{3.:9%9a) jedoch eine wohldefinierteviicklung nach
Potenzen vom* resultiert, wird der im Allgemeinen nichtanalytische Tedn R (d- 1)/2/(d—1)

zu Gleichung[(3.121a) hinzuaddiert, die Skalenfunkfindurch ihre Entwicklung(3.9%a) ersetzt
und der erhaltene Ausdruck bis zur ersten Ordnungutina= 0 entwickelt und anschlieRend der
nichtanalytische Term wieder subtrahiert. Dies ergibt

+u

_Ad <R(d 1)/2 f(dfl)/2> _ AmQay20(T) | ((47T;Z/24 n +' 2 Qa2(Fs0)
o Too ulL)d—4 3! Too

|:Ad (d 3/2 Qd?( ):| —|—O(u*2), (3124)

OO

und es bleibt nun der Fixpunktweff{3180) einzusetzen ¥pd'~,) um d = 4 — ¢ Dimensio-
nen zu entwickeln. Berucksichtigt man dabei nur Terme dieLimes e — 0 langsamer als
O(€?) abfallen, so folgt schlieBlich nach Ersetzung der Skalektfan R, durch ihre Epsilon-

Entwicklung [3:100ka)

y (f ) _ 1 ; n+216772Q42(r00) 3/2—f3/2 _ 47TQ6,2(foo)
Vo) = "o U™ " T F 8 T % Fo
4 R VOO 28 2 o0 o0 VOO
—l—e{ T i’Q(r )+Zig T Qr“r ){”4; QA";(T )H+O(62) (3.125)



92 Renormierungsgruppenverbesserte Storungstheoriasigrt-Modell

mit der geman

Rao(y) = L?g;(y) (3.126)

als Ableitung der Funktiod), »(y) nach ihrem ersten Index definierten Funktin (y).
Auf gleiche Weise ist mit den Ausdriicken fir die Skalenfimién ), und),, zu verfahren,
und ergibt

(47T)d/2 n-+2 Qd,2(7;oo)Q:j7g(7zoo)

Yo (Foc) = AGE(d: 0) + Qo (Foo) +" ¢ Tamg — oo

+o(u*) (3.127)

beziehungsweise
. (47T)d/2 n+ 2 Q?Lz(foo)
(nL)= 3 72

o0

yw(foo) =u

+ o(u*). (3.128)

Setzt man nun den Fixpunktwe (3180) ein und entwickeltdim 4 — ¢ Dimensionen, so fuhrt
dies schlief3lich auf die Epsilon-Entwicklung der Skalewdiion ), im Fall 2 < o < 4,

n4+2 16772Q4,2(foo)Q2,a(foo) ACM(1,0)

ya(foo) - AEI\CA(47 U) + Q4,U(f00) +e€ n -+ 8 77,00 - o,C (4’ U)

— Ry (7o) | + 0(€), (3.129)

mit der Ableitung der Amplituder{Z.7bb) des GauRschen Msaach ihrem ersten Argument,

INSM(d, o
ASH00(g, ) = 2o thT) (3.130)

fur die in Gleichung[[A8I7) in Anhang—A4.4 ein expliziter sdruck angegeben wird. Auf ent-
sprechende Weise ergibt sich die Epsilon-Entwicklung datehfunktion)),, zu

n 4+ 2 8772@42172(7200)
n+8 72,

yw(foo) =€

+ o(e). (3.131)

Mit Hilfe dieser Ausdrlcke, die im Rahmen der Epsilon-Emtdiing fir dieFinite-Siz-Skalen-
funktion der Exzess-Freien-Energfés” im O(n)-symmetrischen Fall und ihre fuhrenden Kor-
rekturen erhalten wurden, kann nun das Verhalten ffh auf gro3en Langenskaleh unter-
sucht werden, und zwar wiederum sowohl am kritischen Puiskaach im Temperaturbereich
T > T, . Den Gleichungen{I27) un@{3.120) entsprechend gilt &ir Wert der skalierten
Exzess-Freien-Energie am kritischen Puni? ia d < 4 Dimensionen mie < o < 4,

Ldfl

n féﬁ?bch% Ac(d,n) + gJL_WUAU,C(dv O’,n) + ng_wAw7C(dvn) + 0(907.%1) (3'132)

o0

mit den Korrekturexponenten, undw, die in der hier betrachteten Ordnung = o — 2+ O(¢?)
beziehungsweise = ¢ + O(¢?) betragen, und den Amplitudec(d,n), A, c(d,o,n) und
A, c(d,n), die den Werten der Skalenfunktion@p (7'~ ), Vs (7o) beziehungsweisg,, (7 ) bei
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Too = 0 entsprechen. Um diese zu berechnen, werden die in den BqiSilovicklungen [[3.125,
3. 129 [3131) auftretendef-Funktionen durch ihre Potenzreihendarstellung (A.59¢&t und
die Entwicklungen bef,, = 0 ausgewertet. Dies ergibt

Ac(d,n) = Yo(0) (3.133a)
w2 w2 2¢'(4) 5n+2 3/2 2 (n+2)\%?
= ~90 "m0 |t T T les™+ 7 +§n+8]_6 Wg<n+8>
+0(e), (3.133b)

mit der Euler-Mascheroni-Konstanten = 0.577215. .., und fur die Amplituden, die mit der
Korrektur aus dem langreichweitigen Anteil des Paarp@ntind den Wegner-Korrekturen ein-
hergehen, folgt

AU,C(d’ O',TL) = yU(O) (3133C)
2T(0)¢(0) cos(Z2) I'(159)
AGM (4 B AGM(1,0) 4 _n+ 2 3
rc(ho) —elAgc (o) = g 12/7T (45%) ol
(3.133d)
beziehungsweise
Ay c(d,n) =V(0) = 7T—2n+2+ (€) (3.133¢)
w,C 7n - w _672n+8 ol€). .

Die Epsilon-Entwicklung der Casimir-Amplitud&c(d, n) weist dabei, neben den bereits aus den
Referenzenl [29, 30] bekannten Beitragen von der Ordrfinmd ¢, auch einen zu?/2 propor-
tionalen Term auf, der seinen Ursprung in deabh&ngigen Verschiebung der Temperatty in
dem effektiven Hamiltoniar {3.89) der Nullmode hat. Diespnéchenden Terme in den Epsilon-
Entwicklungen der KorrekturamplitudeAA, ¢(d, o,n) und A, c(d,n) kénnen im Rahmen der
hier betrachteten Ordnung nicht erhalten werden.

In Tabelle2 sind nun die durch Extrapolation von GleichUBd83b) geger = 1 erhaltenen
Schatzwerte fir die Casimir-Amplitud®c(d, n) in drei Dimensionen fur die Falle = 1, 2, 3 und

‘ Casimir—AmpIitudeH n=1 ‘ n=2 ‘ n=3 ‘ n = oo
—0.1967@ —0.4668@
o —0.2147® —0.2311@ o
Ac(d,n) —0.1105® . o —0.0192®
—0.1014® —0.0939®) §
—0.1526(10)© —0.1531@

Tabelle 2: Schéatzwerte fiir die Casimir-Amplitude:(d, n) des dreidimensionale®(n)-symmetrischen Modells mit
periodischen Randbedingungen. Aus Gleichdng (31133b) mit 1 erhaltene Werte (a). Zweischleifenergebnis mit
e = 1 aus Referenz [30] (b). Monte Carlo-Resultat aus Refelekiz(f. Exakter Wert imMeanSphéarischen-Modell
gemaf den Gleichungdn{Z105) (d).
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den Limesn — oo angegeben. Zum Vergleich sind auch die entsprechendersehieifenresul-
tate aus Referenz [30] (siehe dort Tabelle 1), ein Monted&zBrhebnis fiir den einkomponentigen
Falln = 1 [25], sowie der exakte Wert der Amplituden MeanSphéarischen-ModelA?M (3) aus
den Gleichunger (Z.ID5) aufgefiihrt. Betrachtet man dalbgichst die Schatzwerte aus![30], so
zeigt sich, dass diese eine qualitativ falseh@bhangigkeit aufweisen, da deren Abweichungen
vom exakt anzugebenden Wert der AmplitudenNiteanSpharischen-Modell mit wachsendem
monoton zunehmen (siehe auch Abbildung 12.8 und § 12.2&%). [Berlcksichtigt man den im
Rahmen der umgeordneten Stérungstheorie erhalteiiéTerm, so liegen die Schatzwerte fiir
die Casimir-AmplitudeAc(d,n) mit » = 1,2,3 und im Limesn — oo allesamt unterhalb des
exakten(n — oo)-Wertes, wobei der Fehler ebenfalls mit wachsendemaunimmt. Vergleicht
man den fur den einkomponentigen Fall vorliegenden MontéoS&lert mit dem in dieser Arbeit
und dem in Referenz [30] erhaltenen Schatzwert, so zeigt dass dieser nahezu dem Mittelwert
der beiden letztgenannten entspricht. Wahrend sictodasErgebnis fur die Casimir-Amplitude
oberhalb des Monte Carlo-Wertes befindet, weicht@és”/?)-Ergebnis von diesem nach unten
ab.

Es bleibt nun das Verhalten der Exzess-Freien-Energie mlfeq Langenskaleh im Tem-
peraturbereichl” > T. ., zu untersuchen, und zwar wiederum fur den rein kurzreictigesi
Fall g, = 0 als auch den Fal}, > 0, dass van-der-Waals-artige Wechselwirkungen im System
vorhanden sind. Dazu wird, da die Skalenvariable bei konstanter Temperatdi > Tt o, im
Limes L — oo ebenfalls gegen unendlich geht, das flhrende asymptetigethalten der Ska-
lenfunktionen)y, ), und)/,, im Grenzfall7,, — oo benétigt. Um dieses herzuleiten, werden die
Q-Funktionen in den im Rahmen der Epsilon-Entwicklung egran Ausdricked (3.1P5, 3129,
B131) fur diese Skalenfunktionen durch die fiihrenden ®eahmer asymptotischen Entwicklun-
gen [Z7D) ersetzt. Daraus folgt

3/4 .
) A - S PP e 2) | =V
yO(roo)fw:OO (2r)372 [1 5 log< 5 > + O(e )]e (3.134a)

fur die Skalenfunktion),

V(i) =~ _D(4,0) = eD"0(4,0) + o(e) (3.134b)

T'oo—>00 Too

fur die Skalenfunktior)), mit dem in Gleichungl{Z.99) definierten Koeffizient&{d, o) und der
Ableitung nach seinem ersten Argument (siehe GleichLn89@).in Anhand’/A.Z}4)

0D(d, o)

(1,0) = \"7)
D\ (d o) = 50 (3.135)
und das asymptotische Verhalten der Skalenfunk}igrergibt sich zu
. . nt2(T W
Volloo) , B o e [e + 0(6)] =2V, (3.136)
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Wie in Abschnit{fZ5.P bei den Skalenfunktionen der ExZessen-Energie inMeanSpharischen-
Modell so zeigt sich auch hier, dass die Skalenfunkfif..) und auch die Skalenfunktion der
Wegner-Korrekturen im Limes,, — oo exponentiell gegen null gehen, wéhrend die Skalenfunk-
tion )V, (7~ ) algebraisch abféllt. Sind van-der-Waals-artige Wechiskllmgen im System vor-
handen, dominiert somit im Temperaturbereich> 7T, ., auf hinreichend groen Langenskalen
L der Beitrag zur Exzess-Freien-Energie von dem langreiitlyga Anteil des Paarpotentials. Da,
sofern das Ginzburg-Kriterium (siehe z.B. § 2.4lin [115fiirist, die Stérungstheorie im Tem-
peraturbereicl” > T -, fernab des kritischen Punktes Gultigkeit besitzt, kannaggsnptotische
Verhalten der Skalenfunktiopi, (7., ) auch unmittelbar aus der in Gleichufig (31127) angegebenen
Darstellung vorny, (7« ) hergeleitet werden. Dazu werden die in dieser Gleichungetahder()-
Funktionen wieder durch ihre asymptotischen Entwicklim@&79) ersetzt, und man erhalt

Vo(Foo) = —MJFO(M). (3.137)

T'oo —00 Too

Fur das asymptotische Verhalten der Exzess-Freien-Enengangreichweitigen Fall folgt daraus
in flhrender Ordnung
ren _ D(d, O’)

ex

L (dto=1) (3.138)

n go>0 L—oo Too

Ubereinstimmend mit der in Gleichunf{ZID1a) angegebéwymptoten der Exzess-Freien-
Energie imMeanSpharischen-Modell. Im rein kurzreichweitigen Fall widds asymptotische
Verhalten der Exzess-Freien-Energie durch die SkaletifumB)y (7, ) bestimmt, deren Asymp-
tote sich ausgehend von der in Gleichung(3l124) angegeli2akstellung vory(7~) zZu

Vo(Fso) ~ —(2m) - D2pd1/4c—Ve 4 O(y) (3.139)
ergibt. Fur die Exzess-Freie-Energie folgt daraus ein egptieller Zerfall von der Form

ren
e » ijoo—(2wL)*(d*1>/2rg§*1>/4e*LW , (3.140)

und auch dieses Ergebnis findet sich in Ubereinstimmung eniedtsprechenden Asymptoten der

Exzess-Freien-Energie iMeanSpharischen-Modell, Gleichung{ZI01c).

Die in diesem Abschnitt im Rahmen der Epsilon-Entwicklurgrdeleiteten Ausdriicke fur
die Finite-SizeSkalenfunktion der Exzess-Freien-Energie und ihre fiithe@ Korrekturen sol-
len nun speziell fur den Fall nicht-retardierter van der I8&echselwirkungen in drei Dimen-
sionen durch Extrapolation gegen= 1 mit 0 = 3 ausgewertet und grafisch dargestellt wer-
den. Dazu benétigt man, neben den entsprechenden Wertehnggituden [Z76b) und ihrer

d-Ableitung [A8T)

g3 =20 A0 g = D L) [6(3) ~toa)] +206)) @141)
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die in die Skalenfunktio), eingehen, die Funktione@s 2(y), Rs2(y), Q,2(y), Q4,3(y) und ih-

re AbleitungQ 5(y), sowie die Funktion, 3(y). Flr diese konnten — im Gegensatz zu den bei
der Exzess-Freien-Energie iMeanSpharischen-Modell auftretenden Funktion@p,(y) mit
ungeraden Werten des Indéxundo € {2,3} — keine geschlossen analytischen Ausdriicke ge-
funden werden. Um diese Funktionen zu berechnen, muss dah@ndere Darstellungen zurtick-
gegriffen werden, wobei i, »(y) und Q) 5(y) in Abschnitf3.3.P bereits eine Summen- bezie-
hungsweise Integraldarstellung angegeben worden istViiteren folgt aus Gleichun§ (Ab2)
in AnhangA.ZP mitd = 6 eine Reihendarstellung der Funkti@h »(y) von der Form

K m\/_
Qs2(y 8713 Z 2 , (3.142)

m=1

und Gleichung[[A.89) mitl = 6 ergibt nach einigen weiteren Umformungen

Re2(y) = %bg(\/_)Q@‘Q( o Z [\/_Kl m\/_)M-FKO(m\/@
m2 oglm -
! g;(mél)y 2} (3.143)

Die FunktionenQ4 3(y) und R4 3(y) kénnen mit Hilfe ihrer in Anhang-A.413 hergeleiteten Integ-
raldarstellungen (siehe GleichungEn(A.75) Und(A.81))

o= - -]+ [ T o ()

47?2 2 1671'2
(3.142)
und
I Ry —1/anY _ - L
Rislv) = 11m72 /0 it {193(0,63 ) 1H\/ﬁerf|(\/ﬁ)e ﬁ]log(élmf),
(3.145)

mit der Jacobischen Theta-Funktidg(z, ¢) und der imaginéren Fehler-Funktion étfi, nume-
risch berechnet werden. Die mit Hilfe dieser Darstellunfignd = ¢ = 3 erhaltenen Skalen-
funktionen); (i = 0,0,w), sind in den Abbildungef2P=P4 fur den Fall eines ein-, zweid
dreikomponentigen Ordnungsparameters sowie den Limesco dargestellt.

Die Skalenfunktion)y (7~ ) aus Gleichund{3.125), die in diesem Kapitel fiir d&m)-symme-
trischen Fall in Zweischleifenordnung hergeleitet wungieqd dasFinite-SizeSkalenverhalten der
Exzess-Freien-Energie im Fall rein kurzreichweitiger Westwirkungen beschreibt, soll nun mit
der von Krech und Dietrich fir den Fall periodischer Randibgangen angegebenen Skalen-
funktion (siehe Gleichungen (6.13) und Abbildung 3 in Refer [30]) verglichen werden. Eine
Auftragung dieser Skalenfunktion Uber dénite-SizeSkalenvariablerl. /¢, zusammen mit der
Skalenfunktion)y (7« ), findet sich in Abbildun@25, und zwar exemplarisch firr det&ines ein-
komponentigen Ordnungsparameters in drei Dimensidaen 1, n = 1). Dabei zeigt sich, dass
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Abbildung 22: Auftragung der Skalenfunktiay (#~) des
O(n)-symmetrischen Modells mit = 1, 2,3 und im Limes

n — oo Uber derFinite-SizeSkalenvariabler /£ = v/Foo

im dreidimensionalen Falk = 1). lhre von der Komponen-
tenzahln unabhangige Asymptot€{3.I34a) ist als punktier-
te Linie dargestellt. Am kritischen Punlt/{.. = 0 redu-
ziert sich die SkalenfunktioVs (7~ ) auf die in Tabell€R un-
ter (a) angegebenen Werte der Casimir-Amplituden(3, n)
mitn = 1,2,3 und im Limesn — co.

Abbildung 23: Auftragung der Skalenfunktigi, (7o) des
O(n)-symmetrischen Modells mit = 1, 2,3 und im Limes
n — oo Uber derFinite-SizeSkalenvariabled. /£ oo = /Foo
im Fall nicht-retardierter van der Waals-Wechselwirkumge
in drei Dimensionen(e = 1, o = 3). lhre n-unabhéngige
Asymptote [3134b) mit = 1 und o = 3 sowie den
KonstantenD(4,3) = 45¢(7)/(2n)? und D1 (4,3) =
45{¢(7) [ (%) —log(m)] 4+ 2¢'(7)}/(8x?), ist als strich-
lierte Linie dargestellt. Der Wert der Skalenfunktigh (7 )
am kritischen PunktL/{.. = 0 entspricht der in Glei-
chung [3-I33d) bis zur ersten Ordnung mngegebenen Am-
plitudenA; c(d,o,n) mite = 1 undo = 3.

Abbildung 24: Auftragung der Skalenfunktigli, (7 ) des
dreidimensionalerO(n)-symmetrischen Modells mit =
1,2,3 und im Limesn — oo Uber der Finite-Size-
Skalenvariabler. /o, = /7. INr Wert am kritischen Punkt

L/¢s = 0 entspricht der Amplitudem\,, c(d,n) aus Glei-
chung [(3133e) mit = 1.
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-0.05 - Abbildung 25: Auftragung der SkalenfunktiQ (7 ) Uber
derFinite-SizeSkalenvariabler. /£, = +/Foo €xemplarisch
fur den Falln = 1 eines einkomponentigen Ordnungsparame-
ters in drei Dimensionefe = 1) . Die in Gleichung[[3147)
angegebene Skalenfunkti@%(a‘w) Mmite = 1undn = 1,

die &quivalent ist zu der in.[B0] bi9(¢) hergeleiteten Skalen-
funktion fiir den Fall periodischer Randbedingungen, ist al

-0.2 : ‘ : ‘ : : : strichlierte Linie dargestellt.

L/éo = Voo

£ 0.10

-0.15

die Skalenfunktionen bei Annéherung an den kritischen PirK,, = 0 signifikant voneinan-
der abweichen, wéhrend im Bereigh¢,, > 2 eine gute Ubereinstimmung festzustellen ist. Der
Grund hierfir ist in dem Beitrag zur Skalenfunktidiy(7~ ) von der(q; = 0)-Mode zu suchen,
der dem in runden Klammern befindlichen Ausdruck in der ar&eile von Gleichung[(3.125)
entspricht. Fir diesen gilt

Fe1 127

LoV QualPa), (3:146)

TR\ TR T “nt

1 ( n+216w2Q4,2(f00)>3/2 1 4 nt
da die FunktionQ, (7« ) bei groRen Werten von,, exponentiell gegen null geht. Ersetzt man
den Ausdruck-3—(...)3/? in der ersten Zeile von GIeichun@_’&ZlZEI durch die rechieeSter

vorangegangenen Gleichung, so g&htr,) Uber in die Skalenfunkti

j}(]('f'oo) — _47TQ6,2(fOO) +e

47 Re 2 (o0 ) L +287%Q7 5(Foo)

Too n+8 72,

+0(e%).  (3.147)

Too
Diese ist &quivalent zu der in Referenz|[30] fur den Fallguischer Randbedingungen hergelei-

teten Skalenfunktion, was durch Umschreiben der Funktigpg: (), Q4.2(y) und Rg 2(y) auf
die in Gleichung (D7) in[30] eingeflhrte Funktion

1 [ 22 —1)%logh(z? — 1
ga,b(y) = 5/1 dZC( 6)2y:c g_(l ) (3148)
unter Verwendung von
/2
Y VY
Qa2(y) = —~9(d—3)/2,0 <—> (3.1493)
(4m) (@D (453) RO

und

3
Reo(y) = 33?{ [W + log(%> - g} 93/2,0 (g) +93/2,1 <\/7§> } (3.149D)

Dasselbe Resultat wird erzielt, wenn man eine Epsilon-E#tung bis zur ersten Ordnung des Ausdrucks
L_(...)3/?in der ersten Zeile von Gleichurlg{3:125) durchfiihrt.

T 12w
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gezeigt werden kann. Die Skalenfunktior@(7,) und Y (7,) sind somit asymptotisch gleich
fur groRe Werte vori,. Im Limes7#,, — 0 (L/¢~ — 0) weichen sie jedoch deutlich vonein-
ander ab, da sich der auf der linken Seite von Gleichling @.44gegebene Beitrag zur Ska-
lenfunktion )y (7o) von der(g; = 0)-Mode in diesem Limes auf deri/2-Term in der Casimir-
Amplitude [3.133b) reduziert, wahrend die rechte Seitsati€leichung wegeQ »(y) =, O(y)
verschwindet. Dieser Term ist somit erst durch die korr&edandlung defq; = 0)-31\/Iode im
Rahmen der umgeordneten Stérungstheorie zu reproduzieren

Ein weiteres Problem, mit dem die Skalenfunkti@?’@(foo) behaftet ist, ist dass sie nicht in
Einklang mit der Forderung steht, dass die freie Enefgiém Fall L < oo am kritischen Punkt
eine analytische Funktion von der reduzierten Temperatigt. Krech und Dietrich haben dies
anhand des asymptotischen Verhaltens der Skalenfunktidamess,, — 0 (L/é-x — 0) ge-
zeigt. Damit die freie Energi¢y, die sich wie in Gleichung{1l16) angegeben im Allgemeinen
aus einenBulk-, Oberflachen- unéinite-SizeAnteil zusammensetzt, im Fall < co beiT =0
eine analytische Funktion der reduzierten Temperatunigss derFinite-SizeAnteil die nicht-
analytischen Abhangigkeiten dBulk- und Oberflachen-Beitrdge kompensieren. Da letztere im
Fall periodischer Randbedingungen nicht vorhanden soigt élaraus fur die Skalenfunktion des
Finite-SizeAnteils, dass diese in der Umgebung des kritischen Pumktes 0 durch eine Reihe
von Potenzen defFinite-SizeSkalenvariablen /¢, = /T« von der Form (vgl. Gleichung (7.1)
in [30])

() xd/2
. . ay, "Too k/(2u
Volioe) | = Beldim) + i+ ZA (3.150)
dargestellt werden kann, wobei die neben der Casmw-AtmirbnAc(d,n) auftretenden Koef-
fizientenal" = a{"(d,n) und ALY = AL (4, 1) ebenfalls universelle GroRen sind, und die

Pluszeichen andeuten, dass sich diese auf den limed)+ beziehen. Ersetzt man in der in Glei-
chung [I.6) angegebenen Zerlegung der freien Energie pah&heinheit deFRinite-Siz-Anteil
8fz(T) durch L=(4=1 (74 ), und Vy(7s) durch seine Reihendarstelludig{3150), so kompen-
siert der zur?/? proportionale Term die Nichtanalytizitat d8silk-Anteils L fi (7). Da im Fall
periodischer Randbedingungen keine Oberflachenbeitréigenden sindfs 1 = fs2 = 0), und
die unendliche Reihe ausschlieflich Terme mit ganzzahlRgenzen vor ~ féo/@”) umfasst,
ist f;, somitim FallL < oo eine beir = 0 analytische Funktion der reduzierten Temperatur.

Um zu Uberprifen, ob die von ihnen fir die verschiedenen Bedidgungen bis zur ersten Ord-
nung ine hergeleiteten Skalenfunktionen die in Gleichung (3l 15@egebene Struktur besit n
haben Krech und Dietrich die Skalenfunktionen ¢, = 0 entwickelt. Fiir die Skalenfunktion

aus Gleichund{3.127) lautet diese Entwicklung bis zureer€rdnung

. +2
No(feo) = ASP (d,n) ~ ;;n Vs + O(Fs), (3.151)

m Fall nicht-periodischer Randbedingungen sind in Gleigh[3I5D) zuséatzlich auch entsprechende Oberflachen-
Beitrage zu bertcksichtigen.
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wobei AgKD)(d, n) der Casimir-Amplituden{3:138b) ohne deH?-Term entspricht. Vergleicht
man dieses Resultat mit der Reihendarstelling (B.15@)#n4 — ¢ Dimensionen bis zur ersten
Ordnung ine, dabei istl[89]

polynt?

2 4n—+8

so zeigt sich, dass dey7..-Term diese Struktur verletzt, da die Skalenfunktion dema@ in
der Auftragung Uber. /¢, = /T~ am kritischen Punkt eine waagerechte Tangente besitzt. Ein
Ausnahme bildet der Grenzfall — oo flr den der exakte Wert des Korrelationslangenexponenten
v in drei Dimensionenv = 1 betragt und in der Reihendarstelluig (3]150) der Skaléddifum
demnach ein Termx /7o, auftritt. Die Skalenfunktion weist im Falk — oo in d = 3 in der
Auftragung Uberl /¢, = /T SOmit eine von null verschiedene Steigung auf, was durclindie
AbschnittZ5.P im Rahmen d&eanSpharischen-Modells fur den Grenzfall- oo hergeleitete
exakte Skalenfunktioity bestatigt wird (siehe Abbildurid 9).

Da die Skalenfunktior)y(7,) aus Gleichung[{3:137) nicht die in Gleichurig {31150) ange-
gebene Struktur aufweist, steht sie nicht in Einklang mit @e Vorangegangenen diskutierten
Analytizitatseigenschaften der freien Energie — dassgili€ftr die in [30] fir die speziellen
Randbedingungen (sp-sp) bis zur ersten Ordnunghiargeleiteten Skalenfunktion. Untersucht
man das asymptotische Verhalten der in dieser Arbeit enaift Skalenfunktiody (7, ) aus Glei-
chung [(312b) im Limes,, — 0, so ergibt sich dies unter Verwendung der in Anhang_A.4.4
aufgefuhrten Entwicklungen der Funktion€g >(y), Q4,2(y) und Re 2(y) umy = 0 zu

O(é%), (3.152)

n -+ 2
n+ 8

- 3/2
YolFoo) . = Ac(dn) + S —— ( ) Voo 4+ O (o). (3.153)

Too— 2\/6

Auch in der Entwicklung voR/y (7, ) ist somit das Auftreten einggr..-Terms zu beobachten. Im
Gegensatz zu dem entsprechenden Term/7 in der Entwicklung der Skalenfunktiodi, aus
Referenz|[30], ist dieser jedoch von der Ordnuf — dies entspricht gerade der Ordnung, bis
zu der die Epsilon-Entwicklund(3.133b) der Casimir-Arntyddien Ac(d, n) hergeleitet werden
konnte. Die Terme unterscheiden sich jedoch auch im VdneeicDie Skalenfunktio, mit
e=1undn =1,2,3,...,00 besitzt in der Auftragung Ubdt /¢, = /T am kritischen Punkt
eine negative Steigung und durchlauft demnach, da sie ine&iy, — oo verschwindet, ein
Minimum. Die in dieser Arbeit hergeleitete Skalenfunkti@in hingegen ist fir diese Werte ven
undn eine monoton wachsende Funktion vby¥, (siehe Abbildung22).

Setzt man die in den Abbildungé€nlZ23-24 dargestellten Skai&tionen)); (i = 0,0,w) in
die Gleichungen{3.120) ein, kann nun auch die Exzess-HEméggie fiir den dreidimensionalen
Fall nicht-retardierter van der Waals-Wechselwirkunder= 1, o = 3) berechnet und grafisch
dargestellt werden. In den Abbildunged 26(a) o 26(b) firsleh dazu — exemplarisch fiir den
Falln = 1 eines einkomponentigen Ordnungsparameters bei einedigkevonZ = 50 — Auf-
tragungen der skalierten Exzess-Freien-Enefdie! f2" /n liber derFinite-SizeSkalenvariablen

ex
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Abbildung 26: Auftragung der skalierten Exzess-Freiemgie L' f:" /n des dreidimensionalerO(n)-
symmetrischen Modells tiber dEmite-SizeSkalenvariablen. /£, = /7« bei einer Filmdicke vonl. = 50, ex-
emplarisch fur den Fafk = 1 eines einkomponentigen Ordnungsparameters (a). Die gezolgene Linie beschreibt
den Verlauf der skalierten Exzess-Freien-Energie im Relitrretardierter van der Waals-Wechselwirkungen= 3)

mit g» = 2/3. Die im rein kurzreichweitigen Fayl, = 0 erhaltene Kurve ist zum Vergleich dazu als strichlierteid.in
dargestellt. Abbildung (b) zeigt die auf der linken Seiteggastellten Verlaufe in doppellogarithmischer Auftragubie
Asymptote, die sich aus Gleichurg(3.138) durch Epsilotwiaklung bis zur ersten Ordnung ergibt, ist als punktierte
Linie eingezeichnet. Sie entspricht in dieser AuftraguimgieGeraden mit der SteiguneR.

ox /T

12

-0.05

-0.10

-0.15

ex /T

4L2f

——L=20
---L=50
--- L=100
--- L =500
— L=

Asymptoten_|

Abbildung 27: Auftragung der skalierten Exzess-Freiemfgie LY~ f:" /n des dreidimensionalerO(n)-
symmetrischen Modells im Fall nicht-retardierter van dexal§-Wechselwirkungefo = 3) mit g. = 2/3 uber der
Finite-SizeSkalenvariabler /£ = /7 fur die FilmdickenLZ = 20, 50, 100, 500 und im thermodynamischen Li-
mesL — oo, exemplarisch fur den Fall = 1 eines einkomponentigen Ordnungsparameters (a). In Alotmldb) sind
dieselben Verlaufe in doppellogarithmischer Auftraguaggestellt. Die Asymptoten, die sich aus Gleichung(3.138)
durch Epsilon-Entwicklung bis zur ersten Ordnung fir diesehiedenen Filmdicke® ergeben, sind als punktierte
Linien eingezeichnet.
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L/¢~, und zwar sowohl fir ein System mit rein kurzreichweitigerdhselwirkungerig, = 0)
als auch den langreichweitigen van-der-Waals-Fall exariggh mitg, = 2/3. Das Skalenfeld
g, der Wegner-Korrekturen, das als Koeffizient der Skalertionk),, auf der rechten Seite von
Gleichung [3120b) auftritt, wurde dabei auf den Wert= 1 gesetzt.

Qualitativ Ubereinstimmend mit dem Verlauf der Exzesddfr&nergie deMeanSpharischen-
Modells in AbbildundIPR(a), ist in linearer Auftragung désatierten Exzess-Freien-Energie Uber
der Finite-SizeSkalenvariablen’ /¢, (Abbildung[26(a)) lediglich eine geringfliigige Verschie-
bung der beiden Kurven gegeneinander auszumachen. DdtatiualUnterschied zeigt sich je-
doch in doppellogarithmischer Auftragung (Abbildung 2(da die skalierte Exzess-Freie-Ener-
gie im rein kurzreichweitigen Fall bei groBen Werten by, exponentiell gegen null geht,
wahrend in Anwesenheit langreichweitiger van der WaalsiWelwirkungen ein algebraischer
Abfall ~ (L/¢4)~2 zu beobachten ist. Die entsprechende Asymptote der EXzegsa-Energie
im langreichweitigen Fall aus GleichurigZ(3:138), die in plelpgarithmischer Auftragung einer
Geraden mit der negativen Steigur@ entspricht, ist in Abbildung—26(b) als punktierte Linie
dargestellt. Dabei zeigt sich auch hier, dass der Beitragxmness-Freien-Energie vom langreich-
weitigen Anteil des Paarpotentials bei hinreichend grofenten vonL /., dominant wird, und
den Verlauf der skalierten Exzess-Freien-Energie, deiiéaein Bereich durch ihre algebraisch
abfallende Asymptote im langreichweitigen Fall zu besitdene ist, bestimmt.

Abschlief3end soll nun auch noch die Abhangigkeit der skalieExzess-Freien-Energie von
der Filmdicke L im langreichweitigen van-der-Waals-Fall veranschatligbrden. Dazu sind in
den Abbildungeri27(a) urldR7(b) sowohl lineare als auch eliggarithmische Auftragungen
der skalierten Exzess-Freien-Energie Uberieite-SizeSkalenvariablerl /¢, fur verschiedene
Werte vonL dargestellt. Wie auch in den entsprechenden AuftragungeBxtess-Freien-Energie
desMeanSpharischen-Modells in den AbbildungEnl 13(a) in#l 13(bjvkrgieren die Kurven
dabei mit zunehmender Filmdicke gegen die Skalenfunkiignda die Wegner-Korrekturen und
auch die Korrektur von dem langreichweitigen Anteil desrpatentials im thermodynamischen
Limes L — oo bei konstant gehaltenem Wert dénite-SizeSkalenvariablerL /¢, verschwin-
den.

3.3.5 Die Casimir-Kraft

Mit Hilfe der Zweischleifenergebnisse fir die Exzess-EfEnergie im0 (n)-symmetrischen Fall,
kann nun auch die Casimir-Kraff™ und dabei insbesondere ihr Verhalten auf gro3en Langen-
skalen L untersucht werden. Dazu wird zunachst die Exzess-Fregggienin der Definitions-
gleichung [I:2P) der Casimir-Kraft durch die rechte Sditei Finite-SizeSkalenform [3.120a)
ersetzt. Daraus folgt, dass auch die Casimir-Kraft in degeloung des kritischen Punktes eine

Finite-SizeSkalenform
‘7_'6611

~ L %Oy, d,. 0 154
T O(Ts0, Go» Go) (3.154a)
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erfillt. Die Skalenfunktior® wird dabei gemar

@(72007 Qm gw) = 60(7200) + gaga(foo) + gw@w(foo) + 0(907 gw) (3154b)

wiederum in den Skalenvariablefy und g, linearisiert, wobei die in dieser Entwicklung auf-
tretenden Skalenfunktione®; (i = 0,0,w) durch die Skalenfunktioney; (i = 0,0,w) der
Exzess-Freien-Energie ausgedrickt werden kdnnen. EersderFinite-SizeSkalenform [3.120)
der Exzess-Freien-Energie mit ihrergp und g,, linearisierten Skalenfunktioy (7o, §s, gw) iN
die Definitionsgleichund{T.22) der Casimir-Kraft und dnmf3ender Koeffizientenvergleich mit
den Gleichunger{3.1b4) fuhrt auf

O0(Foo) = <d ~1- 2%%)%(%0), (3.155a)

Oy (Fao) = <d+wo —-1- 21*008%)%(%0) (3.155D)
und

O (o) = (d tw—1- wa%>yw(foo), (3.155¢)

mit den Korrekturexponenten, undw. Die Werte dieser Skalenfunktionen am kritischen Punkt
betragen

00(0) = (d — 1)Ac(d, n), (3.156a)
O (0) = (d + wy — 1)Ag.c(d, o, ), (3.156b)
0,(0) = (d+w — 1)Ay c(d, n), (3.156¢)

da die Terme in den Gleichungdn (3.155), die zu den Ablegarder Skalenfunktionep; (7~ )
nach ., proportional sind, bef,, = 0 verschwinden. Setzt man diese Werte in Higite-
SizeSkalenform [3.134) der Casimir-Kraft ein, so ergibt sicralis schliellich ein zu Glei-
chung [1:Z8b) &quivalenter Ausdruck fir die kritische @asKraft.

Um nun das Verhalten der thermodynamischen Casimir-Kr#fgeo3en Langenskaleh im
Temperaturbereiclt” > T ., zu untersuchen, missen zunachst die Asymptoten der Skalenf
tionen®; (i = 0,0,w) iM Limes7, — oo hergeleitet werden. Dazu werden in den Ausdricken
fur die Skalenfunktioner®; die Skalenfunktioner); durch ihre in den Gleichungel (3.184a,
BTI321b[3136) angegebenen Asymptoten ersetzt. Diestliefe

5/4 _
o Too € T'oo —V7Too
Ouli), x>~ |- s () o] st

fur die Skalenfunktior®,,

Oulin) ~ (4w, — 12D DI + o0

T'oo —>00 Too

(3.157b)
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fur die Skalenfunktior®, und

O (7o) MR [ ()] 2V (3.1570)

Foo—00 M + 8 2

fur die Skalenfunktion®,,. Auf entsprechende Weise folgt unter Verwendung der sgstieo-
retischen Resultate fur die Asymptoten der Skalenfunktiopl (7,) und Y, (%), Gleichun-

gen [3.13P) und(3.1B7),

Oo(Foe) = —(2m)DPHEF AV 1 O(u”) (3.1584a)
beziehungsweise
D
0,(i) ~ —(d+wy-12ED 0w, (3.158b)

Da die Skalenfunktio®, (7, ) fur groBe Werte vori, algebraisch abfallt, liefert sie den fiihren-
den Beitrag zur Casimir-Kraft im TemperaturberelEh> T ., auf gro3en Langenskaldn falls
van-der-Waals-artige Wechselwirkungen im System vorbargind(g, > 0). Fur das fihrende
asymptotische Verhalten der Casimir-Kraft folgt dann

féen
nkgT

D(d,o
L —go(d—ka—l)g
go>0 0 T'oo

L (d+o), (3.159a)

Sind die Wechselwirkungen hingegen rein kurzreichweisig= 0), so wird das flihrende asymp-
totische Verhalten der Casimir-Kraft durch die Skalentiotk©y bestimmt, und ist gemaf

féen
nkgT

B —(2n L)~ @ D/2(d+1)/4 o= Ly/roo (3.159b)
go=0 —00

durch einen in fihrender Ordnung exponentiellen Abfall @asimir-Kraft mit zunehmender
Filmdicke gekennzeichnet. Beide Asymptoten finden sictedmUbereinstimmung mit den ent-
sprechenden Asymptoten der Casimir-KraftMteanSpharischen-Modell, Gleichungdn(Z.Tll6a)
und [ZII6k), und kénnen auch unmittelbar durch EinseteerAdymptoten der Exzess-Freien-
Energie, Gleichunger (3.1138) udd (3:1140), in die Definggrichung [T.22) der Casimir-Kraft
erhalten werden.

Die in diesem Abschnitt erhaltenen Ergebnisse fir die Cadinaft sollen nun speziell fur
den Fall nicht-retardierter van der Waals-Wechselwirlamn drei Dimensionefe = 1, o = 3)
ausgewertet und grafisch dargestellt werden. Dies erfodierBerechnung der Skalenfunktio-
nNen©y (7~ ), O (7s) Und O, (7~ ). Hierzu werden die in den Abbildungénl 223-24 dargestellten
Skalenfunktionen)y (7« ), Vo (7o) Und Y, (7« ) der Exzess-Freien-Energie im Fall= 1 und
o = 3 in die Gleichungen{3I%5) eingesetzt. Auftragungen dédese Weise erhaltenen Ska-
lenfunktionen der Casimir-Kraft finden sich in den Abbilgem[Z8E3D. Addiert man diese drei
Beitrage gemaR den Gleichung&€n(31154) auf, so ergibt seslaus die skalierte Casimir-Kraft
Ld}‘éen/kBT, die in Abbildung[3lL exemplarisch fiir ein System mit einemkemponentigen
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Abbildung 28: Auftragung der Skalenfunktid® (7~ ) des
O(n)-symmetrischen Modells mit = 1, 2,3 und im Limes

n — oo Uber derFinite-SizeSkalenvariabler /£ = /oo

im dreidimensionalen Falle = 1). lhre von der Kompo-
nentenzahh unabhangige AsymptotE{3.I37a) im Grenzfall
oo — 00 ist als strichlierte Linie dargestellt. Der Wert der
Skalenfunktion®o (7~ ) am kritischen PunkL /€., = 0 be-
tragt©o(0) = (d — 1)Ac(d, n) mit den in Tabell€R unter (a)
aufgefihrten Werten der Casimir-Amplitudeéxc (3, n) mit

n =1,2,3undim Limesn — co.

Abbildung 29: Auftragung der Skalenfunktid®, (7 ) des
O(n)-symmetrischen Modells mit = 1, 2, 3 und im Limes
n — oo Uber derFinite-SizeSkalenvariable. /£ oo = /Foo
im Fall nicht-retardierter van der Waals-Wechselwirkumge
in drei Dimensionene = 1, o = 3). lhre ebenfalls von
n unabhangige Asymptot€ (3.134b) nit= 1 undo = 3
ist als strichlierte Linie dargestellt. Der Wert der Skdilark-
tion O, (7s) am kritischen PunkiL /(.. = 0 ergibt sich
Z2u0,(0) = (d + woe — 1)As,c(d,0,n), mit der in Glei-
chung [3I33d) bis zur ersten Ordnung imngegebenen Am-
plitudenA, c(d,o,n) mite = 1 undo = 3.

Abbildung 30: Auftragung der Skalenfunktid®., (7 ) des
dreidimensionalerO(n)-symmetrischen Modells mit =
1,2,3 und im Limesn — oo Uber der Finite-Size-
Skalenvariablen. /¢, = \/F. Der Wert der Skalenfunk-
tion ©., () am kritischen Punkt ergibt sich z28.,(0) =
(d+w—1)Ay c(d,n), mit der AmplitudenA,, c(d, n) aus
Gleichung [3133e) mit = 1.
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Ordnungsparametein = 1) bei einer Filmdicke von, = 50, sowohl fur den Fall rein kurz-
reichweitiger Wechselwirkunget, = 0 als auch den langreichweitigen van-der-Waals-Fall mit
g0 = 2/3 Uber defFinite-SizeSkalenvariablerl /¢, aufgetragen ist. Das Skalenfeld der Wegner-
Korrekturen wurde dabei auf den Wert = 1 gesetzt.

Wie in den Auftragungen der skalierten Exzess-Freien-giediberL /¢, in den Abbildun-
gerZ6(a) unfA6(b), auRert sich die Anwesenheit der vaiwaaits-artigen Wechselwirkung auch
bei der skalierten Casimir-Kraft in linearer Auftragungofldung31(a)) lediglich in einer gering-
fugigen Verschiebung der Kurve gegeniiber dem rein kutanadigen Fallg, = 0. Da jedoch
auch die skalierte Casimir-Kraft im rein kurzreichweitiggall exponentiell und in Anwesenheit
der van der Waals-Wechselwirkung algebraisch und dabeitirehder Ordnung proportional zu
(L/¢5)~2 abfallt, ist ihr qualitativ unterschiedliches Verhaltendiesen beiden Féllen in dop-
pellogarithmischer Auftragung deutlich zu erkennen (Adiloig[31 (b)). lhre Asymptoté (3.1599a),
die den algebraischen Abfall der skalierten Casimir-Knaftlangreichweitigen Fall bei gro3en
Werten vonL /£, kennzeichnet und in doppellogarithmischer Auftragungef@eraden mit ne-
gativer Steigung-2 entspricht, ist dabei als punktierte Linie eingezeichbiet die Abhangigkeit
der Casimir-Kraft von der Filmdickd im van der Waals-Fall zu verdeutlichen, finden sich in
den Abbildungei—32(a) uidB2(b) sowohl lineare als auch eliggarithmische Auftragungen der
skalierten Casimir-Kraft Uber définite-SizeSkalenvariablen./¢., fur verschiedene Werte von
L. In qualitativer Ubereinstimmung mit dem Verhalten derligkten Exzess-Freien-Energie in
den Abbildungeid7(a) uddR7(b), konvergieren die Verlanfezunehmender Filmdicke gegen
die Skalenfunktior®g, da sowohl der Beitrag zur skalierten Casimir-Kraft von ek der Waals-
Wechselwirkung als auch die Wegner-Korrekturen im Linies- oo bei konstant gehaltenem
Wert derFinite-SizeSkalenvariablerl. /¢, verschwinden.

3.4 Vergleich mit Monte Carlo-Simulationsdaten

In Referenz|[67] ist es erstmals gelungen, die thermodyseimei Casimir-Kraft in einem XY-
Modell mit kurzreichweitigen Wechselwirkungen auf eineraidimensionalen einfach kubischen
Gitter mit Filmgeometrie und offenen Randbedingungen an@berflachen des Films im Rah-
men von Monte Carlo-Simulationen zu bestimmen. Die in [Gfpestellte Methode, bei der die
Casimir-Kraft durch die in Monte Carlo-Simulationen zugliche innere Energie ausgedriickt
wird, ist ohne weiteres auch auf Systeme mit anderen Ranutpetyen, und dabei insbesondere
auch auf Ising- und Heisenberg-Modelle anzuwenden. Um ®@drlo-Daten fir die Casimir-
Kraft zu erhalten, die mit den in diesem Kapitel fiir déxin)-symmetrischen Fall mit kurz-
reichweitigen Wechselwirkungen hergeleiten Zweiscbledrgebnissen verglichen werden kon-
nen, sind unter Verwendung des Wolff-Algorithmus! [84] Mer@arlo-Simulationen von Ising-
und XY-Modellen auf dreidimensionalen einfach kubischeatie@ mit Filmgeometrie und peri-
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Abbildung 31: Auftragung der skalierten Casimir-Krdft 75 /n des dreidimensionale®(n)-symmetrischen Mo-
dells uber deFinite-SizeSkalenvariablerl. /£« = /7 bei einer Filmdicke vorl, = 50, exemplarisch fur den Fall
n = 1 eines einkomponentigen Ordnungsparameters (a). Dieglezogene Linie entspricht dem Fall nicht-retardierter
van der Waals-Wechselwirkungésn = 3) mit g, = 2/3, wohingegen der Verlauf der skalierten Casimir-Kraft inmre
kurzreichweitigen Falh, = 0 als strichlierte Linie dargestellt ist. Abbildung (b) zeigine doppellogarithmische
Auftragung der in (a) abgebildeten Kurven. Die Asymptoteglalierten Casimir-Kraft im van-der-Waals-Fall, die in
dieser Auftragung einer Geraden mit der Steigeriyentspricht, ist als punktierte Linie eingezeichnet. Sggl#rsich
aus Gleichund{3.I5Pa) durch Epsilon-Entwicklung bis zatem Ordnung.
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Abbildung 32: Auftragung der skalierten Casimir-Krdit 75" /kgT des dreidimensionale®(n)-symmetrischen
Modells Uber deiFinite-SizeSkalenvariablen./é.. = /¥ flur die WerteL = 20, 50, 100, 500 der Filmdicke L
und im thermodynamischen Limds — oo, exemplarisch fiir den Fall = 1 eines einkomponentigen Ordnungspa-
rameters (a). In Abbildung (b) finden sich dieselben Kurvés auf der linken Seite, jedoch in doppellogarithmischer
Auftragung. Die punktierten Linien entsprechen dabei depmAptoten der skalierten Casimir-Kraft, die sich aus Glei-
chung [3:159a) durch Epsilon-Entwicklung bis zur erstedrdng fur die verschiedenen Filmdickérergeben.
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Abbildung 33: Auftragung der Skalenfunktion des dreidisienalen Ising-Modells (a) und XY-Modells (b) mit kurz-
reichweitigen Wechselwirkungen uber d@nite-SizeSkalenvariablerl /. Die durchgezogenen Linien entsprechen
der in Zweischleifenordnung berechneten Skalenfunktis@leichungl[ZI5%a) mit = 1 beziehungsweise = 2
und e = 1. Die jeweiligen Skalenfunktionen aus Referenhz [30] sirgl sttichlierte Linien dargestellt. Die strich-
punktierten Linien beschreiben die Verlaufe der Skalekionen, die im Rahmen von Monte Carlo-Simulationen fiir
dreidimensionale Ising- und XY-Modelle mit den in Klammexmgegebenen SystemgrofRRen erhalten wuiden [34].

odischen Randbedingungen durchgefiihrt worden [34]. Di&kahmen dieser Simulationen im
Temperaturbereicll’ > T, ., ermittelten Skalenfunktionen sind — exemplarisch fir jisvewei
SystemgrofRen — in den Abbildunged 33(a) [nH 33(b) UbeFuhite-SizeSkalenvariablerl /£,
aufgetragen. Ebenfalls dargestellt ist die Skalenfunkég aus Gleichung[{3.I5ba) mit = 1
beziehungsweise = 2 unde = 1, und auch die entsprechenden Skalenfunktionen aus Refe-
renz [30]. Der Vergleich der feldtheoretischen Resultaitedan Monte Carlo-Daten ergibt bei
groRBen Werten vorl /¢, insgesamt eine gute Ubereinstimmung. In der Umgebung des kr
schen Punkte& /¢, = 0 treten jedoch Abweichungen auf, die bei Annéherung an déadtren
Punkt zunehmen. Die Skalenfunkti@y, aus dieser Arbeit reproduziert dabei sowohl im Ising-
Fall n = 1 als auch im XY-Falln = 2 den Verlauf der Monte Carlo-Daten in den Intervallen
oberhalb vonL/¢,, = 1.5, wahrend die jeweilige Skalenfunktion aus Referenz [30]die-

sen Werten vorL /¢, bereits deutlich von den Simulationsdaten abweicht. Arisktien Punkt
sind die Abweichungen beider Skalenfunktionen von den Edarlo-Daten am gréf3ten. Der
Wert der Skalenfunktior®, am kritischen Punkt, der in drei Dimensionen dem zweifaathen
Casimir-AmplitudenAc(d = 3,n) entspricht, ergibt sich dabei aus den Monte Carlo-Daten so-
wohl im Ising-Fall als auch im XY-Fall ungeféahr zu0.3, Ubereinstimmend mit dem bereits in
Referenz|[25] angegebenen Monte Carlo-Resultat fur dadidhrensionale Ising-Modell (siehe
Tabelle[2). Ein Vergleich dieser Werte mit dem exakten WertLimesn — oo, der gemai
Gleichung [ZI08bRAM(d = 3) = —0.3061... betragt, deutet auf eine lediglich schwache
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n-Abhéngigkeit der Casimir-AmplitudeA(d = 3, ) hin.

Obgleich die Untersuchung von Systemen mit langreichgemitiWechselwirkungen im Rah-
men von Monte Carlo-Simulationen andere Erfordernissesictiit bringt, gibt es auch hierfur effi-
Ziente Verfahren, die bereits in zahlreichen Arbeiten legildntersuchung kritischer Phdnomene
eingesetzt worden sind_[109, 110, 116-118]. Es ware dahehdus machbar und wiinschens-
wert, die Ergebnisse dieser Arbeit Uiber das Skalenverhdéethermodynamischen Casimir-Kraft
in O(n)-symmetrischen Systemen mit langreichweitigen Wechskelwgen im Rahmen solcher
Simulationen zu Uberprifen.

3.5 Vergleich mit Ergebnissen zumMean-Spharischen-Modell

In diesem letzten Abschnitt des KapitEls 3 sollen die im Ramater renormierungsgruppenverbes-
serten Stérungstheorie in Zweischleifenordnung erheftétrgebnisse flr d&3(n)-symmetrische
Modell mit den exakten Resultaten fir ddeanSphéarische-Maodell, das unter den in dieser Arbeit
getroffenen Annahmen aquivalent zu dessen Limes o ist, verglichen werden. Der Vergleich
beschrankt sich dabei auf die Exzess-Freie-Energie, auside ja letztlich die Casimir-Kraft
ableiten lasst, und den im Rahmen beider Modelle hergieitéusammenhang zwischen den
Skalenvariablerf., = (L/¢y)? undyy, = (L/£)?. Dieser wird nun zunéchst betrachtet. Um die
in AbschnitfZ4.B eingefiihrten Skalenfunktiongf R, undR,, desMeanSpharischen-Modells
mit den in AbschnitC3.3]2 im Rahmen de$-Modells hergeleiteten Epsilon-Entwicklungen der
SkalenfunktionerRy, R, und R, vergleichen zu kdnnen, missen ersteredim 4 — ¢ Dimen-
sionen bis zur ersten Ordnungadrentwickelt werden. Die SkalenfunktidRy = Ro(7 o, h) liegt
dabei in impliziter Form als Lésung von Gleichuig (Zl62ai), wlie sich in dem hier zu betrach-
tenden feldfreien Fallh = 0) auf

2Qa2(Ro) (d-2)/2 _ (d-2)/2
A —Ad<Ro _ ) (3.160)

mit Ry = Ro(7x,0) reduziert. Fuhrt man nun auf beiden Seiten dieser Gleicteime Epsilon-
Entwicklung durch, so folgt daraus in niedrigster Ordnungctl Koeffizientenvergleich, dass
Ro(70,0) = 7 + O(e), da die Konstantel; gemaR (siehe Gleichung(2]49))

1

8m2e

Ay + 0(e%) (3.161)

in vier Dimensionen einen Polterm aufweist, wahrend aufideen Seite von Gleichund (3.760)
kein Term von der Ordnung! auftritt. Die nachste Ordnung in der Entwicklung VRH(7 s, 0)
kann nun mit Hilfe eines Ansatzes von der FOR§(7~, 0) = 7o + € A(Foo) bestimmt werden.
Einsetzen in Gleichund@{3.160) und anschlieBende EpS&iam4cklung fihrt letztendlich auf

616772Q4,2(f00)

Too

Ro (oo, 0) = oo + + o(e), (3.162)
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in Ubereinstimmung mit der in Gleichung{3.190a) angegebeapsilon-Entwicklung der Ska-
lenfunktion Ry(7~) im Limesn — oo. Um die Epsilon-Entwicklungen voR, und R, zu er-
halten, muss in den Ausdriicken fur diese SkalenfunktionenlediglichR, durch ihre Epsilon-
Entwicklung [3I6PR) ersetzt, und erneut entwickelt werdgabei folgt mit dem Ausdruck fir die
SkalenfunktionR,, (7*~, 0) im Fal d + o # 6 aus Gleichund(Z.62b), dass

R (7o, 0) = € 167°Q) , (7o) + 0(e), (3.163)
und fur die in Gleichund{Z62c) angegebene Skalenfuni&ipfr ., 0),

_ 2 12874 Q42(7o0)
Too
Vergleicht man diese Resultate mit den Epsilon-Entwicgkem [3.100b) und{3.10Dc) der Ska-
lenfunktionenR, (7s) UNd R, (7 ) desO(n)-symmetrischen Modells im Limes — oo, SO
stellt man fest, dass diese Entwicklungen bei den Funktidtyeund R, Ubereinstimmen. Bei
den Epsilon-Entwicklungen der Funktion®), und R, hingegen treten Unterschiede auf, ins-
besondere da die Entwicklung vdt, mit einem Term von der Ordnung beginnt, wahrend

Re (o0, 0) + o(€?). (3.164)

der erste Term in der Entwicklung vdR,, von der Ordnung ist. Die Ursache fir diese Dis-
krepanz liegt in unterschiedlich gewahlten Normierungea Wegner-Skalenfeldeg, im Rah-
men desMeanSphérischen-Modells und deé-Modells, und kann durch eine Umdefinition des
Wegner-Skalenfeldes und der Wegner-Skalenfunkignim MeanSpharischen-Modell gemal
93M = 812¢ gSM beziehungsweisB,, = (872¢)~!R,, behoben werden. Die Epsilon-Entwicklung
der SkalenfunktiorR,, ergibt sich damit schlieBlich zu

. . 167m2Q4.2(Fo0)

Ry(Foo,0) = + o(e), (3.165)

T'oo
und findet sich nun in Ubereinstimmung mit der Epsilon-Enkking [32I00k) der Skalenfunktion
R (F) IM Limesn — oo.

Es bleiben nun die Epsilon-Entwicklungen der Skalenfuoréhn Yy (7, 0), Y5 (7s,0) und
Y., (7, 0), die bei der Exzess-Freien-Energie MeanSphérischen-Modell auftreten, herzulei-
ten. Der in Gleichung{Z.8¥a) fiir die Skalenfunktiti(i,, ) angegebene Ausdruck reduziert
sich dabei auf

Vol 0) = 24722 (Ry — o) — 2 (Y2 — p7) - 2222800 3 166y

im feldfreien Fall(h = 0). Um diesen zu entwickeln, muss — unter Berticksichtigungimer
AbschnittC33¥ diskutierten Analytizitatsteigensckafider Funktion .2 2(y) — lediglich die

Da um vier Dimensionen entwickelt wird, und der Wert des Raterso auf das Intervalk < o < 4 beschrankt
ist, ist stetsd + o > 6. Somit muss zur Herleitung der Epsilon-Entwicklungen deal&nfunktionerR, und Y,
desMeanSpharischen-Modells, bei denen ja die Félle ¢ = 6 undd + o # 6 zu unterscheiden waren, auf die
fur den letztgenannten Fall erhaltenen Ausdriicke zurigriifen werden.
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SkalenfunktiorR, durch ihre Epsilon-Entwicklund (3. 152) ersetzt, und dameet eine Entwick-
lung umd = 4 — ¢ Dimensionen durchgefiihrt werden. Beriicksichtigt man dabeTerme, die
im Limese — 0 langsamer al§)(¢?) gegen null gehen, so erhalt man schlieRlich

2 o 3/2 ~ >
Vo) — _[(M) -y - i), [inRealie)
T o) [e’e] 9]
o _ :
87 Q;,z(roo) {v;oo N Q4,;(Too)]} +O(e). (3.167)

Auf gleiche Weise ergibt sich die Epsilon-Entwicklung der fFalld + o # 6 glltigen Skalen-
funktion Y, (¥, 0) aus Gleichund{Z.8Tb) zu

16 2 o0 y oo
T Q4,2(Fo0) @ o (7 )—ASI\CA(LO)(‘LU)

Y, (Foo,0) = Aff}g(z;,a) + Qu0(Foo) + €

Too

— Rug() | + 0(e). (3.168)

Fur die Epsilon-Entwicklung der Skalenfunktidf) (7, 0) folgt durch Ersetzung voR, in Glei-
chung [Z87k) durch ihre Epsilon-Entwickludg (3.1162) uttetibar

) 6471462372(7200)

72
5o

Y (Foo,0) =€ + o(€?). (3.169)

Fuhrt man die oben beschriebene Umdefinition des WegndeiSkides imMeanSpharischen-

Modell ¢5M durch, so geht die Skalenfunktiori, in Y, = (82¢)~'Y,, uber. Ihre Epsilon-

Entwicklung lautet dann
87T2Q421,2 (Foo)

72
"o

Y, (Foo,0) = € + o(e), (3.170)

und somit stimmen die Epsilon-Entwicklungdn (311673 I8870) der Skalenfunktionen der
Exzess-Freien-Energie imleanSpharischen-Modell allesamt mit den Epsilon-Entwickjen
der entsprechenden SkalenfunktionerChim)-symmetrischen Modell, Gleichungdn(3.125.31129,
BI31) im Limesn — oo, Uberein.
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4 Zusammenfassung und abschliel3ende Diskussion

In dieser Arbeit ist der Einfluss von langreichweitigen Wesltvirkungen auf das Skalenverhalten
der Exzess-Freien-Energie und der thermodynamischerm@asiaft in O(n)-symmetrischen
Systemen mit Filmgeometri& x oo?"! und periodischen Randbedingungen untersucht wor-
den. Dabei wurden Wechselwirkungen betrachtet, derenpBeutiale flr grof3e Abstande
asymptotisch proportional za—(¢+7) mit 2 < ¢ < 4 abfallen. Wichtige Vertreter dieser Klas-
se langreichweitiger Wechselwirkungen sind die in Flissitgn auftretenden van der Waals-
Wechselwirkungen. Solche mit wachsendem Abstand schofallenden langreichweitigen Wech-
selwirkungen haben keinen Einfluss auf das fiihrende Kniserhalten, da sie irrelevant im Sinne
der Renormierungsgruppentheorie sind. Aus ihnen gehéglitddKorrekturen dazu hervor. Diese
Korrekturen fuhren jedoch zu Beitrdgen in der Exzess-Rr&ieergie und der Casimir-Kraft, die
sowohl am kritischen Punkt = T, . als auch abseits davon auf gro3en Langenskalalgebra-
isch in L abfallen, wahrend diese GroRRen in Abwesenheit langreiitigge Wechselwirkungen
im Temperaturbereicli > T, ., durch einen auf der Skala der Korrelationslange exporismtie
Zerfall gekennzeichnet sind. Aufgrunddessen dominienetiésem Regime die Korrekturen aus
dem langreichweitigen Anteil des Paarpotentials auf ichend grof3en Langenskalénund fih-
ren — verglichen mit dem Fall rein kurzreichweitiger Wedhsé&kungen — zu einem qualitativ
andersartigen Skalenverhalten der Exzess-Freien-Eenengi der Casimir-Kraft.

Zur Untersuchung dieser Zusammenhange ist in Kapltel 2 chstéeinMeanSpharisches-
Modell mit einer langreichweitigen Wechselwirkung behtst worden, das unter den in dieser
Arbeit vorliegenden Voraussetzungen periodischer Rattidgangen und eines translationsinva-
rianten Paarpotentials aquivalent zum Limes~» oo desn-Vektor-Modells ist. Im Rahmen die-
ses exakt l6sbaren Modells wurden unter Beschrankun@ aufd < 4 Dimensionen und den
Temperaturbereic” > T ., die Finite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-Freien-Energie und
der Casimir-Kraft einschlieflich ihrer aus der langreieitigen Wechselwirkung resultierenden
Korrekturen und der Wegner-Korrekturen bis zur ersten Gmdnin den Skalenfelderp, und
g, hergeleitet. Der Fall nicht-retardierter van der Waalsskigelwirkungen in drei Dimensio-
nend = o = 3 wurde dabei explizit behandelt. Fir diesen Spezialfallnken dieFinite-Size
Skalenfunktionen der Exzess-Freien-Energie und der Gakiraft und ihre Korrekturen allesamt
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in geschlossen analytischer Form angegeben werden. Ddrilaeis hat sich herausgestellt, dass
das Skalenverhalten der Beitrdge von der langreichwaeitiyechselwirkung zur Exzess-Freien-
Energie und der Casmir-Kraft im Fall+ o = 6, unter den auch der Spezialfall nicht-retardierter
van der Waals-Wechselwirkungen in drei Dimensioders ¢ = 3 fallt, durch logarithmische
Terme x log L modifiziert wird. Es zeigte sich, dass diese ihren Ursprunglér im Mean
Sphérischen-Modell bei + o = 6 auftretenden Entartung der Korrekturexponentgnund w

in Verbindung mit dem Beitrag der langreichweitigen Wedhg&ung zum Skalenfeldy,, der
Wegner-Korrektur haben.

In Kapitelld ist der allgemeine Fall eineskomponentigen Ordnungsparameters behandelt wor-
den. Dazu wurde ein feldtheoretischg@s-Modell mit einer langreichweitigen Wechselwirkung
aufgestellt, und dessen freie Energie unter Beschrankuhdem Temperaturbereichi > T,

im Rahmen der renormierungsgruppenverbesserten Stéheoge ind = 4 — ¢ Dimensionen
in Zweischleifenordnung berechnet. Dabei stellte siclatigrdass die konventionelle renormie-
rungsgruppenverbesserte Stérungstheorie fur die freseginim FallL < oo oberhalb von Zwei-
schleifenordnung am kritischen Purkt= T ., aufgrund von Infrarotdivergenzen zusammen-
bricht, und zwar immer dann, wenn in Landau-Theoriebet T , eine Nullmode auftritt. Diese
Problematik betrifft den Fall periodischer Randbedinggmaind fihrt bereits in Zweischleifen-
ordnung zu einem qualitativ falschen Verhalten der ExEasen-Energie und der thermodyna-
mischen Casimir-Kraft in der Umgebung des kritischen Pesikt= T ... Der Zusammenbruch
der Storungstheorie kann jedoch durch die von Diehl, Grérgelond Shpot [33] beschriebene
Umordnung der Stérungstheorie, bei der zunachstgie# 0)-Moden des Ordnungsparameters
ausintegriert wird, vermieden werden. Dies fiihrt auf effekéiv (d—1)-dimensionale Feldtheorie
fur die (¢, = 0)-Mode, die — zusammen mit dem Beitrag zur freien Energie \@m(d, # 0)-
Moden — in Zweischleifenordnung ausgewertet worden istcBWmschreiben der sich daraus
ergebenden Exzess-Freien-Energie aufRiigte-SizeSkalenvariablel /¢, sind schlielich die
Finite-SizeSkalenfunktionen der Exzess-Freien-Energie und dem@akiraft und ihre Korrek-
turen bis zur ersten Ordnung in den Skalenfeldgrund g,, hergeleitet worden; der Fall nicht-
retardierter van der Waals-Wechselwirkungen in drei Disimmend = o = 3 wurde dabei,
wie auch beimMeanSpharischen-Modell, explizit behandelt. Ausgewertetlaitischen Punkt
T = T. ., reproduziert digminite-SizeSkalenfunktion), der Exzess-Freien-Energie ié(n)-
symmetrischen Fall die erstmals In|[33] bis zur Ordnufg angegebene Epsilon-Entwicklung
der Casimir-Amplitudem\¢. Die entsprechenden Entwicklungen der Korrekturampitud , ¢
und A, ¢ sind bis zur Ordnung hergeleitet worden.

Im letzten Abschnitt des Kapitel§ 3 ist schlie3lich inndbhder Epsilon-Entwicklung gezeigt
worden, dass die fur dddeanSpharische-Modell erhaltenen exakten Ausdriicke allelieéser
Arbeit betrachteten Skalenfunktionen in Einklang stehé&nhren im Rahmen der renormierungs-
gruppenverbesserten Stérungstheorie in Zweischleifenmy fur denO(n)-symmetrischen Fall
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hergeleiteten Entwicklungen im Limes— cc.

Anhand beider Modelle konnte gezeigt werden, dass die Kturen aus dem langreichweitigen
Anteil des Paarpotentials Beitrage zur Exzess-Freiemgimand zur Casimir-Kraft liefern, die im
Temperaturbereicll” > T , auf hinreichend gro3en Langenskalbralgebraisch in_ abfallen.
Die mit Hilfe phanomenologischer Skaleniberlegungen ischinittCT.# aufgestellte Hypothese,
dass der Abfall dieser Grof3en bei konstant gehaltener Tetupeaund zunehmender Filmdicke
von der Formf., ~ L~(4+o=1) peziehungsweiséc ~ L~(%t7) ist, konnte dabei in beiden Mo-
dellen verifiziert werden. Diese Ergebnisse stehen in Bimkimit der Annahme, dass sich der
Wert des in AbschnifizTl4 eingefiihrten Exponenteru ¢ = 2 — ) ergibt. Sie gestatten es aber
nicht, diese fir derO(n)-symmetrischen Fall mit < oo endglltig zu verifizieren, da die in
dieser Arbeit behandelte Ordnung der Stoérungstheorig nigsreicht, den im Falk < oo nicht-
trivialen Wert des Korrelationsexponentgnind seine:-Abhangigkeit zu reproduzieren; dasselbe
gilt fur den Wert des Wegner-ExponentenHierzu mussten storungstheoretische Berechnungen
von héherer Ordnung angestellt werden. Eine weitere Mbkgiit, die in dieser Arbeit erhalte-
nen Ergebnisse zu verifizieren, bieten Monte Carlo-Sinarah, mit denen zur Untersuchung
des thermodynamischen Casimir-Effekts in Systemen nritkeizreichweitigen Wechselwirkun-
gen bereits wichtige Vergleichsergebnisse erhalten wekdenten |[25| 34, 65-57]. Der in Ab-
schnitf34 durchgefiihrte Vergleich der Skalenfunkitnder thermodynamischen Casimir-Kraft
mit Monte Carlo-Simulationsdaten fur das dreidimensieriaing- und XY-Modell mit kurzreich-
weitigen Wechselwirkungen ergab eine insgesamt gute Uitstimmung.

Die Fragestellungen, die in dieser Arbeit anhand von Systemit periodischen Randbedin-
gungen und unter Beschréankung auf die ungeordnete RfiaseT; ) diskutiert worden sind,
lassen Raum fur zahlreiche Erweiterungen: Winschenswid @s dabei zum einen, den Tempe-
raturbereich der geordneten Ph@ge< T ) miteinzubeziehen; im Rahmen des exakt |6sbaren
und mathematisch kontrolliertdieanSpharischen-Modells ist dies problemlos durchfiihrbar. |
diesem Modell ist ein Phasentibergang im Filin> oo) bei einer kritischen Temperatiif, ;, > 0
jedoch nur ind > 3 Dimensionen zu beobachten, wahrend in drei Dimensidingn= 0 ist.

Zum anderen wére es interessant — anstelle von periodidgRhadbedingungen — Randbe-
dingungen zu betrachten, die die Situation im Experimetreffiender beschreiben. Im Hinblick
auf die Realisierung des thermodynamischen Casimir-EffeksuprafluiderfHe-Filmen wéren
dies beispielsweise Dirichlet-Randbedingungen. Obhleioige der in dieser Arbeit erhaltenen
Ergebnisse auch im Fall anderer Randbedingungen Giiltigksitzen, wie beispielsweise der
in Anwesenheit langreichweitiger Wechselwirkungen zubaebtende algebraische Abfall der
thermodynamischen Casimir-Kraft auf grol3en Langenskalerist die Wahl der richtigen Rand-
bedingungen bei der Berechnung universeller GroRen wstidA.
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A Anhang

A.1 Fouriertransformation des Paarpotentials

In diesem Abschnitt soll die Gitter-FouriertransforméfZT) des in Abschniff2.2 eingefiihrten
langreichweitigen PaarpotentialS_{[2.6) berechnet un&/@nhalten im Infrarotlimes; — 0 un-
tersucht werden. Dazu wird zunéchst angenommen, dass tiekBnstante entlang aller Haupt-
achsen ded-dimensionalen hyperkubischen Gitterbetrage und die Ausdehnung des Gitters in
x-Richtung einer ungeraden AnzahV, + 1 (N, € N) von Elementarzellen entspreche. Somit
ist L, = (2N, + Dafurallea =1,...,d.

Unter diesen Voraussetzungen kann die Gitter-Fouriestoamierte [2J7) des Paarpotentials
J(x) geschrieben werden als

A Ny
J@)= > - > Jlag)e I, (A1)
J1=—N1  ja=—Ng

Dabei bezeichnej = (j1,...,j4) den Vektor der Summationsindizes ugd= (q1,...,qq)
den Wellenzahlvektor, der ausschlief3lich Werte innerklaibersten Brillouin-Zone annimmt. In
dem hier betrachteten Fall periodischer Randbedingunstedaherg, = 27v,/L, Mit v, €
{=Ny,—Noy+1,...,N,}flrallea=1,...,d.

Setzt man in Gleichun@(Al.1) nun das Paarpoterifial (2.6)seiffiolgt unmittelbar fur die Gitter-
Fouriertransformierte des kurzreichweitigen Antefi$x),

d
Ji(q) = 2J; Z cos(qa ), (A.2)
a=1

wobei ¢, = aq, der a-ten Komponente des dimensionslosen Wellenzahlvekjots aq ent-
spricht. Eine Entwicklung dieses Ausdrucks gre= 0 ergibt das fir hyperkubische Systeme mit
Nachste-Nachbar-Wechselwirkungen bekannte Ergebiksg<.B. Gleichung (4.31) in [119])

d

Jilg) =27, {d -3+ g 3 [+ o) } (3)

bis zur vierten Ordnung in den Impulskomponendgn
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Ausgehend von Gleichunp{A.1) ergibt sich die Gitter-Feriransformierte der effektiven lang-
reichweitigen Wechselwirkun@ (2.5) zu
Joet(q) = Y Jo(ag)e 99, (A4)
jezs
da Uber aller Gitterplatze und ihre periodischen Bilder aonisieren ist. Um diesen Ausdruck
auszuwerten, wird die Identitat (siehe z.B. Gleichung 28 2.4 in [120])

Z ot — ay) Z 2mimt/a (A.5)

j=—00 m—foo
mit der Diracschen Delta-Funktiaitt) verwendet. Wendet man beide Seiten von Gleichling (A.5)
auf eine auf der reellen Achse definierte Testfunktjin) an, folgt nach Integration Gber die
Variablet die Poissonsche Summationsformel (siehe z.B. Gleichu@g2@) in § 4.8 inl[121])

Z f a] Z / 27Timt/a. (AG)

j=—00 m=-—00
Mit deren Hilfe kann die Gitter-Fouriertransformierfe @\der effektiven langreichweitigen Wech-
selwirkung umgeformt werden in

T d’z —i(q—2mm/a)-
Jaer(q) = Z /R —Ja(x)e (g-2mm/a)@ (A.7)

Wahrend del(m = 0)-Term auf der rechten Seite von GleichuigJA.7) galRaum isotrop ist,
liefern die von der Struktur des zugrundeliegenden Gitibigingigen Terme mitx # 0 sowohl
isotrope als auch anisotrope Beitrége@gg(q). Diese Anisotropien flihren zusammen mit den
aus der EntwicklundTAI3) vod, (q) resultierenderO(g*)-Termen, zu dem von null verschiede-
nen Koeffizienterb, ; in der Entwicklung der Funktiof2(g) um g = 0, Gleichung [[Z10).

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit ist die Untersuchung defli&ses van-der-Waals-artiger Wech-
selwirkungen auf kritische Flussigkeiten. Ausgehend vem @uf der Grundlage eines hyperkubi-
schen Gitters erhaltenen Ausdru€KTA.7), lasst sich ddreiadr einfachen isotropen Flissigkeit
durch den Ubergang zum Kontinuumslimes- 0 beschreiben. In diesem Grenzfall verschwinden
die Terme mitm # 0 gemal des Riemann-Lebesgueschen Lemmas und man erhélt

(@) — B @) = [ dle d@)e e, (A9)
R

Die in den langreichweitigen Anteil des Paarpotential§) 2ingehende Konstant® muss daher
gemaRy, s a4 mit Jikent)
wohldefinierten Ergebnis fuhrt. Die Fourlertransfornﬂsejlgkont ) soll nun berechnet und ihr
Verhalten in der Umgebung des Punkies- 0 untersucht werden. Dazu wird das Integral auf der
rechten Seite von Gleichung(A.8) zunachst geman

/ ddm:/ dxwd_l/de (A.9)
Rd 0

> 0 umskaliert werden, damit der Kontinuumslimes zu einem
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auf hypersphérische Koordinaténm, 9, ...,94_2,¢) umgeschrieben. Die Winkelintegrationen
[ dQ erstrecken sich dabei tber die Oberflache eidimensionalen Einheitskugel und man
erhaltim Falld > 2

21 d—2 ™ )
/ dQy = / de ] / dd; sin?=I71(9;). (A.10)
0 . 0
7=1

Wird 0.B.d.A. angenommen, dass der Wellenzahlvegtentlang der:;-Richtung verlaufe, ergibt
sich das in den Integranden auf der rechten Seite von Gleicff.8) eingehende Skalarprodukt
zugq - * = qx cos(v1). Die Winkelintegrationen kénnen nun ausgefihrt werdenmad erhélt

/ A 719 = (2m) 2 (q2) Y2 I gy o (q) (A11)

mit der Bessel-Funktion erster Aft,(x). Die verbliebene Integration tber die radiale Koordinate
x ergibt letztendlich

~(kont kont 712 K, 12(qpo)

Ty (q) = I 2nd? <%> @ (A.12)
Dabei bezeichnek’, (x) die modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art, die nun, uns 8erhalten
von jéi‘g“)(q) im Infrarotlimesq — 0 herzuleiten, fur kleine Werte ihres Arguments entwickelt
wird. Dabei ist zu beachten, dass der Index= /2 ausschlief3lich nicht-ganzzahlige Werte
annimmt, da2 < o < 4. In diesem Fall folgt mittels der Potenzreihendarstellgiey Bessel-
Funktion K, (x) mit n ¢ Z (siehe z.B. Gleichungen (8.445) und (8.485).ir [99])

7(kont)

PSaen (@) 5 ; . -
j(’kifnt) oot ba(4po)* — by (apo)” + ba(gpo)* + O(¢°*>, ¢°) (A.133)
2

mit den Entwicklungskoeffizientem € Ny)

. 4—m(d+2)/2 . ﬂ.d/QF(_g)
bom = ) by = —2 A.13b
2 m!sin(%)f‘(dJrTU)F(m—{—l—%) QJF(dJrTU) ( )

Beschrankt man sich auf den Spezialtall = 0, in dem der kurzreichweitige Anteil;(x) des
Paarpotentiald{{2.6) nicht berticksichtigt wird, tragedigéch die in den Gleichungef (All3) an-
gegebenen Terme zur Gitter-Fouriertransformierfeq) bei. Im Kontinuumslimes gilt somit

Jkont) (g) = J*om) (0) — K kpT|q? — bg” + bag* + O(¢° 2, qﬁ)] (A.14a)
q—>
mit den GroRRen
- komt) (ont) Do g
Jkont) (g)y — o K=— bypi @ A.14b
( ) 2 pgv ]{?BT 2P0 9 ( )

und den von der Dimensionalitdtunabhangigen Entwicklungskoeffizienten

by o b
b=—-2p372  by= 8_4’%' (A.14c)
2
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Im Fall nicht-retardierter van der Waals-Wechselwirkumge drei Dimensionen folgt aus den
Gleichungen[[AI4b) und{AT}c) mit= o = 3 unmittelbar

~ 2 (kont) 2 2
Jlen) gy = g T g o b= 20 =P (a15)
4p; kT 8,00 3 4

Die zum Entwicklungskoeffizienteby, ; proportionalen Anisotropien von der Ordnugiyin Glei-
chung [Z7ID) treten im Kontinuumslimes nicht auf. In dieserenzfall ist somib, ; = 0.

A.2 Berechnung der ModensummeriWy o(r|L) und Ug q(r|L)

Im Folgenden sollen die Modensumm&n o (r|L) und Wy o(r|L), die bei der exakten Losung
desMeanSpharischen-Modells in KapitEl 2 auftreten, berechnetdee. Dazu wird wiederum
die in Gleichung[[Ab) angegebene Identitat benutzt. Wend beide Seiten dieser Gleichung
auf eine Testfunktiory (¢) an, deren Definitionsbereich auf das Interjallr, 7| beschrénkt ist,
folgt nach Integration Uber die Variable

Z f CL] Z lﬂ 27rimt/a’ (A16)

wobei Na = . Mit Hilfe dieses Zusammenhangs kénnen die auf das allseitfiche System
bezogenen Modensummeén o (r|L) und Wy o(r|L), Gleichungen[Z19) un@{ZR2), umgeformt

werden in
d

Ugo(r Z / log(r + 2(q)) H ¢imadala (A.17a)
mezd q€eBZ, a=1
und
Waa(rlL) = 3" /(d) L]t (A.17b)
a0(r = e rataTa .

mit den Integrationen

(d) d ooy
/ =0 / d4a (A.18)
qeBZy  ,ojJ-m 2T
Uber die erste Brillouin-Zone des hyperkubischen Gittéfisd in den Gleichungeri. {A17) nun der

Limes L, — oo fur alle « > 1 vollzogen und die Filmdickd.; auf den endlichen Weilt; = L
gesetzt, verschwinden dort gemaf des Riemann-Lebesgmekeinmas alle Terme mit,, # 0
fir o > 1. Spaltet man den von der Filmdicfeunabhangigerirm = 0)-Term ab, so entspricht
dies einer Zerlegung der Modensumnié, (r|L) und Wy o(r|L) von der Form

Ugo(r|L) = Ugqa(r|oo) + AUga(r|L) (A.19a)

beziehungsweise
Waa(r|L) = Waa(rloo) + AWy a(r(L) (A.19b)
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mit denBulk-Anteilen

1 @
Uaa(rjoo) = 5 / log(r + Q(q)) (A.20a)
quZl
und
Waa(rloo) / R (A.20b)
rjoo) = , )
o acBzy T+ 92(a)
sowie den im Grenzfall — oo verschwindendeFinite-SizeAnteilen
o (d)
AUgq(r|L) = Z / cos(qymL)log(r + Q(q)) (A.20c)
m=1"9€BZ1
und “
> 2 cos(qgymL)
AW o(r|L) = / R (A.20d)
wll) =3 | g

Diese verschiedenen Beitrage sollen nun berechnet welder-unktion2(q) wird dabei durch
die ersten beiden Terme ihrer in Gleichuhg{2.10) angegebEntwicklung in der Umgebung des
Punktesy = 0 ersetzt. Diese lautey? —bg® mit2 < o < 4 und beriicksichtigen das durch dgn
Term getragene flihrende kritische Verhalten sowie die &strektur dazu, die ihren Ursprung im
langreichweitigen Anteil des Paarpotenti&ls]2.6) hatdBskritische Verhalten durch die Asymp-
totik der in die Modensummetiy o (r|L) und W, o(r|L) eingehenden Ausdriickeg(r + Q(q))
beziehungsweisg- + Q(q))’1 im Infrarotlimesqg — 0 bestimmt wird, ist es gerechtfertigt, diese
Ausdriicke im Parametérzu linearisieren. Dies fuhrt zu einer Entwicklung der Mosl@mmen
von der Form

Usa(r|L) = USH(r|L) + bUS (r|L) + O(b?) (A21a)

beziehungsweise
Waa(r|L) = Wy (r|L) + bWy (r|L) + O(?). (A.21b)

Entsprechendes gilt fir die in den Gleichunden (A.20) asgegerBulk-undFinite-SizeAnteile,
die nun berechnet werden sollen. Anstatt jedoch diese Aukdrfiir beliebige Werte ihres Ar-
gumentesr auszuwerten, reicht es aus, sich auf ihr Verhalten in der ébmgg des Punktes
r = 0 zu beschranken. Dieses Verhalten soll zunachst fiirBldk-Anteil (A20H) der Moden-
summeW, o(r|L) herausgearbeitet werden. Dazu kann in einem ersten SdasitYolumen der
g-Integrationen in Gleichund{AZDb), dieses entsprichtetsten Brillouin-Zone die im vorlie-
genden Fall die Form eines Hyperkubus hat, durch eine Hghérs mit dem Radiud ersetzt
werden. Das resultierende Integral kann dann unter Verwemnder Mellin-Transformation aus-
gewertet und sein asymptotisches Verhalten im Limes 0 bestimmt werden. Unter der Vor-
aussetzung, dass< d < 4,2 < 0 < 4undd + o # 6 ergeben sich dabei die Terme in der
Entwicklung desBulk-Anteils W, o(r|cc) umb = 0, Gleichung [AZIb) im Limed, — oo, zu
(siehe § 2.2 und Anhang A2 in.[97])

Win(rloe) ~ Wig(0loc) — A2/ 4 wir (A.22a)
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und (siehe Anhang H in_[19])

Wia(rloo) = W (0]o0) — Bygrl@ o=/ 4y {r (A.22b)

r—0

mit den in den Gleichungel {Z135) definierten universellemdantend,; und By . Die Koef-

(A) (A

fizientenw,; ’ undw, ) hingegen hangen explizit vom Abschneideimpalsb, und sind damit

nicht-universell. 7

Zur Berechnung deBinite-SizeAnteils der Modensumm#&/; o (r|L) werden auf der rechten
Seite von Gleichund{A.Z0d) zunéchst die sich Uber die &stkuin-Zone des hyperkubischen
Gitters erstreckendegrIntegrationen auf den gesamt&f ausgedehnt. Diese Approximation &n-
dert nicht das fuhrende kritische Verhalten, sondern lei§ erme hdéherer Ordnung beziehungs-
weise regulare Anteile, die unerheblich fur das kritiscleghdlten sind AW, o(r|L) wird nun
gemar

AWaa(r|L) = AW H(r|L) + bAWS G (r|L) + O(?) (A.23)

im Parameteb linearisiert. Die Terme in dieser Entwicklung ergeben sichRahmen der hier
verwendeten Naherung zu

> r(d) 9 I
0) N cos(qymL)
AW, q(r|L) ~mzl /,;, —a7 (A.24a)
und ~ )
INGPIGIEDS / %L(q;”;m (A.24b)
’ m=1"49 (7" + q )

Diese Ausdriicke sollen nun weiter umgeformt und mit Hilfe Elenktion

O () 02 o9
g%~ cos(qm)
Quolr) =y [ Tmm (A25)
d ( ) — Jg y_|_q2
dargestellt werden. Dazu wird in den Integralen auf dentezciSeiten der Gleichungeh (Al24)
zun&chst fur alle Integrationsvariablep (o« = 1, ..., d) die Substitutiory,, — ¢./L vorgenom-
men. Fihrt man nun die Funkti@p ,(y) ein, folgt fur Gleichung[{A.Z4a) unmittelbar
0 2Qq,2(rL?)
AW (r|L) ~ = (A.26a)
und Gleichung[{A24b) ergibt sich zu
AW (r|L) ~ 2L~ (rL?), (A.26b)

durch Umformung des Integranden unter Verwendung der itdént

qa o rqof2
— = — . A.27
(r+¢*?* or <r+q2> (A-27)
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Mit Hilfe des in Gleichung[[Z24) angegebenen Zusammenhamgschen den Modensummen
W40 undUy o kdnnen nun durch Integration dBsilk- undFinite-SizeAnteils der Modensumme
Waa(r|L) die entsprechenden Anteile der Modensunirie,(r|L) berechnet werden. Demge-
man gilt fir ihrenBulk-Anteil

1 [T
Ud7Q(T’|OO) = Ud7Q(0|OO) + 5/ dx Wd7Q($|OO). (A28)
0

Setzt man in diese Gleichung die fiir die Terme in der Entwicgl [AZ21b) desBulk-Anteils
Waa(z|oo) umb = 0 erhaltenen Ausdriick€{AP2) ein, so ergeben sich die Bgtnd der ent-
sprechenden Entwicklung vd#, (r|oo), Gleichung [AZTk) im Limeg — oo, nach Ausfiihren
der Integrationen zu

(A)

1 A
Upa(rloo) ~ Uyo(0loc) + 5 Wi (0loo)r — =¥ 4 w%ﬁ (A.29)
und
(1 1 (1 By U)((iA)
Uy (rloc) o Uy (0loc) + §Wd,&(0\00)7° - m’”_Qr(d*"*W + %% (A29b)

Den Gleichungen{Z.24) unf_{A119) entsprechend, gilt fiir Elaite-SizeAnteil der Modensum-
meUd,g(r]L)
1 T
AUd,Q(r’L) = AUCLQ(O’L) + 5/ dx AWCLQ(.%”L), (A.303.)
0

wobei
AUgq(r|L) = AU (r|L) + bAUSY(r|L) + O(B?). (A.30b)

Der Finite-SizeAnteil AWy o (z|L) wird nun durch seine Entwicklung{AP3) ubn= 0 mit den
als Koeffizienten in dieser Entwicklung auftretenden Aiisien [A2Z6) ersetzt. Mit der Eigen-
schaft der Funktior) ; 2(y),

0 (Qar22(y)\ = Qa2(y)
8_y< y >__ dmy —

die anhand ihrer Definitionsgleichung{Al25) nachvollzogesrden kann, lasst sich das Integral
des fUrAWCEOK)Z(:dL) hergeleiteten AusdruckE{A.26a) sofort angeben, und ntslter

> 47TQd+2,2(rL2) ) (A32)

0 0 .
AUSH(IE) ~ AUSHOIL) - (1~ lim S

r—0,

Die r-unabhangige Konstante

AUC(ZOQ 0|L Z/ cos(qrmL)log(q?) (A.33)
m:l
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ist bereits aus dem Fall rein kurzreichweitiger Wechsdduwigen bekanni_[29, B0, 58] und auf
einfache Weise zu berechnen, und ergibt sich zu

AU (01L) o~ LA (A.34)

—00

mit der in GleichungZ76a) definierten Casimir-Amplitada&M (d) des GauRschen Modells.

Fir den KoeffizientemUC(l}S))(ryL) des Termsx b in der Entwicklung [[A:30b) debinite-Size-
Anteils der Modensummé&, o (r|L) umb = 0 folgt im Rahmen der hier verwendeten Approxi-
mation

L
AU (r|L) ~ Z / i C;’:q;m g7 cos(qmlL) (A.35)

Er kann daher unter Verwendung von Glelchm.ZS) unitbaemit Hilfe der Funktion); , ()
dargestellt werden. Dazu wird in dem Integral auf der recl8eite der vorangegangenen Glei-

chung wiederum fir alle Integrationsvariablen (o = 1,...,d) die Substitutiong, — ¢./L
vorgenommen. Fihrt man nun die Funkti@Qp, (y) ein, folgt schlieflich
1 Qa,o42(rL?)
AU (r|L) ~ — (A.36)

A.3 Berechnung des freien PropagatorQL

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Berechnung des fné'repagatorgéd) (z; 2’| 7, 13), der sich
ausgehend von dem in Gleichuig(3.28) angegebenen frexgadator im allseits endlichen Sy-
stem durch Vollziehen des Limds, — oo flr alle a > 1 bei konstant gehaltenem Wert der
Filmdicke L; = L unter Verwendung der Poissonschen Summationsfofmél ¢A.6)

D (2 2 ) = i /<d Y Elm)mlZ) g ) (A.37)
q T+ q=—bq?
ergibt. Die folgenden Ausfiihrungen beschranken sich dalfeden bei der stérungstheoretischen
Behandlung deg*-Modells in Kapite[B lediglich auftretenden Fall= x’
Der freie Propagato@(Ld) (a; |, b) wird nun zunachst geman
d—1
G\D (a; 2|7, b) = %/q( ) m + 69 (@;)#,b) (A.38)
in seinen Anteil von defq; = 0)-Mode und den in Gleichund (317) definierten freig¢n
Propagator zerlegt. Dieser umfasst die Beitrdge von(gder4 0)-Moden, und ergibt sich durch
Umschreiben dem-Summation in Gleichund{3:17) unter Verwendung der Poissloen Sum-
mationsformel[[AB) zu

. @ 1 pd-1)
d o
G&RL@;xh,b):M 1/,

1 < 9 L
: +Z/ 2eost@ml) (a3

T+q?—be® g TH+q¢>—bg°
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Der Argumentation in Abschniff Al 2 folgend, mit der im Hiitd auf die Herausarbeitung des kri-
tischen Verhaltens die Linearisierung der Modensumbign(r|L) und Wy o(r|L) im Parameter
b begriindet wurde, werden nun die beiden Anteile des freiepd®ators in Gleichung {A.B8) bis
zur ersten Ordnung um= 0 entwickelt. Diese Entwicklungen lauten

1 [0 1 1 /(dU 1 1 -1 o )
I =7 o—+b_/ 07+062 A.40a
L/q F4+q2—bg° L a 7+ q2 L . (7__|_q2)2 (b%) ( )

beziehungsweise

+0(b), (A.40D)

d . g d > h| 2 gt r
Gy (s x| #,b) = G (:2|7,0) + b [%g‘(bi(m;xh’ b)] b=0

mit den Entwicklungskoeffizienten

@ 1 -1
d .
g«(#,)L($;$|T,0) = [/q —z/q

1 > @) 2 cos(grmL
— > / 2cos(giml) (A.41a)

T+ =g T+ q?
und
. (d) 1 pld-1) q° 0 9 19
Soalr)| |71 ] 2+§;/ 2" coslayml)
o « LJg T+q —~ (T +4%)?

(A.41b)
Diese Ausdriicke sollen nun im Rahmen von dimensionelleuRegierung berechnet werden.
Die im Folgenden angegebenen Resultate sind daher aldiacléyFortsetzung it zu verstehen.
Dabei konnen mit Hilfe von Gleichung (3.241 2.) inl[99] didntegrationen in den Entwicklungs-
koeffizienten auf der rechten Seite von Gleichung (A.40ayafiihrt werden. Dies ergibt

1 / 1 L4, #@-9)/2 (A.42a)
- =—= T .
L), i+¢ L
und @)
1 [ q° 1
- = —— By, ,#dt5)/2 A.42b
L/q (T+q2)2 I d—1 ( )

mit den in den Gleichungefi{Z35a) ud (Z135b) definiertenstantenA,; und B, ,. Auf ent-
sprechende Weise kann mit den in eckigen Klammern befirgtighintegralen in den Gleichun-
gen [A41) verfahren werden. Die jeweils letzten Terme auf techten Seiten dieser Gleichun-
gen sind bereits in AbschnifiZA.2 bei der Berechnung Eigste-SizeAnteils der Modensum-
me W, q(r|L) aufgetreten, und an dieser Stelle ausgewertet worden. figiben auf die in
Gleichung [AZb) definierte Funktio@, ., (y) ergab dabei die in den Gleichungén (Al?6a) und
(AZ6h) aufgefiihrten Ausdriicke. Fur die Koeffizienten im &atwicklung [A40b) des freien
1p-Propagators folgt daraus letztendlich

1 2 L2
zAd,ﬁ(d—?’V? — Agrd=2/2 2Qaa(TL7) (A.433)

@) (ol () —
G r(x;2|7,0) = Z7d
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und

— _Bd 1UT(d+J 5)/2 Bd T(d+a 4)/2+2L (d4o— 4)Q (TLQ)

0 (d) ]
—G,(x;x b
b ¥t #:6) b0 L
(A.43b)

A.4 Berechnung der FunktionenQg,,(y) und R4 »(y)

Dieser Anhang widmet sich der in Gleichuiig (A.25) eingeféihrFunktion@q ,(y) und der als
Ableitung nach ihrem ersten Index definierten Funktion

an,O’ (y) ]

Rd,U(y) = 8d

(A.44)

Diese Funktionen treten in den Modensummiép o und Uy o, den freien Propagatore_@éd)
und ng, sowie den Entwicklungen dieser Ausdriicke dm= 4 — ¢ Dimensionen auf, und
sollen nun berechnet werden. Dazu wird die Funktigy), (y) zunachst — ausgehend von ihrer
Definitionsgleichung[{A25) — geman

[ oo (d) ,o—2_ig1m (d) ,o-2
Yy q € q
) =Y _ 4 A.45a
y Z / (d—1) /
=2 (A.45b)
2 | q1e2nZ 7 9| y+q
umgeformt, wobei der Vektog, = (g2, ..,qq) die Impulskomponenten entlang dér— 1

Hauptrichtungen umfasst, in denen die Ausdehnung des rByst@begrenzt ist. Die erste Zei-
le der Gleichungen{A.35) ergibt sich durch Addition und ®Baktion des(m = 0)-Terms in
der Summe auf der rechten Seite von Gleichung {]A.25) undt&nsg des Kosinus durch sei-
ne Exponentialdarstellung. Die zweite Zeile folgt durch ddtmreiben dem-Summation und der
Integration Uber die Impulskoordinatg in der ersten Zeile auf eine Summation Ulerunter
Verwendung der Poissonschen Summationsforimel (A.6).

Mit Hilfe des Integrals

((h + q”)(a 2)/2

o0
Iis(q1,y :Kdl/ dg g2 , (A.46)
) o Tyt tq

K, ist die in Gleichung[[Z.43) definierte Konstante, kann deteén zweiten Zeile der Gleichun-
gen [A4%) erhaltene Ausdruck fir die Funktig . (y) geschrieben werden als

Quoly) = g{ [140(0.1) = a1, (0, 1) /|y 72 4 3 Id,a(ql,y)}. (A.47)

q1E2TL

Dabei stehe hier und im Folgend@/qlemTZ als Abkdrzung fury, co.7\ 03
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Das Integrall; ,(¢1,y), welches flel+o > 5 ultraviolett divergent ist, soll nun im Rahmen von
dimensioneller Regularisierung ausgewertet werden. ling-a= 0 erhalt man unter Verwendung
von Gleichung (3.241 2.) in.[99],

91-d(3-d)/2y (d+0-5)/2

Id,cr(07y) = d—1 dto (A.48)
T(47H) cos(r452)
Far von null verschiedene Werte des Impulge&anni; ,(q1,y) geman
Ioo(q1,y ZI“"’ (41,0 y—, (A.49)

in eine Taylor-Reihe um den Punkt= 0 entwickelt werden. Dabei bezeichnéc(fc;”) die n-te
Ableitung vonIy,(qi,y) nachy, die sich im Fally = 0 zu (siehe z.B. Gleichung (3.241 4.) in

[9g])

100 (g1 0) = SV B! 2 )
0 (47T)(d71)/2‘q1’2n+5—d—ar(d_21)
mit der Eulerschen Beta-Funktid$(z,y) = I'(x)I'(y) /T'(z + y) ergibt.
Bei der in Gleichung{A.47) vorgenommenen Zerlegung dekkan Q) ,(y) gilt es zu bertick-
sichtigen, dass sowohl in den Integralgn, (0, 1) undZy; (0, 1) als auch in den zur Berechnung
der Summanden i[;lem(. ..) auszuwertenden Integralen UV-Divergenzen auftreten.ddie
mit verbundenen Polterme heben sich auf, so dass die Far@@ig (y) insgesamt UV-endlich ist.
Es ist daher sinnvoll, die divergenten Terme ‘@fhe%z(- ..) in Gleichung [A:4Y) abzuspalten
und das UV-endliche Restglied separat zu behandeln. Ure diafspaltung vorzunehmen, wird
nun ein Uber alle Werte des Impulsgs# 0 summierter Term aus der Reihenentwicklubg(A.49)
der Funktion/, ,(q1, y) betrachtet. Fiihrt man bei groRen Werten gheinen Abschneideimpuls

A ein, zeigt sich, dass die fiihrende UV-Divergenz des Auskﬂ;rque%Z I(?(’,")(qh 0) propor-
tional zuA4+e—3-27 jst. Folglich wird die Taylor-Reihd{A.29) UV-endlich, weman ihre Terme
mitn = {0,..., |£3=2|} subtrahiert. Das Symbdl . .| bezeichnet dabei die Floor-Funktion.

Diese Uberlegungen motivieren eine Zerlegung der auf be®kgten (iber alle Werte des Im-
pulsesg; # 0 summierten Gleichun@ (A.#9) von der Form

(A.50)

S Liolay) = Y ZIO” (41,0 —+Rdg<y1p> (A51)

q1E277L q1€277Z n=0

mit einem Hilfsparametes € Ny, der auf den Wert%J gesetzt werden muss, damit die Rest-
gliedfunktion R4, (y|p) UV-endlich ist. Setzt man fux‘f(;"’(ql,O) nun den in Gleichund{A%0)
angegebenen Ausdruck ein, kann gieSummation auf der rechten Seite von Gleichdng (A.51)
geman

Z 1927 (q1,0) = 213%™ (27,0)¢ (20 + 5 — d — o) (A.52)
q1E277Z
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mit der Riemannschen Zeta-Funktion
1
(8)=) — (A.53)
n
n=1

analytisch ausgefiihrt werden. Den Gleichunden {A.51) &82) entsprechend kann nun die
Summe in dem fiir die Funktio®, ,(y) erhaltenen AusdruckTA%7) ersetzt werden. Dies ergibt

Qao(y) = %{ {Idﬂ(o, 1) — Iy41.6(0, 1)\/@] y(d+o=5)/2

pil n
+23 10V (2m,0)¢(2n + 5 — d — a)y—, + de(y\p)}. (A.54)
0 ’ mn.

Es bleibt nun eine praktikable Darstellung der Restgliekifion R, ,(y|p) herzuleiten, die sich
geman den Gleichungen (Al49) ud(A.51) in ihrer Poteneraarstellung zu

Raollo) = 3 ZIO” (1,0 n (A.55)

q1E2TL n=p
ergibt. Dazu wird zunachst die Summation in Gleichund (A.55) genauer betrachtet. Ersesn
hierIC(l?(;”) (g1, 0) durch seinen expliziten Ausdrudk{AI50) und verschiebt Bammationsindex
n um —p, zeigt sich, dass die-Summation in Gleichund(A55) ein Spezialfall der Gausch
hypergeometrischen Reihe (siehe z.B. § 15.1.in|[122]) istk&nn daher unter Verwendung von
Gleichung (15.1.1) in[122] in geschlossen analytischentdargestellt werden. Man erhéalt

F(2P+527d70) oy (1 2p+5 d—o. p+2— g. _%) (A 56)

[0” y__ —y)P
Z n! (=9) (47T)(d71)/2‘q1’2p+5—d—ar(2p+24 0)

mit der GauBschen hypergeometrischen Funkiibn(a, b; ¢; z). Dieser Ausdruck wird nun auf
der rechten Seite von Gleichurdg[Al55) eingesetzt und féirhgipergeometrische Funktion un-
ter Verwendung ihrer im Fall Re) > Re(b) > 0 gultigen Integraldarstellung (siehe z.B. Glei-
chung (9.111) inl[€9])
1 b—1 c—b—1

oFi(a,b;c; z) = %CC)—@/O dtt ((11—_1‘2)“ , (A.57)
substituiert. Der Impulg; kann nun durcl2z7j ersetzt und dig;-Summation al Z‘;‘;l ge-
schrieben werden, da auf der rechten Seite von Gleichulig_(A.56) ausschlieBlicddgert be-
ziehungsweise Uber seinen Betrag eingeht. Dies liefedi&iRestgliedfunktion den im Fall > 1

glltigen Ausdruck

_ 1 _)(d=3)/2 | &2 (9 sd+o—20-3
42010 = (ot y)p(d 1)/0 e Gl (A.58)

(4r)(@-D/2p (41 Hro=20=8)/2 | =ty + (21)7 |

der in den folgenden Abschnitten — zusammen mit Gleichn§4p— verwendet wird, um die
Funktion@, »(y) und die als Ableitung nach ihrem Indeddefinierte FunktionR, ,(y) fir die in
dieser Arbeit relevanten Werte der Paramétand o zu berechnen.
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A.4.1 Allgemeine Potenzreihendarstellung der FunktiorQ 4, (y)

Die in Gleichung[[A.51l) eingefiihrte Restgliedfunkti®y, , (y|p) verschwindet definitionsgeman
im Grenzfall p — oo. Wird also in Gleichung[{A:34) dieser Limes vollzogen, drhian ei-
ne allgemeine Potenzreihendarstellung der Funkiign (y). Diese ergibt sich durch Einsetzen
der in den Gleichungefi . {A48) und(Al50) aufgefiihrten etgn Ausdriicke fud,,(0,y) und
19 (1,0

d7o' (q17 )Zu

9-dp(3-d)/2 (d+0-3)/2  9-d=171-d/2, (d+0-2)/2
d—1 d+o + d\ o d+o
(%) cos(m457) I () sin(7%5%)
_ 90—2(d+20-5)/2 i F(” + 3_2_0) (@2n+3—-d—o)(—y)"
(27?)2"F(n +1-— %) ’

Qd,a (y) =

(A.59)

n=1
und besteht demgemaf aus einer unendlichen Reihe mit digeraPotenzen vop und zwei
weiteren Termen, die begi = 0 im Allgemeinen nichtanalytische Funktionen vgrsind. Eine
entsprechende Darstellung der Funkti®g, (y) kann durch Ableiten von Gleichung{Al59) nach
dem Parameted erhalten werden. Diese Operation fuhrt jedoch zu einemt netfiangreichen
Ausdruck auf dessen explizite Angabe verzichtet wird.

Die allgemeinen Potenzreihendarstellungen der Funktiéng, (y) und R, ,(y) sind aus vie-
lerlei Griinden niitzlich. Einerseits ergibt sich aus Glerp [A.59) unmittelbar das asymptoti-
sche Verhalten der Funktio@, ,(y) im Grenzfally — 0, das beispielsweise bei der Herlei-
tung der Epsilon-Entwicklungen der Casimir-Amplitudem®ggt wird. Andererseits bieten ih-
re Potenzreihendarstellungen eine weitere Option, digktfamen @, (y) und Rq(y) nume-
risch zu berechnen. Dies ist jedoch nur fir Werte yomdglich, die sich innerhalb des Kon-
vergenzradius der unendlichen Reihe in Gleiching{]A.58nbden. Dieser kann beispielsweise
mittels des Cauchyschen Quotientenkriteriums bestimmtiere Dieses Kriterium besagt fur ei-
ne unendliche Reihe von der Fon),, a,,, dass diese Reihe, abhéngig vom Wert des Parameters
k = lim, o |ant1/an|, im Fall K < 1 absolut konvergiert und im Fakk > 1 divergiert. Ist
x = 1 kann anhand des Quotientenkriteriums keine Aussage UkeKalavergenzverhalten der
unendlichen Reihe getroffen werden.

Far die unendliche Reihe, die in der Potenzreihendarsigl{l.59) der FunktiorQ), ,(y) auf-
tritt, ergibt sich der Wert des Parametersu |y|/(27)2. Absolute Konvergenz liegt daher im Fall
ly| € [0,47?) vor. Da die Funktionei®, ,(y) und Ry, (y) in dieser Arbeit jedoch fur Werte ihres
Argumentesy € [0,00) auszuwerten sind, werden neben den allgemeinen Poteedaitstel-
lungen weitere Darstellungen dieser Funktionen bendiigten Herleitung ist Gegenstand der
folgenden Abschnitte.
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A.4.2 Die FunktionenQa.2(y) und R4 2(y)

Zur Berechnung der Funktia@, »(y) werden in dem flr die Restgliedfunktiddy , (y|p) erhalte-
nen Ausdruck[[A.58p = 0 undo = 2 gesetzt. Dig-Integration kann dann analytisch ausgefiihrt
werden (siehe z.B. Gleichung (3.229) linl[99]) und man erhalt

d—3)/2
)( " (A.60)

Ras(yl0) = 204m)1=0/20 (359) 3™ (i + 4%
j=1
Die Summe auf der rechten Seite von Gleichung (A.60) soll umter Verwendung der analyti-
schen Fortsetzung der sogenannten Epstein-Hurwitz Aetktien [123]

> _ K, (2mma
; (®+5%) "= _2(123 - 2a23\/1EF(8) [F(2821) () (1-29)/2 Z (1722/223)/2 :
(A.61)

mit der modifizierten Bessel-Funktion zweiter Att,(z) umgeschrieben werden. Dazu wird zu-
nachst die in Gleichun@{A.60) angegebene Restgliedfanii; »(y|0) in die Darstellungl{A.54)
der FunktionQg ,(y) mit p = 0 undo = 2 eingesetzt. Ersetzt man nun die Summe {bge-
maf Gleichung{A.@1), heben sich die Ausdriicke proportiend, ,(0,1) und;;; »(0,1) mit
den aus der Epstein-Hurwitz Zeta-Funktion resultiereriiemenc o 2° und x o~ (s=1 in
Gleichung [[ABL) auf. Es bleibt lediglich die Summe Uber Biessel-Funktion und man erhalt
letztendlich

Y2/ S K (g _9)2(m/y)

@m)I? 2 p(d22 (A.62)

Qaz(y) =

Ausgehend von dieser Identitat soll im Folgenden gezeigterg dass die Funktiof,»(y) flr
ungerade Werte ihres Indéx> 0 in geschlossen analytischer Form dargestellt werden K2ewru
wird, in Ubereinstimmung mit der in_[123] beschriebenengdrensweise, die Bessel-Funktion
K, (x) durch ihre asymptotische Reihenentwicklung fiir grof3e &iéres Argumentes (z.B. Glei-
chung (8.451 6.) in [99])

r—1 . 1
Kola) = W”{D Wit o) (1.63)
7=0

22)I4!T0(n —j + 1)

ersetzt. Die Reihenfolge der Summationen kann nun vettausel diemn-Summation ausgefuhrt
werden. Dies ergibt

d+1 /4 T_l d ] '(G_ﬂ) *\/g
(dfl)/2+j €
Qaz2(y) = E . +0< > (A.64)

mit der Polylogarithmus-Funktion

Liy(z) =Y —. (A.65)



A.4 Berechnung der Funktion&py ,(y) und R, (y) 129

0.06—— : o 0.10—— : : —

[ - Q5,2(y) 7] i’\ e Qe,z(Y) ]
0.05- QY |+ H - Q)

- QN/10] 1 0.08- - Q)|
0.04 . |

I 4 X 005 :

0.02 Y

e 003 ™% e
0.0 . ;
0,00 T T ol e

0 20 40 60 80 10( 0 20 40 60 80 10(

Yy Yy
(a) (b)

Abbildung 34: Auftragung der Funktion&p: 2 (y), @s3,2(y) undQs.2(y) () undQ2,2(y), Q4,2(y) und Qs 2(y) (b).

Nimmt der Indexd > 0 nun einen ungeraden Wert an, so durchlauft das Argument dema-
Funktion im Nenner auf der rechten Seite von Gleichling (JAdéd negativen ganzen Zahlen fiir
Werte des Summationsindg)grof3er al§d — 1)/2, und verschwindet wenp= (d — 1)/2. Diese
Gamma-Funktion divergiert somit, wenn> (d — 1)/2, so dass die zugehdrigen Terme in der
j-Summe auf der rechten Seite von Gleichung {A.64) versathevinDie Summation kann daher
an diesem Punkt abgebrochen werden, und auf diese Weideradridie fur alle Werten € N
gultige Identitat

P B T )i )
Qam+1,2(y) = 2yt - . .
= J'T(m—3)(2vY)

Dabei ist anzumerken, dass diese Relation fur alle Wedd0, co) gilt, obgleich zu ihrer Herlei-
tung die auf der rechten Seite von Gleichung {A.62) auftii¢eBessel-Funktioi ;o) (m\/g)
durch ihr asymptotisches Verhalten fir groRe Werte ihragufrents ersetzt wurde. Dies ist dar-
auf zurtickzufuhren, dass die asymptotische Entwickling3pder Bessel-Funktiok’,, (x) fur
halbzahlige Werte ihres Index > 0 in eine fir alle Werter € [0, co) glltige Identitat Gbergeht.
In diesem Fall verschwinden die Teroéx~") in Gleichung [[A.6B) und der in der oberen Grenze
derj-Summation auftretende Parametest durchn + 1/2 zu ersetzen.

Unter Verwendung von Gleichun§{A162) mit= 1 und Gleichung[[A.66) miin = 1 be-
ziehungsweisen = 2 kénnen nun analytische Ausdriicke fur die Funktiodgm(y), Qs2(y)
und @5 2(y), die in denFinite-SizeAnteilen der ModensummeW o(r|L) und Uy o(r|L) des
dreidimensionaleMeanSpharischen-Modells auftreten, angegeben werden. Liasn

(A.66)

Qualy) = 3L, (A67a)

Qs2(y) = —% 10g<1 - e—ﬁ> (A.67b)



130 Anhang

und
Qs2(y) = 525 [ng,( ) + /7 Lis <e—ﬂ)] (A.67¢)
Auftragungen dieser Funktionen finden sich in Abbildinba34(

Fur gerade Werte des IndeXst die Funktion@, 2(y) nicht in geschlossen analytischer Form
darstellbar, da dig-Summation auf der rechten Seite von Gleichung {A.64) isetfie Fall nicht
abgebrochen werden kann. Sie kann jedoch, beispielsweiee\erwendung ihrer Reihendarstel-
lung (A62), numerisch berechnet werden. Die auf diese &Veikaltenen Funktione@: 2 (y),
Q4,2(y) und Qe 2(y), die bei der Entwicklung defFinite-SizeAnteile der Modensummei/;
undUy o umd = 4 — e Dimensionen auftreten, sind in Abbildubgl 34(b) dargestell

Eine weitere, auf Residuenkalkll basierende Methode zguRHdsierung von unendlichen
Reihen der in Gleichun[A.60) angegebenen Form, wird ihf@8chrieben. Diese fihrt zu einer
Integraldarstellung der Funktiai, »(y) gegeben durch

y > p*?
Q) = G J, CaE N

die ebenfalls zu ihrer numerischen Berechnung herangazegeden kann. Um zu zeigen, dass
die in den Gleichungei {A-62) und(Al68) angegebenen Awgaraquivalent sind, muss lediglich
die Bessel-Funktior, (x) auf der rechten Seite von Gleichulig{A.62) durch ihre, heispeise
in Gleichung (8.432 3.) ir.[99] aufgeflihrte Integraldalistey ersetzt werden. Nach Vertauschung
von Integration und Summation kann letztere, welche eigentetrischen Reihe entspricht, aus-
gefihrt werden. Die Integraldarstellurig{Al.68) kann danorch entsprechende Substitution der
Integrationsvariablen erhalten werden.

Neben der Funktioi), 2(y) ist auch die als Ableitung nach ihrem Indéxlefinierte Funktion
R, 2(y) zu berechnen. Ableiten von Gleichurfig {A.62) naokrgibt

Rasty) = y1on (L2 ) Quaty) - Lo 0 5~ DR Kii)my/i)
’ 2(2m)d/2 — m(d=2)/2

(A.69)
Dabei bezeichnefr ") (x) die Ableitung der Bessel-FunktioR,,(x) nach ihrem Indexa. Fir
positive ganzzahlige Werte vankann die Bessel-FunktioA’,, (x) und ihre AbleltungK(1 0) ()
unter Verwendung der in Tabelle 9.8 und Gleichung (9.6.451LR2] angegebenen Relationen
durch Bessel-FunktioneR,,, () mitm = {0, 1,...,n — 1} ausgedriickt werden. Auf diese Wei-
se folgt fiir die bei der Epsilon-Entwicklung der Modensuming,(r|L) auftretende Funktion

Re2(v),

Rea(y) = 210g<\/—>Q62 7 Z [\/_Kl m\/_)i( m) - 1 + Ko(my/y)
m=1
m2 og(m -
1g2(m4)y 2] (A.70)
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Abbildung 35: Auftragung der FunktioRs,2 (y).

Ihr Verlauf, der sich durch numerische Auswertung diesesdiucks ergibt, ist in Abbildung—85
dargestellt.

A.4.3 Die FunktionenQs; 3(y), Q4,3(y) und Ry 3(y)

Um fury € [0, o) gultige Darstellungen der Funktionély 3(y) undQ4 3(y) zu erhalten, werden
zunachst mittels Gleichung_(Ab8) die zugehodrigen Remsdflinktionen berechnet. Damit diese
frei von UV-Divergenzen sind, ist der Hilfsparameter— wie zu Beginn des Abschnit{s"A.4
erlautert — auf den Wert®2=2 | zu setzen. Dieser betragt somit in beiden FaHien 2.

Setzt man in der Restgliedfunktiodn {Al58) ndnr= o = 3 undp = 2, kann die dort auftretende
unendliche Reihe unter Verwendung der Reihendarstell@ngddéyamma-Funktion)(z) (siehe
z.B. Gleichung (8.362 1.) in [99]) in eine geschlossene Fgelracht werden. Die Restgliedfunk-
tion lautet dann

1
oy [ at Viy
Rs33(y|2) = = /0 7 {7 + Re [1/) <z - ﬂ } (A.71)
Unter Berlcksichtigung der Identitdi (2169) kann dintegration ausgefiihrt werden und man
erhalt ) Ny
- Y £ VY
Rs3(y|2) = 5.7 {’y + 7 Im [logf(z o )] } (A.72)

Dieser Ausdruck fiir die Restgliedfunktion kann nun in dieddellung [A5%) der Funktio®q , (y)
mit d = o = 3 und p = 2 eingesetzt werden. Dabei gilt es zu beachten, dass in dismhung
sowohl der Koeffizient;; ;1 ,(0,1) des Termsx y(@+7=2)/2 in der ersten Zeile als auch die im
(n = 1)-Term der Summe in der zweiten Zeile auftretende Zeta-kemky(7 — d — o) im Fall

d = o = 3 einfache Pole aufweisen. Entwickelt man die Summe diesendeu nullter Ordnung
umd = ¢ = 3, heben sich diese Pole auf und der Vorfaktor gleFerms wird modifiziert durch
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Abbildung 36: Auftragung der Funktione&ps s(y) (a) undQa,3(y) (b). Die eingeschobenen Abbildungen zeigen halb-
logarithmische Auftragungen, die die Annéherung der brefenktionen an ihre Werte im Limes— oo illustrieren.
Diese ergeben sich unter Verwendung der Gleichurigenl (\8%h[Z76b) zu-ASY (3, 3) = —72/90 beziehungs-
weise—AS Y (4,3) = —3¢(5)/(2m)>.

einen Beitragx log y. Die Funktion@s 3(y) ergibt sich damit letztendlich zu

Qs3(y) = L + vl [1 - 10g<\2/—3>} n %/f{% +Im {mr(z%)} } (A.73)

12 42

Sie ist in Abbildund=3b(a) dargestellt.

Zur Berechnung der Funktiaf4 3(y) wird vollkommen analog verfahren und dazu in der Rest-
gliedfunktion [A58) zunéchst = 4, o = 3 und p = 2 gesetzt. Digj-Summe kann nun mit Hilfe
der Reihendarstellung der Kotangenshyperbolicus-Fankisiehe z.B. Gleichung (1.421 4.) in
[99]) in eine geschlossene Form gebracht werden. DamitdjehRestgliedfunktion in das Inte-

1 J—
Ras(y]2) = #/0 dtY lt t [@mh(@) - 2] (A.74)

Uber, dessen Stammfunktion auf analytischem Wege nichingeh werden konnte. Seine Aus-
wertung mittels numerischer Methoden ist jedoch unprobtéuoh.

Es bleiben nun die tibrigen Terme in der Darstelldng {A.54)FdmktionQ, , (y) auszuwerten.
Sowohl der Koeffizient, , (0, 1) des Termsx y(4+°=3)/2 in der ersten Zeile, als auch der Term
mit n = 1 in der Summe in der zweiten Zeile weisen im Fal= 4 und o = 3 einfache Pole
auf. Diese heben sich wiederum auf und filhren zu einem Beitriog iy im Koeffizienten deg?-
Terms. Zusammen mit der Integraldarstellung (A.74) detdliesifunktionR4 3(y|2) folgt daraus

gral
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letztenendes

¢(3)y vEL Y / dt\/r[\/_coth<\/—>—2}

2
Qualy) == 5 - % 1= log(zf)] 327 | 1672
(A.75)
Eine Auftragung dieser Funktion findet sich in AbbildUng (36(

Das in diesem Abschnitt beschriebene Verfahren kann austewnelet werden, um, neben ih-
rer allgemeinen Potenzreihendarstellung die aus GlegifAbd) abgeleitet werden kann, eine
weitere Darstellung der FunktiaR, 3(y) zu erhalten. Dies fuihrt jedoch auf einen Ausdruck, des-
sen numerische Auswertung sich im Hinblick auf die dabeirziekende hohe Genauigkeit als
schwierig erweist. Aus diesem Grund wird im Folgenden disgielsweise in den Referenzen
[19,120] beschriebene Methode verwendet, um eine geeignBerstellung der FunktioRs 3(y)

herzuleiten. Diese basiert auf der filk 1 glltigen Integralidentital [19, 124]

2a [ee]
q _ —a,_—(q>+y)t, *
= dtt % T 7Y —a, —yt A.76
- ¥ (a,—y1) (A76)
mit der unvollstandigen Gamma-Funktion (siehe z.B. § 6 @feichung (6.5.29) in [122])
= 2" 1 & (=2)"
* =e 7 = . A.77
v (a,z) =e nZ:OF(a—i—n—i-l) P(a)ngo(a—kn)n! ( )

Dazu wird der als Funktion), ,(y) definierte Ausdruck[{Ad5) unter Verwendung von Glei-
chung [A.Z6) umgeschrieben. Dgelntegrationen kdnnen dann unter Verwendung der Gleichun-
gen (3.351 3.) und (3.896 4.) in|99] analytisch ausgefutetden und man erhalt die im Fall

o < 4 glltige Identitat

Qao(y) = d/2 Z/ dt $2—d=0)/2 ,—k?/(4t)— ytv*(_ —yt). (A.78)

Diese kann beispielsweise anhand des Spezialfalts 2 verifiziert werden. Day*(0,z) = 1
kann das im Fall- = 2 resultierende Integral GUbegemaf Gleichung (3.471 9.) in [99] analytisch
ausgefiihrt werden. Dies ergibt unmittelbar die Reihendéuag [A62) der Funktiord); 2 (y).

Die k-Summe in Gleichund{A18) kann nun mit Hilfe der Jacobisci@eta-Funktion (siehe
z.B. 88 8.18 und 8.19 in[99])

Z g i (A.79)
dargestellt werden. Somit folgt
Y [T emda) —1/(40) _ 1] (2=a _
Quol) = gyt || a2 o 0.6V 0) 1] (352 ) (A B0)
und durch Ableiten dieses Ausdrucks nach dem Parandeter
Y % (2—d—0)/2 —yt 140\ q]ox2—0
RaalV) = = 1777 /0 dtt e 05 (0,e7V00) — 1)y (252, —yt) log(4m).

(A.81)
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Abbildung 37: Auftragung der FunktioR4,5(y). Die eingeschobene Abbildung zeigt das Verhalten der Famktei
groRen Werten ihres Argumentes und die Anndherung an iheshikv Limesy — oo, der sich gemaf den Gleichun-

gen [A85b) undlAH7) mit = 4 undo = 3 zu —AS ¢ "V (4,3) = 3{¢(5)[log(n) — ¥ (3) ] —2¢'(5)}/(872)
ergibt.

Fur vorgegebene Werte der Parametemd o kann dieses Integral mit Hilfe numerischer Ver-
fahren ausgewertet werden. Dabei gilt fir den im Hal: 4 undo = 3 auftretenden Wert der
unvollstandigen Gamma-Funktion gemafl den Gleichung&nl®. und (6.5.23) in [122]
N e’ .
Y (=3, —x) = N Vaerfi(y/z) (A.82)
mit der imaginaren Fehlerfunktion €fi) = —ierf(iz).

Die auf diese Weise berechnete Funkti®ns(y) ist in Abbildungl3Y aufgetragen.

A.4.4 Asymptotisches Verhalten der FunktionenQ .. (y) und R4 »(y)

Im Folgenden soll das asymptotische Verhalten der Funétioh; , (y) und R4 (y) in den Grenz-
falleny — oo undy — 0 untersucht werden. Dabei ist auch hier zwischen den Faller2 und
o # 2 zu unterscheiden.

Um das asymptotische Verhalten der Funkt@ns(y) im Grenzfally — oo zu bestimmen,
wird die Bessel-Funktiolk,, (x) auf der rechten Seite von Gleichullg{A.62) durch den erstem T
ihrer asymptotischen Reihenentwicklullg{A.63) fur grolerté/ihres Arguments ersetzt. Die-
Summation kann dann analytisch ausgefuhrt werden und eitwtidklung des dabei erhaltenen
Ausdrucks fur groBe Werte vanergibt einen exponentiellen Abfall der Funktigy »(y) von der
Form

gD/ e
Qa2(y) yjoo We vy [1 + O(y )| (A.83a)
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Das entsprechende asymptotische Verhalten der Funktjaiy) kann durch Ableiten der voran-
gegangenen Gleichung nadlerhalten werden und lautet daher

(d+1)/4 (\/?7>

Yy Og\ o
= 7\/§ 71/2

Ra2(y) = am@r € [1+0(y )|- (A.83D)

Um den Fallc # 2 zu behandeln, wird auf die in Gleichurlg{Al80) angegebetegialdarstel-
lung der FunktionQq ,(y) mit der unvollstandigen Gamma-Funktiori(a,2) zuriickgegriffen
und diese durch ihre asymptotische ReihenentwicklundnészeB. § 8.35 inl[99])

. R e [ 2 I'l—a+n) .

ersetzt. Diet-Integration kann dann ausgefuhrt werden und man erhait asgmptotische Rei-
henentwicklung der Funktio®, ,2(y) nach inversen Potenzen vgrgegeben durch

202 AT (H2 5 — 1) ¢(d+ 0 — 2+ 27)
, = —AS¥(d 2 .
Quor2(y) (b9 + o (~opT(1—j~3)

Yy—00

+O0(y™")

j=1
(A.85a)

mit der Casimir—AmpIitudemgl\C/[(d, o) des Gaul3schen Modells, die in Gleichuhg(2176b) defi-
niert ist. Im Unterschied zu dem im Fall = 2 auftretenden exponentiellen Abfall, ist im Fall
o # 2 somit ein algebraischer Abfall der Funkti6n () fiir gro3e Werte vory zu beobachten.
Die asymptotische Reihenentwicklung der Funkti®g,.2(y) folgt nun wiederum durch Ablei-
ten von Gleichund{A.8%a) nach Dies ergibt

2 S (e 45 - 1

(—y)T(1—j-9%)

_AGM(10) 27
Raoz2(y) i Ay (d’0)+27rd/2j

X{C(d+a—2+2j)[w(d+7" +j—1) —log(w)} +2C’(d+a—2+2j)}]
o) (A.85b)

mit der in Gleichung[{2.89) eingefiihrten Digamma-Funktiof), der Ableitung der Riemann-
schen Zeta-Funktion

('(s) = di(j), (A.86)

und der Ableitung der Amplitudeﬁf’lg(d, o), Gleichung [[Z-78b), nach ihrem ersten Argument,

8Agl\cﬁ(d, o)
od

B 20—3F(d+<2772)

" wPr(i-9)

ACM (1,0) (d,o

0,C (A.87a)

{¢d+0—2)|10g(m) - w(#52) | - 2¢(d+ 0 - 2)}.
(A.87b)
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Den asymptotischen Reihenentwicklungen{Al85a) nd (@).8htsprechend, ergibt sich das fiih-
rende asymptotische Verhalten der Funktiofgn, 2 (y) und R, ,2(y) im Grenzfally — oo zu

D(d,o _
Qd,o22(Y) Yoo —~ASY(d, o) — % +0(y™?) (A.88a)
beziehungsweise
DO & _
Riosalt) = 250 a.) - 2 4 02 (n.s8b)
mit dem Koeffizienten (d+ )
27T (%5%) ((d + o)
D(d, o) = 2 A.89a
und seiner Ableitung nacth,
D
DO (g, o) = % (A.89b)
_ (e

_ W(_%){g(d +0)[6(452) ~ 1og(m)| + 2 (d+ o)} (ABIO)

Das asymptotische Verhalten der Funkti@n,(y) im Grenzfally — 0 kann unmittelbar anhand
ihrer allgemeinen Potenzreihendarstellung {A.59) bestimerden. Entwickelt man diese um den
jeweiligen Wert des Parametetisbei vorgegebenem Wert des Parametegrso treten einfache
Pole in dem Koeffizienten des Terms von der Ordnahgl(@+°=2)/2]) auf. Diese Pole heben
sich auf, und der Vorfaktor dieses Terms wird modifiziertatiueinen Beitragx log y. Auf diese
Weise ergeben sich die Entwicklungen der in dieser Arbeitbgten Funktionen um = 0 zu

Qualy) = % -+ % +0(), (A.90a)
Q22(4) =, 4 + log<4—\/3> + 'y} v C?E;’);f +0(P), (A.90b)
Qsaly) =, ~LBW 2o, (A.900)
Qualy) = T y;—f - log<4\/—f +7 - %] 1?; +0(%), (A.90d)
@) =, B [rog) 1] 25 - L2 1 o), (A.90e)
Qs,2(y) o0 % - 9‘%—1 + 3857/; +O0(y?), (A.90f)
und
Quaty) =y - L= [og( L) 40— 1] L vow). asog
Q4,3(y) o iiily + {log(lly) - 2] 8y_; — %/j + O(). (A.90h)
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Die allgemeine Potenzreihendarstellung der Funktitn,(y) kann durch Ableiten von Glei-
chung [A.59) nacll erhalten werden. Entwickelt man den sich auf diese Weissberyden Aus-
druck um(d, o) = (6,2) und(d, o) = (4, 3), folgt daraus

2

Re2(y) o [v + log(47) — 240¢"(—3) — ;] % + [v + log(4m) — 24 log(A)] 13277
5/2
) - o
und
/ 2
Ray3(y) o [2 — log(4m) — v + 25(;?;)} ¢ éi);/ + {01 [1og(4y) - 2} + cQ(y)}$
+ |ealy) = 55= v+ O) (A.91b)

mit der Glaisher-Kinkelin-Konstanted = ¢!/12-¢'(=1) — 1282427 . ... den Koeffizienten

_ log(4m) +~v—2

cl 5 , (A92a)
1 Y 72
caly) = ) [bg? <\2/—;> + 2log(4m) — log?(m) — - 41og(2) log(2m) + 72 + 27} |,(A.92b)
1 ]
cs(y) = ~6dn {bg(—l&r?) + 1], (A.92¢)

und der Stieltjes-Konstanten = —0.072815. ... Dabei gibt es, neben dem bereits erérterten Me-
chanismus der zu logarithmischen Beitragetog y in der Potenzreihenentwicklung der Funktion
Qa-(y) umy = 0 fuhrt, in der entsprechenden Entwicklung der Funktidy, (y) eine weitere
Quelle solcher Terme. Leitet man Gleichubg(A.59) ndab, treten weitere Logarithmen vgn

in den Vorfaktoren der Terme proportional gif ™ —3)/2 undy(¢+2=2)/2 auf, da

ay(d+a)/2

1
_ L ara)2 10000, A.
ad 2y og(y) (A.93)
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