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Kapitel 1

Einfiihrung

In der Theorie der kontinuierlichen Phasentibergénge oder kritischen Phano-
mene ist man meist an den Eigenschaften unendlich ausgedehnter und trans-
lationsinvarianter Volumenmodelle interessiert. Reale Systeme sind jedoch
endlich und besitzen Oberflichen, die die Translationsinvarianz explizit bre-
chen. Wahrend volumenkritische Phdnomene bereits seit langerem sehr gut
verstanden sind, erzielte man innerhalb der letzten beiden Jahrzehnte bedeu-
tende Fortschritte in der Frage, wie das kritische Verhalten durch die Présenz
von Oberflachen [1-4] sowie die endliche Probengréfie und -geometrie [5-8]
beeinflufit wird.

Nach heutigem Stand des Wissens ist das oberflachenkritische Verhalten
halbunendlicher Modelle, die einen kontinuierlichen Volumenphaseniibergang
durchlaufen, dhnlich wie dasjenige translationsinvarianter Systeme weitge-
hend universell, also unabhiangig von mikroskopischen Details. Die Oberfla-
chenuniversalitatsklasse eines gegebenen Modells wird einerseits durch die
Universalitatsklasse des Volumeniibergangs, im allgemeinen aber auch durch
srelevante® Oberflacheneigenschaften bestimmt. Fir Systeme in der Ising-
Universalitatsklasse, die sich durch skalaren Ordnungsparameter und kurz-
reichweitige Wechselwirkung auszeichnen, sagen feldtheoretische Renormie-
rungsgruppenrechnungen die Existenz genau dreier Oberflachenuniversali-
tatsklassen voraus (in Raumdimension d > 2) [3]. Dasjenige Gittermodell, an
dem die Vorhersagen der Feldtheorie am ausfithrlichsten tiberpriift wurden,
ist der halbunendliche Ising-Ferromagnet mit nachster-Nachbar-Wechselwir-
kung, die an der Oberfliche modifiziert sein darf. Die Oberflachenuniversali-
tatsklasse hdangt in diesem Fall ab von

(a) der Starke der nachsten-Nachbar-Wechselwirkung zwischen den Ober-
flachenspins im Verhaltnis zur Volumenkopplung, und

(b) der Anwesenheit eines ordnenden Oberflichenfeldes (das heifit hier ei-
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nes homogenen Oberflachenmagnetfeldes H).

Bei verschwindendem ordnenden Oberflachenfeld (H; = 0) und ,unterkri-
tischer®, | kritischer” beziehungsweise ,iiberkritischer* Oberflachenverstar-
kung der Wechselwirkung durchlduft der Ferromagnet am volumenkritischen
Punkt den ,gewdhnlichen®,  speziellen® oder ,auBergewdhnlichen® Uber-
gang. An diesen drei Ubergingen ist jeweils ein anderes universelles ober-
flachenkritisches Verhalten zu beobachten. Fiir Hy # 0 tritt der ,normale®
Ubergang auf, der aber in dieselbe Oberflichenuniversalititsklasse wie der
auBergewShnliche Ubergang fallt [9,10].

Sehr viel weniger Aufmerksamkeit schenkte man bisher dem Ising-Antifer-
romagneten, trotz erheblicher Relevanz im Hinblick auf Experimente. Ising-
Antiferromagneten konnen als einfache Modelle bindrer Legierungen mit ei-
ner Tendenz zur Teilgitterordnung interpretiert werden. An einer derarti-
gen Legierung, namlich FezAl, fithrten Mailander, Dosch und andere vor
rund zehn Jahren Messungen des oberflichenkritischen Verhaltens am B2-
DO3-Ordnungs-Unordnungsiibergang durch, die auf grole Resonanz stie-
Ben [11-14].

Lange Zeit ging man stillschweigend davon aus, daf} die Oberflachenuni-
versalitatsklasse des Ising-Antiferromagneten analog zum ferromagnetischen
Modell eindeutig festgelegt ist durch die Oberflichenverstarkung der Wech-
selwirkung und die Anwesenheit eines dufleren ordnenden Oberflachenfeldes,
das in diesem Fall einem alternierendem oder ,staggered* Feld entspricht.
Wie wir zetgen maochten, ist diese Annahme jedoch falsch. Vielmehr wird das
universelle oberflichenkritische Verhalten im Unterschied zum Ising-Ferro-
magneten zusdtzlich beeinfluBt durch

(¢) die Orientierung der Oberfliche beztiglich der Gitterachsen, und

(d) die Kopplung des lokalen Ordnungsparameters an sogenannte ,nicht-
ordnende Dichten®.

Konkret betrachten wir in der vorliegenden Arbeit einen Ising-Antiferro-
magneten auf einem kubisch-raumzentrierten (bce-) Gitter mit nachster-
Nachbar-Wechselwirkung, die an der Oberflache nicht geandert ist. Der bce-
Ising-Antiferromagnet mit nachster-Nachbar-Wechselwirkung kann als ,,mini-
males® Modell fiir bindre Legierungen mit einem Ordnungs-Unordnungsiiber-
gang vom A2-B2-Typ aufgefalt werden. Das oberflachenkritische Verhalten
dieses Modells untersuchte vor einigen Jahren auch Friederike Schmid [15],
motiviert durch die bereits angesprochenen Experimente an FesAl. Sie ge-
langte dabei aber zu anderen Schlulfolgerungen als wir. Schmids zentrale
Erkenntnis bestand in der Entdeckung des Zusammenspiels zwischen lokaler



Teilgitterordnung und der in Richtung senkrecht zur Oberfliche gebroche-
nen Translationsinvarianz. Fiir Oberflichenorientierungen, die die Symmetrie
zwischen den Teilgittern explizit brechen, existiert demnach auch innerhalb
der ungeordneten Volumenphase ein lokal nichtverschwindendes Ordnungs-
parameterprofil. Auf der Ebene einer Kontinuumsbeschreibung, wie sie die
Voraussetzung fiir die Anwendung feldtheoretischer Renormierungsgruppen-
methoden ist, erklarte Schmid diesen Sachverhalt durch ein effektives ordnen-
des Oberflichenfeld. Weiterhin behauptete sie, dafl sowohl fiir symmetrieer-
haltende als auch symmetriebrechende Oberflachen das charakteristische Ver-
halten des gewdhnlichen Ubergangs beobachtet werde. Nach den Vorhersagen
der Renormierungsgruppentheorie sollte das System aber bei Anwesenheit ei-
nes ordnenden Oberflichenfeldes in die gemeinsame Universalitatsklasse des
normalen und auBergewdhnlichen Ubergangs fallen. Um diesen Widerspruch
aufzuldsen, analysieren wir das asymptotische oberflachenkritische Verhalten
des Modells erneut, wozu wir unter anderem die thermische Singularitat des
lokalen Ordnungsparameters studieren. Abweichend von Schmid erhalten wir
das folgende, erste Hauptergebnis:

Im Falle einer symmetriebrechenden Oberflachenorientie-
rung zeigt das System im allgemeinen das oberflachenkritische
Verhalten des normalen Ubergangs.

Doch auch fiir symmetrieerhaltende Oberflaichen kommen wir zu neu-
en Einsichten. Da ein effektives ordnendes Oberflachenfeld aus Symmetrie-
griinden ausgeschlossen und die nachste-Nachbar-Kopplung an der Ober-
fliche nicht modifiziert ist, wiirde man naiv das oberflichenkritische Ver-
halten des gewohnlichen Ubergangs vermuten. Tatsichlich kann aber die
Ankopplung des lokalen Ordnungsparameters an nichtordnende (oder ,se-
kundér®) Dichten zu einer ,effektiven® iiberkritischen Oberflichenverstér-
kung der Wechselwirkung und damit zur Realisierung des auflergew6hnlichen
Ubergangs fithren. Anschaulich 148t sich dies wie folgt verstehen.

Ein in Legierungen generisch auftretendes Phdnomen ist die Oberflichen-
segregation, also die Abweichung der Konzentrationen der einzelnen Kom-
ponenten in Oberflichennihe von den entsprechenden Volumenwerten [16].
Im Rahmen der Modellierung durch Ising-Antiferromagneten wird die Ober-
flachensegregation durch das Zusammenspiel des homogenen Volumenma-
gnetfeldes H und des Oberflachenfeldes H; gesteuert. Letztere sind nicht-
ordnende Felder, die nicht unmittelbar (linear) an den Ordnungsparameter
des Systems koppeln, der durch eine alternierende (,staggered“) Magnetisie-
rung gegeben ist. Wahrend H im wesentlichen der Differenz der chemischen
Potentiale der beiden Komponenten entspricht und die globale Zusammen-
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setzung der Legierung reguliert, ist H; ein MaB fiir die ,Segregationsenergie®.
Die kritische Temperatur des Ordnungs-Unordnungsiibergangs héngt im all-
gemeinen empfindlich von der Zusammensetzung ab. Eine Abweichung der
lokalen Zusammensetzung in die ,richtige® Richtung kann daher die Aus-
bildung langreichweitiger Ordnung in Oberflichenndhe begiinstigen. Speku-
lationen dieser Art, untermauert durch Messungen des Segregationsprofils
von FezAl mittels Streuung niederenergetischer lonen (LEIS) [17], stellte be-
reits Dosch an, um die beobachtete Persistenz schwacher Oberflichenordnung
oberhalb der volumenkritischen Temperatur zu erkliren [18]." Auf einem for-
maleren Niveau lait sich die obige Argumentation wie folgt begreifen. Im
Rahmen einer Kontinuumsbeschreibung kénnen die nichtordnenden Felder H
und H; (genauer gesprochen, die zu ihnen konjugierten Dichten) aus Symme-
triegrimden zwar nicht an den Oberflachenordnungsparameter selbst, jedoch
sehr wohl an dessen Quadrat koppeln — nichts anderes ist aber der Mechanis-
mus hinter der erwahnten effektiven tiberkritischen Oberflichenverstéarkung.

Diese Uberlegungen sind natiirlich qualitativ und bediirfen der Bestiiti-
gung durch Modellrechnungen. Die Beziehungen zwischen Oberflachenord-
nung und -segregation waren bereits Gegenstand mehrerer Untersuchungen.
In unserem Zusammenhang sind hier in erster Linie die Arbeiten von Terao-
ka [20,21] zu nennen. Eine umfassende Darstellung der Thematik bietet ein
neuerer Ubersichtsartikel von Polak und Rubinovich [22]. Teraoka léste die
Molekularfeldgleichungen jedoch nur approximativ unter Verwendung nicht
vollig unproblematischer Annahmen.? Zudem befafite er sich nicht mit den
oberflichenkritischen Eigenschaften der Legierung, die dagegen im Zentrum
unserer Arbeit stehen. Unsere Ergebnisse fiir symmetrieerhaltende Ober-
flachen lassen sich folgendermafen zusammenfassen:

Bei symmetrieerhaltender Oberflaiche fallt das Modell
in die Universalitidtsklasse des auflergewohnlichen oder
gewohnlichen Ubergangs, je nachdem ob die Kopplung des
Ordnungsparameters an nichtordnende Dichten eine effektive
iiberkritische Oberflachenverstarkung induziert oder nicht.

Methodisch verfolgen wir in dieser Arbeit zwei Ansdtze. Zum einen ma-
chen wir Gebrauch von der Darstellung der diskreten (Gitter-) Molekular-
feldgleichungen als nichtlinearer rekursiver Abbildung und analysieren diese

'Tn einer aktuellen Arbeit [19] werden zudem eindeutige experimentelle Belege (erganzt
durch einige ab-initio-Rechnungen) einer solchen segregationsinduzierten Oberflachenord-
nung in NiggAlio(110) présentiert. Hierbei handelt es sich aber um eine Legierung auf
einem fce-Gitter, bei der der Volumeniibergang von erster Ordnung ist.

“Dieser Punkt wird spiter (Seite 136f.) genauer erldutert.



mit Techniken aus der Theorie der Dynamischen Systeme. Andererseits lei-
ten wir eine geeignete Kontinuums- (Ginzburg-Landau-) Theorie ab, die das
Verhalten des Modells auf groflen Langenskalen beschreibt und zum Beispiel
als Basis einer feldtheoretischen Renormierungsgruppenstudie dienen kann.
Die Beschriankung auf die Molekularfeld- beziehungsweise Landautheorie ist
gerechtfertigt, weil sich die verschiedenen Oberflichenuniversalitatsklassen
bereits auf diesem Niveau eindeutig voneinander unterscheiden lassen. Auf
der anderen Seite sind die Unzuldnglichkeiten der Molekularfeldndherung
hinlanglich bekannt, sollten aber in unserem Kontext keine Rolle spielen. So
gibt etwa die Molekularfeldtheorie das kritische Verhalten nicht quantitativ
korrekt wieder, liefert also beispielsweise nicht die richtigen Werte (ober-
flachen-) kritischer Exponenten.

Eine zweidimensionale Variante des Modells, namlich den halbunendli-
chen Ising-Antiferromagneten mit néchster-Nachbar-Wechselwirkung auf ei-
nem Quadratgitter, untersuchte Anja Drewitz im Rahmen ihrer Diplomarbeit
mittels Transfermatrizenrechnungen [23]. Diese sind, im Unterschied etwa zur
Molekularfeldtheorie, nicht mit Naherungen verbunden. Allerdings miissen
die beiden groBiten Eigenwerte der Transfermatrix numerisch bestimmt wer-
den, wofiir aber effiziente Algorithmen zur Verfiigung stehen. Der entschei-
dende Trick, der die Behandlung verhéltnismafig grofer Systeme gestattete,
bestand in der Anwendung einer geeigneten ,Sparmatrizenzerlegung®. Dem
Vorzug der prinzipiellen Exaktheit des Verfahrens steht die Beschrénkung
auf die Raumdimension d = 2 gegentiber. Hierfiir sind praktische Griinde
der Rechenleistung und begrenzter Speicherkapazitit verantwortlich. Die Re-
sultate zeigten unzweifelhaft, daff fiir symmetriebrechende Orientierungen
der Oberfliche das universelle oberflichenkritische Verhalten des normalen
Ubergangs und fiir symmetrieerhaltende dasjenige des gewshnlichen Uber-
gangs vorliegt [24]. Der oben beschriebene Mechanismus der spontanen Ober-
flachenordnung bei symmetrieerhaltender Oberfliche, verbunden mit dem
charakteristischen Verhalten des auBergewShnlichen Ubergangs, tritt dage-
gen in d = 2 nicht auf. Die Oberfliche kann namlich, da eindimensional,
keine spontane Ordnung ausbilden (die untere kritische Dimension des Ising-
Modells betragt d. = 1), wie groB auch immer die (effektive) Oberflachen-
verstarkung der Wechselwirkung sein mag. Die numerischen Transfermatri-
zenrechnungen wurden von Abraham und Upton [25] durch einige rigorose
Resultate ergéinzt.

Im folgenden geben wir einen Uberblick iiber den weiteren Aufbau der
Arbeit.

Unsere Untersuchungen haben eine langere Vorgeschichte, der wir uns in
Kapitel 2 nach Bereitstellung des nétigen Hintergrundwissens aus der Theo-
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rie der oberflichenkritischen Phénomene zuwenden. Breiten Raum nimmt
hierbei die Diskussion der Ergebnisse von Schmid ein. Wir gehen auflerdem
ausfihrlich auf die schon erwdahnten Messungen an FesAl, aber auch auf
neuere Experimente an FeCo ein.

Auf der Basis gruppentheoretischer Uberlegungen im Sinne der Landau-
theorie schlagen wir in Kapitel 3 eine auf allgemeine Ordnungs-Unordnungs-
tiberginge anwendbare Klassifizierung beliebiger (idealer) Oberflichen nach
ihren Symmetrieeigenschaften vor. Die einfachsten Beispiele symmetriebre-
chender und -erhaltender Oberflichen im Falle des A2-B2-Ubergangs sind
die (100)- und die (110)-Oberflache,

Die nachsten beiden Kapitel bilden das Zentrum unserer Arbeit. Zunachst
befassen wir uns mit den Lésungen der Gitter-Molekularfeldgleichungen, die
wir unter Ausnutzung von Ideen aus der Theorie der Dynamischen Systeme
erhalten haben (Kapitel 4). Wir behandeln Modelle mit symmetriebrechender
(100)- und symmetrieerhaltender (110)-Oberfliche und identifizieren jeweils
das universelle oberflachenkritische Verhalten. Anschlieend widmen wir uns
der Aufstellung des Kontinuumsmodells (Kapitel 5). Bei der Ableitung des
Kontinuumsmodells setzen wir unter anderem die Methode der ,,Konzentra-
tionsmoden* ein ( [26,27], siche auch [28], §2.3 und §4.4). Diese ist im Zusam-
menhang mit Ordnungs-Unordnungsphédnomenen in Legierungen zwar nicht
unbekannt und wurde auch bereits fiir das Studium von Antiphasengrenz-
flachen eingesetzt [29,30]. Auf Oberflicheneffekte wird sie dagegen — soweit
wir beurteilen kénnen — zum erstenmal von uns angewandst.

In Kapitel 6 beschéftigen wir uns, anders als im Rest Arbeit, mit Ober-
flaichenphaseniibergédngen abseits des volumenkritischen Punkts. Hierbei han-
delt es sich um Benetzungsphanomene (allerdings in einem etwas unkon-
ventionellen Kontext), die eine Konsequenz des Auftretens eines ordnenden
Oberflachenfeldes fiir die symmetriebrechende (100)-Orientierung sind. Unser
Ziel ist hierbei die Berechnung des Benetzungsphasendiagramms.

Wir schliefen mit einer Zusammenfassung unserer wichtigsten Ergebnisse

und einem Ausblick (Kapitel 7).



Kapitel 2

Hintergrund und Vorgeschichte

Deas heutige Bild der oberflichenkritischen Phanomene wurde sehr stark ge-
pragt durch die Renormierungsgruppenstudien, die Diehl und Dietrich zu
Beginn der achtziger Jahre in einer Reihe richtungsweisender Arbeiten vor-
gelegt haben [31-35]. Im ersten Teil dieses Kapitels sollen die wichtigsten
Aspekte oberflachenkritischen Verhaltens, wie sie aus jenen Arbeiten folgen,
vorgestellt werden. Hierfiir rekapitulieren wir in Abschnitt 2.1 zunachst einige
grundlegende Eigenschaften volumenkritischer Phanomene. Am Beispiel des
halbunendlichen Ising-Ferromagneten illustrieren wir sodann das fiir unsere
weiteren Betrachtungen zentrale Konzept der Oberflichenuniversalitatsklas-
sen (Abschnitt 2.2). Zu den tiberzeugendsten experimentellen Untersuchun-
gen oberflachenkritischen Verhaltens gehoren die von Maildnder, Dosch und
anderen durchgefiihrten Messungen an der bindren Legierung FesAl [11,12].
Wie in Abschnitt 2.3 dargelegt, bestatigten diese die Theorie zum Grof-
teil sehr gut, allerdings blieben auch Diskrepanzen bestehen. Aus diesem
Grund studierte Friederike Schmid die oberflaichenkritischen Eigenschaften
eines Gittermodells fiir ordnende Fe—Al-Legierungen, das dquivalent zu ei-
nem bce-Ising-Antiferromagneten ist [15]. In Abschnitt 2.4 diskutieren wir
die Resultate Schmids ebenso wie die sich aus ihnen ergebenden offenen
Fragen. Wir schlieBen mit einer zusammenfassenden Bewertung sowohl der
FezAl-Experimente als auch neuerer Messungen an FeCo.

2.1 Volumenkritische Phanomene

Kennzeichen kritischer Phanomene ist das Auftreten von zumeist thermisch
induzierten, auf grofen Abstanden korrelierten Fluktuationen des sogenann-
ten Ordnungsparameters. So beobachtet man bei ein- oder mehrkomponenti-
gen Flissigkeiten das Phanomen der ,kritischen Opaleszenz®, wenn die typi-
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sche Ausdehnung der raumlichen Dichteschwankungen vergleichbar mit der
Lichtwellenldnge wird (siehe [36], Kapitel 1). In einem idealisierten, unend-
lich ausgedehnten Volumenmodell divergiert die Korrelationsldnge ¢ des Ord-
nungsparameters am kritischen Punkt. Das unbeschrankte Wachstum von ¢
ist Voraussetzung fiir das Auftreten ,scharfer® Singularititen, also etwa von
Divergenzen in den thermodynamischen Antwortkoeffizienten wie der Sus-
zeptibilitat eines Ferromagneten oder der spezifischen Warmekapazitat. Als
Funktion der reduzierten Temperatur ¢t = (T' — T..)/T., wobei T' die tibliche
(thermodynamische) Temperatur und 7, deren Wert am kritischen Punkt
bezeichnet, laft sich das Anwachsen von ¢ asymptotisch in der Regel durch
ein Potenzgesetz mit dem kritischen Exponenten v > 0 beschreiben:

E=EE™,  t—=0+£. (2.1)

Experimentell findet man in einer Reihe von bindren Fliissigkeitsmischun-
gen v ~ 0.63 [37-39]. Einen &hnlichen Wert hat man auch in bestimmten
magnetischen Systemen gemessen [40-43].

In einem endlichen System ist das Wachstum von £ begrenzt, was zu Ab-
rundungen der kritischen Singularitaten fithrt. Im Experiment kénnen diese
Abrundungen aber, im Unterschied zu Computersimulationen, meist nicht
beobachtet werden, da ¢ wegen Temperaturinhomogenitéten, Verunreinigun-
gen und anderer Faktoren auch im giinstigsten Fall nicht groBer als etwa 10*A
wird und damit klein gegeniiber den linearen Probenabmessungen bleibt.!

2.1.1 Universalitit und Skalenverhalten

Die wohl bemerkenswertesten Eigenschaften volumenkritischer Phdnomene
sind Universalitdt und Skalenverhalten. Nach der zu Beginn der siebziger
Jahre von Griffiths [45] und Kadanoff [46] unabhingig voneinander formu-
lierten Universalitdtshypothese hingen die Werte der kritischen Exponenten
(und andere kritische Eigenschaften) nur von wenigen ,groben* Merkmalen
eines Systems ab. Hierzu zdhlen insbesondere

¢ die Raumdimension d,
o die Symmetrien des Ordnungsparameters, sowie

e die Reichweite der Wechselwirkung (im Sinne von Kurz- oder Lang-
reichweitigkeit).

!Eine wichtige Ausnahme hiervon bilden die in jiingerer Zeit verstirkt ins Blickfeld ge-
ratenen diinnen Filme (siehe etwa [44] fiir eine Ubersicht zu Experimenten an suprafluidem
“He in eingeschriinkter Geometrie).
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Meist legen diese Kriterien das universelle kritische Verhalten bereits ein-
deutig fest. Kritische Volumenmodelle kénnen daher in eine kleine Anzahl
von Universalitdtsklassen eingeteilt werden. Systeme mit skalarem Ordnungs-
parameter und kurzreichweitiger Wechselwirkung fallen in der Regel in die
Ising-Universalitatsklasse der jeweiligen Raumdimension d.

Die unter anderem auf Widom [47, 48] zuriickgehende Skalenhypothese
besagt in ihrer mathematisch pragnantesten Formulierung, dafl thermodyna-
mische Zustandsgrofien und andere Observablen (genauer, deren , fithrender
singuldrer Anteil“) in der Umgebung eines kritischen Punkts verallgemei-
nerte homogene Funktionen geeigneter Variablen sind [49,50]. Hieraus folgt
unmittelbar die Existenz von Skalengesetzen zwischen den kritischen Ex-
ponenten. Weiterhin kénnen Observablen in ,Skalenform® geschrieben, das
heiBt die Anzahl der unabhéngigen Variablen um Eins reduziert werden. Ein
Standardbeispiel ist der singulire Anteil /™ der Freien Energiedichte ei-
nes uniaxialen Ferromagneten in einem duleren Magnetfeld H, die nach der
Skalenhypothese folgende Beziehung erfiillt:

gomE (14, 1) = 178 (¢, ). (2.2)

Dabei ist [ > 1 beliebig und die Skalenfelder t und f sind in niedrigster
Ordnung proportional zu ¢ und H:

t=apt + O(t*, H?), h=bH+ O(LH, H?). (2.3)

Die Koefflizienten ay > 0 und by > 0 heiflen metrische Faktoren und sind
im Gegensatz zu den Skalendimensionen dy und dy nichtuniversell. Die Ska-
lendimensionen héngen mit den iiblichen kritischen Exponenten iiber d; =
d/(2—a) =1/vund dy = d6 /(6 + 1) zusammen (siehe etwa [36], Kapitel 11).
Physikalisch 148t sich die Aussage von (2.2) wie folgt verstehen. Unter einer
Skalentransformation, also einer Anderung des LingenmaBstabs um einen
Faktor [ > 0, werden alle Observablen mit einer Potenz von [ multipliziert,
die dem Negativen ihrer ,naiven® Langendimension entspricht. Insbesonde-
re geht ¢ "8(t,h) in 1% ™8(¢,h) und € = £(t,h) in £(t, )/l Giber. Im kriti-
schen Gebiet ist aber die Korrelationsldnge der einzige relevante intrinsische
Langenmafstab des Systems. Die Wirkung einer MafBstabsdnderung sollte
daher in jeder Hinsicht dquivalent sein zu einer Reskalierung von t und f mit
solchen Potenzen [? und (% des Skalenfaktors, daB £(I%t,1%h) = £(t,b)/I
ist. Fiir die Freie Energiedichte impliziert dies die Giiltigkeit von (2.2).
Withlt man [ = [t]7%/% in (2.2), so erhiilt man die Skalenform

;" h) = [PV (), (2.4)
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mit A = dy/d, und den Skalenfunktionen Y, (z) = nging(:H,x), die wie die
kritischen Exponenten universell sind. Die Freie Energiedichte g;""® hingt
also von t und § nicht separat, sondern nur iiber die Skalenvariable z = h[t|=2
ab.

Die bislang tiberzeugendste Erklarung von Universalitat und Skalenver-
halten gelang mit der Renormierungsgruppentheorie [51-57]. Eine Renormie-
rungsgruppenabbildung ist eng mit den oben diskutierten Skalentransforma-
tionen verkniipft und beschreibt anschaulich gesprochen, wie sich die physi-
kalischen Parameter eines Systems unter Umskalierung eines externen, frei
wahlbaren LangenmafBstabs dndern. Ein einfaches Verhalten, wie von der
Skalenhypothese gefordert, gilt jedoch nicht generell — die Renormierungs-
gruppenabbildung ist im allgemeinen komplizierter. Erst wenn man annimmt,
daB die Abbildung einen Fizpunkt mit einer dazugehdrigen anziehenden (sta-
bilen) Mannigfaltigkeit besitzt, erhdlt man sofort eine zwanglose Erklarung
sowohl von Universalitat als auch Skalenverhalten. Alle Punkte im Parame-
terraum, die auf der stabilen (in diesem Zusammenhang auch als ,kritisch®
bezeichneten) Mannigfaltigkeit liegen, wandern unter Iteration der Abbil-
dung in den Fixpunkt hinein. Diejenigen Modelle, die durch diese Punkte
reprasentiert werden, zeigen daher auf grofien Langenskalen das gleiche uni-
verselle Verhalten, das allein durch Eigenschaften des Fixpunkts (und die um
ihn linearisierte Abbildung) bestimmt wird.

Wiederum kann als Beispiel der obige uniaxiale Ferromagnet dienen. Ist
[ > 1 der Skalenfaktor und bezeichnen Ay > 1 und Ay > 1 die beiden
groften Eigenwerte der um den Fixpunkt linearisierten Renormierungsgrup-
pentransformation, so sind die Skalendimensionen d; und dy durch A = [

und Ay = " gegeben.

2.1.2 Gitterspinmodelle und Ising-Ferromagnet

In einer groben Klassifizierung kann man zwei Arten von Zugangen zum
theoretischen Studium kritischer Phanomene unterscheiden:

(a) Gittermodelle: diese werden, da exakte Resultate die Ausnahme dar-
stellen, haufig mittels Ndherungsverfahren wie Reihenentwicklungen
behandelt oder dienen als Grundlage fiir Monte-Carlo-Simulationen.

(b) Kontinuumstheorien: Ausgangspunkt ist hierbei ein (oftmals phdnome-
nologisch motiviertes) Landau-Ginzburg-Funktional. Die Analyse {iber

die Landaundherung hinaus erfordert in der Regel den Einsatz feld-
theoretischer Renormierungsgruppenmethoden.

Eines der wichtigsten Gittermodelle in der Theorie der kritischen Phanomene
ist das von Stanley eingefiihrte n-Vektormodell [58,59]. Die mikroskopischen
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Variablen sind hierbei n-komponentige, klassische Spinvariablen S; mit fe-
ster Lange (hiufig erweist sich die Normierung |S;|? = n als giinstig), die auf
den Platzen 1 eines regularen Gitters definiert und tiber eine isotrope, fer-
romagnetische néachste-Nachbar-Wechselwirkung J > 0 gekoppelt sind. Die
Wechselwirkungsenergie einer Spinkonfiguration {S;} betriagt demnach

E{Si}=-J) _Si-S;, (2.5)
(i)

wobei die Summation iiber alle Paare nachster Nachbarn lauft. Fir n = 1
erhdlt man das Ising-Modell: die Spinvariable S; kann dann nur die Werte
Si = 1 oder S; = —1 annehmen. Weitere bedeutsame Spezialfalle sind das
XY-Modell (n = 2), das unter anderem die kritischen Eigenschaften von
suprafluidem *He beschreibt, sowie das (klassische) Heisenbergmodell eines
isotropen Ferromagneten fiir n = 3. Selbst in auf den ersten Blick ,unkonven-
tionellen“ Grenzféllen liefert das Modell nichttriviale Resultate. Wie Stan-
ley [60] beweisen konnte, ist der Limes n — oo dquivalent zu dem bereits im
Jahre 1952 von Berlin und Kac [61] exakt gelosten sphéarischen Modell. Ferner
entdeckte de Gennes [62], daBl das n-Vektormodell im Limes n — 0 die stati-
stischen Eigenschaften selbstvermeidender Irrfliige oder Polymere beschreibt.
Sogar der Fall n = —2 liefert einige interessante Einsichten [63].

Die Universalitatsklasse des n-Vektormodells ist durch die Raumdimensi-
on d und die Spinkomponentenzahl n eindeutig festgelegt. Grob gesprochen
beschreibt das Modell das universelle kritische Verhalten von Systemen mit
n-komponentigem Ordnungsparameter und O(n)-symmetrischer, kurzreich-
weitiger Wechselwirkung.? Tm folgenden beschrinken wir uns auf den fiir die
vorliegende Arbeit allein relevanten Ising-Fall (n = 1).

Wir betrachten also ein endliches System aus N Ising-Spins auf einem
d-dimensionalen, reguldren (etwa hyperkubischen) Gitter. Die Spins wechsel-
wirken iiber eine néchste-Nachbar-Kopplung J > 0 und seien zudem einem
homogenen Magnetfeld H ausgesetzt. Um die Translationsinvarianz nicht zu
verletzen, setzen wir periodische Randbedingungen in samtlichen Raumrich-
tungen voraus. Der Hamiltonian in Einheiten von kg7 (mit der Boltzmann-
konstanten kg) lautet

Hn{Si} = —K)_ SiSi—h>_ S, (2.6)
(i.4) i
wobei die ,reduzierten Parameter K und h definiert sind durch

“Unter O(n) ist hier die Gruppe der orthogonalen, linearen Transformationen im n-
dimensionalen Ordnungsparameterraum zu verstehen.
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Die Zustandssumme Zy = Zn(K, h) des Modells erhalt man durch Summa-
tion tber alle méglichen Spinkonfigurationen geméafl

Iy =Y e Mnisl (2.8)
{5}

Weiterhin sind die Erwartungswerte (O;, _3,) 4.4, ) K,h,N beliebiger Pro-

= (0
dukte Oy, 3, = Si, ... Si, von Spinvariablen (k > 1) gegeben durch

< iy.. 1k - ZO“ lke_%N{S} (2.9)
N sy

In der Regel ist man natiirlich an Eigenschaften des Systems im thermodyna-
mischen Limes N — oo interessiert, wie etwa am Verhalten der Gibbsschen
Freien Energie pro Spin (in Einheiten von kgT')

(K. ) = — Tim < In Zx(K h), (2.10)

N—=oo

oder der Zweipunktkorrelationsfunktion
GO K, h) = Jim ((S5S5)rcnn = (Si)renn(Si)ann)- (2.11)

Die Freie Energie g, = gy( K, h) ist, wie jedes thermodynamische Potential,
eine stetige Funktion seiner natiirlichen Variablen. An Phaseniibergangen ist
gy jedoch singuldr (nichtanalytisch). Wenn mindestens eine der ersten Ab-
leitungen von g, unstetig ist, spricht man von einem Phaseniibergang erster
Ordnung, in allen anderen Fillen von einem kontinuierlichen Ubergang oder
kritischen Punkt.

In Raumdimension d > 1 weist das Ising-Modell einen kritischen Punkt
bei endlicher reduzierter Kopplung K. > 0 (entsprechend einer kritischen
Temperatur T, = J/(kgK.) > 0) und verschwindendem Magnetfeld (A = 0)
auf. Der Wert von K. hingt von d und dem Gittertyp ab.? Ordnungspara-
meter des Ubergangs ist die Magnetisierung mj pro Spin,

. 1
mp = lim ﬁz<si>fx’,h,N- (2.12)

In der ungeordneten Phase (T > T, bezichungsweise K < K.) gilt mj = 0 fir
h = 0. Am volumenkritischen Punkt findet eine spontane Symmetriebrechung

3Aus Reihenentwicklungen [64] und Monte-Carlo-Simulationen [65-67] erhélt man
K, ~ (0.2216 fiir ein einfach-kubisches Gitter in Raumdimension d = 3.
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statt: fir K > K. existieren zwei aquivalente, ferromagnetisch geordnete
Zustdnde mit spontaner Magnetisierung

. . N . Og(K,h)
mpy (K) = hligl_l_ my( K, h) = _;}E&. —an >0 (2.13)
beziehungsweise
my—(K) = hl_i)rgl_ my(K,h) = —mp (K) < 0. (2.14)

Bei Anndaherung an den kritischen Punkt verschwindet die spontane Ma-
gnetisierung als Funktion von ¢t = (T'— T,)/T. = (K. — K)/K nach einem
Potenzgesetz mit der Amplitude M_ und dem Exponenten § > 0:

myy = M_|t|°,  t—0—. (2.15)

Der kritische Exponent 3 betrégt in drei Raumdimensionen § ~ 0.33 (sie-
he [68], Kapitel 28, fiir eine Zusammenstellung theoretischer Ergebnisse fiir
die kritischen Exponenten einer Reihe von Gitter- und Kontinuumsmodel-
len). Man erkennt leicht, wie sich (2.15) aus der Skalenform (2.4) der Freien
Energiedichte ergibt. Bis auf analytische Hintergrundterme folgt aus (2.4)
und (2.13):

oy = —[E*72 Tim YI(b]E72). (2.16)

Ein Vergleich der obigen Gleichung mit (2.15) liefert unter Beriicksichtigung

von A = dy/dy = (2 — @)d/(6 + 1) (siehe Seite 9f.) und der Annahme, daf
die Skalenfunktion Y_(z) analytisch bei x = 0 ist, das Skalengesetz

2 a=pB(5+1). (2.17)

Als rigorose Ungleichung der Form a + 3(d + 1) > 2 leitete diese Beziehung
bereits Griffiths [69,70] unter Ausnutzung von Konvexitéitseigenschaften der
Freien Energie her.

Ein weiteres Charakteristikum des kritischen Punkts (K = K., h = 0) ist
der langsame (algebraische) Zerfall der Korrelationen des Ordnungsparame-
ters:

GO(i,§; K., 0) ~ [i — j|~l=2m, i—j| — oo, (2.18)

mit dem kritischen Exponenten 1 (auch als ,Fisher-Exponent“ bekannt).

In d = 3 gilt n ~ 0.03 (siche [68], Kapitel 28). Algemeiner sollte man die
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Korrelationsfunktion ahnlich wie die Freie Energiedichte (2.4) in Skalenform
schreiben kénnen:

GAG,5; K, h) = [i —j|7 42 g(|i — j| /(K R)), (2.19)

wobel £ = £(K, h) die Korrelationslange des Ordnungsparameters ist, und
g(x) ~ e~ (mit einer Konstante a > 0) fiir + — oo sowie g(x) — const fiir
x — 0 gilt. Abseits des kritischen Punkts zerfallen die Korrelationen also im
wesentlichen exponentiell.

2.1.3 Die ¢*-Theorie

Kritische Phdnomene werden durch langwellige Fluktuationen des Ordnungs-
parameters dominiert, was sich unter anderem in der Divergenz der Korrelati-
onslange & gemaf (2.1) manifestiert. Aus diesem Grund liegt es nahe, zu einer
yeffektiven® Kontinuumstheorie iberzugehen, die das Verhalten des Systems
auf grofien Langenskalen (im Vergleich zur Gitterkonstante) beschreibt. Eine
Standardmethode zur Herleitung einer Kontinuumstheorie aus Gitterspin-
modellen besteht in zwei Schritten [71]. Zuerst bildet man das Spinmodell
mittels einer Hubbard-Stratonovich-Transformation auf eine Gitterfeldtheo-
rie ab. Anschlieflend fithrt man einen ,naiven“ Kontinuumslimes durch, 1af3t
also die Gitterkonstante gegen Null gehen. Auf diese Weise gelangt man
vom n-Vektormodell zur |¢|*-Theorie (auch als O(n)-Modell bezeichnet). Die
grundlegende GroBe ist hierbei das rdumlich fluktuierende, n-komponentige
Ordnungsparameterfeld ¢ = ¢(r), das man sich heuristisch als die iiber ein
endliches Volumen gemittelte lokale Magnetisierungsdichte vorstellen kann.
Die Linearausdehnung des ,, Mittelungsvolumens® soll dabei grof} gegeniiber
der Gitterkonstante, aber klein gegentiber ¢ sein.

Insbesondere erhélt man im Ising-Fall (n = 1) die einkomponentige (ska-
lare) ¢*-Theorie. An die Stelle des reduzierten Gitterhamiltonians Hy{S;}
tritt nun ein Landau-Ginzburg-Funktional H;[¢], das einer Ordnungspara-
meterkonfiguration ¢ = ¢(r) die Energie

1 / ! ! I
Halg] = / (5(%)2 + %0@2 + %@4 — ho¢> (2.20)
174 .

zuweist, wo V' das Volumen bezeichnet, das das System ausfillt. Das zum
Ordnungsparameter konjugierte Feld hq ist das Analogon auf Kontinuum-
sebene zum reduzierten Magnetfeld & des Gittermodells, wahrend ro die Ab-
weichung vom kritischen Punkt mif3t:

T-TM"  KMF_K
T™F T T K

(2.21)

o =
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mit der kritischen Temperatur TMF beziehungsweise Kopplung KMF in Mo-
lekularfeldniherung.* Die ¢*-Kopplung ug > 0 ist im kritischen Gebiet in
erster Naherung eine Konstante.” Im Prinzip treten in (2.1.3) auch hohere
(aus Symmetriegriinden aber nur gerade) Potenzen von ¢ auf. Diese beein-
flussen jedoch, wie die Renormierungsgruppenanalyse zeigt, das asymptoti-
sche kritische Verhalten nicht und kénnen daher vernachléssigt werden. Die
Zustandssumme (2.8) des Gittermodells geht in ein Funktionalintegral tiber
alle moglichen Konfigurationen des Ordnungsparameters iiber:®

Z= /me-%[qﬂ. (2.22)

Einige Bemerkungen zur Renormierung

Versucht man das Kontinuumsmodell stérungstheoretisch iiber die Nullschlei-
fen- oder Landaunaherung hinaus auszuwerten, steht man vor einer Schwie-
rigkeit: die den Feynman-Diagrammen zugeordneten Integrale sind im all-
gemeinen unendlich. Diese Divergenzen rithren vom Kurzabstandsverhalten
des freien Propagators her, das heiit der Korrelationsfunktion fiir die Gauf}-
sche Theorie (ug = 0). Da die Gitterkonstante ,naiv* gegen Null geschickt
wurde, fehlt eine mikroskopische Langenskala, die als Abschneideparameter
(,Cutoff“) bei kleinen Abstanden dienen konnte. Der freie Propagator weist
daher eine Potenzsingularitat auf, die im wesentlichen durch seine natiirli-
che Langendimension bestimmt wird. In Anlehnung an die Quantenfeldtheo-
rie spricht man von , Ultraviolett“- (UV-) Divergenzen. Deren Beseitigung
leistet die feldtheoretische Renormierung (sofern die Theorie renormierbar
ist) [68,74,75]. Dazu wird die Theorie zunachst regularisiert, zum Beispiel
mittels eines Cutoffs. Hierauf absorbiert man die UV-Divergenzen, indem
man von den urspriinglichen (,nackten“) Modellparametern rq, ug und hg
zu neuen, ,renormierten® Groflen tibergeht. Ausgedriickt durch die renor-
mierten Parameter bleiben die geeignet normierten physikalische Observa-
blen auch dann endlich, wenn die Regularisierung wieder aufgehoben wird.
Fiir die Quantenfeldtheorie, die sich mit Prozessen bei hohen Energien und
damit kleinen Abstdnden beschéftigt, ist die Losung des Problems der UV-
Divergenzen von essentieller Bedeutung, um endliche, experimentell {iber-

4Fiir ein hyperkubisches Gitter der Dimension d ist KMF = J/(kpTMY) = 1/(2d).

Beispielsweise liefert die Rechnung fiir das hyperkubische Gitter ug = 1/(6dK).

SWir verzichten hier auf die mathematisch prézise (technisch sehr aufwendige) Defi-
nition des Funktionalintegrals und verweisen stattdessen auf die einschlidgige Literatur
(siche etwa [72,73]). In der Praxis tritt diese Problematik ohnehin in den Hintergrund,
da das Funktionalintegral und die daraus abgeleiteten Gréfien wie Korrelationsfunktionen

storungstheoretisch in Sinne einer Feynmangraphen-Entwicklung interpretiert werden.
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priifbare Vorhersagen zu erhalten.

Aus Sicht der kritischen Phanomene sind die UV-Divergenzen dagegen
auf den ersten Blick von geringem Interesse. Man konnte die Theorie auf
kleinen Skalen auf viele Arten abandern, ohne das fiir die kritischen Eigen-
schaften entscheidende langwellige oder ,Infrarot“- (IR-) Verhalten zu be-
einflussen. Die Beseitigung der UV-Divergenzen ist eine Hilfskonstruktion,
um das eigentlich interessierende IR-Verhalten herauszupriaparieren. Tech-
nisch gesprochen bedient man sich hierbei der Unabhéngigkeit der ,,nackten®
Theorie von einem willkiirlichen Langenmafstab, der bei der Renormierungs-
prozedur eingefithrt werden mufte. Die Ausnutzung dieser Invarianz fithrt
auf die Renormierungsgruppen- oder Callan-Symanzik-Gleichungen. Deren
Losungen erzeugen einen Flufl im Parameterraum und damit eine konkre-
te Realisierung einer Renormierungsgruppentransformation (Seite 10). Die
Analyse dieses Flusses mit den iiblichen Methoden (etwa der Entwicklung
um Fixpunkte) liefert schlieBlich das asymptotische kritische Verhalten.

2.2 Oberflachenuniversalitatsklassen

Wie bereits erldutert (Seite 8), sind die Abweichungen vom volumenkritischen
Verhalten aufgrund der endlichen Probenausdehnung in der Regel unbeob-
achtbar klein. Dies kann von Randeffekten nicht mehr ohne weiteres behaup-
tet werden. AuBere Begrenzungen wie freie Oberflichen oder Behilterwinde
stellen eine ,,Storung® des homogenen Volumensystems dar. So weichen phy-
sikalische Observablen in Oberflachennédhe im allgemeinen von ithren Werten
tief im Probeninneren ab. Wie weit sich der Einflu} lokaler Stérungen in
einem System in der Nidhe eines kritischen Punkts ausbreiten kann, wird
durch die Korrelationsliange ¢ bestimmt. Im kritischen Gebiet, wo £ grof} ge-
geniiber mikroskopischen Langenskalen ist, kann die oberflaichendominierte
Randschicht daher wesentlich tiefer in das Innere des Systems reichen als es
tiblicherweise der Fall ist (Abbildung 2.1). Dagegen beschrankt sich etwa in
der Festkorperphysik der Einflufl der Oberflache meist auf die obersten zwei
oder drei Atomlagen, wenn man von Ausnahmen wie Systemen, die durch
langreichweitige (zum Beispiel elastische) Wechselwirkungen dominiert wer-
den, absieht.

Dennoch sind auch Systemgrofleneffekte von erheblichem Interesse, und
dies nicht nur aus grundsitzlichen Uberlegungen heraus. In Computersimu-
lationen, deren Bedeutung in den letzten Jahrzehnten kontinuierlich zuge-
nommen hat, kann die Korrelationslange namlich im Unterschied zum Ex-
periment ungehindert anwachsen und wird daher immer (hinreichend nahe
am kritischen Punkt) vergleichbar mit den Linearabmessungen des Systems
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Volumen

«——>

Abbildung 2.1: In der N&he eines kritischen Punkts dominieren Ober-
flicheneffekte innerhalb einer Randschicht der Dicke &, die sich tief (ver-
glichen mit mikroskopischen Skalen) in das Innere des Systems erstreckt.

werden. Spétestens dann treten signifikante Abweichungen vom Verhalten
des Volumenmodells auf. Oberflicheneffekte konnen dagegen mittels peri-
odischer Randbedingungen eliminiert werden. Die Theorie des ,Finite-size
Scaling®, die beschreibt, wie sich das singuldre Verhalten im thermodynami-
schen Limes aus demjenigen des endlichen Systems entwickelt, ist heute ein
unverzichtbares Hilfsmittel fiir die Auswertung von Simulationsdaten (siche

zum Beispiel [76], Abschnitt 4.2.3).

2.2.1 Der Ising-Ferromagnet mit freier Oberflache

Um die Auswirkungen von Oberflacheneffekten auf das kritische Verhalten
unabhangig vom Einflul der endlichen Systemgréfe zu studieren, betrach-
tet man halbunendliche Modelle. In diesen kann die Korrelationslinge wie in
einem Volumenmodell divergieren. Am kritischen Punkt zeigen daher nicht
nur die Freie Energiedichte und andere VolumengroBien ein singuléres (nicht-
analytisches) Verhalten, sondern auch mit der Oberflache assoziierte Obser-
vablen, wie etwa die Freie Oberflichenenergie. Aufgabe der Theorie ist es, ein
systematisches Versténdnis dieser neuartigen ,oberflicheninduzierten® Sin-
gularitdten zu gewinnen.

Einer der ersten (und wichtigsten) Schritte hierbei ist die Formulierung
geeigneter halbunendlicher Erweiterungen der bekannten Volumenmodelle.
Wie in der Theorie der volumenkritischen Phanomene kann man dazu unter
anderem von Gittermodellen ausgehen. Nicht iberraschend kommt bei einer
derartigen Strategie dem n-Vektormodell erneut eine Schliisselrolle zu. Ei-
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ne Kontinuumsnéherung analog zum Volumenfall fithrt zur halbunendlichen
Version der |@|*-Theorie, womit die Grundlage eines feldtheoretischen Zu-
gangs zum Problem der oberflachenkritischen Phédnomene geschaflen ist. Die
Verallgemeinerung der Methode der feldtheoretischen Renormierung, die sich
im Bereich der volumenkritischen Phianomene so auflerordentlich bewahrt
hat, auf Systeme mit Oberfliche erwies sich aber wegen der gebrochenen
Translationsinvarianz als hochgradig nichttrivial. Erst nachdem diese Schwie-
rigkeiten gemeistert worden waren [31-35], konnte man eine Reihe funda-
mentaler, lange Zeit ungeklarter Fragen, wie etwa nach der Universalitiat
des oberflachenkritischen Verhalten, iberzeugend beantworten. Im einzelnen
lieferte die Renormierungsgruppenanalyse des halbunendlichen |¢|*-Modells
folgende zentrale Erkenntnisse [3]:

o das oberflachenkritische Verhalten ist universell, also weitgehend un-
abhangig von systemspezifischen Details; die Oberflichenuniversalitéts-
klasse eines gegebenen Systems hangt von der Universalitdtsklasse des
Volumeniibergangs (also der Raumdimension d und der Komponenten-
zahl n des Ordnungsparameters) ab, unter Umstidnden aber auch noch
von relevanten Oberflacheneigenschaften;

e speziell spaltet die Ising-Universalitatsklasse (n = 1) in Raumdimensi-
on d > 2 in genau drei Oberflichenuniversalititsklassen auf; fir n > 1
reduziert sich die Zahl der Oberflichenuniversalitdtsklassen im allge-
meinen (siehe die Diskussion in [3], Seite 158 fI.);

o die Skalenhypothese gilt auch fiir thermodynamische Oberflichengréfien
und andere lokale Observablen; diese Grofien kénnen daher dhnlich wie
die Freie Energiedichte, Gleichung (2.4), in Skalenform geschrieben wer-

den;

e wie zwischen den volumenkritischen Exponenten, existieren auch zwi-
schen den Oberflachenexponenten untereinander, sowie zwischen Ober-
flachen- und Volumenexponenten, bestimmte Skalenrelationen; im all-
gemeinen konnen aber nicht samtliche oberflachenkritische Exponenten
allein durch Volumenexponenten ausgedriickt werden.

Im folgenden konzentrieren wir uns wieder auf Systeme der Ising-Universali-
tatsklasse. Als konkretes Beispiel greifen wir wie im letzten Abschnitt (Seite
11) auf den einfachsten (Gittermodell-) Reprasentanten dieser Universalitats-
klasse zuriick: den Ising-Ferromagneten mit néachster-Nachbar-Wechselwir-
kung. Prinzipiell sind verschiedene halbunendliche Erweiterungen des Volu-
menmodells denkbar. Nimmt man an, dafl die Oberflache nur kurzreichwei-
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tig korrelierte ,Storungen® der mikroskopischen Parameter des Hamiltonians
hervorruft, reicht es aus, ein ,minimales® Modell zu untersuchen, bei dem

(a) die nachste-Nachbar-Kopplung an der Oberfliche modifiziert ist und
den Wert .J; > 0 annimmt (im Vergleich zu J > 0 im Volumen), und

(b) ein lokales Magnetfeld H; zugelassen ist, das nur auf die Spins an der
Oberflache wirkt.

Eine Modifikation der Wechselwirkungen auch in der zweiten oder dritten
Schicht, oder die Mitnahme eines lokalen Feldes, das auch auf die Spins in
den tieferen Schicht wirkt, sind im Hinblick auf das universelle oberflachen-
kritische Verhalten irrelevant.

Wie im vorigen Abschnitt gehen wir von einem endlichen System auf ei-
nem d-dimensionalen hyperkubischen Gitter aus, diesmal aber in sogenannter
»Filmgeometrie“ (siche Abbildung 2.2 fiir d = 3). Das System bestehe also
aus L parallelen, (d —1)-dimensionalen Schichten, von denen jede eine Linea-
rausdehnung M (in Einheiten der Gitterkonstante) besitzt und daher M9-1
Spins enthélt. In den d — 1 Raumrichtungen parallel zu den Schichten wahle
man periodische, senkrecht dazu dagegen freie Randbedingungen (die Spins
an der Oberfliche sollen also ungehindert thermisch fluktuieren kénnen).
Bezeichnet & die Menge aller Gitterpunkte auf der Oberflache, lautet der
Hamiltonian in Einheiten von kgT"

Hon{Sit = —KY SiS—FKi Y SiS—hY Si—h Y S, (223)
(i.j) (L) i i€
i,jes
wobei wir analog zu (2.7) die reduzierten Groflen
Ky = Ji/(kgT), hi= Hy[(kgT) (2.24)

eingefithrt haben. Mit der Zustandssumme

Zra=—y e Heardsi (2.25)
{Si}

ist die Freie Energie (wieder in Einheiten von kgT') gegeben durch
GL,M = — ln ZL,M- (226)

Asymptotisch fir grole L, M sollte sich G, ar aufspalten lassen in einen Vo-
lumenanteil proportional zur Gesamtzahl LM~ der Spins und Korrekturen,
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Abbildung 2.2: Dreidimensionaler Ising-Ferromagnet in Filmgeometrie. Die
nichste-Nachbar-Kopplung betrdgt .JJ; > 0 zwischen zwei Oberflichenspins
und J > 0 zwischen allen anderen Spins. Die z-Achse gibt die Richtung
senkrecht zu den beiden Oberflichen an. In den Raumrichtungen parallel
zu den Oberflichen wihlt man periodische, entlang der z-Achse hingegen
freie Randbedingungen.

die in fithrender Ordnung proportional zur Anzahl 2M =1 der Oberflichen-
spins sind:

Gom = LM gy 4 2M* g, + ..., L, M — oo, (2.27)
mit
) 1
gy = L,Jl\lfﬂoo TRt G, (2.28)
und
g, = _lim # (G — L/\/qugb). (2.29)

L,M—c0 2M -1
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Aus Konsistenzgrinden sollte ¢, mit der Freien Energiedichte (2.10) des
translationsinvarianten Modells ibereinstimmen. Dies gewdhrleisten rigorose
Ergebnisse der Statistischen Mechanik. Vorausgesetzt, die Wechselwirkungen
sind hinreichend kurzreichweitig, 1at sich fiir eine breite Klasse von Model-
len (einschlieBlich des n-Vektormodells) zeigen, daf die Freie Volumenenergie
pro Spin im thermodynamischen Limes weder von den verwendeten Rand-
bedingungen noch anderen Details, wie etwa der geometrischen Form der
Berandung, abhingt (siehe zum Beispiel [77, 78]). Die Grofle g kann als
Freie Oberflichenenergie pro Spin des halbunendlichen Systems interpretiert
werden. Die Existenz des Limes (2.29) und damit die mathematische Wohlde-
finiertheit der Freien Oberflachenenergie konnte mittlerweile ebenfalls rigoros
bewiesen werden [79,80].

Wihrend g, nur von K und h abhidngt, ist gs; dariiber hinaus auch eine
Funktion der , Oberflichenvariablen® K; und h;y:

o =ag(K,h), gs=g,(K,h, Ky, hy). (2.30)

Ahnlich wie g, die thermodynamischen Volumeneigenschaften beschreibt,
kann man aus gs Informationen tiber die ,,Oberflachen-Thermodynamik® des
halbunendlichen Modells gewinnen. Diejenigen Stellen in dem durch K, h, K,
und Ay aufgespannten thermodynamischen Parameterraum, an denen g sin-
gular ist, markieren die Oberflichenphasentibergéange des Systems. Prinzipiell
hat man dabei zwei Félle zu unterscheiden:

e Singularitiaten von g, koénnen an Stellen auftreten, wo g; selbst analy-
tisch ist. Hierbei handelt es sich um genuine ,, Oberflichenphasentiber-
gange®, wo das Volumen anschaulich lediglich die Rolle eines ,junbetei-
ligten Zuschauers® spielt;

e in der Regel wird g, aber auch an den Stellen singuldr sein, wo bereits
g» Singularitidten besitzt, das heifit an den Phaseniibergéngen des Vo-
lumensystems; in diesem Fall kénnte man von ,,volumeninduzierten®
Ubergiingen des halbunendlichen Systems sprechen.

Wir interessieren uns hier fiir die Phaseniibergidnge des halbunendlichen Mo-
dells am volumenkritischen Punkt (K = K., h = 0), die in die zweite Kate-
gorie fallen.

Neben den rein thermodynamischen Oberflicheneigenschaften, die aus
gs folgen, sind ebenso wie beim Volumenmodell auch die Korrelationen des
Ordnungsparameters von besonderem Interesse. Hier wird die Anwesenheit
von Oberflachen zu einer Anisotropie etwa der Zweipunktkorrelationsfunkti-
on fithren. Im translationsinvarianten Fall hangt G(Q)(i,j; K.h) von i und j
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nur iiber die Differenz i —j ab. Beim halbunendlichen Modell ist G(?) dagegen
auch eine Funktion des Abstands der beiden Gitterpunkte 1 und j von der
Oberflache. Am volumenkritischen Punkt erhalt man wiederum einen alge-
braischen Zerfall der Korrelationen mit dem Abstand der beiden Gittervekto-
ren. Allerdings mufl man nun zwischen Korrelationen parallel zur Oberfliche
und Korrelationen in allen anderen Richtungen unterscheiden. Bezeichnet n
einen festen Gittervektor, so gilt

GO Gi4+rn) ~

r—o0

p=@=24m)  falls n parallel zur Oberfliche,
(2.31)

T_(d_2+“), sonst.

DaBl der asymptotische Zerfall der Korrelationen in allen Richtungen, die
nicht parallel zur Oberflache sind, durch den gleichen Exponenten n; be-
schrieben wird, sagten erstmals Binder und Hohenberg [81] auf der Basis von
Skalenargumenten vorher. Spater wurde dies auch durch Renormierungsgrup-
penrechnungen bestétigt (siehe [3], Seite 190 ff.). Neben g und 5y miissen
also keine weiteren Exponenten zur Charakterisierung des asymptotischen
Verhaltens der Zweipunktkorrelationsfunktion eingefithrt werden.

Der erste Schritt, um das oberflichenkritische Verhalten des halbunendli-
chen Ising-Ferromagneten zu analysieren, ist die Berechnung des Phasendia-
gramms in Landaun&dherung. Hierzu bildet man das Modell auf eine geeignete
Kontinuumstheorie ab [81], die die im letzten Abschnitt (Seite 14) vorgestell-
te ¢*-Theorie verallgemeinert.

Die halbunendliche ¢*-Theorie

Fihrt man, wie oben angedeutet, eine Kontinuumsnéaherung durch, gelangt
man schlieBlich zu einem Ginzburg-Landau-Funktional der folgenden Form:

Hiald] = Hold] + H[4)]. (2.32)

Hierbei reprasentiert H;[¢] den Volumenanteil des Freien-Energie-Funktio-
nals, der identisch mit (2.20) ist. Die Oberflichenbeitrige sind hingegen in
H;[¢] subsumiert. Beschrinkt man sich, den Ergebnissen der Renormierungs-
gruppenanalyse vorgreifend, auf die fiir das universelle oberflichenkritische
Verhalten relevanten Terme, so gilt

Hi[¢] = /av (%¢2 - h1¢) : (2.33)

Die Integration in (2.33) erstreckt sich iiber den Rand 0V des Systemvolu-

mens V. Der Parameter h; ist das Analogon zum reduzierten Oberflachen-
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magnetfeld H;/(kgT) des Gittermodells, wahrend ¢y ein MaB fir die Ober-
flachenmodifikation der mikroskopischen Wechselwirkungen ist. Explizit fin-
det man etwa fiir das hyperkubische Gitter [81]:

00:1—2(d—1)J1_J

(2.34)

Das Vorzeichen von ¢ gibt an, ob die Oberfliche eine grofere oder geringere
Neigung zur Ausbildung spontaner Ordnung hat als das Volumen. Wenn
¢op < 0 1st, wird ferromagnetische Ordnung an der Oberfliche durch eine
Absenkung der Freien Energie ,belohnt“. Fiir ¢ > 0 zeigt die Oberfliche

dagegen eine geringere Ordnungstendenz.

Das Phasendiagramm

Die Analyse der Kontinuumstheorie im Rahmen der Landau- oder Molekular-
feldnéherung erlaubt es, die verschiedenen Oberflachenphaseniibergénge des
halbunendlichen Modells zu identifizieren. Hierzu mufl man ein Variations-
problem 16sen, ndmlich beil vorgegebenen Werten der Parameter rg, ug, ho,
co und hy dasjenige Ordnungsparameterprofil ¢ = ¢(z) bestimmen, das das
Freie-Energie-Funktional Hyg[¢] minimiert (z ist die Koordinate senkrecht
zur Oberfliche).

Bei Abwesenheit dufierer Felder (H = H; = 0) erhdlt man das in Ab-
bildung 2.3 dargestellte Oberflichenphasendiagramm des halbunendlichen
Ising-Ferromagneten [82], das mittlerweile auch durch Monte-Carlo-Simula-
tionen [83-86] bestatigt wurde und in Raumdimension d > 2 qualitativ kor-
rekt ist. Da ein Spin an der Oberflache mit weniger nachsten Nachbarn wech-
selwirkt als im Volumen, wird der Ordnungsparameter (also die spontane
Magnetisierung) in Oberflichennihe im allgemeinen dem Betrag nach kleiner
sein als im Volumen — es sei denn, der Effekt fehlender Nachbarn wird durch
eine ausreichend verstarkte Oberflachenkopplung .J; kompensiert. In Raum-
dimension d > 2 existiert daher ein bestimmter ,kritischer®, vom Gittertyp
und der Raumdimension d abhiangiger Wert (. der Oberflichenverstéarkung
¢, mit

[(1 o J]
K J’

(= (2.35)
so daB fir ¢ > (. die Oberflache bereits in der ungeordneten Volumenpha-
se spontan ordnet.” In Landauniherung ist (. durch die Bedingung ¢; = 0
bestimmt, insbesondere gilt also fiir das hyperkubische Gitter (M¥ = 1 +

"Fiir d = 2 ist die Oberfliche eindimensional und zeigt keine spontane Ordnung. Fiir
ein eindimensionales System iiberwiegt ndmlich immer der Energie- gegeniiber dem Entro-
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Abbildung 2.3: Phasendiagramm des halbunendlichen Ising-Ferromagneten
bei verschwindendem Oberflichenfeld (Hy = 0).

1/(2(d—1)). Fluktuationskorrekturen, die in der Landautheorie nicht bertick-
sichtigt werden, fiihren zu einer Verschiebung dieses Werts. In d = 3 findet
man in Monte-Carlo-Simulationen (. ~ 1.50, im Vergleich zu (MF = 1.25 [86].

Bei ,iiberkritischer® Oberflichenverstarkung (¢ > (.) setzt spontane fer-
romagnetische Oberflichenordnung bereits bei einer ,oberflaichenkritischen®
Temperatur T, ; > T. beziehungsweise einer (von ( abhéngigen) reduzierten
Kopplung K., < K. ein. Der entsprechende Phaseniibergang ist — in einer
leider wenig suggestiven Namensgebung — als Oberflicheniibergang bekannt
und in dem oben (Seite 21) eingefithrten Schema der zweiten Kategorie zu-
zuordnen, wo also das Volumen ,junbeteiligt® ist. Der Oberflachentibergang
fallt hinsichtlich seiner kritischen Eigenschaften in die Universalitatsklasse

des (d — 1)-dimensionalen Ising-Modells.

piebeitrag in der Freien Energie, weshalb thermische Elementaranregungen (sogenannte
Doménenwinde oder , kinks“) fiir 7' > 0 jegliche langreichweitige Ordnung zerstoren (sie-

he etwa [87], Seite 349).
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Hier interessieren wir uns primér fiir die Ubergénge des halbunendlichen
Systems am volumenkritischen Punkt (K = K., H = 0). Dies sind fir H; =0
gemal Abbildung 2.3

(1) der gewdhnliche Ubergang (¢ < ¢.),

(2) der auBergewohnliche Ubergang (¢ > (), und

(3) der spezielle Ubergang (¢ = ().

Bei Anwesenheit eines ordnenden Oberflichenfeldes (H; # 0) durchlauft das
System am volumenkritischen Punkt unabhéangig vom Wert der Oberflachen-
verstarkung einen Phaseniibergang, der

(4) normaler Ubergang

heiBt. Am gewohnlichen, speziellen und auBergewshnlichen Ubergang zeigt
das System jeweils ein anderes universelles oberflachenkritisches Verhalten.
Die universellen oberflichenkritischen Eigenschaften am normalen Ubergang
stimmen hingegen mit denjenigen des auBergewshnlichen Ubergangs iiberein.
Diese Sachverhalte sollen nun naher erlautert werden.

2.2.2 Der gewohnliche Ubergang

Bei unterkritischer Oberflachenverstarkung (¢ < ¢.) ist die Tendenz zur Ord-
nung an der Oberflache geringer als im Volumen. Fir T' > T, (oder K < K)
und H = 0 verschwindet daher die lokale Spinmagnetisierung im gesam-
ten System: m; = (S;) = 0 fur alle Gitterpunkte i. Fur 7' < T, ist die
Oberflichenmagnetisierung m, pro Spin dem Betrag nach kleiner als die Vo-
lumenmagnetisierung myy oder my_. Man erhdlt m; aus der Freien Ober-
flichenenergie pro Spin g, geméaf

_ ags
Ohy

my = (2.36)
Da sich lokale oberflicheninduzierte Stérungen bis zu einem charakteristi-
schen Abstand von der Gréenordnung der Korrelationsldnge € in das Innere
des Systems ausbreiten (Abbildung 2.1), erhélt man qualitativ das in Abbil-
dung 2.4a gezeigte Magnetisierungsprofil m(z), wo z die Koordinate senkrecht
zur Oberfliche bezeichnet.

Wie die spontane Volumenmagnetisierung mp4, Gleichung (2.15), ge-
horcht auch m; (oder allgemeiner, die lokale Magnetisierung pro Spin in
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(@) m(z) (b)

0 >0 T, T

Abbildung 2.4: (a) Qualitativer Verlauf des Magnetisierungsprofils m(z)
fir T < T, bei verschwindendem Oberflichenfeld (H; = 0) und unterkri-
tischer Oberflichenverstirkung (¢ < ¢.). (b) Temperaturabhingigkeit der
spontanen Oberflichen- und Volumenmagnetisierungen pro Spin, m¢ und
Mps.

einem beliebigen, aber festen Abstand von der Oberfliche) als Funktion von
t asymptotisch einem Potenzgesetz, jedoch mit dem Exponenten ; statt 3:

mi = j\417_|il|ﬁl7 t—0—. (237)

Die Renormierungsgruppenrechnungen sagen fiir 41 in Raumdimension d = 3
einen Wert von (i ~ 0.8 vorher [3], in guter Ubereinstimmung mit Monte-
Carlo-Ergebnissen [83,88]. Man beachte, daB 3; > § ~ 0.33 gilt, so daB fir
t — 0 der Betrag von my stets kleiner als die Volumenmagnetisierung ist
(Abbildung 2.4b), wie man es auch anschaulich erwartet.

Allgemeiner kann man das Potenzgesetz (2.37) als Konsequenz des Ska-
lenverhaltens des Systems in der Umgebung des kritischen Punkts verstehen,
wie es bereits fiir das Volumenmodell moglich war (Seite 9f.). Auch thermo-
dynamische Oberflichengréfien und Korrelationsfunktionen des halbunend-
lichen Systems lassen sich, wie die Renormierungsgruppentheorie bestatigt
hat, in Skalenform schreiben. Beispielsweise gilt fiir den singuldren Anteil
gsm& der Freien Oberflichenenergie pro Spin in Verallgemeinerung von (2.4):

g8 (4,0, 01) = [t gx (]t e[t 72) (2.38)

mit den oberflachenkritischen Exponenten a; und A;. Dabei hangt das Ober-
flachenskalenfeld f; in niedrigster Ordnung linear von H und H; ab:

hl = bo’lH + 0071H1 + O(tH,tHl, HQ, HIQ) (239)
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Ein weiteres bemerkenswertes Ergebnis der Renormierungsgruppenanaly-
se des halbunendlichen ¢*-Modells lautet wie folgt. Am gewohnlichen Uber-
gang koénnen mittels Skalenrelationen sdmtliche oberflichenkritische Expo-
nenten durch 3; (oder einen anderen geeigneten oberflachenkritischen Expo-
nenten) und die volumenkritischen Exponenten ausgedriickt werden. Es gibt
also in diesem Sinne nur einen unabhéngigen oberflachenkritischen Exponen-
ten. Beispielsweise gelten die folgenden Beziehungen [3]:

B+ Ay =v(d-1), as=a+v=2—-v(d-1). (2.40)

Die Exponenten n und 5., Gleichung (2.31), die den algebraischen Zerfall

der Korrelationsfunktion beschreiben, folgen aus den Skalenrelationen [3]

n+n

5 (2.41)

1%
Pr=gld=2+mn), =

2.2.3 Der auBlergewShnliche Ubergang

Wie oben erldutert (Seite 23), ordnet die Oberfliche im Falle iiberkritischer
Oberflichenverstiarkung der Wechselwirkung (¢ > (.) bei einer Temperatur
T =T.s > T. (oder reduzierten Kopplung K = K., < K.). Der ,,Ober-
flicheniibergang® (K = K.,, H = H; = 0) tragt, wie ebenfalls bereits
angedeutet, alle Ziige eines Volumeniibergangs eines (d — 1)-dimensionalen
Systems (mit d > 2). Insbesondere verschwindet die Oberflichenmagnetisie-

rung my pro Spin fir T' 1 T, ,, das heifit fir ¢ T ¢, = (7., — T.)/T. gemal
my =M, _[t =", -, 50—, (2.42)

Dabei ist 3(*=1 der kritische Volumenexponent des (d — 1)-dimensionalen
Ising-Modells. Fiir ein System in Raumdimension d = 3 ist die Oberflache
zweidimensional. Der Wert von $(3) ist in diesem Fall exakt bekannt und
betrigt 32 = 1/8 [89]. Das Magnetisierungsprofil fiir Temperaturen T mit
T. < T < T, ist schematisch in Abbildung 2.5a dargestellt. Die Magnetisie-
rung féallt vom Wert my # 0 an der Oberfliche auf der Skala der Korrelati-
onslange ¢ auf den Volumenwert Null ab.

Erniedrigt man die Temperatur weiter, so ordnet bei T' = T. schlie}-
lich auch das Volumen, und das halbunendliche System durchlauft den au-
Bergewdhnlichen Ubergang. Im Unterschied zum gewdhnlichen und zum im
nichsten Unterabschnitt behandelten speziellen Ubergang verschwindet m;
am auBergewohnlichen Ubergang nicht. Asymptotisch lautet das singulire
Verhalten von m; als Funktion der reduzierten Temperatur ¢ wie folgt:

my = ALt +a+ bl +cl®+ ..., t—0+. (2.43)
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Der erste Term beschreibt die fithrende Singularitdt von my, mit Amplituden
Ay # A_, die ober- und unterhalb des volumenkritischen Punkts verschieden
sind. Der Rest sind analytische Hintergrundterme, die in (2.43) bis zur Ord-
nung ¢* entwickelt wurden, und (nicht gezeigte) weniger singulire Beitrige.
Die Koeffizienten a, b und ¢ sind nichtuniverselle, von systemspezifischen
Einzelheiten abhangige Groflen. Auch jede der beiden Amplituden Ay und
A_ héngt fiir sich genommen von mikroskopischen Details ab. Man erwartet
aber, da} das Amplitudenverhaltnis

A=A JA (2.44)

universell ist. In der Tat stellt sich A als identisch mit dem Amplituden-
verhdltnis der volumenspezifischen Warmekapazitiat heraus (A4 ~ 0.53 in
d = 3) [10]. Die gesamte Temperaturabhéngigkeit von rmy ist in Abbil-
dung 2.5b skizziert. Man beachte, daf§ die Singularitat am volumenkritischen
Punkt sehr schwach ist: wegen a ~ 0.1 in d = 3 (siehe [68], Kapitel 28) di-
vergiert erst die zweite Ableitung von my nach ¢. Eine solche Singularitéat ist
mit bloem Auge kaum zu erkennen, konnte aber in Computersimulationen
einwandfrei nachgewiesen werden [90].

Ahnlich wie am gewohnlichen Ubergang kann man auch fiir den singuléren
Anteil der Freien Oberflichenenergie einen Skalenansatz machen [91]:

"8 (6., 01) = [¢*7 g2 (D]E]7%, ha) . (2.45)

Wollte man analog zu (2.38) oberflichenkritische Exponenten Ay und o ein-
fiihren, miiite man also die Identifikationen A; = 0 und a, = «a treffen. Es ist
leicht zu sehen, daff aus (2.45) die fithrende [¢t|*~*-Singularitit von m; gemaf
(2.43) folgt. Dazu braucht man nur die Argumentation, die im Volumenfall
von (2.2) zu (2.4) gefiithrt hat, unter Beriicksichtigung von (2.36) nachzuvoll-
ziehen. Es ist eines der Charakteristika des auBergewshnlichen Ubergangs,
daB} alle oberflachenkritischen Exponenten durch Volumenexponenten aus-
gedriickt werden kénnen.

Eine phinomenologische Skalentheorie des aufiergewshnlichen Ubergangs,
aus der unter anderem (2.45) folgt, prisentierten als erste Bray und Moore
vor iiber zwanzig Jahren [91]. Diese beruhte auf der (plausibel erscheinenden)
Annahme einer Aquivalenz des aufiergewohnlichen Ubergangs mit dem wei-
ter unten besprochenen sogenannte normalen Ubergang — wir werden hierauf
noch zuriickkommen (Seite 32). Obwohl konkrete feldtheoretische Rechnun-
gen im Einklang mit den Vorhersagen von Bray und Moore waren (hier sind
vor allem die Ergebnisse von Diehl und Smock zu nennen [92]), wurde die
generelle Gultigkeit ihres Ansatzes bisweilen auch in Zweifel gezogen. Erst

vor einigen Jahren konnten Diehl und Burkhardt [10] endgiiltige Klarheit in
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Abbildung 2.5: (a) Magnetisierungsprofil (qualitativ) fiir Temperaturen
T. < T < T., bei verschwindendem Oberflichenfeld H; = 0 und iiber-
kritischer Oberflichenverstirkung (¢ > ;). (b) Oberflichenmagnetisie-
rung m; als Funktion der Temperatur. Die |¢t|*=2-Singularitét bei T = T,
gemdf (2.43) ist kaum sichtbar (siche Text). Fiir 7' 1 T, , verschwindet
my gemiB (2.42). Die gezeigte Kurve gibt das Verhalten fiir den Fall eines
dreidimensionalen Systems (d = 3) mit zweidimensionaler Oberfliche wie-
der, das heifit wir haben fiir (=) den exakt bekannten Wert 3(2) = 1/8
verwendet.

dieser Frage schaflen und mittels sehr allgemeiner Argumente die Korrektheit
der Vorstellungen von Bray und Moore bestéatigen.

2.2.4 Der spezielle Ubergang

Beim speziellen Ubergang handelt es sich um einen multikritischen Punkt,
an dem verschiedene Linien kontinuierlicher (Oberflachen-) Phaseniibergiange
zusammentreffen (Abbildung 2.3). Die Oberflachenverstarkung nimmt hier
gerade ihren kritischen Wert an (¢ = (.), und der oben diskutierte ,Ober-
flacheniibergang® bei T' = T, fallt mit dem Phaseniibergang im Volumen
zusammen (T, ; = T, beziehungsweise K., = K,).

Anschaulich gesprochen besteht die Eigenart des speziellen Ubergangs
darin, daB Oberflaiche und Volumen gleichzeitig kritisch werden, und zwar
in dem folgenden Sinne. Bei Anndherung an den volumenkritischen Punkt
divergiert die Suszeptibilitat x) = xp(K),

dmy, I g

Xy = lim —~ = —

=0+ Oh hf&- Oh?’ (2.46)
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nach einem Potenzgesetz mit dem kritischen Exponenten v > 0 und den
Amplituden Cy:

= CLll™, =0+, (2.47)

Dieses Verhalten ist eine unmittelbare Konsequenz der Divergenz von £. Die
Suszeptibilitdt kann namlich (bis auf Vorfaktoren) durch ein Integral tiber
die Zweipunktkorrelationsfunktion dargestellt werden (siche etwa [93], Ab-
schnitt 3.5). Bei Anndherung an den volumenkritischen Punkt werden die
Korrelationen so langreichweitig, daff dieses Integral divergiert. Eine zu x}
korrespondierende Oberflachengréfle fiir das halbunendliche System ist die
Oberflichensuszeptibilitit x3,:

dmy 829
o= 1 =— 1 > 2.48
= w0y nsoy OB2 (2.48)
h1—0 h1—0

Ahnlich wie X 1Bt sich auch die Oberflichensuszeptibilitit als ein Integral
iiber eine Korrelationsfunktion darstellen, das sich allerdings nur iiber die
(d — 1)-dimensionale Oberflache erstreckt. Am Oberﬂéchenﬁbergang (K =
[xcs, H = Hy = 0) ist das Volumen nichtkritisch, also Xb endlich. Da dieser
Ubergang aber einem Volumenubergang eines (d— 1) dimensionalen Systems
dquivalent ist, divergiert x9, fiir K — K., nach einem zu (2.47) véllig ana-
logen Potenzgesetz (natiirlich mit dem zur Raumdimension d — 1 gehorigen
Volumenexponenten 7). Bei Anndherung an den volumenkritischen Punkt
(K — K.) zeigt xY; ebenfalls ein Potenzverhalten, das durch einen Ober-
flachenexponenten vy und Amplituden C 4 charakterisiert werden kann:

X1 =Crglt]™™, t—0+. (2.49)

Am gewshnlichen und auBergewdhnliche Ubergang bleibt x?, endlich, das
heiBit es gilt 417 < 0. Grob gesagt sind die allein durch den Volumeniibergang
induzierten, kritischen ,,Oberflichenkorrelation® nicht langreichweitig genug,
um — wie am Oberflacheniibergang — eine Divergenz von x{, zu bewirken. Der
spezielle Ubergang ist nun dadurch ausgezeichnet, daB sowohl die Volumen-
als auch die Oberflichensuszeptibilital divergieren (das heiit 11 > 0).

Weiter zentrale Erkenntnisse iiber den speziellen Ubergang aus der Re-
normierungsgruppenanalyse sind die folgenden:

e Die Oberflaichenmagnetisierung m; verschwindet zwar wie am gewohn-
lichen Ubergang nach einem Potenzgesetz der Form (2.37), allerdings
ist nun 3y < B (insbesondere ist fir d = 3 #; ~ 0.2). Die Oberflachen-
magnetisierung ist also fir { — 0— im Gegensatz zum gewohnlichen
Ubergang (Abbildung 2.4b) dem Betrag nach grofier als die spontane

Volumenmagnetisierung.
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¢ Thermodynamische Groflen und Korrelationsfunktionen zeigen auch
am speziellen Ubergang Skalenverhalten. Der wesentliche Unterschied
zum gewdhnlichen und auBergewdhnlichen Ubergang ist aber, daB die
Abweichung ( — (. der Oberflichenverstarkung vom kT‘lfH(‘hPﬂ Wert
eine relevante Skalenvariable ist. Die Skalenform etwa der Freien Ober-
flichenenergie ist daher analog zur derjenigen am gewéhnlichen Uber-
gang, Gleichung (2.38), abgesehen davon, daB g5 zusitzlich von dem
Skalenfeld (¢ — (.)[t|=® abhingt, wobei @ der sogenannte ,Crossover-
Exponent® ist.

e Eng mit der Existenz zweier relevanter Oberflichenskalenfelder zusam-
menhdngend gibt es nun zwei unabhéngige oberflaichenkritische Expo-
nenten, etwa (3; und ®. Alle anderen oberflachenkritischen Exponenten
kénnen wieder iiber Skalenrelationen durch 3y, ® und die Volumenex-
ponenten ausgedriickt werden [3].

Der spezielle Ubergang spielte bei der Entwicklung der Renormierungsgrup-
pentheorie oberflichenkritischer Phdanomene eine wichtige Rolle und besitzt
eine Reihe interessanter Eigenschaften, ist aber in unserer Arbeit von unterge-
ordneter Bedeutung, weshalb wir im folgenden nicht weiter auf ihn eingehen
wollen.

2.2.5 Der normale Ubergang

Die bisher diskutierten Phaseniiberginge des halbunendlichen Systems tra-
ten allesamt bei verschwindendem Oberflachenfeld (H; = 0) auf. Ist dagegen
Hy # 0, durchlduft das System am volumenkritischen Punkt unabhingig
vom Wert der Oberflichenverstirkung ¢ den sogenannten normalen Uber-
gang. Ahnlich wie am auBergewéhnlichen Ubergang verschwindet dabei die
Oberflichenmagnetisierung m; nicht, und fir 7" > T, erhilt man ein Mag-
netisierungsprofil von der in Abbildung 2.5a gezeigten Form. Bei T' = T,
sollte my eine thermische |¢|*~2-Singularitit genau wie am auBergewohnli-

chen Ubergang, Gleichung (2.43), aufweisen:
my, = A;|t|2_a+a’+b’t+c’t2+... , t—0+L. (2.50)

Die Amplituden A, @', b’ und ¢’ haben als nichtuniverselle GréBen im all-
gemeinen andere Werte als in (2.43) und héngen insbesondere von H; ab.
Allerdings sollte A/, /A" wiederum universell und gleich dem Amplituden-
verhiltnis der Volumenspez1ﬁschen Wirmekapazitat sein. Da im Unterschied
zum auBergewdhnlichen Ubergang die lokale Ordnung fiir 7' > 7, nicht spon-
tan durch die Verstarkung der Wechselwirkung an der Oberfliche, sondern
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durch das duBlere Feld H; # 0 verursacht ist, gibt es kein Gegenstiick zum
»Oberflacheniibergang®. Vielmehr ist my selbst bei einer beliebig hohen Tem-
peratur noch von Null verschieden und verschwindet erst im Limes 7' — oo.
Mittels einer Hochtemperaturentwicklung 1aBt sich leicht die Asymptotik von
my fir T — oo beweisen [94]:

my o< T7%, T — oo. (2.51)

Das obige Hochtemperaturverhalten von m; wird auch durch die Moleku-
larfeldtheorie korrekt reproduziert (siehe [23], Seite 85f.). Die gesamte Tem-
peraturabhingigkeit der Oberflichenmagnetisierung, wie sie aus (2.50) und

(2.51) folgt, ist schematisch in Abbildung 2.6 dargestellt.

m
LA

>
0 T, T

Abbildung 2.6: Temperaturabhingigkeit der Oberflichenmagnetisierung
bei nichtverschwindendem Oberflichenfeld H; # 0.

Allgemein erwartet man, daB auBergewshnlicher und normaler Ubergang
durch das gleiche universelle oberflachenkritische Verhalten charakterisiert
sind. Diese These bildete den Ausgangspunkt der phianomenologischen Ska-
lentheorie von Bray und Moore (vergleiche Seite 29). Heuristisch gingen Bray
und Moore von folgender Uberlegung aus. Gemeinsames Merkmal von au-
Bergewshnlichem und normalem Ubergang ist die Prisenz einer geordneten
Oberflache am volumenkritischen Punkt. Dabei sollte es gleichgiiltig sein, ob
die Oberflachenordnung spontan erzeugt oder durch ein explizites ordnendes
Oberflachenfeld erzwungen wird.
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Der — mehr oder weniger exakte — Beweis der Aquivalenz von auBer-
gewdhnlichem und normalem Ubergang gelang vor einigen Jahren Burkhardt
und Diehl [10]. Die Argumentation verlief dabei zum einen auf der Ebene
des Gittermodells. Das System mit tiberkritischer Oberflachenverstarkung
(¢ > ¢.) und verschwindendem Oberflachenfeld (H; # 0) kann, indem man
in der Zustandssumme die Spins der obersten Schicht ausintegriert, auf ein
Modell mit unterkritischemm Wert von (, aber (solange die Oberfliche spon-
tan geordnet ist) nichtverschwindendem Oberflachenfeld abgebildet werden.
AuBerdem konnten die Autoren auch im Rahmen des Kontinuumsmodells
(der ¢*-Theorie) den Ursprung der fiir den auBergewshnlichen und norma-
len Ubergang typischen [t|*~*-Singularitdt der Oberflichenmagnetisierung,
Gleichung (2.43), genau zuriickverfolgen und demonstrieren, warum und in
welchem Sinne die Struktur der oberflaichenkritischen Singularitdten an den
beiden Ubergingen bereits durch das volumenkritische Verhalten nahezu
vollstandig festgelegt wird.

Die Bezeichnung ,normaler Ubergang® ist jiingeren Ursprungs und ver-
dient einige Erlauterungen. Eingefiihrt wurde sie von Diehl auf einen Vor-
schlag von M.E. Fisher hin [9]. Ublicherweise assoziiert man den norma-
len Ubergang mit der kritischen Adsorption von Fliissigkeiten oder biniren
Fliissigkeitsmischungen an Wénden oder Grenzflachen. Die Namensgebung
soll andeuten, dafl unter diesen Umstédnden das Auftreten eines Oberflachen-
feldes, das linear an den Ordnungsparameter koppelt, der Regelfall ist. Bei
einer einkomponentigen Fliissigkeit modelliert dieses Feld in stark verein-
fachter Form das &duflere Wandpotential (sofern dieses kurzreichweitig ist).
Bei einer bindren Mischung trégt es dagegen der Tatsache Rechnung, dafl
stets eine der beiden Komponenten bevorzugt an der Wand oder Grenzflache
adsorbiert wird.

DaB der normale Ubergang auch in einer biniren Legierung, die einen
Ordnungs-Unordnungs-Ubergang durchliuft, realisiert werden kann, ist ein
neues und tiberraschendes Resultat unserer Arbeit, da man bislang immer
davon ausgegangen ist, daB es in derartigen Systemen ein ordnendes Ober-
flichenfeld nicht geben kann. Auf diese Thematik werden wir spéater noch
genauer eingehen (Seite 42).

2.3 Experimente an Fe3Al: eine Bestandsauf-
nahme

Das im vorigen Abschnitt skizzierte Bild der oberflachenkritischen Phanome-
ne spiegelt im wesentlichen den Stand des Wissens zu Beginn der achtziger
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Jahre wieder. Es dauerte dann jedoch rund ein Jahrzehnt, bis Fortschritte
in der Experimentierkunst erstmals eine genauere Uberpriifung der theoreti-
schen Vorhersagen an realen Systemen erlaubten.

In einer Reihe aufsehenerregender Experimente studierten zu Beginn der
neunziger Jahre Mailander, Dosch und andere das oberflichenkritische Ver-
halten der bindren Legierung Fe; Al mittels evaneszenter Streuung von Ront-
genstrahlung [11-14]. Zwar existierten auch zuvor vereinzelte experimen-
telle Untersuchungen oberflichenmodifizierten kritischen Verhaltens tiber-
wiegend magnetischer Systeme. Die eingesetzten Methoden umfafiten da-
bei im wesentlichen die Streuung niederenergetischer Elektronen (LEED und
SPLEED) [95-98] sowie die Elektroneneinfang-Spektroskopie (ECS) [99,100].
Leider konnte die Ubereinstimmung der experimentellen Ergebnisse mit der
Theorie nicht vollig iberzeugen (siehe die Diskussion in [14], Abschnitt 4.1.1).
Es blieb jedoch unklar, ob dies an Unsicherheiten der Messungen oder Mén-
geln der Theorie liegt.

Als eine Ausnahme in diesem Zusammenhang konnen allerdings die Mes-
sungen an einer Fliissigkeitsmischung zwischen 2,6-Lutidin und Wasser gel-
ten. Unter geschickter Ausnutzung von Benetzungsphdnomenen gelang es,
eine Abschitzung von 3 zu erhalten, die in verniinftiger Ubereinstimmung
mit dem theoretischen Wert fiir den gewohnlichen Ubergang war [101]. Tm
Unterschied zu den Messungen an Fez Al war aber bei allen fritheren Expe-
rimenten keine Bestimmung der oberflichennahen kritischen Korrelationen,
und damit unter anderem kein ,unabhéangiger® Test etwa von Skalenrelatio-
nen moglich.

2.3.1 A2-B2- und B2-DO3-Ubergang

Das Fe-Al-System stellte nach Meinung der Experimentatoren einen nahe-
zu idealen Kandidaten fiir Versuche zum oberflichenkritischen Verhalten dar.
Das Volumenphasendiagramm weist (im Fe-reichen Teil) zwei kontinuierliche
Ordnungs-Unordnungsiiberginge auf, den A2-B2- und den B2-DO3-Uber-
gang (Abbildung 2.7). Beide Ubergiinge fallen in die Universalititsklasse des
dreidimensionalen Ising-Modells.® In der vollstindig ungeordneten A2-Phase
sind die beiden Teilchensorten A und B (hier also Fe und Al) zufillig iiber
die Gitterplatze des bee-Gitters verteilt, so dafl im thermischen Mittel die
Wahrscheinlichkeifemmpd p2 ein A- beziehungsweise B-Atom auf dem
Gitterplatz 1 zu finden, unabhangig von 1 und durch die betreffenden mittle-

87ur Begriindung kann man sich der Landautheorie bedienen (siehe [102], Seite 402f.).
Wie einer der Autoren auf unsere Nachfrage bestitigt hat [103], korrigiert der in [102]
angegebene Ausdruck fiir die Landausche Freie Energie eine frithere Arbeit [104].
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Abbildung 2.7: Ausschnitt aus dem Phasendiagramm des Fe-Al-Systems
(nach [105]). Am trikritischen Punkt endet die Linie kontinuierlicher A2
B2-Uberginge. Unterhalb der trikritischen Temperatur von etwa 600°C ist
der A2-B2-Ubergang von erster Ordnung. Die Linie kontinuierlicher B2~
DO3-Uberginge trifft die A2-B2- und A2-DO3-Phasengrenzen in einem
sogenannten symmetrischen kritischen Endpunkt [106]. Das vollstindige
Phasendiagramm des Fe-Al-Systems ist noch komplizierter, unter ande-
rem weil auch verschiedene magnetische Ordnungszustinde beriicksichtigt
werden miissen (siehe [107]).

ren Teilchenkonzentrationen ¢x und c¢g gegeben sind:
Pt =ca, pP =cp fiir alle Gitterpunkte i. (2.52)

Bei Erniedrigung der Temperatur kann das System — je nach Zusam-
mensetzung — verschiedene Phaseniibergange durchlaufen, in denen die Sym-
metrie zwischen den Teilgittern, in die das bee-Gitter zerlegt werden kann,
spontan gebrochen wird. Zur quantitativen Charakterisierung der geordne-
ten Zustéinde betrachten wir die Besetzungswahrscheinlichkeiten pf* der A-
Atome (véllig analoge Betrachtungen gelten natiirlich fiir pf). Spaltet man

das bee-Gitter in vier fee-Teilgitter a bis d auf (Abbildung 2.8), so gilt in der
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B2-Phase

A ca + ¢, furiin Teilgitter a,c,
n= { cx— ¢ fiir i in Teilgitter b.d, (2.53)
mit dem B2-Ordnungsparameter ¢ # 0. Effektiv zerféllt das bee-Gitter also in
zwel einfach-kubische Teilgitter, von denen das eine mit Eisen und das andere
mit Aluminium angereichert ist (im Vergleich zur mittleren Konzentration
der jeweiligen Teilchensorte).

Am B2-DO3-Ubergang findet eine weitere spontane Symmetriebrechung
statt, und zwar auf demjenigen der beiden einfach-kubischen Teilgitter der
B2-Phase, das mit Aluminium angereichert ist (Abbildung 2.8). Mit den Be-
zeichnungen wie in (2.53) ist Al auf den fcc-Teilgittern b,d beziehungsweise
a,c angereichert, wenn ¢ > 0 beziechungsweise ¢ < 0 gilt. Fir ¢ > 0 tritt die
Symmetriebrechung also auf den Teilgittern b,d auf, und in der DO3-Phase
gilt

A+ @ , fur iin Teilgitter a,c,
pt={ cx— ¢+, firiin Teilgitter b, (2.54)
ca —¢— U, firiin Teilgitter d,

mit dem DO3-Ordnungsparameter ¥ # 0.

Bei einer Aluminiumkonzentration von etwa ¢ = 0.29, wie sie der in den
Experimenten von Maildnder et al. verwendete Einkristall aufwies, betragt
die kritische Temperatur des A2-B2-Ubergangs iiber 1000°C. Solche hohen
Temperaturen bringen fiir die Messungen erhebliche Schwierigkeiten mit sich.
Aus diesemn Grund beschrankten sich Mailander et al. bei ihren Experimenten
auf den B2-DO3-Ubergang, der bei der gegebenen Zusammensetzung eine
kritische Temperatur von etwa 500°C besitzt.

2.3.2 Theoretische Erwartungen

Viele Eigenschaften bindrer Legierungen — insbesondere Ordnungsphénome-
ne und Phasenumwandlungen — lassen sich sehr gut mittels Gittergasmodel-
len erkldren [28]. Die statistischen Variablen eines solchen Modells sind die
Besetzungszahlen n{ mit o € {A, B}, die definiert sind durch

ng = { 1, falls Gitterpunkt i durch ein o-Atom besetzt ist, (2.55)
0, sonst.

Im einfachsten Fall nimmt man an, daf sich die Energie einer gegebenen Teil-
chenkonfiguration {n{*, nP} als Summe von Paarwechselwirkungen schreiben
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Abbildung 2.8: Volumenphasen einer Fe—Al-Legierung (im eisenreichen Teil
des Phasendiagramms). Das bce-Gitter kann in vier kubisch-flichenzen-
trierte (fcc-) Untergitter a bis d zerlegt werden. In der A2-Phase sind
simtliche Gitterplitze dquivalent: die Wahrscheinlichkeit, auf einem Git-
terpunkt i ein Fe- (oder Al-) Atom zu finden, ist fiir alle i gleich. In der B2-
und DO3-Phase ist die Symmetrie zwischen den Teilgittern dagegen spon-
tan gebrochen. Die Besetzungswahrscheinlichkeiten hingen dann vom je-

weiligen Teilgitter ab (angedeutet durch unterschiedliche Schattierungen).
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1a8¢:°

1
EKonf{niA,n?}:§ Y enin. (2.56)

o,7€{A,B} i,

Dabei ist " die Wechselwirkungsenergie zwischen einem o-Atom am Git-
terpunkt i und einem 7-Atom am Gitterpunkt j. Da in (2.56) iber i und
J unabhéngig summiert wird, taucht jedes Paar von Gitterpunkten genau
zweimal in der Summation auf, was durch den Faktor 1/2 kompensiert wird.
Wir gehen im folgenden von einem grofikanonischen Ensemble aus. Mit den
chemischen Potentialen py und pg fiir A- beziehungsweise B-Atome lautet
dann der Gittergas-Hamiltonian:

7-[Gitterga.s{n?7 TLF} = EKonf{niAa TLP} — HA Z TLIA — UB Z TLP (257)

Die oben betrachteten Besetzungswahrscheinlichkeiten pund pPsind die

thermischen Erwartungswerte der n{:
pf =(nf), o€ {A B} (2.58)

Vom Gittergas- zum Ising-Modell

Bei Vernachlassigung von Leerstellen ist jeder Gitterpunkt entweder durch
ein A- oder ein B-Atom besetzt. Es gilt daher

ni +nd =1. (2.59)

In diesem Fall ist das Gittergasmodell leicht auf das Ising-Modell abbildbar,
da man die Besetzung eines beliebigen Gitterpunkts durch eine zweiwertige
Ising-Spinvariable S; beschreiben kann. Definiert man S; = 1 beziehungsweise
S; = —1, falls sich ein A- beziehungsweise ein B-Atom bei i befindet, hat man
den folgenden Zusammenhang mit den urspriinglichen Besetzungsvariablen:

Wir betrachten hier nur das elementarste Modell fiir Ordnungsphéinomene in Legie-
rungen, wo ausschlieflich die Konfigurationsfreiheitsgrade beriicksichtigt werden. Im allge-
meinen muf natiirlich noch eine Reihe anderer Beitrdge zur Gesamtenergie beriicksichtigt
werden. Wenn man etwa ein A-Atom an einem Gitterpunkt durch ein B-Atom ersetzt,
wird das Gitter in einer bestimmten Weise deformiert. Diese (und andere Effekte) fiihren
7u elastischen Beitragen im Energie-Funktional und spielen fiir die Physik von Legierungen

h&ufig eine grofie Rolle.
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Dementsprechend lassen sich die Besetzungswahrscheinlichkeiten p*und p®
durch die lokale Magnetisierung rn; = (S;) ausdriicken:

1 1
p? = 5(1 + mi), p? = 5(1 — mi) (2.61)

Der Gittergas-Hamiltonian (2.57) schreibt sich, bis auf eine von der Teilchen-

konfiguration unabhingige Konstante, in den Tsing-Variablen als!®
H{S;} = —%Z.Jijsisj - ZHiSi, (2.62)
i i
mit den Kopplungskonstanten
Ji= 7 (4 — i = ), (2.63)
und den lokalen Magnetfeldern
H; = %(MA — pB) + %Z (65" — &) - (2.64)

j
Fiir ein unendlich ausgedehntes Gitter ist H; unabhéngig von 1 und im we-
sentlichen ein Maf} fiir die chemische Potentialdifferenz zwischen den beiden
Teilchensorten. Die Ising-Kopplungskonstanten .J;; kénnen je nach den Wer-
o ferro- (J;; > 0) oder antiferroma-
gnetisch (Ji; < 0) sein. Im ersten Fall ist die Besetzung der Gitterpunkte
1,j durch Atome gleichen Typs energetisch bevorzugt (AA oder BB), an-
sonsten sitzen an 1, vorzugsweise Atome verschiedenen Typs. Eine Legie-

ten der Wechselwirkungsparametern e

rung mit Tendenz zur Gitterplatzordnung muf stets antiferromagnetischen
Wechselwirkungen enthalten. Legierungen, die zur Segregation der beiden
Komponenten neigen, sind dagegen durch ferromagnetische Wechselwirkun-
gen dominiert.

Die GroBen ¢ sind als ,effektive® Wechselwirkungsparameter zu ver-
stehen. Die Vorhersage von deren Werten mittels ab-initio-Methoden liefe
darauf hinaus, die elektronische Struktur (Bandstruktur) der biniren Legie-
rung zu bestimmen. Dies ist eine schwierige Aufgabe der Festkorperphysik,
da man nicht mehr wie im Falle eines (idealen) Kristalls aus einer einzigen
Atomsorte (oder eines Bravais-Gitters mit einer festen Basis aus mehreren
Atomen) von einem gitterperiodischen Potential ausgehen kann. Vielmehr
héngt das Einteilchenpotential, in dem sich die Elektronen bewegen, von
der Konfiguration der Atome auf dem Gitter ab. Im Falle der A2-Phase, wo

10Bei der Herleitung von (2.62) wurde € = €5 und ci/}B = chgA

S5 verwendet.
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die beiden Komponenten statistisch auf dem Gitter verteilt sind (vergleiche
Seite 34), hat man es mit einem reinen Zufallspotential zu tun. Trotz die-
ser Schwierigkeiten erzielte man in der Vergangenheit Fortschritte bei der
Rechtfertigung von Gittergasmodellen wie (2.57) und der Berechnung der
effektiven Wechselwirkungsparameter, wobei sich Ansédtze auf der Basis der
»Coherent Potential Approximation® (CPA) als besonders erfolgreich erwie-
sen haben (siehe etwa [28], Kapitel 6). Diese Fragen sind fiir uns jedoch nicht
von weiterem Interesse, da universelle kritische Eigenschaften ohnehin nicht
von den prazisen Werten der Wechselwirkungsparameter abhiangen sollten.
Wir fassen die €j” daher als durch mikroskopische Details bestimmte, nicht-
universelle Materialparameter auf.

Im Hinblick auf das halbunendliche System mit Oberfliche sind zunachst
die folgenden Punkte zu beachten:

e An einer Festkorperoberfliche sind die elektronischen (und andere) Ei-
genschaften des Systems im allgemeinen modifiziert. Dies gilt daher
auch fiir die Wechselwirkungsparameter €7, wenn die Gitterpunkte 1
und j der Oberfliche nahe kommen. Eine genaue Vorhersage, wie diese
Parameter abgeandert sind, ist noch komplizierter als deren Berech-
nung fiir den Volumenkristall. Die Oberflichenmodifikation der Wech-
selwirkung ist materialabhangig und nichtuniversell und kann daher als
mehr oder weniger ,,zuféllig® angesehen werden. Insbesondere kann man
also nicht mehr von vornherein absehen, ob (und um welchen Betrag)
die Kopplungskonstanten des Ising-Modells (2.62) an der Oberflache

verstarkt oder abgeschwicht sind.'!

e Das Magnetfeld H;, Gleichung (2.64), weicht an der Oberfliche im
allgemeinen von seinem Volumenwert H ab, und zwar einerseits auf-
grund eines ,geometrischen“ Effekts (ein Gitterpunkt an der Oberflache
hat weniger néichste, iibernachste, ... Nachbarn als sein Gegenstiick
im Volumen), zum anderen wegen der Oberflichenmodifikation der
Wechselwirkung. Insbesondere wird immer ein nichlverschwindendes
homogenes Oberflichenmagnetfeld Hy # 0 auftreten. Je nach Reich-
weite der Wechselwirkung sind auch weitere lokale Felder H,, Hs, ...
moglich, die auf die Spins der zweiten, dritten, ... Schicht parallel zur
Oberfliche wirken. Wir betrachten im folgenden nur H; und setzen

Hy, = Hy = ... = 0 voraus. Vollig analoge Uberlegungen gelten aber

"N Explizite Rechnungen fiir bestimmte Legierungstypen deuteten — in der Sprechweise
der oberflichenkritischen Phanomene — die Méglichkeit einer iiberkritischen Verstarkung
der Wechselwirkungen an der Oberfliche an [108,109]. Dieses Ergebnis beruht jedoch auf
einer Rethe vereinfachender Annahmen und kann daher nicht unbedingt als reprasentativ
angesehen werden.
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auch, wenn weitere Schichtfelder Hy, Hs, ... zu beriicksichtigen wéren.
Anschaulich reguliert H; die Konzentrationen der beiden Komponenten
an der Oberflache und damit die Oberflichensegregation der Legierung
(vergleiche Seite 3). Die Bemerkungen tiber die Oberflachenmodifika-
tion der Wechselwirkungen implizieren, daf eine ab-initio-Berechnung
von Hy schwierig ist. Sogar die korrekte Vorhersage des Vorzeichens von
H; (und damit, welche Komponente an der Oberfliche angereichert
ist) stellt ein ungeldstes Problem dar.' In unserem Zusammenhang
empfiehlt es sich jedoch, wiederum einen pragmatischen Standpunkt
einzunehmen und das Segregationsfeld H; d@hnlich wie die Kopplungs-
konstanten €3 als nichtuniversellen Materialparameter aufzufassen.
Bindre Legierungen, die einen Ordnungs-Unordnungsiibergang aufwei-
sen, werden durch Ising-Antiferromagneten modelliert. Die im letzten Ab-
schnitt vorgestellten Ergebnisse zum universellen oberflichenkritischen Ver-
halten des Ising-Ferromagneten lassen sich sinngeméf auf den antiferroma-
gnetischen Fall iibertragen. Insbesondere sollte es also wieder vier mogliche
Ubergiinge des halbunendlichen Systems am volumenkritischen Punkt geben:
den gewdhnlichen, speziellen, auBergewshnlichen und normalen Ubergang.
Welcher Ubergang konkret realisiert ist, hingt wie beim Ferromagneten von
der Starke der Wechselwirkung an der Oberflache (im Vergleich zum Volu-
men), aber auch der Anwesenheit eines expliziten ordnenden Oberflachenfel-
des ab. An dieser Stelle erscheint es angebracht, auf einen wichtigen Unter-
schied zwischen Ferro- und Antiferromagnet hinzuweisen, der fiir das weitere
Verstandnis unserer Arbeit wichtig ist: ndmlich die vollig unterschiedliche
Rolle, die die homogenen Volumen- und Oberflichenmagnetfelder H und H,

in beiden Féllen spielen.

Ordnende und nichtordnende Felder

Die geordnete Volumenphase des Ising-Ferromagneten ist durch eine nicht-
verschwindende spontane Magnetisierung charakterisiert, die demmnach den
Ordnungsparameter des Ubergangs bildet (siche Seite 12). Ein (homogenes)
Volumenmagnetfeld H koppelt linear an die Magnetisierung und wird daher

12Das bisher eingefiihrte Modell trigt auBerdem nicht der Méglichkeit unterschiedli-
cher Oberflichenspannungen der beiden Komponenten (unter anderem wegen verschiede-
ner Atomradien) Rechnung. Solche Effekte sind aber meist stark ausgeprédgt und miissen
im Rahmen des Gittergasmodells durch zusitzliche Beitrdge zum Oberflichenfeld H
beriicksichtigt werden, die dann ebenfalls durch eine mikroskopische Theorie vorherzusagen
wiren. Einen aktuellen Uberblick iiber theoretische Zuginge zur Oberflichensegregation
und konkrete Modellrechnungen findet sich in [110].
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als ordnendes Feld bezeichnet. Analog ist H; das zur Oberflaichenmagne-
tisierung konjugierte Feld, und kann daher als ordnendes Oberflichenfeld
angesehen werden.

Hingegen zeichnet sich ein antiferromagnetisch geordneter Zustand durch
eine raumlich variierende Magnetisierung aus, die auf den einzelnen Teilgit-
tern unterschiedliche Werte annimmt. Der Ordnungsparameter mifit dann
die GroBe der Aufspaltung der Magnetisierung (oder gleichbedeutend, der
Besetzungswahrscheinlichkeiten der beiden Atomsorten) auf den Teilgittern,
auf denen die spontane Symmetriebrechung stattfindet, sieche etwa (2.53)
und (2.54). Felder, die an den Ordnungsparameter koppeln, miissen raum-
lich inhomogen sein, also etwa im Fall des A2-B2-Ubergangs auf den beiden
einfach-kubischen Teilgittern der B2-Phase (Abbildung 2.8) entgegengesetz-
tes Vorzeichen haben. Ordnende Felder sind beim Antiferromagneten also
durch alternierende® (oder ,staggered”) Magnetfelder gegeben. Zur Unter-
scheidung von den homogenen Magnetfeldern H und H; bezeichnen wir ein
duBeres alternierendes Volumen- beziehungsweise Oberflichenfeld mit HT be-
ziehungsweise H;r Im Legierungsbild entsprechen derartige Felder raumlich
variierenden chemischen Potentialen, deren Wert vom jeweiligen Teilgitter
abhangt. Es leuchtet sowohl aus Sicht der Theorie ein, und ist auch im
Einklang mit allen bislang gemachten experimentellen Beobachtungen, dafl
es ordnende Volumenfelder in Legierungen nicht gibt. Die Existenz solcher
Felder wiirde einen Mechanismus auf mikroskopischer Ebene voraussetzen,
der die Gitterplédtze eines Teilgitters vor denjenigen eines anderen auszeich-
net. Ein solcher Mechanismus ist aber nicht bekannt. Es ist das Charak-
teristikum von Ordnungs-Unordnungs-Ubergingen, daB die Symmetrie zwi-
schen verschiedenen Teilgittern spontan gebrochen wird, namlich aufgrund
der Wechselwirkungen, die Atomkonfigurationen mit unterschiedlichen Be-
setzungswahrscheinlichkeiten auf den Teilgittern energetisch bevorzugen. Mit
der gleichen Begriindung ist man bisher davon ausgegangen, daf} es ordnende
Felder auch nicht lokal an der Oberflache geben kann.

Die homogenen Magnetfelder H und H; haben beim Ising-Antiferromag-
neten die Bedeutung sogenannter nichtordnender Felder. Obwohl diese nicht
unmittelbar an den Ordnungsparameter koppeln, sondern an die homogene
Oberflachen- oder Volumenmagnetisierung, sind sie aus physikalischer Sicht
nicht unwichtig, bestimmt doch H, das im wesentlichen als chemische Po-
tentialdifferenz der beiden Teilchensorten interpretiert werden kann, die Vo-
lumenzusammensetzung der Legierung und das Zusammenspiel von H und
H, die Oberflichensegregation. Thermodynamische Zustandsgrofen wie etwa
die Freie (Oberflachen-) Energie werden natiirlich von H (und H;) abhéngen.
Wie die nichtordnenden Felder im Kontext kritischer Phanomene zu behan-
deln sind, ist seit langerem bekannt. Grob gesprochen handelt es sich im Re-
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normierungsgruppenbild um irrelevante Variablen, die also die universellen
kritischen Eigenschaften nicht beeinflussen. Neue Effekte ergeben sich jedoch,
wenn die den nichtordnenden Feldern konjugierten nichtordnenden Dichten
(wie die besagte homogene Volumenmagnetisierung) bestimmten Nebenbe-
dingungen (typischerweise Erhaltungssitzen) unterworfen sind. Dann kommt
es zu einer (in der Regel nur kleinen) Abanderung der kritischen Exponenten,
der sogenannten Fisher-Renormierung [111]. Dieses Phanomen ist heute sehr
gut verstanden.

Ceht man gemiB der obigen Uberlegungen von der Abwesenheit eines
ordnenden Oberflachenfeldes aus, sollte die bindre Legierung (beziehungs-
weise der sie modellierende Ismg Antiferromagnet) nur noch den gewdhn-
lichen, speziellen oder auBergewdhnlichen Ubergang am volumenkritischen
Punkt durchlaufen kénnen. Fiir eine Realisierung des speziellen Ubergangs
miilten allerdings die Wechselwirkung an der Oberfliche und im Volumen
sehr genau aufeinander abgestimmt sein, was nur aufgrund eines ,,gliicklichen
Zufalls“ moglich wire.' Als wahrscheinlichste Alternativen bleiben nach die-
ser Argumentation also der gewshnliche und der auBergewshnliche Ubergang
iibrig. Welcher hiervon fiir eine gegebene Legierung auftritt, ist aufgrund der
Unkenntnis der mikroskopischen Wechselwirkungsparameter nicht vorherseh-
bar, sondern muf sich im Experiment erweisen.

2.3.3 Experimenteller Befund

Die an FezAl durchgefiihrten Streuexperimente nutzen die Tatsache aus, dafl
gewohnliche Materie fiir Rontgenstrahlung optisch diinner ist als das Vaku-
um, also einen (allerdings nur geringfiigig) kleineren Brechungsindex als Eins
besitzt. Richtet man daher einen Réntgenstrahl aus dem Vakuum unter strei-
fenden Einfall auf eine Festkorperoberfliche, kommt es zur Totalreflexion.
Neben dem spekulér reflektierten Strahl dringt dabei auch ein evaneszentes
Wellenfeld in den Festkorper ein, dessen Amplitude exponentiell mit dem Ab-
stand zur Oberfliche gedampft ist. Diese evaneszente Wellenfeld unterliegt
nun der Streuung im Festkorper. Die gestreuten Wellen lassen sich abseits des
spekuldren Hauptstrahls mit geeigneten Detektoren nachweisen. Allerdings
ist die Intensitdt des Streusignals so gering, dafl der Einsatz hochbrillanter
Strahlung, wie sie in den letzten Jahrzehnten durch Synchrotronbeschleuniger

13Gtrenggenommen miifiten die Oberflichenwechselwirkungen sogar erakt bestimmte
Werte annehmen. Wenn die Oberflichenwechselwirkungen allerdings ihren , kritischen®
Werten hinreichend nahe kommen, kénnte man zunéchst noch Signaturen des speziellen
Ubergangs erkennen, ehe man sehr nahe am volumenkritischen Punkt einen ,Crossover*
zum Verhalten des gewshnlichen oder aufiergewshnlichen Ubergangs beobachtet.
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zunehmend zur Verfiigung gestellt wurde, zwingend erforderlich ist.!* Selbst
dann liegen jedoch die MefBperioden typischerweise bei mehreren Wochen,
um eine gute Statistik und saubere Trennung von der stérenden Untergrund-
strahlung zu erhalten. Dariiber hinaus stellen derartige Experimente hochste
Anforderungen an die Probenpréaparation und -behandlung sowie die verwen-
dete Ultrahochvakuumtechnik (fiir apparative Details sei auf [14], Kapitel 2,
verwiesen).

Aus dem evaneszenten Streusignal kann man, dhnlich wie bei Experimen-
ten an Volumenkristallen, zum einen Informationen iiber die langreichweitige
Oberflachenordnung (genauer, die Fourier-Laplace-Transformierte des Ord-
nungsparameterprofils) gewinnen, indem man die Intensitat des betreffenden
Uberstrukturreflexes miBt. Andererseits liefert die diffuse Hintergrundstreu-
ung Aussagen iiber die oberflichennahen Korrelationen.' Damit lassen sich,
im Unterschied zu fritheren Messungen an magnetischen Systemen, minde-
stens zwei oberflichenkritische Exponenten (etwa 3y und ;) in unabhdingigen
Messungen bestimmen und so von der Theorie vorhergesagte Skalenrelatio-
nen tiberpriifen.

Ein weiterer Vorteil der Methode besteht in der Mdéglichkeit, die Ober-
flachensensitivitat der Messung gezielt zu kontrollieren. Durch Variation des
Einfallswinkels 1at sich namlich die Eindringtiefe des evaneszenten Wellen-
feldes, und daher die Dicke der abgetasteten Oberflachenschicht in weiten
Grenzen verandern (in den Experimenten zwischen 30... ]QOA). Auf diese
Weise kann beispielsweise der Umschlag von einem oberflichendomininierten
zum volumenbestimmten kritischen Verhalten beobachtet werden.

Die zentralen Ergebnisse der Experimente lassen sich wie folgt zusam-
menfassen:

e Die gemessenen oberflichenkritischen Exponenten stimmten tiberra-
schend gut mit den theoretischen Vorhersagen fiir die Oberflachen-
universalitatsklasse des gewéhnlichen Ubergangs iiberein. Insbesondere
waren theoretisch vorhergesagte Skalenrelationen im Rahmen der Mef3-
genauigkeit erfullt.

e Bei T' = T, ~ 270K, bis hin zu den hochsten untersuchten Tem-
peraturen von 7. 4+ 16K, konnten Signaturen einer zwar schwachen,

1Weitere, um bis zu zehn GréBenordnung leistungsstirkere Quellen (sogenannte Freie-
Elektronen-Laser oder X-FELs), die ganz neue experimentelle Méglichkeiten eréffnen
wiirden, sind derzeit sowohl im Rahmen des TESLA-Projekts des Deutschen-Elektronen-
Synchrotrons (DESY), Hamburg, als auch an der Berliner Elektronenspeicherring-Ge-
sellschaft fiir Synchrotronstrahlung (BESSY) in Planung [112,113].

15Dem interessierten Leser sei als eine aktuelle und umfassende Darstellung der Theorie

der evaneszenten Réntgen- und Neutronenstreuung der Ubersichtsartikel [114] empfohlen.
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aber nichtverschwindenden langreichweitigen Oberflachenordnung fest-
gestellt werden.

Dieser Befund ist nicht ohne weiteres mit dem im letzten Abschnitt ent-
wickelten Bild der oberflachenkritischen Phanomene vertraglich. Im Falle
des gewShnlichen Ubergangs sollte das Ordnungsparameterprofil fiir 7> T,
verschwinden und daher keine Persistenz von Oberflachenordnung in der un-
geordneten Volumenphase beobachtet werden. Letztere wiirde vielmehr eher
auf die Realisierung des auBergewdhnlichen Ubergangs hindeuten. Dann diirf-
te man aber nicht die oberflichenkritischen Exponenten des gewéhnlichen
Ubergangs messen.

Erste Erklarungsansitze

Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht in der Annahme eines ,,Crossover®-
Szenarios zwischen gewshnlichem und normalem Ubergang. Voraussetzung
hierfiir wéire die Existenz eines schwachen ordnenden Oberflichenfeldes bei
gleichzeitig unterkritischer Verstarkung der Oberflichenwechselwirkungen,
so daB also die Oberfliche eine geringere Tendenz zur Ausbildung sponta-
ner Ordnung hat als das Volumen. In diesem Fall wiirde man erst sehr nahe
am kritischen Punkt — moglicherweise in einem experimentell nicht mehr
zuginglichen Bereich — das asymptotische Verhalten des normalen Uber-
gangs feststellen. In etwas gréflerem Abstand vom kritischen Punkt kénnen
die Mefidaten dagegen, je nachdem, welche Observable betrachtet wird, un-
ter Umstdnden sehr gut an theoretische Vorhersagen fiir den gewohnlichen
Ubergang angefittet werden. Vollig unklar bleibt dabei aber der Ursprung des
ordnenden Oberflachenfeldes, nachdem nach den Ausfiihrungen des letzten
Abschnitts ein solches Feld in einer Legierung nicht existieren diirfte.

Wie bereits in der Einfithrung angedeutet (Seite 4), brachte Dosch noch
eine weitere Ursache fiir die Persistenz von Oberflichenordnung ins Spiel,
namlich die Oberflichensegregation. Seine Argumentation baute auf das Vo-
lumenphasendiagramm und die Konzentrationsabhingigkeit der Ubergangs-
temperatur auf. Messungen mittels lonenstreuung [17] zeigten in der Tat sehr
stark ausgepragte Segregationseffekte an der Oberflache der Fe;Al-Legierung;:
die oberste Schicht bestand fast vollstandig aus Al-Atomen. Weiterhin konn-
te man in den nachfolgenden Gitterebenen parallel zur Oberfliche ein os-
zillierendes Segregationsprofil nachweisen, mit einer Fe-Anreicherung in der
zweiten Schicht, einer Al-Anreicherung in der dritten und so weiter. Aus
Sicht der Theorie ist festzuhalten, dal man bislang den Einflul der Ober-
flachensegregation auf das kritische Verhalten noch nicht berticksichtigt hat.
Auf der anderen Seite lassen sich Segregationsphdnomene mit den oben vor-
gestellten Gittergasmodellen beziehungsweise Ising- Antiferromagneten recht
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erfolgreich beschreiben, wenn man die Modellparameter geeignet wahlt, so
daf sich ein solcher Einflufl — so er denn existiert — auch theoretisch verstehen
lassen miufte.

2.4 Theoretische Ergebnisse von F. Schmid

Die im letzten Abschnitt geschilderten Diskrepanzen zwischen Theorie und
Experiment veranlaBten Friederike Schmid [15], ein Gittermodell fiir Fe-Al-
Legierungen zu untersuchen, das sich bereits bei der Beschreibung des Vo-
lumenphasendiagramms bewahrt hatte. Thr Hauptziel war die Beantwortung

der folgenden Fragen:

(a) Gibt es eine Erklirung fir die Persistenz von Oberflichenordnung, auch
wenn weder ein dufieres ordnendes Oberflichenfeld vorhanden noch die
Oberflichenverstirkung der Wechselwirkung tiberkritisch ist?

(b) Ist das Auftreten nichtverschwindender Oberflichenordnung in der un-
geordneten Volumenphase vertrdglich mit der Beobachtung des ober-
flichenkritischen Verhaltens des gewohnlichen Ubergangs?

Das vermutlich wichtigste Ergebnis Schmids bestand in der Entdeckung,
daB es in der Tat einen neuartigen Mechanismus fiir die Persistenz von
Oberflachenordnung gibt. Anschaulich beruht dieser auf dem Zusammenspiel
zwischen gebrochener Translationsinvarianz und den Symmetrieeigenschaf-
ten der Oberflache beziiglich der Teilgitterordnung. Bevor wir aber hierauf
naher eingehen und die Erkenntnisse Schmids im einzelnen erldutern kénnen,
miissen wir zunachst das zugrundeliegende Gittermodell vorstellen.

2.4.1 Der bcc-Ising-Antiferromagnet

Die Vorhersage eines komplexen Phasendiagramms wie desjenigen des Fe—Al-
Systems ist ein anspruchsvolles Problem der Statistischen Mechanik. Eine be-
sondere Herausforderung stellt der Fe-reiche Teil des Phasendiagramms dar,
da hier neben den bereits besprochenen Ordnungs-Unordnungsiibergangen
auch die Existenz verschiedener magnetischer Phasen zu beriicksichtigen ist.
Dennoch ist es mittlerweile gelungen, diesen Bereich des Phasendiagramms
mit verhdltnisméBig einfachen Modellen (die natiirlich nichtsdestotrotz weit
entfernt von jeder exakten Losbarkeit sind) erstaunlich gut zu reproduzie-
ren [104,115]. Ein Gittergasmodell fiir den A2-B2- und B2-DO3-Ubergang
muf} mindestens Wechselwirkungen bis zu tiberndchsten Nachbarn enthalten
und kann auf einen bee-Ising-Antiferromagneten abgebildet werden. Um ein
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realistisches Phasendiagramm zu erhalten, werden aber auch Kopplungen
zwischen weiter entfernten Gitterplatzen (bis zu funftnédchsten Nachbarn)
benotigt. Zur Modellierung der magnetischen Freiheitsgrade assoziiert man
in einer ersten, groben Naherung eine zusatzliche Ising-Spinvariable mit je-
dem Fe-Atom und koppelt diese untereinander iiber eine ferromagnetische
Austauschwechselwirkung [104]. In einer verfeinerten Beschreibung ersetzt
man die Ising-Spinvariablen durch dreikomponentige, klassische Heisenberg-
Spins [115].

Mit Hilfe dieses Modells wurden aber nicht nur Volumeneigenschaften der
Legierung studiert, sondern auch der Rauhigkeitsiibergang einer sogenann-
ten Antiphasengrenzflache [116,117]. Was das oberflichenkritische Verhalten
angeht, konzentrierte sich Schmid [15] von vorneherein auf den A2-B2-Uber-
gang. Dies bedeutet jedoch keine wesentliche Einschrankung, da die Ergeb-
nisse nicht von spezifischen Eigenschaften dieses Ubergangs abhingen und
vollig analog auch fiir den B2-DO3-Ubergang gelten sollten. Der A2-B2-
Ubergang ist jedoch aus theoretischer Sicht etwas einfacher zu behandeln, da
nur zwei statt drei Teilgitter unterschieden werden miissen (Abbildung 2.8),
und ist daher besser geeignet, um die hier interessierenden grundlegenden
Mechanismen herauszuarbeiten.

Die Konzentration auf den A2-B2-Ubergang erméglicht aber noch weitere
Vereinfachungen. So reicht es aus, nachste-Nachbar-Wechselwirkungen zu be-
trachten. Natiirlich kann man auch hohere Kopplungen beriicksichtigen (wie
Schmid im GroBteil ihrer Arbeit) und fiir diese diejenigen Werte einsetzen,
mit denen das Volumenphasendiagramm optimal reproduziert werden konn-
te. Dies dndert aber nichts an den zentralen Ergebnissen. Weiterhin spielen
die magnetischen Freiheitsgrade der Fe-Atome in diesem Zusammenhang eine
untergeordnete Rolle und diirfen vernachldssigt werden.

Wie oben dargelegt, war es ein wesentliches Ziel Schmids, neuartige Me-
chanismen fir die Persistenz von Oberflachenordnung in der ungeordneten
Volumenphase zu finden. Schmid wahlte daher gleiche Kopplungskonstan-
ten an der Oberfliche und im Volumen, so daf eine spontane Ordnung der
Oberfliche aufgrund verstarkter Oberflichenwechselwirkungen ausgeschlos-
sen ist. Allgemeiner konnte man eine beliebige unterkritische Oberflachen-
verstarkung der Wechselwirkung zulassen (und damit die Kopplungskon-
stanten an der Oberfliche im Vergleich zum Volumen modifizieren), dies
wiirde allerdings die Analyse unnotig erschweren, ohne neue Einsichten zu
vermitteln. Insgesamt lautet also der Hamiltonian des ,minimalen® Modells
in Ising-Schreibweise:

H{S}=—J) SiSi—HY Si—H)Y S, (2.65)
(id) i

ies
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wobeil & die Gitterplatze an der Oberfliche bezeichnet. Wie in Abschnitt 2.2
kann man wiederum von einem endlichen System in Filmgeometrie ausge-
hen. Wir verzichten hier aber der Einfachheit halber auf eine explizite Kenn-
zeichnung der Abhédngigkeit von den Systemausdehnungen, also L und M
im Falle von (2.23). Die formale Ahnlichkeit mit dem Ising-Ferromagneten,
Gleichung (2.23), darf nicht dariiber hinwegtauschen, da sich das Modell
von letzterem in wesentlichen Gesichtspunkten unterscheidet, die hier noch
einmal ausdriicklich hervorgehoben werden sollen:

¢ die nachste-Kopplung ist antiferromagnetisch (J < 0), der Ordnungs-
parameter daher nicht die (lokale) Magnetisierung, sondern die Diffe-
renz der Teilgittermagnetisierungen (,,staggered Magnetisierung);

e H und H; sind nichtordnende Felder (Seite 42).

Das Volumenphasendiagramm des Modells hat eine sehr einfache Struktur
und kann in Molekularfeldndherung leicht berechnet werden (siehe Anhang
A). Man erhilt, in der durch die dimensionslosen Parameter

A H A kBT
H=— d T=—" 2.66
" a7 (2:66)

aufgespannten Ebene, eine Linie kontinuierlicher Uberginge zwischen der
A2- und der B2-Phase (Abbildung 2.9). Wie zu erwarten, ist die kritische
Temperatur fir H =0 am héchsten, da ein homogenes Magnetfeld der anti-
ferromagnetischen Ordnung entgegenwirkt. Fiir die kritische Linie liefert die

Molekularfeldtheorie den folgenden Ausdruck (Anhang A):

A1 artanh{/1 — — (2.67)

Bemerkenswert ist das Wiedereintritts- (,re-entrant“-) Verhalten fiir Fel-
der |H| > 2: ausgehend von der Hochtemperatur- (A2-) Phase fiithrt eine
Temperaturerniedrigung bei festgehaltenem H zunichst zur geordneten B2-
Struktur, ehe man schlieBlich wieder zuriick zur ungeordneten A2-Phase ge-

[\'3|%>
[\D|ﬂ>

langt — es gibt dann also ,zwei* kritische Temperaturen TCJ und TQQ (Ab-
bildung 2.9). Dieser Sachverhalt ist auch durch Monte-Carlo-Simulationen
bestatigt worden [118]. Allerdings zeigt sich, daBl die Molekularfeldtheorie das
AusmalB der ,Ausbuchtung® (wie weit sich die kritische Linie tiber die bei-
den senkrechten Geraden H = +1 werhebt*) iberschatzt, das ,re-entrant“-
Verhalten also in Wirklichkeit etwas weniger stark ausgepragt ist. Allerdings
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Abbildung 2.9: Volumenphasendiagramm (in Molekularfeldndherung) des
bce-Ising-Antiferromagneten mit nichster-Nachbar-Wechselwirkung J <
0 in einem duflerem Magnetfeld H. Der eingezeichnete Pfad dient zur
Veranschaulichung des ,re-entrant“-Verhaltens (siehe Text).

verschwindet das ,re-entrant“-Verhalten, wenn man — was sicherlich reali-
stischer ist — Modelle auch mit iibernachsten-Nachbar- und héheren Wech-
selwirkungen betrachtet [104]. Das Phasendiagramm wird dann aber auch
komplizierter, da weitere Ordnungs-Unordnungsiibergange auftreten und die
A2-B2-Ubergangslinie nicht bis zu derart tiefen Temperaturen reicht.

Wenn H in dem Bereich liegt, fiir den es zwei Ubergangstemperaturen
Tc,1 und TCQ gibt, verstehen wir in dieser Arbeit unter ,der* kritischen Tem-
peratur T. (oder, in dimensionshehafteten Einheiten, T.) immer die grdfere
der beiden, also 71 = 7q071_ Mit dieser Konvention nahert man sich fur ¢ =
(T - Tc)/TC — 0— dem kritischen Punkt aus der geordneten und fiir ¢ — 0+
aus der ungeordneten Phase an. Unsere Ergebnisse gelten indessen auch am
» Tieftemperaturiibergang® bei TC’Q < TCJ. Dabei mufl man aber zum Beispiel
beachten, dal — ungewohnterweise — der Limes ' = (T - Tc,g)/Tc,g — 0+ der
Annéherung an den kritischen Punkt aus der geordneten Phase entspricht,
wahrend man fiir ¢ — 0— aus der ungeordneten Phase auf den kritischen
Punkt zulauft.

Vor der Arbeit Schmids hétte man das obige Modell hinsichtlich seines
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oberflachenkritischen Verhaltens ohne Zogern in die Oberflichenuniversa-
lititsklasse des gewdhnlichen Ubergangs eingeordnet, da weder die Ober-
flichenkopplungen verstarkt sind noch ein aufleres ordnendes (,,staggered®)
Oberflachenfeld anwesend ist. Demnach wiirde man am kritischen Punkt und
in der ungeordneten Volumenphase ein verschwindendes Ordnungsparame-
terprofil erwarten.

2.4.2 Einflu3 der Oberflichenorientierung

Schmid [15] untersuchte das oberflichenkritische Verhalten des beschriebe-
nen Modells im Rahmen der Molekularfeld- und Landautheorie und mittels
Monte-Carlo-Simulationen, und kam dabei zu tiberraschenden Erkenntnissen.
Ihr erstes Hauptresultat kann wie folgt zusammengefafit werden:

(I) Nichtverschwindende, langreichweitige Oberflichenordnung am kriti-
schen Punkt und in der ungeordneten Volumenphase existiert unter
den folgenden Voraussetzungen:

(a) Die beiden einfach-kubischen Teilgitter der B2-Phase sind an der
Oberflache nicht dquivalent. Dies gilt insbesondere fiir die (100)-
Orientierung, wihrend die (110)-Oberfliache keines der beiden Teil-
gitter auszeichnet, so dal der Effekt dort nicht auftritt.

(b) Die Zusammensetzung der Legierung weicht zumindest in Ober-
flichennihe von der idealen Stochiometrie der B2-Phase (gleich-
viele Atome jeden Typs) ab.

In welchem Sinne die Bedingung (a) zu verstehen ist, wird unten erlautert.
Nach Schmid ist die Persistenz von Oberflachenordnung auf der Ebene einer
Kontinuumsbeschreibung auf das Vorhandensein eines effektiven ordnenden
Oberflichenfeldes g, # 0 zuriickzufiithren, das eine Funktion der Temperatur
und der nichtordnenden Felder H und H; ist.

Die zweite zentrale Behauptung Schmids lautet wie folgt:

(IT) Unabhéngig von der Oberflichenorientierung, das heifit sowohl fiir die
(100)- als auch die (110)-Oberflache, zeigh das System das oberflichen-
kritische Verhalten des gewdshnlichen Ubergangs.

Die obige Aussage wirft in Kombination mit dem ersten Resultat natirlich
einige Fragen auf. Wie sollen zum Beispiel die Exponenten des gewdShnli-
chen Ubergangs beobachtet werden, wenn fiir die (100)-Oberflache der Ober-
flachenordnungsparameter am krltlschen Punkt gar nicht verschwindet? Es
ist daher nétig, einen genaueren Blick auf die von Schmid angefiihrten Belege
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fiir ihre Behauptung zu werfen. Dieser Aufgabe werden wir uns weiter unten
zuwenden (Seite 54), nachdem wir zunéchst den neuartigen Mechanismus fiir
die Persistenz von Oberflichenordnung diskutiert haben. Letzteres Ergebnis
Schmids ist, im Gegensatz zu ithrem zweiten Hauptresultat, unumstritten und
1aBt sich auch anschaulich sehr gut verstehen.

Die Persistenz von Oberflichenordnung

Damit der hier in Rede stehende Effekt auftritt, muB als erste Voraussetzung
die Oberflache eines der beiden einfach-kubischen Teilgitter auszeichnen. Zur
Erlduterung betrachten wir Abbildung 2.10, die schematisch ein halbunendli-
ches System mit einer (100)- beziehungsweise (110)-Oberflache darstellt. Im

@) 100y _ (100

)
~T
O Teilgitter a
®
¢ @ Teilgitter b
A
@,

Abbildung 2.10: Veranschaulichung eines Systems mit (a) einer (100)- und
(b) einer (110)-Oberfliche. Die schattierten Ebenen stellen Schichten par-
allel zur Oberfliche dar.

ersten Fall gehoren Gitterebenen parallel zur Oberflache jeweils abwechselnd
verschiedenen Teilgittern — im folgenden mit a und b bezeichnet — an. Das
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an der Oberfliche liegende Teilgitter kann man daher als ,ausgezeichnet®
betrachten. Anders dagegen bei der (110)-Orientierung: hier sind die beiden
Teilgitter an der Oberfliche, und jeder weiteren Schicht parallel zu dieser,
vollig gleichberechtigt.

Im folgenden erlautern wir die Konsequenzen, zu denen die eben beschrie-
benen unterschiedlichen Symmetrieeigenschaften der Oberfliche beziiglich
der B2-Teilgitterordnung fithren. Dazu miissen wir uns zunachst mit der Fra-
ge auseinandersetzen, wie die lokale Ordnung quantitativ zu charakterisieren
ist. Im unendlich ausgedehnten und translationsinvarianten Volumensystem
sind die Teilgittermagnetisierungen und damit der Ordnungsparameter (die
Differenz der lokalen Teilgittermagnetisierungen) raumlich konstant. Fir das
halbunendliche System ist aber wegen der Anwesenheit der dufleren Ober-
flache und des nichtordnenden Oberflachenfeldes H; die Translationsinva-
rianz explizit gebrochen. Die Teilgittermagnetisierungen, und folglich auch
der Ordnungsparameter, werden also im allgemeinen vom Abstand von der
Oberflache abhéngen. Kennzeichnet man die einzelnen Gitterebenen, mit der
Oberflache beginnend, durch einen ,Schichtindex® n = 1,2,..., kann man
im Falle der (110)-Orientierung schreiben:

(S;) = { mi, 1€ Schicht n, Teilgitter a, (2.68)

mP, 1€ Schicht n, Teilgitter b.

nl

Wenn das System eine (100)-Oberflache besitzt, braucht man nicht zwischen
den beiden Teilgittern innerhalb einer Schicht zu unterscheiden und es gilt:

(Si) = my,, 1€ Schicht n. (2.69)

Der lokale Ordnungsparameter im Falle der (110)-Oberfliche wird nahe-
liegenderweise durch

bn = 5l —mb) (2.70)

definiert. Fiir die (100)-Orientierung miissen dagegen notwendigerweise die
Magnetisierungen auf verschiedenen (benachbarten) Schichten berticksichtigt
werden. Eine mdogliche Definition des lokalen Ordnungsparameters lautet et-
wa:

bn = %(—D”(mnﬂ — M) (2.71)

Der Faktor (—1)" ist notig, damit die Teilgittermagnetisierungen in einer
wohldefinierten Reihenfolge voneinander abgezogen werden, hier also die (lo-
kale) Magnetisierung von Teilgitter b stets von derjenigen des Teilgitters a.
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Das System befinde sich nun in der ungeordneten (A2-) Volumenphase.
Asymptotisch (in hinreichend grofiem Abstand von Oberflache) erhalt man
dann eine homogene (ortsunabhingige) Magnetisierung mgis. In der Nahe der
Oberflache wird die Magnetisierung dagegen um den Volumenwert mgq;s oszil-
lieren (die Oszillationen rithren von den antiferromagnetischen Kopplungen
zwischen den Schichten her). Im Falle der (110)-Orientierung erwartet man
eine identische Magnetisierung auf den beiden Teilgittern innerhalb jeder
Schicht, da weder die Oberflichenverstarkung der Wechselwirkung tiberkri-
tisch noch ein #uBeres ,staggered* Feld vorhanden ist. Nach dieser Uberle-
gung gilt also

m? =m? (A2-Phase). (2.72)

n n

Hieraus folgt mit (2.70) sofort ¢,, = 0 fiir alle n, das Ordnungsparameterprofil
verschwindet also. Dies ist im Einklang mit der ,naiven* Erwartung, nach der
das System das oberflichenkritische Verhalten des gewohnlichen Ubergangs
zeigen sollte (vergleiche Seite 49).

Nun betrachten wir jedoch ein System mit einer (100)-Oberflache. Auch
hier hat man ein inhomogenes Magnetisierungsprofil. Da im allgemeinen
my # My4q ist, erhdlt man nach (2.71) einen nichtverschwindenden lokalen
Ordnungsparameter. Dies ist der Ursprung der Persistenz von Oberflichen-
ordnung in der ungeordneten Volumenphase.

Die obigen Uberlegungen kénnen auf andere Oberflichenorientierungen
verallgemeinert werden und hédngen auflerdem nicht an spezifischen Eigen-
schaften des A2-B2-Ubergangs. Um diese Aspekte noch deutlicher zu unter-
streichen, werden wir im ersten Abschnitt des nachsten Kapitels in Erweite-
rung der Schmidschen Ideen die Begriffe der symmetriebrechenden und sym-
metrieerhaltenden Oberflache fiir beliebige Ordnungs-Unordnungsiibergénge
mathematisch prézise definieren. Einfachste Beispiele im Falle des A2-B2-
Ubergangs sind die oben besprochenen (100)- und (110)-Oberflachen.

Die Bedeutung der Oberflichensegregation
Auch das Modell mit symmetriebrechender (100)-Oberfliche kann unter be-

stimmten Umstanden ein verschwindendes Ordnungsparameterprofil in der
ungeordneten Volumenphase aufweisen. Wenn etwa die Magnetisierung im
ganzen System Null ist (m, = 0 fiir alle n), gilt offensichtlich auch ¢, = 0.
Dieser Fall tritt genau fir H = Hy = 0 ein und ist in der Legierungsinterpre-
tation gleichbedeutend damit, daf die lokale Zusammensetzung des Systems
iiberall der idealen Stéchiometrie der B2-Phase entspricht. Damit wird auch
die zweite von Schmid formulierte Bedingung fir die Persistenz von Ober-
flichenordnung versténdlich (Seite 50). In der Praxis wird diese Bedingung
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immer erfillt sein. Denn wie schon frither betont (Seite 3), tritt die Ober-
flachensegregation in Legierungen generisch auf. Selbst wenn es gelange, einen
Kristall mit idealer Volumenstéchiometrie zu praparieren, so dafl in unserer
Modellierung H = 0 gilt, ware im allgemeinen immer noch H; # 0, da das
Segregationsfeld H; durch Materialeigenschaften vorgegeben ist und nicht
ohne weiteres ,,von auflen® reguliert werden kann.

Man {tiberlegt sich leicht, dafl das System fir H = H; = 0 das ober-
flichenkritische Verhalten des gewdhnlichen Ubergangs zeigt, wie bereits
durch obige Feststellung eines verschwindenden Ordnungsparameterprofils
in der ungeordneten Volumenphase nahegelegt wird. Die Zustandssumme
des Modells ist dann namlich identisch mit derjenigen eines halbunendli-
chen Ising-Ferromagneten in verschwindendem &ufleren Feld und mit unter-
kritischer Oberflichenverstiarkung der Wechselwirkung. Um dies einzusehen,
braucht man nur die Spins auf einem der beiden einfach-kubischen Teilgitter
umzuklappen und gleichzeitig das Vorzeichen der Wechselwirkung zu dndern.

Noch in einer weiteren Situation, auf die Schmid jedoch nicht eingegangen
ist, erhédlt man ein verschwindendes Ordnungsparameterprofil in der ungeord-
neten Volumenphase, namlich dann, wenn zwar die Magnetisierung von Null
verschieden, aber im ganzen System raumlich konstant ist: m,, = mais # 0 fur
alle n. Wiederum ist dies fiir die Praxis ohne Bedeutung, da in einer realen
Legierung immer Oberflachensegregation, und damit im Ising-Bild ein in-
homogenes Magnetisierungsprofil vorliegen wird. Aus theoretischer Sicht ist
dieser Fall jedoch wesentlich interessanter als das oben besprochene Szenario
(H = H; = 0). Das Magnetisierungsprofil ist namlich temperaturabhingig.
Ein homogenes Profil kann man daher, bei gegebenen Werten von H und
H,, allenfalls fiir eine bestimmte Temperatur erwarten, bei allen anderen
Temperaturen wird die Magnetisierung wieder raumlich inhomogen sein. In
unserem Zusammenhang ist vor allem der Fall von Interesse, dal das Mag-
netisierungsprofil genau am kritischen Punkt raumlich homogen ist. Das Sy-
stem zeigt dann ein bemerkenswertes Verhalten: der Ordnungsparameter an
der Oberfliche ist sowohl in der ungeordneten als auch in der geordneten
Volumenphase von Null verschieden, verschwindet aber bei Anndherung an
den kritischen Punkt kontinuierlich. Es ist nicht von vorneherein klar, welche
Oberflachenuniversalitédtsklasse in einer solchen Situation realisiert ist. Mit
dieser Frage beschaftigen wir uns in Abschnitt 4.3.3 des nédchsten Kapitels.

Schmids Analyse des oberflichenkritischen Verhaltens

Eine der Groflen, deren kritische Singularitdten Schmid untersuchte, war der
Ordnungsparameter an der Oberflaiche, von ithr mit My bezeichnet. Wahrend
sie dabei im Rahmen der Molekularfeldrechnungen auch Resultate fiir die
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(110)-Orientierung vorlegte, die sich erwartungsgemaf als konform mit dem
oberflichenkritischen Verhalten des gewshnlichen Ubergangs herausstellten,
studierte sie in ihren Simulationen ausschlieBlich Systeme mit (100)-Oberfla-
che.

Fir T' < T, gelang es ihr, die Monte-Carlo-Daten in einer doppelt-loga-
rithmischen Auftragung an das Potenzgesetz (2.37) mit dem Exponenten
By ~ 0.8 des gewshnlichen Ubergangs anzufitten. Allerdings umfaBte der
durch die Simulationen abgedeckte Bereich in der reduzierten Temperatur ¢
nur knapp zwei Dekaden, weshalb man nicht unbedingt von einem iiberzeu-
genden Nachweis eines Potenzgesetzes sprechen kann. Da ferner der Ober-
flachenordnungsparameter M, fiir T — T, gemé@f ihrem ersten Hauptergebnis
(Seite 50) nicht verschwindet, mufl zumindest der Wert von M, bei T' = T,
abgezogen werden, bevor ein Vergleich mit dem Gesetz (2.37) moglich wird.

Bei der Analyse der Daten fir T' > T, nahm Schmid an, daB My in erster
Néherung proportional zum effektiven ordnenden Oberflichenfeld g, ist:

Moy = x1161- (2'73)

Dabei ist x11 die Oberflaichensuszeptibilitdt des Ordnungsparameters, also
die Ableitung von My nach dem konjugierten Oberflichenfeld ¢;, ausgewer-
tet fiir g1 = 0. Die analoge Grofe fir den Ising-Ferromagneten haben wir in
(2.48) eingefithrt. Schmid trug nun die (offenbar numerisch durch Differen-
zenquotienten approximierte) Ableitung von My nach ¢ gegen die reduzierte
Temperatur ¢ auf. Die Simulationsdaten sollten dann wegen yi; ~ [¢|7",
sieche Gleichung (2.49), wie {~71~! skalieren, wobei Schmid fiir v;; wieder
den Wert fiir die Oberflichenuniversalititsklasse des gewdhnlichen Uber-
gangs einsetzte (y11 =~ 0.33). Das Ergebnis ist unserer Meinung nach aus
ahnlichen Griinden wie oben nicht vollig befriedigend. Einerseits ist der Tem-
peraturbereich, in dem (in der doppelt-logarithmischen Darstellung) eine Ge-
rade mit der gewtinschten Steigung an die Daten angefittet werden konnte,
kaum grofler als etwa eineinhalb Dekaden. Auch die als Konsistenztest ge-
dachte Bestimmung von y;; auf unabhéngige Weise (unter Ausnutzung eines
Fluktuations-Korrelations-Theorems), erbrachte keine Verbesserung. Im Ge-
genteil fiel der Fit an (2.49) sogar noch schlechter aus.

Weiterhin ist die Verwendung des , Lineare- Antwort-Ansatzes“ (2.73) fur
My nicht unproblematisch. Hinreichend nahe am kritischen Punkt wird die li-
neare Antworttheorie namlich immer zusammenbrechen. Dies ist nicht anders
als beim volumenkritischen Verhalten: fur T' = 7. variiert der Volumenord-
nungsparameter als Funktion des konjugierten Feldes asymptotisch gemafl
einem Potenzgesetz mit dem kritischen Exponenten 1/4. Eine lineare Abhén-

gigkeit (in niedrigster Ordnung) ist daher nur fiir 7" # T, moglich. Abwei-
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chungen vom linearen Verhalten werden umso deutlicher spiirbar, je naher
man dem kritischen Punkt kommt.

Welches asymptotische kritische Verhalten man fiir eine symmetriebre-
chende (100)-Oberflache zu erwarten hat, und warum dieses in den Simu-
lationen Schmids vermutlich nicht zu sehen war, wird uns im néchsten Ab-
schnitt ausfiihrlich beschaftigen. Vorlaufig begniigen wir uns nur noch mit
einer weiteren Anmerkung.

Wie immer bei kritischen Phénomenen, und bereits frither angedeutet
(Seite 9), beziehen sich Potenzgesetze und dhnliche Aussage in der Regel auf
das fihrende singuldre Verhalten. Analytische Hintergrundterme oder weni-
ger singuldre Terme, die aber auch universellen Charakter haben koénnen,
sind fast immer vorhanden, werden aber haufig vernachléassigt. Es ist daher
nicht auszuschlieBen, dafl beispielsweise der Oberflichenordnungsparameter
ein dhnliches Verhalten wie am normalen oder auBergewdhnlichen Ubergang,
Gleichung (2.43), zeigt, allerdings mit einem fithrendem singuldren Term
proportional zu [t|%1 anstatt einer thermischen [¢|?~2-Singularitit* — zumin-
dest konnte man die Ergebnisse Schmids in dieser Richtung interpretieren.
Was jedoch dieser Sichtweise entgegensteht, ist die ebenfalls von Schmid be-
hauptete Existenz des effektiven ordnenden Oberflachenfeldes. Dann wiirde
man, zumindest asymptotisch, tmmer das kritische Verhalten des normalen
Ubergangs erwarten. Dies ist eines der wesentlichen ungeldsten Probleme der
Schmidschen Arbeit und wichtige Motivation fiir unsere eigenen Forschungen.

Das effektive ordnende Oberflachenfeld

Die Existenz eines effektiven ordnenden Oberflachenfeldes fiir symmetrie-
brechende Orientierungen der Oberfliche ist im Kontext der Landautheorie
leicht verstandlich. Die Brechung der Teilgittersymmetrie durch die Ober-
flaiche &dufert sich auf der Ebene der Kontinuumsbeschreibung durch eine
(lokale) Verletzung der ¢ — —¢-Symmetrie (wenn ¢ den Ordnungsparame-
ter bezeichnet). Daher werden in einer Landauentwicklung des Freie-Energie-
Funktionals Oberflichenterme, die ungerade Potenzen des Ordnungsparame-
ters enthalten, auftreten. Der Koeffizient des linearen Terms kann dann mit
einem ,effektiven® ordnenden Oberflachenfeld g; identifiziert werden.

Ohne weitere Rechnungen sind bereits einige allgemeine Eigenschaften
von gy klar. So wird ¢; linear von dem homogenen Oberflichenfeld H; abhan-
gen. Bei symmetriebrechender (100)-Orientierung ist Hy namlich ,fast* iden-
tisch mit einem expliziten ordnenden O-Feld. Die Wirkung von Hy ist namlich
vollig dquivalent zu derjenigen eines lokalen homogenen Magnetfeldes Hy =
H,/2, das in gleicher Weise auf die ersten beiden Schichten wirkt, und eines
zusatzlichen expliziten ,staggered” Feldes H;r = H,/2: die Spins der ersten
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Schicht sind also dem Feld Hy + H;r, die der zweiten dem Feld Hy — H;r aus-
gesetzt (ein eventuell vorhandenes homogenes Volumenfeld wurde hier der
Einfachheit weggelassen).

Aber auch fir H; = 0 wird im allgemeinen g; # 0 gelten, die Bedingung
Hy # 0 ist also nicht notig fir die Persistenz von Oberflachenordnung. Ent-
scheidend ist das Auftreten eines inhomogenen Magnetisierungsprofils, das
auch fir H; = 0 in der ungeordneten Volumenphase existiert, solange nicht
zusdtzlich H = 0 gilt. Fir H = Hy = 0 muf} daher g; = 0 gelten. Das Mo-
dell ist dann dquivalent zum Ising-Ferromagneten, wie bereits oben erlautert

wurde (Seite 53).

2.4.3 Offene Fragen

Wie im vorigen Abschnitt angeklungen ist, miissen einige der Ergebnisse
Schmids mit Zuriickhaltung beurteilt werden. Hierauf méchten wir nun noch
genauer eingehen und damit gleichzeitig eine Briicke zu den nachfolgenden
Kapiteln schlagen.

Als wichtigste ungeklarte Frage im Zusammenhang mit der Schmidschen
Arbeit muf zweifellos die folgende angesehen werden:

(1) Was ist das asymptotische oberflachenkritische Verhalten des Modells
mit symmetriebrechender (100)-Oberfldche?

Nach Schmid sollte unabhingig von der Oberflichenorientierung stets die
Oberflichenuniversalititsklasse des gewohnlichen Ubergangs realisiert sein
(Seite 50). Wie wir jedoch schon ausgefithrt haben (Seite 54), muB diesem
Resultat aus verschiedenen Griinden mit einiger Skepsis begegnet werden.
Zum einen ist nicht klar, wie man die Singularititen des gewohnlichen Uber-
gangs beobachten soll, wenn doch, wie Schmid gezeigt hat, fir die (100)-
Orientierung der Oberflachenordnungsparameter am kritischen Punkt im all-
gemeinen nicht verschwindet. Werden auflerdem die kritischen Eigenschaften
des Modells mit (100)-Oberfliache tatsichlich durch eine Kontinuumstheorie
mit nichtverschwindendem ordnenden Oberflichenfeld wiedergegeben, soll-
te asymptotisch das universelle oberflachenkritische Verhalten des normalen,
und nicht des gewshnlichen Ubergangs vorliegen (siehe Abschnitt 2.2).

Eine genauere Analyse der Schmidschen Ergebnisse gibt jedoch auch Hin-
weise auf einen moglichen Ausweg aus dem geschilderten Dilemma. Mogli-
cherweise sind die Monte-Carlo-Simulationen ndmlich nicht weit genug in
den asymptotischen kritischen Bereich vorgestoflen. Das Argument hierfiir
148t sich anhand der Skalenform (2.38) der Freien Oberflichenenergie, de-
ren Ableitung nach dem ordnenden Feld h; den Oberflichenordnungspara-
meter liefert, illustrieren. Fiir h; = 0 werden selbstverstandlich die Singula-
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rititen des gewShnlichen Ubergangs reproduziert. Der Crossover zum norma-
len Ubergang wird, als Funktion der Temperatur, durch die Skalenvariable
y1 = by [t|721 gesteuert. Nimmt y; hinreichend grofie Werte an, befindet man
sich — in der Sprache der Renormierungsgruppe — in der Nahe des Fixpunkts
des normalen Ubergangs und beobachtet das entsprechende asymptotische
oberflichenkritische Verhalten. Der Crossover zum normalen Ubergang soll-
te ungefahr fiir y; = 1 auftreten. Sobald h; # 0 ist, wird die Skalenvariable
y fir t — 0 wegen Ay > 0 immer beliebig groB werden, auch wenn das Feld
by selbst sehr klein ist.

Detailliertere Untersuchungen zum Crossover zwischen dem normalen und
gewshnlichen Ubergang finden sich in [119-122]. Allerdings konnten dort
quantitative Resultate in der Regel nur im Grenzfall eines schwachen ordnen-
den Oberflichenfeldes, das heiBt nahe am Fixpunkt des gewShnlichen Uber-
gangs erzielt werden. Die sicherlich wiinschenswerte Berechnung der vollen
Crossover-Skalenfunktion etwa fiir den Ordnungsparameter an der Oberfléache
oder den im Experiment gemessenen Strukturfaktor {ibersteigt die heutigen
Moglichkeiten bei weitem. Eine Ausnahme bildet allerdings die Arbeit [123],
wo mittels der numerischen Methode der ,,Dichtematrixrenormierungsgrup-
pe“ (DMRG) der Crossover zwischen gewShnlichem und normalem Ubergang
fir den zweidimensionalen Ising-Ferromagneten nahezu vollstandig quantita-
tiv bestimmt werden konnte.

Versucht man y; fur die den Simulationen Schmids verwendeten Parame-
ter abzuschitzen, wobei man den im nichsten Abschnitt (Seite 63) diskutier-
ten Ausdruck fiir das effektive ordnende Oberflachenfeld und den bekannten
Wert Ay ~ 0.48 fiir den oberflichenkritischen Exponenten A; am gewohn-
lichen Ubergang zugrundelegt, erhilt man y; ~ 0.5.'® Demnach wire man
noch weit vom asymptotischen Bereich (y1 — oo) entfernt, was der Grund
sein konnte, warum in den Simulationen das oberflachenkritische Verhalten
des normalen Ubergangs nicht gesehen wurde.

Es bleibt aber erklarungsbediirftig, warum die Molekularfeldrechnungen
nicht einen Unterschied des asymptotischen kritischen Verhaltens zwischen
(100)- und (110)-Oberfliche offenbart haben. Ein Grund koénnte darin zu
suchen sein, da} Schmid die Molekularfeldtheorie nicht quantitativ ausge-
wertet hat, sondern als Bestatigung qualitativer Art ihrer Uberlegungen zur
Oberflachenordnung aufgefafit hat.

Im Zusammenhang mit der von Schmid abgeleiteten Kontinuumstheorie
fiir das System mit (100)-Oberfliche er6ffuen sich eine Reihe weiterer Fragen,

16Wie ebenfalls im nichsten Abschnitt diskutiert, differieren die von uns und von Schmid
hergeleiteten Ausdriicke fiir das effektive ordnende Oberflichenfeld. Dies beeinfluit aber
die hier angestellte grobe Abschitzung nur geringfiigig.
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den man zusammenfassend unter die folgende Uberschrift stellen kann:

(2) Wie lassen sich die Defizite der vorgeschlagenen Kontinuumstheorie fiir

das Modell mit (100)-Oberfliche beheben?

Die Diskussion, worin die Probleme mit der Kontinuumstheorie Schmids im
einzelnen liegen, erfordert einen tieferen Einstieg in technische Details, die
wir dem Leser im folgenden leider nicht ersparen kénnen.

Das erste Teilproblem betrifft das Vorhandensein ,,ungew6hnlicher® Ter-
me in dem von Schmid hergeleiteten Freie-Energie-Funktional und lautet:

(2a) Was ist die Ursache fir das Aufireten von Termen im Freie-Energie-
Funktional, die linear in der ersten Ableitung des Ordnungsparameters
beziehungsweise der nichtordnenden Dichile sind?

Bevor wir auf die Schwierigkeiten, die mit diesen Beitrdgen zum Freie-Ener-
gie-Funktional verkniipft sind, erértern konnen, miissen wir zunéchst auf das
Kontinuumsmodell und auf die Art und Weise, wie Schmid dieses hergeleitet
hat, eingehen.

Schmid faite jeweils zwei benachbarte Schichten mit Indizes 2n und 2n+1
zu einer Einheit zusammen und definierte fiir diese einen lokalen Ordnungs-
parameter My, und eine tber die beiden Teilgitter gemittelte lokale Magne-
tisierung P, durch

1

M, = §(m2n+1 — myy,), (2.74)
1

P, = §(m2n + Mopg1). (2.75)

AnschlieBend driickte sie die Schichtmagnetisierungen m, in den Gitter-
Molekularfeldgleichungen durch die obigen Gréfen aus und fithrte dann einen
Kontinuumslimes durch, ersetzte also My, und Py,, n = 1,2,..., durch Pro-
file M(z) und P(z), die fiir alle z > 0 definiert sind, wobei z die Koordina-
te senkrecht zur Oberfliche bezeichnet. Damit diese Ndherung sinnvoll ist,
diirfen My, und Py, auf der Skala der Gitterkonstante nur langsam variieren.
Auf diese Weise erhielt Schmid schlielich ein System gekoppelter Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung fiir M und P, ergédnzt um Randbedingungen
an der Oberflache (z = 0). Diese Kontinuums-Molekularfeldgleichungen kann
man wie tiblich aus der Variation eines geeigneten Freie-Energie-Funktionals
(Landau-Ginzburg-Funktionals) gewinnen, das die folgende Gestalt hatte:

F[M, P] = /000 dz (fb(M(z),P(z)) + CMz(z) - sz(z)

+C (M(Z)P(z) - P(Z)M@)) . (2.76)
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In (2.76) bezeichnen f, die Freie Energiedichte des homogenen Volumensy-
stems und M und P die Ableitungen des Ordnungsparameters M beziehungs-
weise der nichtordnenden Dichte P nach z, also

M= % und P = % (2.77)
Die Konstante C' hangt mit der ndchsten-Nachbar-Kopplung J < 0 iiber
C = 4|J| zusammen. Um auch die Randbedingungen aus dem Variations-
prinzip zu erhalten, muf} (2.76) um geeignete Oberflichenbeitrage erweitert
werden, die Schmid aber nicht explizit angibt und momentan auch nicht
weiter interessieren.

Was an dem Funktional (2.76) aufféllt, sind die Terme proportional zu
MP und MP. Deren Auftreten ist aus mehreren Griinden beunruhigend.
Zum einen lassen sie sich nicht mittels partieller Integration in Oberflachen-
terme transformieren, sind also als genuine Volumenbeitriage einzustufen, und
haben genau die Struktur sogenannter Lifschitz-Invarianten (siche [124], Ka-
pitel V, Abschnitt 2.3), deren Existenz bei dem hier betrachteten einfachen
Modell mit reiner niachster-Nachbar-Wechselwirkung mehr als fragwiirdig er-
scheint. AuBlerden sollte der Volumenanteil zum Freie-Energie-Funktional
(bei einem Modell mit kurzreichweitiger Wechselwirkung) nicht von Ober-
flacheneigenschaften, und insbesondere nicht von deren Orientierung abhén-
gen. Fiir ein System mit (110)-Oberflache treten die fraglichen Terme jedoch
nicht auf, wovon man sich leicht {iberzeugen kann, indem man die Herlei-
tung der Kontinuumstheorie fiir diesen Fall wiederholt.!”
aber offensichtlich einen Widerspruch, da fir die (100)-Orientierung — nach
Schmid - die linearen Ableitungsterme existieren, fir die (110)-Orientierung
dagegen nicht.

SchlieBlich brechen diese Terme eine fundamentale Symmetrie des ur-
spriinglichen Problems, namlich die Invarianz unter Raumspiegelung. Da die

Damit erhalt man

Argumentation in keiner Weise von der Anwesenheit einer freien Oberflache
abhangt, betrachten wir zur Vereinfachung voriibergehend ein unendlich aus-
gedehntes Volumensystem, das wir uns — véllig analog zum halbunendlichen
Modell — aus parallelen Schichten aufgebaut denken kénnen, die durch einen
Index n € Z durchnumeriert werden. Vollzieht man die im Anhang zu [15]
gegebene Ableitung der Kontinuumstheorie noch einmal fir das Volumenmo-
dell nach, erhélt man ein Freies-Energie-Funktional F,[M, P], das sich von

17Schmid entwickelte eine Kontinuumstheorie nur fiir die (100)-Oberfliche, vermutlich
weil ihr diese Situation aufgrund des von ihr entdeckten neuartigen Mechanismus der
Oberflachenordnung interessanter erschien. Wir werden dagegen in Kapitel 5 auch die
Herleitung einer Kontinuumstheorie fiir die (110)-Orientierung skizzieren, die solche Terme
erwartungsgeméaf nicht aufweist.
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(2.76) einzig allein durch den groBeren Integrationsbereich (z lauft von —oo
bis co) unterscheidet.

Das Ausgangsproblem ist aber sicherlich invariant gegeniiber der Sym-
metrietransformation z — —z, die einer Spiegelung an der Ebene z = 0
entspricht. Hierbei handelt es um nichts anderes als um eine Freiheit in
der Koordinatenwahl: in welche Richtung man namlich die z-Achse zeigen
1aBt, sollte physikalisch vollig bedeutungslos sein. Die Freie Energie des Sy-
stems mufl daher unter einer Raumspiegelungsoperation invariant sein, die
beliebige Ordnungsparameter- und Magnetisierungsprofile M(z) und P(z) in
M(z) = M(—z) und P(z) = P(—z) iiberfiihrt. Fiir die Freien Energien der

beiden Konfigurationen sollte also gelten:
FooM, P] = Foo[M, P] (2.78)

Dies ist aber im allgemeinen nicht der Fall, weil die Terme linear in M und
P ihr Vorzeichen wechseln: M(z) = —M(—z) und P(z) = —P(—z2). Die
Gleichheit (2.78) gilt daher genau dann, wenn

/ dz (M(Z)P(z) - M(Z)P(z)) =0, (2.79)
was fur beliebige M(z), P(z) sicherlich nicht erfillt ist. Das von Schmid an-
gegebene Kontinuumsfunktional verletzt also die ,natiirliche® Spiegelungs-
symmetrie explizit. Dies ist physikalisch sehr unbefriedigend.

Denkt man tiber das obige Problem intensiver nach, so gelingt es schlieB-
lich, den Ursprung der linearen Ableitungsterme bis auf die Definition (2.74)
des lokalen Ordnungsparameters zuriickzuverfolgen. Es die dort getroffene
Wahl, die eine Richtung entlang der z-Achse auszeichnet. Mit dem gleichem
Recht konnte man némlich auch My, = %(m2n+] — myy) definieren. Dann
hatten aber die stérenden Ableitungsterme genau das entgegengesetzte Vor-
zeichen. Zugleich wird mit dieser Beobachtung auch der Weg zu einer Losung
des Problems gewiesen. Offensichtlich ist es nétig, eine ,symmetrischere® De-
finition des Ordnungsparameters zu finden, die keine Richtung entlang der
z-Achse willkiirlich bevorzugt. Auf diese Weise werden wir in Kapitel 5 eine
Kontinuumstheorie ableiten, die die beschriebenen Schwierigkeiten umgeht.

Die néchste Frage, mit der wir uns im Hinblick auf das Kontinuumsmodell
Schmids auseinandersetzen miissen, lautet:

(2b) Warum hat der Gradiententerm proportional zu P? im Integranden des
Freie-Energie-Funktionals (2.76) ein negatives Vorzeichen, was eine
unphysikalische Instabilitdt des homogenen Volumenzustands bewirkt?
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Wegen des negativen Vorzeichens bevorzugt der Term —(C P2 Konfiguratio-
nen mit raumlich rasch oszillierendem P (wobei die Amplitude der Oszillatio-
nen klein sein darf, so dafl die anderen Beitrage zum Funktional beschrankt
bleiben) und fithrt zu einer beliebigen Absenkung der Freien Energie im Ver-
gleich zum homogenen Volumenzustand M(z) = M,, P(z) = P,. Letzterer
ist folglich nicht mehr das Minimum des Funktionals und damit auch nicht
mehr der Gleichgewichtszustand des Systems bei gegebener Temperatur und
festerm Wert des dufleren Feldes H.

Damit die Freie Energie wenigstens nach unten beschriankt ist, brauchte
man zum Beispiel stabilisierende Ableitungsterme proportional zu P* oder P*
(jeweils mit positivem Vorfaktor). Tatsachlich existieren auch hohere Ablei-
tungen im Funktional, da der Ubergang vom Gitter- zum Kontinuumsmodell
immer mit einer Ersetzung von Differenzenquotienten durch Ableitungen ver-
bunden ist, wobei man gewohnlich nur die niedrigsten Terme (im Sinne einer
Taylorentwicklung) beibehilt.'® Eine genauere Analyse zeigt aber, daB auch
die weggelassenen hoheren Ableitungen das falsche Vorzeichen haben und
daher ebenfalls ,,destabilisierend“ wirken. Dartiberhinaus ware das Auftre-
ten stabilisierender hoherer Ableitungsterme mehr als tiberraschend. Dann
wiirde man namlich fiir geeignete duflere Parameter (Temperatur bezwei-
se reduzierte Kopplung und Magnetfeld H) als Gleichgewichtszustande im
allgemeinen raumlich modulierte Volumenphasen bekommen. Solche treten
aber typischerweise in Systemen mit konkurrierenden Wechselwirkungen auf,
wie dem axialen iibernichste-Nachbar-Ising-Modell [125], nicht aber fir ein
Modell mit einer reinen nachsten-Nachbar-Wechselwirkung, wie es in unserer
Arbeit betrachtet wird.

Das Problem der destabilisierenden Gradienterme taucht auch an ande-
ren Stellen in der Literatur auf, und zwar meist dann, wenn versucht wird,
ein ,komplexes® Gittermodell auf eine geeignete Kontinuumstheorie abzubil-
den (Beispiele sind die Arbeiten [126,127]). ,Komplex“ soll hier bedeuten,
daf} neben dem Ordnungsparameter auch nichtordnende Dichten zu bertick-
sichtigen sind, wie es bei einem Antiferromagneten generisch der Fall ist.
Dem aufmerksamen Leser drangt sich der Eindruck auf, daBl die Schwie-
rigkeiten mit den Gradiententermen der nichtordnenden Dichten unter den
Teppich gekehrt werden sollen. Als exemplarisch kann die Arbeit [127] gel-
ten, die sich mit oberflicheninduzierter Unordnung beschéftigt (einem Benet-
zungsphdnomen, das an bestimmten Volumenphaseniibergiangen erster Ord-
nung auftritt). Dort wird unter anderem eine Kontinuumstheorie fiir einen

8Wenn das Kontinuumsfunktional als Ausgangspunkt feldtheoretischer Renormie-
rungsgruppenrechnungen dient, werden die héheren Ableitungsterme iiblicherweise mit
Relevanz/Trrelevanz-Kriterien ausgeschlossen.
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fce-Ising-Antiferromagneten mit Oberfliche entwickelt — ein Problem, das
dem unseren nicht ganz unédhnlich ist. In der in den Anhéngen vorgefithrten
Herleitung der Kontinuumstheorie wird zwar das Auftreten eines Gradien-
tenterms mit dem , falschen® Vorzeichen zur Kenntnis genommen, dieser aber
anschlieBend als unphysikalisch klassifiziert und verworfen. Ganz éhnlich geht
auch Schmid vor, die den Term ebenfalls wegstreicht. Wir sind dagegen der
Meinung, daff derartige ad-hoc-Annahmen unnétig sind. Vielmehr spiegeln
die negativen Gradienterme die Tatsache wieder, da bestimme Groflen in
einer solchen Art und Weise eingefithrt wurden, daf diese keinen ,sauberen®
Kontinuumslimes besitzen.

Das von uns in Kapitel 5 abgeleitete Ginzburg-Landau-Funktional fiir die
(100)-Orientierung weist solche destabilisierenden Gradienterme nicht auf.
Ebenfalls vermieden werden diese Terme, wenn man das Kontinuumsfunk-
tional mit der Methode der Konzentrationsmoden ableitet, die wir in Kapitel
5 aus Platzgriinden jedoch nur kurz skizzieren und auf das Modell mit sym-
metriebrechender (110)-Oberflache anwenden wollen.

Eine andersartige Problematik stellt sich im Zusammenhang mit dem von
Schmid angegebenen Ausdruck fiir das eflektive ordnende Oberflichenfeld
g1. Schmid leitete die Kontinuumstheorie, grob gesprochen, aus einer Land-
auentwicklung der Gitter-Molekularfeldgleichungen ab. Aufgrund der zahl-
reichen Erfahrungen mit dhnlichen Modellen erwartet man daher, dafl die
Parameter der Kontinuumstheorie analytische Funktionen der Temperatur
(und anderer thermodynamischer Parameter) sind. Eine derartige analyti-
sche Abhéngigkeit ist eine Grundannahme der Landautheorie.'® Diese kann
auch vor dem Hintergrund der statistischen Landautheorie begrimdet wer-
den. Zumindest im Prinzip kann man sich ndmlich die (phdnomenologische)
Landautheorie aus einem mikroskopischen Modell durch eine Prozedur der
»Grobkérnung® (,,coarse graining“) entstanden denken: dabei werden mikro-
skopische Freiheitsgrade suzkzessive ausintegriert. Diese lokale Mittelungs-
prozedur sollte immer — unabhéngig von ihrer konkreten Realisierung — hin-
reichend ,,gutmiitig” sein: bei jedem Integrationsschritt wird die analytische
Struktur der Theorie nicht verdndert, die Parameter des ,,neuen® Modells auf
der groBeren Léngenskala sind also immer analytische Funktionen der alten
Parameter. Es wiirde mehr als merkwiirdig anmuten, wenn dies hier anders
wire. Insbesondere miifite also auch g; analytisch von der Temperatur (be-
ziehungsweise der reduzierten Kopplung K') abhdngen. Bei Schmid ist dies
aber nicht der Fall (siehe unten). Wir halten daher als weiteren, zu klarenden
Punkt in Verbindung mit der Schmidschen Kontinuumstheorie fest:

9Dies betonte unter anderem K. G. Wilson (siehe [128], Seite 585), einer der Protago-
nisten der Renormierungsgruppentheorie im Bereich der kritischen Phénomene.
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(2¢) Ist das effektive ordnende Oberflichenfeld in der Tat eine nichtanalyti-
sche Funktion der Temperatur (beziehungsweise der reduzierten Kopp-
lung), wie es das Schmidsche Ergebnis impliziert?

Im einzelnen lautete das effektive ordnende Oberflachenfeld bei Schmid:
g = 4P(O) + HLJ(4L7). (2.50)

Dabei ist H;r ein dufleres ordnendes Oberflichenfeld (auf die Spins an der
Oberflache beziehungsweise der zweiten Schicht wirkt also ein Feld HlT be-
ziehungsweise —HIT) Die Mitnahme eines eines solchen expliziten ordnenden
Oberflachenfeldes bereitet keinerlei Schwierigkeiten, am Ende ihrer Rechnun-
gen wahlte Schmid aber in der Regel HlT = 0. Zu beachten ist aulerdem, daf}
Schmid hier — wie auch in den meisten ithrer Simulationslaufe — kein ,Segre-
gationsfeld” H; # 0 zugelassen hat. Man kann die Rechnungen Schmids aber
vollig problemlos unter Einschluf} eines solchen homogenen Oberflachenfeldes
wiederholen, und findet dann, daB dieses genau wie H! einen linearen Bei-
trag zu g liefert, was auch im Einklang mit unseren fritheren anschaulichen
Argumenten ist (Seite 56).

DaBl ¢; nach (2.80) nichtanalytisch von der Temperatur abhéingt, liegt
an der mittleren Magnetisierungsdichte P(0) an der Oberfliche. Die kriti-
schen Singularitdten nichtordnender Dichten an einem Volumenphaseniiber-
gang, und mogliche Konsequenzen fiir das kritische Verhalten des ,,priméaren*
Ordnungsparameters, wurden in der Vergangenheit ausfiithrlich untersucht
[111,129-133]. So ist etwa bekannt, daf sich der fithrende singulare Anteil
der mittleren Volumenmagnetisierung m des Antiferromagneten wie m®"8 o
|¢|*= verhalt. Auch die nichtordnenden Dichten an der Oberfliche zeigen im
allgemeinen ein singuldres Verhalten, das aber dahnlich wie im Fall des Ord-
nungsparameters von demjenigen im Volumen abweicht. Insbesondere zeigt
daher P(0) eine Temperatursingularitidt der Form P(0) o [¢t|*~*.?° Daraus
folgt aber, daBf auch g eine (allerdings sehr schwache) Temperatursingula-
ritat am volumenkritischen Punkt besitzt, also eine nichtanalytische Funktion

20Am schnellsten verifiziert man dies mittels Skaleniiberlegungen #hnlich zu denen
bei der Fisher-Renormierung [111]. Eine Ubertragung der phinomenologischen Fisher-
Renormierung auf Systeme mit Oberflache ist problemlos méglich [134]. Ein anderer Weg
besteht in der Ausintegration der nichtordnenden Dichte P im Funktionalintegral fiir die
Zustandssumme. Dies ist exakt mdéglich, weil man sich, wie ebenfalls begriindet werden
kann, auf quadratische Terme in P beschrinken kann, so dafl beziiglich P nur Gaufische
Funktionalintegrale auszufiithren sind. Man erkennt dann leicht, dafl der Erwartungswert
der urspriinglichen nichtordnenden Dichte identisch mit dem Erwartungswert des ,,zusam-
mengesetzten Operators® ¢2, der sogenannten , Energiedichte®, in dem erhaltenen ,effek-
tiven® ¢*-Modell ist (siche etwa [130]). Die Energiedichte weist aber, wie Dietrich und
Diehl gezeigt haben, an der Oberfliiche eine thermische [¢|2~%-Singularitit auf [33].
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ist. Eine solche Nichtanalytizitat, wiewohl natiirlich nicht rigoros auszuschlie-
Ben, widerspricht der Philosophie der statistischen Landautheorie sehr stark
und muf} daher genauer tberpriift werden.

Zunéchst ist zu bemerken, dafl Schmid bei der Herleitung von (2.80) eine
Reihe weiterer Naherungen (iiber den eigentlichen Kontinuumslimes hinaus)
machen mufte, deren Giiltigkeit allenfalls mit qualitativen Argumenten ge-
rechtfertigt werden kann. Wir werden hingegen auf derartige Ndherungen
verzichten und insgesamt, wie wir glauben, eine konsistentere Ableitung der
Kontinuumstheorie vorlegen (Kapitel 5). Nicht tiberraschend kommen wir
daher auch zu einem etwas anderen Ausdruck fiir g;, der aber analytisch in
der Temperatur ist. Als Test fiir die Korrektheit unserer Rechnungen fithren
wir in Kapitel 5, Abschnitt 5.1.2 exemplarisch einen Vergleich von Vorher-
sagen des Kontinuumsmodells mit Loésungen der Gitter-Molekularfeldtheorie
durch. Das positiv ausgefallene Ergebnis ist als starker Hinweis zu werten,
dafB die von uns gefundene Formel fiir ¢y, die natiirlich nur im Rahmen der
Landaunéherung Giiltigkeit beanspruchen kann, richtig ist.

Den letzten Punkt in unserem Fragenkatalog kann man wie folgt zusam-
menfassen:

(3) Welchen Einflul hat die Oberflichensegregation auf die universellen

oberflachenkritischen Eigenschaften fiir die (110)-Orientierung, und wie

lautet in diesem Fall eine geeignete Kontinuumstheorie?

Wie in der Einleitung ausgefiihrt (Seite 4) erwarten wir auch bei einer (110)-
Oberfliche, wo ein effektives ordnendes Oberflachenfeld aus Symmetriegriin-
den ausgeschlossen ist, ein nichttriviales Oberflichenordnungsverhalten auf-
grund der Kopplung des Ordnungsparameters an nichtordnende Dichten. Ins-
besondere sollte in einem bestimmten Parameterbereich die erwahnte segre-
gationsinduzierte Oberflichenordnung auftreten. Letztere wurde von Schmid
aber in ihren Molekularfeldrechnungen nicht gefunden [135]. Dies erscheint
uns nachtraglich nicht verwunderlich, da hierfiir nach unseren Erkenntnissen
nicht die geeigneten Parameter gewdhlt wurden. Weiterhin leitete Schmid
keine Kontinuumstheorie fiir die (110)-Oberflache ab. Das Phanomen der se-
gregationsinduzierten Oberflaichenordnung muf sich aber auch auf der Ebe-
ne einer Kontinuumsbeschreibung wiederspiegeln und sollte hier zu einigen
markanten Unterschieden zum ,,Standardmodell® des halbunendlichen Ising-
Ferromagneten und der zugehorigen ¢*-Theorie fithren. Wir werden sowohl
durch eine Analyse des Gittermodells im Rahmen der Molekularfeldtheorie
als auch mittels der Abbildung auf ein geeignetes Kontinuumsmodell zeigen,
daB die Oberflachenuniversalitatsklasse bei symmetrieerhaltender Oberflache
durch die nichtordnenden Dichten beziehungsweise der zu ihnen konjugierten
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Felder (das heiBit hier der homogenen Magnetfelder H und H;) entscheidend

beeinfluit werden kann, wie schon in der Einleitung angekiindigt (Seite 4).

2.5 Fazit der Fe;Al- und FeCo-Experimente

Ausgangspunkt der Untersuchungen von Schmid waren die nicht véllig ver-
standenen Experimente an Fez Al (siche Seite 43{[.). Mittlerweile liegen zudem
aber auch neuere Experimente an FeCo vor [136]. Abschliefend mochten wir
daher der Frage nachgehen, wie die Erkenntnisse Schmids und unsere eigenen
Ergebnisse im Hinblick auf diese Legierungsexperimente zu bewerten sind.

Zunachst ist festzuhalten, dafl bei den Fe;Al-Experimenten am B2-DO3-
Ordnung die Oberfliche eine (110)-Orientierung hatte, die beziiglich der
DO3-Ordnung als symmetrieerhaltend einzustufen ist. Hierauf hat bereits
Schmid in ihrer Arbeit hingewiesen. Ein effektives ordnendes Oberflachen-
feld als Ursache fiir die beobachtete schwache Oberflachenordnung scheidet
danach zunichst einmal aus.

Kommt dagegen die Oberflichensegregation, die nach unseren Resultaten
auch beil symmetrieerhaltender Oberfliche zu einem nichtverschwindenden
Oberflachenordnungsparameter oberhalb der volumenkritischen Temperatur
fithren kann, als Erklarung in Frage? Auch mit dieser Annahme erhélt man
aber keine konsistente Interpretation der experimentellen Befunde. Wéahrend
namlich im Fall eines schwachen ordnenden Oberflichenfeldes bei gleichzeiti-
ger unterkritischer Oberflichenverstarkung der mikroskopischen Wechselwir-
kung die Messung der kritischen Exponenten des gewdhnlichen Ubergangs
unter Umstanden noch als ,,Crossover“-Phdanomen zwischen gewhnlichem
und normalem Ubergang gedeutet werden kann (siche Seite 57) besteht im
Falle einer effektiven tiberkritischen Oberflichenverstarkung diese Moglich-
keit nicht mehr. Wenn die effektive Oberflichenverstiarkung namlich nur
yschwach® iiberkritisch ist, wiirde man einen Crossover zwischen dem spezi-
ellen und auBergewshnlichen Ubergang erwarten. Darauf deuten die experi-
mentellen Daten jedoch nicht hin. Aulerdem miifite dann bei einer bestimm-
ten kritischen Temperatur 7., > T, die spontane Oberflichenordnung ver-
schwinden (vergleiche Abbildung 2.5). Auch dies wurde aber im Experiment
— zumindest bis zu Temperaturen von T, + 16 K" iiber der volumenkritischen
Temperatur T. ~ 270K - nicht beobachtet.

Insgesamt ist also festzustellen, dal das Verstandnis der FesAl-Experi-
mente auch im Lichte der neuen theoretischen Erkenntnisse noch nicht rund-
um iiberzeugen kann. Es kann auf der anderen Seite nicht ausgeschlossen
werden, dafl in diesen Experimenten auch physikalische Effekte eine Rol-
le spielen, die die notgedrungen stark idealisierten theoretischen Modelle
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nicht beschreiben konnen. Die Tatsache, dafl gemaf unseren Ergebnissen
die Oberflaichenuniversalitdtsklasse auch von der Orientierung der Oberflache
abhédngt, woran zuvor, ausgehend von den Erfahrungen mit dem halbunend-
lichen Ising-Ferromagneten, niemand gedacht hat, ist ein Hinweis darauf, daf
fir das oberflachenkritischen Verhalten relevante Faktoren durchaus tiberse-
hen werden konnen.

Neuere FeCo-Experimente

Erfreulicherweise existieren inzwischen auch Messungen an FeCo mit einer
(100)-Oberflache, die ebenfalls (wie die Experimente an FezAl) von Dosch
und Mitarbeitern mittels evaneszenter Streuung von Synchrotronstrahlung
durchgefithrt wurden [136]. Das FeCo-System weist nur einen einzigen kon-
tinuierlichen Ordnungs-Unordnungs-Ubergang auf, der vom A2-B2-Typ ist
und dessen (konzentrationsabhingige) kritische Temperatur zwischen 900
und 1000K liegt. Im Vergleich zu den Versuchen an FejAl, die am B2-
DO3-Ubergang stattfanden, kommen die FeCo-Experimente damit dem in
der Theorie von uns und Schmid behandelten Problem sogar noch deutlich
naher.

Diese Experimente lieferten nach Meinung der Autoren einen eindeutigen
Nachweis der ,feldinduzierten® Oberflachenordnung, wie er von der Theo-
rie fr eine symmetriebrechende Oberfliche vorhergesagt wird. Die Art und
Weise, wie die Daten interpretiert wurden, dhnelte sehr stark dem Vorge-
hens Schmids bei der Auswertung ihrer Simulationen (Seite 54f.). Zunéachst
wurde aus dem Streusignal die Intensitit des Uberstrukturreflexes, also des-
jenigen Beitrags, der durch langreichweitige Ordnung in Oberflichennahe
hervorgerufen wird, extrahiert. Fiir 7" < T, erfolgte dann ein Fit an das
Potenzgesetz (2.37), mit dem Exponenten 31 ~ 0.8 des gewohnlichen Uber-
gangs. Fir T' > T, wurde wie bei Schmid auf einen lineare-Antwort-Ansatz“
zuriickgegriffen. Die Ergebnisse konnten nicht schlecht an diese Ansatze gefit-
tet werden, wobei die Aussagekraft angesichts nicht unerheblicher Streuung
der Daten aber nicht iiberbewertet werden darf. Ein dhnlich gut ausfallen-
der Vergleich der MeBkurven mit theoretischen Ergebnissen wurde in [137]
prasentiert, wobei der Autor die Erkenntnisse aus den bereits zitierten Ar-
beiten (Seite 58) zum Crossover zwischen dem gewohnlichen und normalen
Ubergang beriicksichtigte. Dabei floB die Annahme ein, daf das effektive ord-
nende Oberflichenfeld hinreichend schwach ist und das System daher noch
sehr deutlich das am gewdhnlichen Ubergang erwartete Verhalten zeigt.

Bezuglich der Art und Weise der Datenauswertung kann man dhnliche
Vorbehalte hegen, wie wir sie bei der Besprechung der Schmidschen Monte-
Carlo-Ergebnisse gedufert haben. Die Autoren gaben die Unsicherheit der
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Temperaturbestimmung (die bei solchen Experimenten stets ein grofies Pro-
blem darstellt!) mit AT = +0.5K an. Bei einem Wert fir 7, von etwa
920K bedeutet dies, dal man nicht ndher an den kritischen Punkt heran-
kommt als bis zu einer reduzierten Temperatur von etwa ¢ ~ 1073, Es ist
daher fraglich, ob bereits das asymptotische kritische Verhalten beobachtet
wurde. Erschwerend kommt noch hinzu, daf§ fiir die diffuse Hintergrund-
streuung, die nach Abziehen des Braggreflexes tibrighleibt, noch so gut wie
keine theoretische Vorhersagen im Falle des normalen (oder auflergewohn-
lichen) Ubergangs vorliegen. Diese GroBe enthilt aber wichtige Informatio-
nen und entspricht im wesentlichen der Fourier-Laplace-Transformierten der
Ordnungsparameter-Korrelationsfunktion, also dem Strukturfaktor fir die
evaneszente Rontgenstreuung. Letzterer ist bisher nur fiir den gewohnlichen
Ubergang mit feldtheoretischen Methoden berechnet worden [138]. Analoge
Rechnungen fiir den auBergewshnlichen beziehungsweise normalen Ubergang
sind dagegen wegen des nichtverschwindenden Ordnungsparameterprofils am
kritischen Punkt duBerst aufwendig und iiber erste Ansitze [139] noch nicht
hinausgekommen.

Im Hinblick auf einen Vergleich mit der Theorie wére es wiinschenswert,
zusitzlich zu den Messungen fiir die (100)-Orientierung auch noch Experi-
mente an einer (110)-Oberfliche durchfithren zu kénnen. Leider scheiterte
dies bislang an der Praparation des bendtigten FeCo-Einkristalls. Letzterer
wird ndmlich durch epitaktisches Aufwachsen auf einem Substrat erzeugt.
Bislang wurde trotz intensiver Bemithungen noch kein Substrat gefunden,
auf dem parallele Lagen in (110)-Orientierung aufwachsen.



Kapitel 3

Klassifizierung der Oberflache
nach Symmetriekriterien

Die Diskussion im letzten Kapitel fithrte vor Augen, welche gravierenden
Auswirkungen die Symmetrien der Oberflaiche auf die lokalen Ordnungseigen-
schaften des Systems und, nach unseren Erwartungen, sogar auf das asymp-
totische oberflichenkritische Verhalten haben konnen. Die einfachsten Bei-
spiele symmetriebrechender und -erhaltender Oberflaichen im Falle des A2-
B2-Ubergangs sind die (100)- und (110)-Oberfliche. Wie bereits angedeutet
(Seite 53), ist diese Begriffsbildung auf andere Typen von (nicht notwendig
kontinuierlichen) Ordnungs-Unordnungsiibergingen verallgemeinerbar. Die-
se Aussage wollen wir im vorliegenden Kapitel mathematisch prézisieren.
Dazu bedienen wir uns gruppentheoretischer Uberlegungen in der Tradition
der Landautheorie.

Zunichst benotigen wir eine allgemeine Charakterisierung des Ordnungs-
Unordnungsiibergangs im Volumen (Abschnitt 3.1). Wir bewegen uns dabei
ganz auf dem Boden der vertrauten Landautheorie, auch wenn wir etwas
abstrakter argumentieren, als man es vielleicht gewohnt ist. In Abschnitt 3.2
wenden wir uns dann halbunendlichen Systemen zu und fiithren das Konzept
der symmetriebrechenden und -erhaltenden Oberflachen ein.

3.1 Landautheorie des Volumeniibergangs

Symmetriebasierte Uberlegungen im Sinne der von L.D. Landau im Jahre
1937 entwickelten und nach ihm benannten Theorie ( [140-144] und [145],
Kapitel XIV, §145) gehoren zu den flexibelsten und méachtigsten Hilfsmitteln
in der Theorie der Phaseniibergiange (fur zusammenfassende Darstellungen
siehe [124, 146, 147]). Innerhalb der letzten Jahrzehnte ist die Anwendung
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auf (hinsichtlich ihrer mikroskopischen Struktur) ,komplexe* Systeme wie
zum Beispiel Mikroemulsionen ( [148], Kapitel 3) zunehmend popular gewor-
den. Dort ist eine Beschreibung mittels realistischer mikroskopischer Modelle
hdufig zu aufwendig oder sogar gianzlich unpraktikabel. Die Landautheorie
bietet daher oftmals die einzige Moglichkeit, um ein erstes, wenigstens qua-
litatives Verstandnis solcher Systeme zu erlangen.

Die Symmetriegruppen Gy und G,

Im folgenden mochten wir wie angekiindigt eine abstrakte Charakterisie-
rung des Ordnungs-Unordnungsiibergangs im Volumen geben. Wir betrach-
ten dazu den ,ungeordneten® Volumenzustand, der aber bereits eine parti-
elle Gitterplatzordnung aufweisen kann (wie etwa die B2-Phase im Falle des
B27D03—Ubergangs). Dieser Zustand ist invariant unter einer Gruppe Gy
von Operationen, die das Kristallgitter auf sich selbst abbilden. Die Gruppe
(o umfaft unter anderem Translationen um bestimmte Gittervektoren und
Punkttransformationen wie Spiegelungen oder Drehungen. Fiir einen vollig
ungeordneten Zustand wie die A2-Phase sind alle Gitterplatze d&quivalent und
G ist mit der Raumgruppe des betreffenden Gitters identisch.

Am Phaseniibergang findet eine spontane Symmetriebrechung statt. Der
geordnete Zustand ist nicht mehr unter allen Operationen aus Gy invariant,
sondern besitzt eine eigene Symmetriegruppe G C G, die eine echte Un-
tergruppe von Gy ist. In der geordneten Phase gibt es, wie immer bei einer
spontanen Symmetriebrechung, mehrere (in unserem Zusammenhang endlich
viele) dquivalente, miteinander koexistierende Zustande. Unter der Wirkung
der Operationen aus GGy \ i werden diese geordneten Zustande ineinander
transformiert.

7ur Veranschaulichung betrachten wir wieder den A2-B2-Ubergang. Hier
ist Gy wie erwdhnt durch die Raumgruppe des bee-Gitters gegeben. In der B2-
Phase erhalt man eine Aufspaltung in zwei einfach-kubische Teilgitter, wobei
auf einem Teilgitter A-Atome, auf dem anderen B-Atome angereichert sind
(Abbildung 2.8). Nur jene Elemente aus (¢, die jedes einzelne der beiden Teil-
gitter auf sich selbst abbilden, sind Symmetrieoperationen in der B2-Phase.
Daher ist 4 durch die Raumgruppe des einfach-kubischen Kristallgitters
gegeben. In der in der Festkorperphysik (und zum Teil auch der Kristal-
lographie) iblichen Sichtweise kann man den geordneten B2-Zustand auch
auffassen als einen einfach-kubischen Kristall mit einer zweiatomigen Basis
(sogenannte CsCl-Struktur). Ferner gibt es offensichtlich genau zwei adqui-
valente B2-Zustande, bei denen die Rollen der beiden Teilgitter vertauscht
sind.
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Zerlegung von (G in Nebenklassen beziiglich G,

Die Untergruppe (4 induziert eine disjunkte Zerlegung von Gy in endlich
viele (Links-) Nebenklassen Ny = G4, Ny,... , N, (n > 1). Fiir beliebiges
g € Gy ist die Nebenklasse gy durch gG, = {gh : h € G} definiert.!

Um die physikalische Bedeutung der Nebenklassen zu erfassen, iiberlegen
wir uns die Wirkung zweier Elemente g und ¢’ aus Gy auf einen der ge-
ordneten Zustande. Gehoren g und ¢’ derselben Nebenklasse an, gibt es ein
h € G7 mit ¢ = gh. Unter der Transformation A ist der geordnete Zustand
aber invariant. Wir halten daher fest:

(1) Alle Gruppenoperationen aus einer gegebenen Nebenklasse N
(i =0,...,n) wirken in identischer Weise auf einen beliebig
herausgegriffenen geordneten Zustand.

Wenn dagegen ¢ und ¢’ Transformationen aus verschiedenen Nebenklassen
sind, ist deren Wirkung nicht identisch. Man erhélt also als Ergebnis zwei
unterschiedliche aus den endlich vielen geordneten Zustdnden. Andernfalls
wiirde auch die zusammengesetzte Operation ¢g~'¢’ € G; den Ausgangszu-
stand invariant lassen, also g7'¢’ € G gelten. Letzteres ist dquivalent zu
g~ '¢g' = h mit geeignetem h € (1, was im Widerspruch zur Annahme steht,
daBl ¢ und ¢’ aus verschiedenen Nebenklassen stammen. In Verbindung mit

der obigen SchluBfolgerung (1) folgt hieraus:

(2) Die Zahl der Nebenklassen von Gy beziiglich Gy ist identisch

mit der Anzahl der dquivalenten geordneten Zustinde.

Bereits rudimentare Kenntnisse der Gruppen- beziehungsweise Darstel-
lungstheorie (siche etwa [149], Kapitel 1) reichen aus, um die obigen Uberle-
gungen mathematisch prazise wie folgt zusammenzufassen. Die Symmetrie-
gruppe Gy wirkt transitiv auf der Menge X der geordneten Zustédnde. Nach
Definition ist (¢; aber nichts anderes als die Isotropiegruppe dieser Gruppen-
wirkung. Daher ist X isomorph zur Menge Gy/G; der Nebenklassen, und
geordnete Zusténde und Nebenklassen kénnen in diesem Sinne miteinander
identifiziert werden.?

'Eine véllig analoge Zerlegung erhilt man auch beziiglich Rechtsnebenklassen. Wenn
G1, wie in der Praxis hdufig der Fall, sogar ein Normalteiler ist, fallen Links- und Rechts-
nebenklassen zusammen.

2Im allgemeinen ist der Restklassenraum keine Gruppe, es sei denn, G ist ein Normal-
teiler. Dann ist Go/G1 die sogenannte Faktor- oder Quotientengruppe von G1 in Gj.
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Zur Tlustration kann man wieder auf den A2-B2-Ubergang zuriickgrei-
fen. Hier gilt n = 1, da es genau zwei geordnete, miteinander koexistierende
Zustande gibt. Es existiert also aufler Ny = (1 nur noch eine weitere Ne-
benklasse Ny = N. Die Symmetrieoperationen aus N miissen die beiden
aquivalenten B2-Zustande ineinander transformieren, das heifit nichts ande-
res als die beiden Teilgitter a und b miteinander vertauschen. Der einfachste
Repriasentant der Nebenklasse N ist daher eine Translation um einen Git-
tervektor T, der zwei niachste-Nachbar-Platze verbindet. Die Tsotropiegruppe
G ist die Raumgruppe des einfach-kubischen Gitters und ein Normalteiler
von (y, der Raumgruppe des bee-Gitters. Der Restklassenraum Go/Gy st
daher ebenfalls eine Gruppe, die zudem eine duferst einfache Struktur hat:
sie besteht ndamlich aus genau zwei Elementen (da es nur zwei Nebenklassen
gibt), ist also isomorph zur zyklischen Gruppe der Ordnung zwei.

3.2 Symmetrieeigenschaften der Oberfliche

Wie im letzten Abschnitt erwahnt, stellt die Landautheorie im Bereich der
Volumenphasentibergénge ein Standardwerkzeug dar und wird dementspre-
chend héufig eingesetzt. Dagegen finden sich unseres Wissens nach in der
Literatur noch keine systematische Anwendungen der Ideen der Landautheo-
rie (in ihrer gruppentheoretischen Formulierung) auf Systeme mit Oberflache.
Angesichts des enormen Aufschwungs, den die Oberflachenphysik in den letz-
ten Jahrzehnten genommen hat, mag dies erstaunen.

Symmetrieerhaltende und -brechende Oberflaichen

In einem halbunendlichen System ist die Translationsinvarianz senkrecht zur
Oberflache explizit gebrochen, das heifit die Symmetrie im Vergleich zum
Volumenmodell reduziert. Es kommen daher (sowohl in der ungeordneten als
auch in der geordneten Phase) nur solche Transformationen als Symmetrie-
operationen in Frage, die die Oberfliche auf sich selbst abbilden - also zum
Beispiel nur noch Translationen parallel zur Oberflache. Die Menge der Sym-
metrieoperationen, die den ungeordneten Zustand invariant lassen, ist daher
nur noch eine Untergruppe Gf, von Gy. Wir nennen nun die Oberflache

(a) symmetrieerhaltend, wenn N; N G}y # @ fir alle : = 1,... ,n gilt (also
alle Nebenklassen mindestens ein Element aus der ,,reduzierten“ Sym-
metriegruppe G, enthalten),’

3Fiir i = 0 ist diese Bedingung trivialerweise erfiillt, da das Einselement (die identische
Transformation) sowohl in Ny = G als auch in Gj enthalten ist.
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und

(b) symmetriebrechend, wenn es mindestens ein ¢ mit N; N G, = @& gibt
(zumindest eine Nebenklasse also vollstandig ,,aulerhalb® von G{, liegt).

Die Idee hinter den obigen Definitionen ist die folgende. Wie im letzten Ab-
schnitt beschrieben, transformieren die Operationen aus den Nebenklassen V;
(t=1,...,n) die n + 1 dquivalenten geordneten Volumenzustande ineinan-
der. Wenn nun N;NGY, # @ fir alle 7 gilt, bleibt diese Symmetrie zwischen den
geordneten Zustanden auch fiir das halbunendliche System bewahrt: es gibt
dann fir zwei beliebige geordnete Zustande stets eine Symmetrieoperation,
die diese Zustande ineinander tiberfithrt und mit der reduzierten Symmetrie
des Systems mit Oberfliche kompatibel ist, also in G}, liegt.

Wenn aber N;NG{ = @ fir ein ¢ gilt, sind nicht mehr alle geordneten Volu-
menzustande dquivalent. Es gibt dann mindestens zwei geordnete Zustande
(ndmlich solche, die durch Elemente aus N; ineinander transformiert wer-
den), die man wegen N; N G = 0 nicht mehr mit Symmetrieoperationen des
halbunendlichen Systems ,, verbinden® kann.

In unserem Standardbeispiel des A2-B2-Ubergangs ist die Situation sehr
tibersichtlich: hier ist nur die Frage zu klaren, ob Gy N N leer ist oder nicht,
wobei N die einzige Nebenklasse aufler (¢ ist (siehe oben). Betrachten wir
konkret — wie schon im letzten Kapitel - die (100)- sowie die (110)-Oberflache.
Wie bereits besprochen, bewirken die Operationen aus N eine Vertauschung
der beiden Teilgitter. Zu N gehdren daher insbesondere alle Translationen
um Gittervektoren T zwischen zwei nachsten Nachbarplitzen. Im Falle der
(110)-Orientierung kann T parallel zur Oberfliche gewéhlt werden (Abbil-
dung 3.1a) und ist damit auch ein Element von G{. Mithin ist Gjy " N # @
und die Oberfliche nach dem obigen Kriterium symmetrieerhaltend. Fiir die
(100)-Oberflache hat T dagegen immer eine Komponente senkrecht zur Ober-
fliche und die entsprechende Symmetrieoperation liegt niemals in Gj, (Ab-
bildung 3.1b). Auch kein anderes Element aus N kann aber die Oberflache
invariant lassen, da unter einer derartigen Transformation die beiden Teil-
gitter vertauscht werden und die Oberflache vollstandig dem einen Teilgitter
angehort. Es ist also G NN = @ und die (100)-Oberflache als symmetrie-
brechend einzustufen.

Konsequenzen fiir die Landau-Freie-Energie

Der néchste logische Schritt auf dem eingeschlagenen Weg besteht in der
Landau-Entwicklung der Freien Energie. Dies erfordert mathematisch den
Ubergang von der obigen, sehr stark gruppentheoretischen Sichtweise zu dar-
stellungstheoretischen Argumenten. Gemaf der Grundannahme der Landau-
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(a) (b)

O Teilgitter a
@ Teilgitter b

Abbildung 3.1: [llustration der formalen Definition symmetrieerhaltender
und -brechender Oberflichen fiir den A2-B2-Ubergang. Man iiberlege
sich hierbei die Wirkung einer Translation um einen nichste-Nachbar-
Gittervektor T. (a) Fiir die (110)-Oberfliche kann T parallel zur Ober-
fliche gewdhlt werden und ist daher eine Symmetrieoperation des halb-
unendlichen Systems. (Die schattierte Fliche deutet eine Gitterebene par-
allel zur Oberfliche an.) Die (110)-Oberfliche ist also symmetrieerhaltend.
(b) Im Falle der (100)-Orientierung kann T niemals parallel zur Oberfliche
sein: die (100)-Oberfliche ist symmetriebrechend.

theorie muf} die Freie Energie unter allen Operationen der Symmetriegruppe
Gy (analog G fiir das halbunendliche System) invariant sein. Aufgabe ist es
daher, die erlaubten Invarianten, die in der Entwicklung der Freien Energie
auftauchen koénnen, systematisch zu identifizieren. Im Volumenfall stellt sich
zum Beispiel die fundamentale Frage, ob es kubische Terme (im Ordnungs-
parameter) gibt, da diese in der Regel bestimmen, ob der Ubergang erster
Ordnung oder kontinuierlich ist.

Das Ziel in unserem Zusammenhang mufl nun eine ahnliche Klassifikati-
on der invarianten Oberflichenbeitrage zur Landauschen Freien Energie eines
halbunendlichen Systems sein. Dabei ist aber zu beachten, dafl zum Beispiel
eine Aufspaltung in Oberflichenterme und einen Volumenbeitrag wie etwa
im Funktional der halbunendlichen ¢*-Theorie, Gleichung (2.32), nicht von
vornherein vorgegeben ist. Zunachst muf die volle (Gesamt-) Freie Energie
des halbunendlichen Systems betrachtet werden (genaugenommen zuerst fiir
ein System in einem endlichen Volumen). Damit eine Separation in Volumen-
und Oberflichenanteile méoglich ist, sind Zusatzannahmen nétig, etwa hin-
sichtlich der — in dieser Arbeit stets vorausgesetzten — Kurzreichweitigkeit
der Wechselwirkung. AuBerdem ist der Einsatz einer Gradientenentwicklung
als weiteres technisches Hilfsmittel empfehlenswert.



3.2 Symmetrieeigenschaften der Oberflache 75

Die Durchfithrung des oben skizzierten Programms fiir einen allgemei-
nen Ordnungs-Unordnungsiibergang wére eingehenderer Untersuchung wert,
wiirde aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen und kann daher hier nicht
unsere Aufgabe sein. In gewisser Weise kann man die in Kapitel 5 vorgestellte
Ableitung der Kontinuumstheorie als eine Realisierung des Programms fiir
ein konkretes Beispiel verstehen.

An dieser Stelle méchten wir noch einmal auf den A2-B2-Ubergang zu-
riickkommen, da man hieran, ohne auf Details eingehen zu miissen, die ent-
scheidenden Argumente schnell einsieht. Die Operationen aus der Neben-
klasse N C Gy bewirken eine Vertauschung der beiden Teilgitter und kehren
daher das Vorzeichen des Ordnungsparameters ¢ um. Daher konnen in der
Landauschen Freien Energie des Volumensystems keine ungeraden Potenzen
des Ordnungsparameters auftreten, da diese nicht invariant unter ¢ — —¢
sind. Im Volumen kann die Ordnungsparametersymmetrie allenfalls durch
auflere Felder gebrochen werden, wie etwa ein alternierendes oder ,stagge-
red“ Feld, das aber, wie bereits erlautert (Seite 42), unphysikalisch ist.

Nun betrachte man ein halbunendliches System mit symmetrieerhalten-
der Oberfliche. Definitionsgeméafl gibt es dann Operationen aus N, die auch
Symmetrien des halbunendlichen Systems sind (also die Oberflache invariant
lassen). Daher bleibt die ¢ — —¢-Symmetrie des Volumenmodells bewahrt,
und in den Oberflachenbeitragen zur Landauschen Freie Energie diirfen wie
im Volumen keine Terme auftreten, die linear im Ordnungsparameter (oder
eine beliebigen ungeraden Potenz desselben) sind. Ein effektives ordnendes
Oberflachenfeld ist also nach dieser Argumentation ausgeschlossen.

Ist die Oberfliche dagegen symmetriebrechend, gibt es keine Symmetrie-
operationen des halbunendlichen Systems mehr, die das Vorzeichen des Ord-
nungsparameters umkehren. Die ¢ — —¢-Symmetrie ist daher zumindest
lokal verletzt und das Auftreten von Oberflichentermen im Freie-Energie-
Funktional, die linear im Ordnungsparameter sind, nicht mehr verboten. Im
allgemeinen werden solche Terme daher auch in der Tat vorhanden sein. Ins-
besondere erwarten wir fir symmetriebrechende Oberflichen das Vorhanden-
sein eines nichtverschwindenden effektiven® ordnenden Oberflichenfeldes.

Abschlielende Bemerkungen

Tatsédchlich sind die hier angestellten Betrachtungen nicht auf Ordnungs-
Unordnungsiibergange beschrankt, sondern sollten auch auf andere Arten von
Phasentibergéangen tibertragbar sein, die sich durch die spontane Brechung
einer rdumlichen (meist Translations-) Symmetrie auszeichnen. Hierunter fal-
len zum Beispiel strukturelle Phaseniibergénge (siehe etwa [124], Kapitel
IIT), aber auch bestimmte Ubergiinge in Fliissigkristallen, an denen smek-
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tische Phasen beteiligt sind ( [124], Kapitel VII). Nicht aussagekraftig ist das
Konzept der symmetriebrechenden und -erhaltenden Oberflichen dagegen
im Falle von Ubergingen, die nicht mit einer Symmetrieinderung der Pha-
sen verkniipft sind. Dies trifft insbesondere auf den Verdampfungsiibergang
in fluiden Systemen oder auf Entmischungsiibergénge in bindren Fliissigkei-
ten zu. So haben wir schon im Zusammenhang mit dem normalen Ubergang
(Seite 33) bemerkt, daB man im Falle der Adsorption ein- oder mehrkom-
ponentiger Flissigkeiten an Wanden oder Grenzflichen immer die Existenz
eines nichtverschwindenden Oberflichenfeldes, das linear an den Ordnungs-
parameter koppelt, erwartet. Im Lichte der obigen Diskussionen kann man
dies auch als Konsequenz der geringen Symmetrie fluider Systeme begreifen.
Nichts spricht aus Symmetriegriinden gegen das Auftreten entsprechender
Terme in der Freien Oberflachenenergie, deshalb werden diese im allgemei-
nen auch in der Tat vorhanden sein.



Kapitel 4

Molekularfeldgleichungen auf
dem Gitter

Im folgenden untersuchen wir das asymptotische oberflachenkritische Verhal-
ten des in Kapitel 2 eingefiihrten bec-Ising-Antiferromagneten im Rahmen
der Molekularfeldtheorie. Wir bedienen uns dabei einer unkonventionellen, in
der Literatur aber nicht ganzlich unbekannten Methode, namlich der Darstel-
lung der Molekularfeldgleichungen als nichtlinearer, rekursiver Abbildung.
Die Losung der Molekularfeldgleichungen fiir ein rdumlich inhomogenes Sy-
stem ist eine nichttriviale Aufgabe und nicht in geschlossener Form moglich.
Hier bietet die Formulierung als Problem der nichtlinearen Dynamik einige
Vorteile und erlaubt uns insbesondere, analytische und numerische Rechnun-
gen gewinnbringend miteinander zu kombinieren.

Nach Vorbemerkungen zur Methode und deren Urspriingen (Abschnitt
4.1) formulieren wir die Molekularfeldtheorie fiir Systeme mit (100)- und
(110)-Oberflache als zwei- beziehungsweise vierdimensionale nichtlineare Ab-
bildung und erlautern deren wichtigste strukturelle Eigenschaften (Abschnitt
4.2). Unser Hauptziel besteht in der Identifizierung des je nach Oberflachen-
orientierung und dem Einfluff der nichtordnenden Dichten realisierten uni-
versellen oberflichenkritischen Verhaltens. Dieser Thematik widmen wir uns
in den Abschnitten 4.3 und 4.4, jeweils getrennt fiir die beiden Oberflachen.

4.1 Methodische Vorbemerkungen

Wie schon in der Einleitung ausgefiithrt und auch aus den Diskussionen in Ka-
pitel 2 ersichtlich wird, erwarten wir firr den Ising- Antiferromagneten neue Ef-
fekte (etwa die Abhangigkeit des asymptotischen oberflachenkritischen Ver-
haltens von der Orientierung der Oberflache), die kein Gegenstiick bei dem
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seinfacheren® Ising-Ferromagneten haben. Wie sich diese Effekte im Rahmen
einer Kontinuumsbeschreibung manifestieren, wird Inhalt des néchsten Ka-
pitels sein. Hier mochten wir dagegen ein griindliches Verstandnis der neuar-
tigen Phanomene auf der Ebene des Gittermodells erlangen. Dafiir stellt die
Molekularfeldtheorie ein geeignetes Werkzeug dar. Denn obwohl diese das kri-
tische Verhalten nicht quantitativ korrekt wiedergeben kann (was aber nicht
unser Ziel ist), erlaubt sie uns doch eine sichere Unterscheidung zwischen den
Oberflachenuniversalitdtsklassen des gewShnlichen und des normalen bezie-
hungsweise auBergewdhnlichen Ubergangs.

Die Analyse der Molekularfeldgleichungen auf dem Gitter in Situationen,
die durch eine rdumliche Inhomogenitat gekennzeichnet sind, ist ein nicht-
triviales Problem. Als hilfreich erweist sich — zumindest in manchen Féallen
— eine auf den ersten Blick {iberraschende Querverbindung zur Theorie der
diskreten Dynamischen Systeme. Die Idee, geeignete Fragestellungen aus der
Physik der kondensierten Materie als Problem der nichtlinearen Dynamik
(namlich der Iteration einer nichtlinearen Abbildung) zu verstehen, geht auf
Aubry zuriick [150]. Mit diesem Zugang gelang es Aubry, einige aus der Theo-
rie der nichtlinearen Dynamik wohlbekannte und ausfiihrlich untersuchte Er-
gebnisse, wie die aus dem Kolmogorov-Arnold-Moser- (KAM-) Theorem fol-
gende Existenz invarianter Tori, nutzbringend in einem vollig neuen Kontext
anzuwenden und damit auch das physikalische Ausgangsproblem besser zu
verstehen.

Zur historischen Entwicklung

Aubry untersuchte in seiner bahnbrechenden Arbeit [150] die Grundzustands-
eigenschaften des Frenkel-Kontorowa-Modells. Letzteres wurde Jahrzehnte
zuvor unter anderem als ein eindimensionales ,,Spielzeugmodell® fir die Ad-
sorption von Atomen auf einer Kristalloberflache (dem ,,Substrat®) eingefiihrt
(siche etwa [93], Kapitel 10.3). Das Modell besteht aus einer linearen Ket-
te harmonisch (durch ideale Federn) aneinander gekoppelter Massenpunkte,
die sich in einem duBeren, meist als sinusférmig angenommenen periodischen
Potential V(u) befinden. Das Potential hat die Periode L > 0 und besitzt
Minima bei v = 0,£ L, £2L,.... Ohne dufleres Potential betragt der Gleich-
gewichtsabstand der Teilchen Ly > 0 (alle Federn sind dann entspannt). Die
Aufgabe besteht nun darin, bei gegebenen Parameterwerten (dem Verhélt-
nis Lo/ L und der Stérke des duBeren Potentials im Vergleich zur Teilchen-
Teilchen-Wechselwirkung) diejenigen Teilchenkonfigurationen zu finden, die
die Gesamtenergie des Systems minimieren. Ohne dufleres Potential wiirde
natiirlich w; = const + ¢Lg gelten, wenn w; die Position des i-ten Teilchens
bezeichnet (i € Z). Das Potential V(u) favorisiert aber Konfigurationen,
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in denen die Teilchen in den Minima von V(u) liegen, also u; = iL gilt.
Die Konkurrenz der beiden Lingenskalen Ly und I kann zu komplizierten
Gleichgewichtslosungen mit einer raumlich modulierten Struktur fiithren.

Mittels der Methode der nichtlinearen Abbildungen konnten einige exakte
Ergebnisse tiber die Gleichgewichtskonfigurationen des Modells bewiesen und
auf dieser Basis auflerst bemerkenswerte Eigenschaften des Phasendiagramms
vorhergesagt werden [150-154]. Insbesondere kann der mittlere Teilchenab-
stand als Funktion des Parameters Lo/L eine sogenannte ,Teufelstreppe”
bilden. Hierunter versteht man eine monoton vom Wert Null bis zum Wert
Eins ansteigende, iiberall stetige Funktion auf einem endlichen Intervall (oh-
ne Einschriankung [0, 1]), deren Ableitung fast iiberall existiert und Null ist.!

Tatsédchlich beschrankt sich die Methode aber keineswegs auf das Frenkel-
Kontorowa-Modell, sondern ist prinzipiell auch auf andere Probleme verallge-
meinerbar, solange die rdumliche Inhomogenitit nur entlang einer einzigen
Raumrichtung auftritt und die Wechselwirkung zwischen den lokalen Frei-
heitsgraden des Systems eine strikt begrenzte Reichweite hat. Die erste Be-
dingung ist natiirlich insbesondere fiir halbunendliche Modelle erfiillt (wenn
die Translationsinvarianz parallel zur Oberfliche nicht gebrochen ist). Die
(diskrete) Ortskoordinate in der Raumrichtung senkrecht zur Oberfliche (in
der Regel also ein ,Schichtindex“ n) tibernimmt dann die Rolle der Zeit in
dem entsprechenden Dynamischen System (siehe unten).

Die Anwendung der Methode auf Oberflachen- und Grenzflachenproble-
me beim Ising-Ferromagneten mit néchster-Nachbar-Kopplung stammt von
Pandit und Wortis [156]. Dabei standen allerdings Aspekte der numerischen
Behandlung eher im Vordergrund als der Beweis mathematisch rigoroser Aus-
sagen wie bei Aubry. Ahnliches gilt fiir die Arbeiten von Bak und Jensen [157-
159], die das Verfahren erfolgreich zur Untersuchung des axialen tibernéachste-
Nachbar-Ising- (ANNNI-) Modells einsetzten. Beim ANNNI-Modell wird die
raumliche Inhomogenitéat nicht durch eine Oberflache, sondern durch entlang
einer bestimmten Raumrichtung konkurrierende ferromagnetische und anti-
ferromagnetische Wechselwirkungen hervorgerufen. Sehr viel ndher an den
Studien Aubrys (und ebenfalls stirker mathematisch orientiert) ist dagegen
beispielsweise die Arbeit von Janssen und Tjon [160], die eine Verallgemeine-
rung des Frenkel-Kontorowa-Modells betrachten. Weitere Anwendungen des
Verfahrens und eine umfangreiche Liste von Referenzen finden sich in [161].

Die grundlegende Idee der Methode 148t sich unserer Meinung am besten
verstehen, wenn man zunéchst von allen (hier nur stérenden) Details absieht.

Derartige Funktionen wurden lange Zeit als ,pathologische“ Objekte der reinen Ma-
thematik angesehen. Dementsprechend grofies Aufsehen erregte es, diesen unvermutet in
physikalischen Anwendungen zu begegnen (siehe auch [155], Kapitel 8).
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Die Methode im Prinzip

Wir gehen von einem System aus, das eine rdaumliche Inhomogenitét aus-
schlieBlich entlang einer bestimmten Raumrichtung besitzt. Der Zustand des
Systems werde durch einen Satz lokaler Variablen z; charakterisiert, wobei
der Index ¢ eine diskrete Ortskoordinate entlang der ,Inhomogenitatsrich-
tung“ ist (also zum Beispiel ein Index, der die Gitterebenen parallel zu einer
duBeren Oberfliche durchzihlt). Beim Frenkel-Kontorowa-Modell handelt es
sich bei den x; um die Teilchenpositionen wu;, im Falle der Molekularfeld-
theorie des Ising-Ferromagneten oder des ANNNI-Modells um die Schicht-
magnetisierungen m; innerhalb der Gitterebenen parallel zur Oberfliche be-
ziehungsweise senkrecht zur Anisotropie-Achse.

Die Gleichgewichtskonfigurationen des Systems sollen nun durch ein ge-
koppeltes Gleichungssystem fir die z; bestimmt sein. Haufig folgen diese
Gleichungen aus einer Stationaritdtsbedingung, wie etwa der Forderung, daf
die (Freie) Energie minimal sein soll, die Ableitungen nach den z; also ver-
schwinden. Auf den Ursprung der Gleichungen kommt es hier aber nicht
weiter an. Wichtig ist nur, dafl diese eine lokale Struktur haben, also im-
mer nur endlich viele der z; miteinander verkniipfen. Die Gleichungen sollen
daher immer in die folgende allgemeine Form gebracht werden kénnen:

J(xioar, Timpgns - s xigm) = 0, (4.1)

mit einer geeigneten Funktion f und einem M > 0, das durch die endliche
Reichweite der Kopplung der lokalen Variablen bestimmt wird. Beispielsweise

gilt fir das Frenkel-Kontorowa-Modell M = 1.

AuBerdem nehmen wir an, daf8 (4.1) nach x4y auflosbar ist:
Tigm = g(Ticpmy o Tigm—1), (4.2)

mit einer weiteren Funktion g. Man kann nun einen in einem 2 M-dimensiona-
len Raum wirkenden ,Evolutionsoperator 7T definieren, der den aus den
Komponenten x;_ps, ..., z;4p—1 bestehenden ,Zustandsvektor in den um
einen ,,Zeitschritt® weiterentwickelten Zustand transformiert und definiert
ist durch

Ti—M Ti—M+1 Ti—M+1

TitM -1
TipM-1 TipM 9(@iom, o s Tign—1)



4.1 Methodische Vorbemerkungen 81

Fafit man die Variablen x,_p;, ... ,2,43-1 7u einem 2M-dimensionalen Spal-
tenvektor w; zusammen,

TiMm
, (4.4)

Ti+M-1

so ist das urspriingliche, gekoppelte Gleichungssystem (4.1) vollig dquivalent
dem diskreten Dynamischen System, das durch Iteration der nichtlinearen

Abbildung 7 definiert wird: 2

Jede Trajektorie des Dynamischen Systems entspricht also einer Losung des
urspriinglichen Gleichungssystems (4.1) und damit beim Frenkel-Kontorowa-
Modell (oder der Molekularfeldtheorie des Ising-Modells) einem stationédren
Punkt der (Freien) Energie.” Damit wird sofort die grofie Vielzahl von mégli-
chen Losungen der urspriinglichen Gleichungen ersichtlich. In diskreten Dy-
namischen Systemen gibt es typischerweise eine Reihe von sehr unterschied-
lichen Orbits, wie Fixpunkte und periodische Orbits, quasiperiodische Orbits
(invariante Tori) und ,erratische“ (chaotische) Trajektorien. Die Visualisie-
rung von Phasenportrits (im Zusammenhang mit diskreten Dynamischen
Systemen auch als Poincaré-Schnitte bekannt) ist mit moderner Computer-
ausstattung kein Problem und gibt auch eine anschauliche Vorstellung von
der Losungsvielfalt. Eine herausgehobene, | physikalische® Bedeutung haben
in der Regel die Fixpunkte und periodischen Orbits.

Allerdings ist nicht jede Losung (Trajektorie des Dynamischen Systems)
auch physikalisch sinnvoll. So ist etwa die Stationaritatsbedingung zwar not-
wendig, aber nicht hinreichend dafiir, daff eine Lésung tatsédchlich ein lo-
kales Minimum der Energie liefert. Dies miifite in der Tat fiir jede Losung
einzeln nachgepriift oder aus anderen Uberlegungen erschlossen werden. Im
allgemeinen wird es zudem mehrere lokale Minima geben. Hier ist dann ein
zusatzliches Kriterium nétig, das zum Beispiel die Gleichgewichtslosung als
das absolute Minimum der Energie aussondert.

ZAubry selbst ist noch geringfiigig anders vorgegangen. Neben den Teilchenpositionen
u; fithrte er konjugierte Impulse p; ein, um dann p;y1, ;41 als Funktion von p;, z; aus-
zudriicken und dadurch eine Abbildung in einem zweidimensionalen ,,Phasenraum® zu
definieren. Am Prinzip der Methode dndert sich dadurch nichts.

3Sollten die Trajektorien allerdings irgendwann den Definitionsbereich der Abbildung
verlassen, hitte man allenfalls eine Lésung fiir ein endliches System, woran wir aber nicht
interessiert sind.
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Weiterhin miissen physikalische Losungen oftmals bestimmten Randbe-
dingungen geniigen. Bisher sind wir stillschweigend von einem System ausge-
gangen, dessen Translationsinvarianz nicht explizit gebrochen ist. Wir haben
in (4.1) keine Abhangigkeit der Funktion f von ¢ zugelassen. Fir ein halbu-
nendliches System wird aber (4.1) an der Oberflache zu modifizieren sein, und
zwar aufgrund gednderter Oberflaichenwechselwirkungen, lokaler Felder oder
des Effekts fehlender ndachster Nachbarn. Diesen Punkt wollen wir aber vor-
erst nicht weiter vertiefen, sondern erst in Abschnitt 4.2.3 im Zusammenhang
mit dem konkreten Beispiel des Ising-Antiferromagneten nédher ausfiithren.

Die oben unter sehr allgemeinen Voraussetzungen eingefithrte Abbildung
7 hat in konkreten Anwendungen meist einige pragnante Eigenschaften,
wie zum Beispiel die Volumentreue. Diese sind in der Regel auf fundamen-
tale Symmetrieeigenschaften des Ausgangsproblems zuriickzufithren. Diesen
Aspekt werden wir ebenfalls im Rahmen der Diskussion des bee-Ising-Antifer-
romagneten erortern (Abschnitt 4.2.4).

4.2 Molekularfeldtheorie als diskrete, nicht-
lineare Dynamik

Grundsétzlich gibt es verschiedene Moglichkeiten, die Molekularfeldgleichun-
gen aufzustellen. Eine davon, die wir uns in dieser Arbeit zu eigen machen
wollen, besteht in der Herleitung aus einem Variationsprinzip (siehe etwa [93],

Abschnitt 4.8).

4.2.1 Freies-Energie-Funktional und Variationsprinzip

Zunachst formulieren wir die Molekularfeldtheorie fiir ein Modell mit dem
allgemeinen Ising-Hamiltonian (2.62). Das Variationsfunktional hingt ab von
den lokalen mittleren Magnetisierungen m; und hat folgende Form:*

Fur{mi} = H{mi} — TSur{mi}. (4.6)

Der erste Term kann als Naherung fiir die innere Energie des Systems in-
terpretiert werden, wiahrend Syr der Molekularfeldausdruck fiir die Entropie

4Da die Freie Energie extensiv ist, miifite man strenggenommen zunichst wieder von
einem endlichen System ausgehen (etwa in Filmgeometrie wie in Abschnitt 2.1.2), damit
der nachfolgende Ausdruck mathematisch wohldefiniert ist.
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ist:

Svr{mi} = —kg Z/ ld;v artanhz
— Jo

1 i 1— i
— kY +2m In(1 + i) = ks 3 " (1 — i), (4.7)

1 1

Die Gleichgewichtszustande (in Molekularfeldndherung) folgen nun aus
einem Variationsprinzip: bei festen Werten der Temperatur 7" und gegeben-
falls der duBeren Felder ist diejenige Konfiguration {m;} zu finden, die das
Freie-Energie-Funktional (4.6) minimiert. Eine notwendige Bedingung hierfiir
ist das Verschwinden der Ableitungen nach den m;:

OFur

om;

~0. (4.8)

Durch Einsetzen der minimierenden Losung in das Funktional erhdlt man
die Molekularfeldndherung fiir das thermodynamische Potential der Freien
Energie. Diese stellte eine obere Schranke fiir die ,exakte” Freie Energie des
Systems dar.

Ausgeschrieben lauten die Molekularfeldgleichungen (4.8):

mi = tanh (hl + Z [(ij mj) , (49)
J
mit h; = Hi/(kBT> und [X’ij = Jij/(kBT>.

Im folgenden spezialisieren wir uns wieder auf das in Abschnitt 2.4.1
beschriebene ,minimale“ Modell des A2-B2-Ubergangs in biniren Legierun-
gen. Wir betrachten also einen bce-Ising-Antiferromagneten mit nachster-
Nachbar-Wechselwirkung J < 0, die an der Oberfliche nicht modifiziert
ist, und lassen auferdem ein homogenes, auf alle Spins wirkendes Volu-
menmagnetfeld H sowie ein Oberflichenmagnetfeld H; zu. Weiterhin ist zu
beriicksichtigen, dafl aufgrund der Translationsinvarianz des Systems in den
Richtungen parallel zur Oberfliche die Teilgittermagnetisierungen nur vom
wochichtindex* n = 1,2,... abhangen, wovon wir bereits bei der Diskussion
der Symmetrieeigenschaften der Oberfliche in Abschnitt 2.4.2 Gebrauch ge-
macht haben. Vollig analog zu (2.68) und (2.69) konnen wir daher schreiben:

mi; = my,, 1€ Schicht n, (4.10)
und

n?

mP, i€ Schicht n, Teilgitter b.

n?

- { m?, 1€ Schicht n, Teilgitter a, (4.11)
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Mit den reduzierten Parametern K = .J/(kgT) < 0, h = H/(kgT) und hy =
H,/(kgT) lauten dann die Molekularfeldgleichungen fiir das halbunendliche
System mit (100)-Oberflache (vergleiche Abbildung 2.10a):

m, = tanh(h + 4Km,_; + 4Km,41), n>1, (4.12)
sowie fir n = 1:
my = tanh(h + k1 + 4Kms). (4.13)

Fiir die (110)-Orientierung (Abbildung 2.10b) erhalt man dagegen fir n > 1

m? = tanh (h 4+ 2Km)_, + 4AKm} + 2Km} ), (4.14)
mz = tanh (h +2Kmi_, +4Km} + EKmZH) , (4.15)

und die modifizierten Gleichungen an der Oberfliche (n = 1):

m7 = tanh (h + hy + 4Km]f + 2ng> , (4.16)
mlf = tanh (h + hy +4Km7 + Qng) . (4.17)

Man beachte, dafl sowohl (4.14,4.15) als auch (4.16,4.17) vollig symmetrisch
in den beiden Teilgitterindizes a und b sind. Dies driickt nichts anderes als
die Eigenschaft der (110)-Oberfliche aus, symmetrieerhaltend zu sein.

4.2.2 Definition der nichtlinearen Abbildungen

Um die Molekularfeldtheorie als diskretes Dynamisches System darzustellen,
betrachten wir zunachst die Gleichungen ,,im Volumen* (das heift fiir n > 1),
und zwar nacheinander fiir die (100)- und (110)-Orientierung. Die Randbe-
dingungen, die an der Oberfliche (n = 1) und fiir n — oo zu stellen sind,
werden in Abschnitt 4.2.3 behandelt.

Die Molekularfeldgleichungen (4.12) lassen sich in der Form

J(Mu—1; M, Mingr) = 0 (4.18)
schreiben, mit
flxy, 29, 23) = H — 21 — x5+ T artanha,, (4.19)
und den Parametern
=t kel (4.20)

AlJ| g1
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Das Auflésen nach m,, 4, bereitet keine Probleme und liefert:
Mpy1 = H— My — Tartanhmn (4.21)

Man kann deshalb, wie in Abschnitt 4.1 beschrieben, eine zweidimensionale
nichtlineare Abbildung F' einfiithren, die die Magnetisierungen m,,_y, m,, der
Schichten n — 1 und n in die Magnetisierungen der beiden nachfolgenden
Schichten n,n + 1 dberfiihrt. Dieser Evolutionsoperator ist definiert durch

o™ 2 . . 4.22
< Vg ) — ( H — vy — T'artanhwy ( )

Die Molekularfeldgleichungen (4.12) sind dann dquivalent zu dem Dynami-
schen System, das durch Tteration von F' entsteht:

Vi1 = F(v,,) (4.23)

v, = ( Z:-l ) . (4.24)

Der Definitionsbereich dom(F') von F'ist durch einen unendlich langen Strei-

fen der Breite Eins in der Ebene R? gegeben:®
dom(F) = {V = (vl,vg)T eR*: v, €R, lvg| < 1} . (4.25)

Vollig analog geht man im Falle der (110)-Orientierung vor. Als bedeut-
samer Unterschied im Vergleich zur (100)-Orientierung ist dabei nur zu be-
achten, dafl der ,,Zustand® jeder Schicht n nicht mehr durch eine einzige
Magnetisierungsvariable m,,, sondern durch zwei Variablen (die Teilgitter-
magnetisierungen m? und mP) charakterisiert ist. Aus diesem Grund ist die
entsprechende nichtlineare Abbildung nicht mehr zwei-, sondern vierdimen-
sional. Die Molekularfeldgleichungen (4.14,4.15) lassen sich umformen zu

g(m2—17m27 m:)m m2+1) = 07 (426)
g(mZ—hmgv m27 m;+1) - 07 (427)
mit
A 1 A
g(z1, 29,23, 24) = H — —(21 + 24) — 23 — T'artanhz,. (4.28)

2

®Das Superskript , T in der nachfolgenden Gleichung steht fiir die iibliche Transpositi-
on im Matrizensinne und ist nétig, weil wir — wie in der mathematischen Literatur iiblich
— Elemente aus R” als n-dimensionale Spaltenvektoren auffassen.
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Das Auflésen von (4.26,4.27) nach m?2,, und mf, ist wiederum sehr ein-
fach. Analog zu (4.23) sind dann die urspriinglichen Gleichungen (4.14,4.15)

aquivalent zur Iteration der nichtlinearen vierdimensionalen Abbildung G-

Wiy = G(Wn), (4.29)
mit
My _y
— (4.30)
n - m; .
my
und
w1 w3
Wsy Wy
G w3 | ef - wy — 2ws — 2T artanhwy (4.31)
Wy 2H — wy — 2wy — 2T artanhw;

Der maximale Definitionsbereich von G ist gegeben durch:

dom(G) = {(wl, . ,w4)T CR*:wi,wy € R, |ws|, |ws] < 1}. (4.32)

4.2.3 Randbedingungen und Fixpunkte

Die bisher prasentierte Formulierung der Molekularfeldgleichungen als nicht-
linearer Dynamik ist noch nicht vollstandig fiir Modelle in einer halbunend-
lichen Geometrie. Die Beschreibung ist ndmlich in diesem Fall zu ergdnzen
durch Randbedingungen an der Oberfliche sowie im Unendlichen. Wir setzen
uns zuerst mit der durch die Oberfliche induzierten Randbedingung ausein-
ander.

Randbedingung an der Oberflache

Die Modifikation der Molekularfeldgleichungen an der Oberflache 1a8t sich,
wie von Pandit und Wortis [156] bemerkt, auf elegante Weise durch die Ein-
fithrung einer ,fiktiven® nullten Schicht beriicksichtigen. So gehen im Falle
der (100)-Orientierung die Gleichungen (4.12) fiir n = 1 in die ,,Oberflachen-
gleichung® (4.13) tiber, wenn man definiert:

ha Hy :

my= — = ——— = —H,. 4.
mo Ve 4|J| 1 ( 33)
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Analog legt man fiir die (110)-Orientierung fest:
my = — = —2H;, (4.34)

so dafB sich (4.14,4.15) fiir n = 1 zu (4.16,4.17) reduzieren.

Die Randbedingungen (4.33) und (4.34) lassen sich leicht in die Spra-
che der nichtlinearen Abbildungen iibersetzen. Fiir das halbunendliche Mo-
dell entsprechen die Losungen der Molekularfeldgleichungen fiir die (100)-
beziehungsweise (110)-Orientierung Trajektorien (v, va,...) beziehungswei-
se (W1, Wz, ...) der betreffenden nichtlinearen Dynamischen Systeme, wobei

gemif den Definitionen (4.24) und (4.30) gilt:

vi = < e ) und wy = [ 70 (4.35)

1

o=

m

Fiithrt man ein- und zweidimensionale lineare Teilriume V und W von R?
und R* ein gemiB

V:{V:<U],U2>T€R22U1 :—[A{], UQER} (436)
und

W= {W = (w15w27w37w4>T € R4 W = wy = _2[:[15 w3, Wy € R}a
(4.37)

so sind die Randbedingungen (4.33,4.34) dquivalent zur Forderung, daf§ die
Startpunkte vi und wy in V und W liegen:

V] € V, Wi € W. (438)

Volumenrandbedingung

Die (Teilgitter-) Magnetisierungsprofile des halbunendlichen Modells miissen
fiir n — oo gegen die Volumenlosungen der Molekularfeldgleichungen kon-
vergieren. Fir die (100)-Orientierung hat man also, wenn per Konvention die
Schichten mit geradem beziehungsweise ungeradem Schichtindex Teilgitter a
beziehungsweise Teilgitter b angehoren:

2 My, — mlgo (n — o0), (4.39)

Mop—1 — m.,,
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wiahrend fiir die (110)-Orientierung gilt:

b

o0

a
[elol]

m?® — m®, m> —ml  (n— o). (4.40)

Dabei sind m?, und mP" die Lésungen der Molekularfeldgleichungen im Vo-
b b

lumen, die aus (4.14,4.15) durch Einsetzen von m? = m? und m) = m.,
folgen:®
m?, = tanh(h +8Km>), (4.41)
mgo = tanh(h + 8Km20).

Die Analyse der obigen Volumengleichungen ist unproblematisch und in An-
hang A skizziert. Im folgenden erldutern wir, wie sich die Volumenrandbedin-
gungen (4.39) und (4.40) auf der Ebene der diskreten nichtlinearen Dynamik
wiederspiegeln.

Die homogenen Volumenlésungen der Molekularfeldgleichungen fiir die
(100)- und (110)-Orientierung sind durch g,y = m?

, _ b
2, mg, = mg, und

m? = m? , m> = mP charakterisiert. Da nach Konstruktion die Abbildung

F' die Magnetisierungsdichten der Schichten 2n — 1 und 2n in diejenigen der
Schichten 2n und 2n + 1 tberfithrt, gilt demnach

(GE)-(2) e

Fiir die Abbildung G hat man dagegen aufgrund einer dhnlichen Uberlegung:

Mo me
b b
G M [ = M (4.44)
mOO mOO
mP mP
Lésungen von (4.41,4.42) mit m® = m> beziehungsweise m? # mP" be-

schreiben den ungeordneten A2- beziehungsweise geordneten B2-Zustand. Fr-
stere entsprechen wegen (4.43) und (4.44) Fizpunkten der Abbildungen F' und
G, wihrend die Lésungen mit m?, # mP2 einen Fixpunkt von  und einen
2-Zyklus von F (Fixpunkt der zweifach iterierten Abbildung FIE = F o F)
definieren.

Die Eigenschaften dieser Fixpunkte werden in den Abschnitten 4.3 und
4.4 genauer untersucht. Wie sich herausstellt, sind diejenigen Fixpunkte, die
der jeweils thermodynamisch stabilen Phase entsprechen, hyperbolisch und
besitzen daher eine anziehende (oder stabile) und eine abstofiende (oder

6 Alternativ kann man auch (4.12) fiir map—1 = m%, und ma, = mgo betrachten.
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instabile) Mannigfaltigkeit. Die stabile Mannigfaltigkeit besteht aus allen
Punkten, die unter Iteration der Abbildung in den Fixpunkt hineinlaufen. Die
instabile Mannigfaltigkeit ist die stabile Mannigfaltigkeit der Umkehrabbil-
dung. Beliebige Trajektorien (vq,Vvz,...) und (Wi, Wz, ...) sind daher genau
dann mit den Volumenrandbedingungen (4.39) und (4.40) vertraglich, wenn
die Startpunkte vi und w; (und damit natiirlich auch alle weiteren Punkte)
auf den stabilen Mannigfaltigkeiten der relevanten Volumenfixpunkte liegen.

Zieht man auch noch die Randbedingungen (4.33) und (4.34) an der Ober-

fliche in Betracht, so kénnen wir zusammenfassend formulieren:

Molekularfeldtheorie des halbunendlichen Modells
als Randwertproblem der nichtlinearen Dynamik

Die Gleichgewichtslésungen der Molekularfeldgleichungen fiir gegebe-
ne Werte von K, h, hy (oder T', H, Hy) erhdlt man wie folgt:

e Man bestimme alle Schnittpunkte der stabilen (anziehenden)
Mannigfaltigkeit des jeweils relevanten hyperbolischen Volu-
menfixpunkts mit den durch die Oberflichenrandbedingung de-
finierten linearen Teilrdumen V und W.

e Durch Tteration eines Schnittpunkts vi oder wy geméaf

Vipt1 = F<Vn>7 Whi1 = G(“’n)a

erhilt man Trajektorien (vy,vq,...) und (W, W, ...). Aus die-
sen folgen nach (4.24) und (4.30) die Magnetisierungsprofile m,,
beziehungsweise m?, m? (n =1,2,...).

o Existieren mehrere Schnittpunkte, so ist diejenige Losung
zu nehmen, die das absolute Minimum des Freien-Energie-

Funktionals (4.6) liefert.

4.2.4 Strukturelle Eigenschaften der Abbildungen

Die in Abschnitt 4.2.2 definierten nichtlinearen Abbildungen F' und G, Glei-
chungen (4.22) und (4.31), haben eine Reihe von Eigenschaften, die nichts
mit dem von uns in dieser Arbeit betrachteten Ising-Antiferromagneten zu
tun haben, sondern fiir eine viel breitere Klasse von Modellen gelten, und
insofern von ,struktureller* Natur sind. Im einzelnen sind die Abbildungen

F und G
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e reversibel (und damit insbesondere invertierbar),

e volumen- (beziehungsweise flichen-) und orientierungstreu,
sowie

e symplektisch.

Diese Kennzeichen pragen das Verhalten der entsprechenden diskreten Dy-
namischen Systeme sehr weitgehend, und haben daher indirekt auch Aus-
wirkungen auf die Art und Weise der spéter erforderlichen numerischen Be-
handlung. Zum Beispiel folgt aus der Volumentreue sofort, daff Fixpunkte
mit rein reellen Eigenwerten (solange diese nicht alle vom Betrag Eins sind)
hyperbolisch sein miissen. Das Produkt der Figenwerte ergibt namlich die
Determinante der (um den Fixpunkt) linearisierten Abbildung. Fiir volumen-
treue Abbildungen ist die Determinante der Linearisierung aber vom Betrag
Eins. Wenn es einen Eigenwert A mit |A| < 1 gibt, muf} daher stets auch
ein Eigenwert X' mit |[X'| > 1 existieren, und der Fixpunkt hat sowohl an-
ziehende wie auch abstoBende Eigenrichtungen. Weiterhin liegen bei reversi-
blen Abbildungen Fixpunkte und periodische Orbits oftmals auf sogenannten
yOymmetrielinien® (siehe [162], Abschnitt 1.1.4).

Zur Reversibilitat

Reversible nichtlineare Abbildungen wurden in der Theorie der Dynamischen
Systeme sehr ausfiithrlich studiert, da diese eine Reihe bemerkenswerter Ei-
genschaften haben und zum Beispiel viele Gemeinsamkeiten mit (zeitlich dis-
kretisierten) Hamiltonschen Systemen aufweisen (siche etwa [163]). In kon-
kreten Anwendungen ist die Reversibilitat meist eine Konsequenz fundamen-
taler Symmetrien des physikalischen Ausgangsproblems (siehe unten). Der
letzte Gesichtspunkt wird jedoch in den bereits zitierten Arbeiten, die die
Nichtlineare-Abbildungs-Methode auf Fragestellungen aus der Theorie der
kondensierten Materie anwenden, unserer Meinung nach nicht ausreichend
gewiirdigt. Sofern der Reversibilitidt iberhaupt Beachtung geschenkt wird,
erscheint diese eher als ein ,,Zufall“. Bevor wir die Reversibilitat von /' und
(G im einzelnen nachweisen, mochten wir daher zunéachst auf deren struktu-
relle Ursachen eingehen.

Ursprung der Reversibilitat
Die Molekularfeldgleichungen (4.12) und (4.14,4.15) sind offensichtlich sym-

metrisch beziiglich einer Vertauschung der Indizes n — 1 und n + 1. Dies ist
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auch anschaulich klar, da der Hamiltonian des Modells (ohne die Oberflachen-
anteile) invariant unter Raumspiegelungen ist, also keine Richtung entlang
einer Achse auszeichnet. Diese Symmetrie ist der tiefere Grund fiir die Rever-
sibilitdt der nichtlinearen Abbildungen. Denn anstatt die (Teilgitter-) Magne-
tisierungen der Schichten n—1,n in diejenigen der Schichten n,n+1 zu trans-
formieren, kénnte man den Evolutionsoperator (vergleiche Abschnitt 4.1)
vollig gleichberechtigt auch umgekehrt wirken lassen, also von den Schichten
n und n + 1 zu den Schichten n — 1 und n {ibergehen.

Damit wird aber auch sofort klar, dal die Reversibilitdt in einem sehr
viel weiteren Kontext gilt und mit Symmetrien des physikalischen Ausgangs-
problems zusammenhéngt. Beispielsweise zeichnen auch das ANNNI-Modell
oder das in Abschnitt 4.1 erwahnte Frenkel-Kontorowa-Modell (und dhnliche
Modelle fiir die Adsorption von Teilchen auf einem Substrat) keine Richtung
entlang der jeweiligen ,Inhomogenitatsachse® aus, und die entsprechenden
nichtlinearen Abbildungen sind daher ebenfalls reversibel. In der Tat ist die
Reversibilitdat aus den genannten Griinden in allen uns bekannten Anwen-
dungen der Methode der nichtlinearen Abbildungen im Kontext der Physik
der kondensierten Materie stets erfiillt.

Nach diesen allgemeinen, qualitativen Erlauterungen mdéchten wir nun
eine mathematisch prazise Definition der Reversibilitat nichtlinearer Abbil-
dungen vorstellen und anschlieBend auf die Abbildungen F' und GG anwenden.

Die allgemeine Definition fiir die Reversibilitat einer nichtlinearen Abbil-
dung findet sich in Anhang B (Seite 173), soll aber der Vollstdndigkeit halber
auch hier wiedergegeben werden. Eine nichtlineare Abbildung 7 : U — R",
U C R”™ offen, heiflt reversibel, wenn es eine orientierungsumkehrende Invo-
lution R : R® — R” gibt mit”

RoToRoT =1d. (4.45)

Eine reversible Abbildung ist daher insbesondere invertierbar mit Umkehr-

abbildung
T'=RoToR (4.46)

Der Begriff der Reversibilitat 1aBt sich anschaulich wie folgt verstehen.
Nach naiver Vorstellung ist das durch eine Abbildung 7 definierte diskrete

Dynamische System reversibel, wenn man aus einer beliebigen Trajektorie
(. e s X1y Xy X1y e e e ),

Xit1 = T(Xi), (4.47)

"Die Abbildung R nennt man orientierungsumkehrend, wenn det DR(x) < 0 fiir alle x
ist, und eine Involution, wenn R o R = Id gilt.
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durch die Wirkung einer Zeitumkehroperation R eine in umgekehrter Rich-

tung durchlaufene Trajektorie (..., R(Xit+1), R(X:), R(Xi-1), ... ) erhilt:
R(x:) = T(R(Xit1))- (4.48)

Zweimalige Anwendung von R soll natiirlich die Identitat liefern: RoR = Id.
Berticksichtigt man dies sowie (4.47), so folgt durch Anwendung von R auf
beide Seiten von (4.48) die gewiinschte Beziehung (4.45).

Die in Abschnitt (4.2) eingefithrten Abbildungen sind unschwer als rever-
sibel zu identifizieren. Die ,Zeitumkehroperation® hat dabei die Bedeutung
einer Vertauschung der Schichten n — 1 und n + 1. Betrachten wir zuerst die
zweidimensionale Abbildung F'. Nach Definition von F ist

F ( it ) = ( . > . (4.49)
20 ‘n+1

Da die Molekularfeldgleichungen (4.12) aber symmetrisch in m,_; und m, 4,
sind, muB andererseits gelten (und 1aBt sich auch explizit nachpriifen):

F ( TTintl ) = ( Min > . (4.50)
my Mp—1

Aus dieser Beziehung erschliet man den Zeitumkehroperator sehr leicht:
man {iberzeugt sich, da§ mit der linearen Abbildung P,

p () (1) a1

F'=PoFoP (4.52)

gilt:

Damit ist F' also reversibel.
Vollig analog iiberlegt man sich die Reversibilitat der vierdimensionalen

Abbildung G. Hier gilt
G™' = RoGoR, (4.53)

mit der Zeitumkehroperation

W w3
W9 Wy
R: — , (4.54)
w3 w
Wy wWao
: : : a b a b
die wiederum einer Vertauschung der Rollen von mj_,,m,_, und mj_,,m,_,

entspricht.



4.2 Molekularfeldtheorie als diskrete, nichtlineare Dynamik 93

Volumen- und Orientierungstreue

Eine differenzierbare Abbildung heiBt volumentreu (in zwei Dimensionen:
flichentreu), wenn der Betrag der Funktionaldeterminante Eins ist, und ori-
entierungstreu, wenn die Funktionaldeterminante positiv ist. I Falle der
Abbildungen F' und G iiberzeugt man sich leicht von der Giiltigkeit von

det DF(v) = det DG(w) = 1, (4.55)

wobei DF(v) und DG(w) die Differentiale von F und ' an den Stellen
V= (7;1,1)2)T € dom(F) und w = (wy, ... ,11)4)T € dom(G) bezeichnen:

0 1
DF(v) = < 1 _tue ) : (4.56)

0 0 1 0
0 0 0 1
DG(w) = . . (4.57)
-1 0 -2 —2Tu(wy)
0 —1 —2Tu(ws) -2

Die Abbildungen /' und G sind also volumen- (beziehungsweise flaichen-) und
orientierungstreu.

In vielen konkreten (insbesondere physikalisch motivierten) Beispielen
sind reversible Abbildungen auch volumentreu. Generell sind die Reversibi-
litdt und Volumen- oder Flachentreue jedoch zwei unabhéngige Eigenschaf-
ten: reversible Abbildungen miissen nicht volumenerhaltend sein, und auch
die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Es ist aber nicht leicht (und daher
zum Teil erst in jiingerer Zeit gelungen), explizite Gegenbeispiele zu fin-
den, also etwa eine zweidimensionale flaichenerhaltende, nicht reversible Ab-
bildung. Diese Problematik wird im Detail in [164] beschrieben (zur Frage
volumenerhaltender und reversibler Abbildungen und deren wechselseitigen
Beziehungen siehe auch [165]).

Die Reversibilitat hat aber zumindest eine Art von ,lokaler* Volumen-
treue zur Folge. Aus der Definition (4.45) folgt ndmlich unmittelbar, daf die
um einen sogenannten symmetrischen Fizpunkt linearisierte Abbildung die
Determinante den Betrag Fins hat. Ein symmetrischer Fixpunkt xq einer
reversiblen Abbildung 7 mit Zeitumkehroperation R ist ein gemeinsamer

Fixpunkt von 7 und R (siehe Anhang B, Seite 174):
T(Xo) =Xg = R(Xo). (458)
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Mit (4.45) folgt dann:

wobei F, die n x n-Einheitsmatrix bezeichnet. Determinantenbildung auf
beiden Seiten der obigen Gleichung liefert mit (det DR(xp))* = 1 (wegen
R o R = 1d) die gewiinschte Beziehung

(det DT (x0))* = 1. (4.60)

Symmetrische Fixpunkte (oder periodische Orbits) haben meistens eine
ausgezeichnete Bedeutung. So entsprechen etwa die in Abschnitt 4.2.3 disku-
tierten Volumenlosungen der Molekularfeldgleichungen stets symmetrischen
Fixpunkten der nichtlinearen Abbildungen. Letztere sind aber ,global® vo-
lumenerhaltend (die Determinante der Linearisierung ist, wie wir uns oben
tiberzeugt haben, an allen Stellen Eins), so dafl der erlduterte Zusammenhang
zwischen Reversibilitdt und ,lokaler Volumentreue® hier keine neue Aussage
liefert. In anderen Anwendungen kann dieses Ergebnis aber durchaus niitzlich
sein.

Symplektizitat

Die Eigenschaft einer nichtlinearen Abbildung, symplektisch zu sein, ist eine
starkere Bedingung als die Volumen- und Orientierungstreue. Jede symplek-
tische Abbildung ist volumen- und orientierungstreu (dies folgt aus der Tatsa-
che, daf} jede symplektische Matrix die Determinante Eins hat, sieche Anhang
B, Satz B.1.2), die Umkehrung gilt jedoch nicht. Eine Ausnahme bilden die
zweidimensionalen Abbildungen: hier ist die Symplektizitat gleichbedeutend
mit Flachen- und Orientierungstreue (siehe unten). Die Abbildung F ist also
auch symplektisch, da wir uns bereits von der Giiltigkeit von det DF(v) =1
iiberzeugt haben. Fiir die vierdimensionale Abbildung G miissen wir die Sym-
plektizitat hingegen beweisen.

Man nennt eine differenzierbare Abbildung symplektisch, wenn das Diffe-
rential der Abbildung (an jedem Punkt) eine symplektische Matrix ist. Dies
impliziert, dal die Abbildung auf einem Raum geradzahliger Dimension ope-
riert (zumeist auf einer offenen Teilmenge von R*"), da nur quadratische
Matrizen mit einer geraden Anzahl von Zeilen und Spalten symplektisch sein
konnen. Eine 2n x 2n-Matrix A heifit symplektisch, wenn es eine schiefsym-
metrische, nichtsinguldre (invertierbare) 2n x 2n-Matrix J gibt mit

ATTA = (4.61)
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Die Schiefsymmetrie von .J bedeutet
J'=—1. (4.62)

Eine schiefsymmetrische, nichtsingulare 2n x 2n-Matrix J definiert eine sym-
plektische Form auf R** und umgekehrt (sieche Anhang B). Jede schiefsym-

metrische, nichtsinguldre 2 x 2-Matrix [ ist von der Form

[:<2 —0“> (4.63)

mit a # 0. Man rechnet leicht nach, da (4.61) mit J = [ dquivalent ist zu
det A = 1. Aus diesem Grund ist fiir zweidimensionale Abbildungen ,sym-
plektisch® synonym mit ,flichen- und orientierungstreu®.

Die Bedingung (4.61) besagt, dafl die durch .J definierte symplektische
Form unter der durch die Matrix A reprasentierten linearen Abbildung in-
variant ist, ganz dhnlich wie etwa orthogonale oder unitare Matrizen bezie-
hungsweise Abbildungen das Skalarprodukt eines euklidischen oder die Ses-
quilinearform eines unitaren Vektorraums invariant lassen. Eine Zusammen-
stellung elementarer Ergebnisse zu symplektischen Formen und Abbildungen
findet sich in Anhang B.

Fiir das Differential (4.57) von G kann man erraten, wie die Matrix J aus

(4.61) zu wahlen ist. Mit

0 0 I 0
0 0 0 e
— u(ws)
J 1 0 00 (4.64)
_ ul(wa)
0 u(ws) 0 0
gilt namlich, wie man leicht nachrechnet:
(DG(w)T I DG(w) = J (4.65)

fir alle w € dom((). Die Abbildung G ist demnach symplektisch.

An symplektischen nichtlinearen Abbildungen® besteht ein natiirliches In-
teresse, da diese sehr eng mit Hamiltonschen Systemen beziehungsweise deren
zeitdiskretisierten Versionen (vermoge Poincaré-Schnitten) zusammenhéngen

8In der mathematischen Literatur ist es gebrduchlicher, anstatt von ,nichtlinearen Ab-
bildungen® von Diffeomorphismen zu sprechen,; also bijektiven, differenzierbaren Abbil-
dungen mit ebenfalls differenzierbarer Umkehrabbildung, die in der Regel auf einer offenen
Teilmenge von R™ definiert sind.
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(siche etwa [162], Abschnitt 1.1.2). Dementsprechend intensiv wurden sym-
plektische Abbildungen insbesondere in der mathematischen Literatur un-
tersucht. Als eine aufsehenerregende Arbeit aus jingerer Zeit sei hier [166]
genannt.

Andererseits ist bereits seit langerem bekannt, dafl reversible und sym-
plektische Abbildungen eine Reihe von Gemeinsamkeiten besitzen [163]. Das
Studium vieler Beispiele konnte zu der Annahme verleiten, reversible Abbil-
dungen seien immer symplektisch. Daf} dies nicht richtig ist, folgt aber aus
der obigen Bemerkung (Seite 93), nach der reversible Abbildungen nicht not-
wendig volumentreu sind. Symplektische Abbildungen sind dagegen immer
volumentreu.

Die Reversibilitat haben wir als eine aus fundamentalen Symmetrien des
physikalischen Ausgangsproblems folgende Eigenschaft der nichtlinearen Ab-
bildungen erkannt. Insofern ware es niitzlich, so viele Schluifolgerungen wie
nur irgend moglich aus der Reversibilitat zu ziehen. Unserer Meinung nach
besteht, auch wenn reversible Abbildungen im allgemeinen nicht symplektisch
sind, zumindest ein schwicherer Zusammenhang zwischen beiden Figenschaf-
ten. Die Situation ist hierbei ganz &hnlich zur Volumentreue, die zumindest
lokal in der Nahe eines symmetrischen Fixpunkts aus der Reversibilitét folgt
(siehe oben).

Man kann leicht zeigen, dafl zu jedem Eigenwert A einer symplektischen
Matrix (da eine symplektische Matrix immer invertierbar ist, gilt insbeson-
dere A # 0) stets auch A~' ein Eigenwert ist (siehe etwa [167], Abschnitt
3.3). Dies gilt aber auch, wie man leicht zeigen kann, fiir das Differential
(die Jacobimatrix) einer reversiblen Abbildung an einem sogenannten sym-
metrischen Fizpunkl oder periodischen Orbit (siehe Anhang B, Seite 177).
Allerdings reicht diese spektrale Eigenschaft allein noch nicht aus, damit die
Matrix auch symplektisch ist. Dies sieht man an folgendem Gegenbeispiel.
Die 4 x 4-Matrix

, (4.66)

OO O >
OO > =
>
L

mit A # A™', besitzt offensichtlich Jordansche Normalform und hat die beiden
Eigenwerte A und A~'. Angenommen, es gibt eine schiefsymmetrische und
invertierbare 4 x 4-Matrix .J, so daB (4.61) gilt. Schreibt man .J in , Késtchen-“

oder Blockmatrizenform als
B Ji s
J = ( _J;F 7, ) \ (4.67)
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wobei Jq, J, und Js jeweils 2 x 2-Matrizen mit J;' = —J; und J} = —J, sind,
dann ist (4.61), wie man leicht nachrechnet, dquivalent zu

AT A =0y, AlLA,=J, und AlJA, = Js, (4.68)

Al AP0
Al = ( 0 A ) und A2 = < 0 /\_1 ) (469)

Wire det J; # 0 (1 = 1,2), wiirde aus den ersten beiden Beziehungen in
(4.68) (det A;)* = (det Ay)* = 1 folgen. Nun ist aber det Ay = A # 1 (da
nach Voraussetzung A # A~' gilt) und det Ay, = A7% # 1. Also ist det J; = 0,

woraus wegen .]Z-T = —.J; sofort J; = J, = 0 folgt. Ferner wird mit

k:(ﬁﬁ) (4.70)
J3  Ja

die dritte Bedingung aus (4.68) dquivalent zu j1A™" = 0 = joA™'. Es muf
also 71 = j2 = 0 und damit insbesondere det .J3 = 0 sein. Insgesamt impliziert
aber det.J; = det.J;, = det.J; = 0 auch det.J = 0, im Widerspruch zur
Invertierbarkeit von .J. Also kann es keine Matrix J der geforderten Art
geben und A ist nicht symplektisch.

Die Jacobimatrix einer reversiblen Abbildung an einem symmetrischen
Fixpunkt hat aber nicht nur die eben diskutierte Spektraleigenschaft (Auf-
treten der Eigenwerte in Paaren A\, A™'), sondern erfiillt auch noch die Be-
dingung (4.59) (sowie eine analoge Beziehung, wenn man einen beliebigen
Punkt eines symmetrischen periodischen Orbits statt eines Fixpunkts be-
trachtet, fiir Details siche Anhang B). Erst mit dieser Zusatzeigenschaft kann
man dann in der Tat zeigen, dal das Differential sogar eine symplektische
(lineare) Abbildung ist (siehe Anhang B). Auch wenn die Abbildung im all-
gemeinen natiirlich nicht ,global“ symplektisch zu sein braucht (die Jacobi-
matrix also nicht an allen Stellen eine symplektische Matrix ist), folgt aus der
Reversibilitit (und der Orientierungstreue) immerhin eine Art von ,lokaler”
Symplektizitat asymptotisch in der Umgebung symmetrischer Fixpunkte und
periodischer Orbits.

Hierbei handelt es sich um ein unserer Meinung nach interessantes Ergeb-
nis, das aber in der Literatur zur nichtlinearen Dynamik und symplektischen
Abbildungen nicht bekannt zu sein scheint. Natiirlich 1aBt sich das Resultat
auch als ein Satz aus der linearen Algebra oder Matrizentheorie auffassen
(da wir ausschlieflich die linearisierte Abbildung betrachten). Aus den ein-
schlagigen Standardwerken zu letzterem Gebiet (etwa [168]) laBit sich dieser
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aber unserer Kenntnis auch nicht ableiten, vermutlich weil die Fragestel-
lung zu speziell ist. Die Lange des in Anhang B vorgelegten Beweises zeigt,
daf} der Satz nichttrivial ist — es sei denn, wir hiatten wesentliche Vereinfa-
chungsmaoglichkeiten iibersehen. Die Ursache fiir diese Lange ist aber leicht
zu verstehen.

Der Beweis wire erheblich einfacher, wenn die Matrix, deren Symplekti-
zitat wir zeigen wollen, diagonalisierbar wiare. Dies ist jedoch im allgemeinen
nicht der Fall: die Jacobimatrix hat keine generischen Symmetrieeigenschaf-
ten, auBer dem erwédhnten paarweise Auftreten der Eigenwerte aufgrund der
Reversibilitdt. Um einen Ansatzpunkt fiir unseren Beweis zu finden, miissen
wir daher von der Jordanschen Normalform (genauer gesagt, der Jordan-
Chevalley-Zerlegung) ausgehen. Dadurch werden die nachfolgenden Argu-
mente verhaltnismafig kompliziert, da man keinerlei vereinfachende Struk-
turannahmen (wie die erwahnte Diagonalisierbarkeit) machen kann.

4.3 Ergebnisse fiir die (100)-Orientierung

Um die Molekularfeldgleichungen fiir das halbunendliche System mit (100)-
Oberflache zu 16sen, bedienen wir uns nun der im letzten Abschnitt entwickel-
ten Darstellung als Problem der nichtlinearen Dynamik. Dabei kommen so-
wohl analytische Methoden (lineare Stabilitdtsanalyse) als auch numerische
Verfahren zum Einsatz. Zusammen erlauben uns diese eine sichere Identifi-
zierung des universellen oberflachenkritischen Verhaltens. Im einzelnen stu-
dieren wir:

o die Langenskala der Teilgittermagnetisierungs- und Ordnungsparame-

terprofile fir T # T.,

¢ den (fiir den normalen Ubergang erwarteten) Potenzabfall des Ord-
nungsparameterprofils beir T'= T,

o die Temperatursingularitat bei 7' = T, des Ordnungsparameters an der

Oberflache.

Die Ermittlung der Léngenskalen des exponentiellen Zerfalls der Profile fiir
T # T. geschieht analytisch durch Linearisierung der Abbildung um die Vo-
lumenfixpunkte, die die jeweils thermodynamisch stabilen Phasen reprasen-
tieren.

Um den algebraischen Zerfall des Ordnungsparameterprofils und die er-
wahnte Temperatursingularitat zu bestimmen, ist dagegen eine numerische
Auswertung unumganglich, wobei sich aber die vorhergehenden analytischen
Rechnungen als hilfreich erweisen werden.
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4.3.1 Lineare Stabilititsanalyse

Bevor wir uns mit der Asymptotik der Profile fiir T' # T, und den relevanten
Langenskalen beschéftigen, mochten wir uns zunichst einen Uberblick iiber
die Fixpunkteigenschaften der nichtlinearen Abbildung F' als Funktion der
Parameter 7' = kgT/(4].J|) und H = H/(4|J|) verschaffen.

Volumenphaseniibergang und Periodenverdopplungsbifurkation

Wie wir uns bereits iiberlegt haben (Seite 88), entsprechen die Volumenlosun-
gen der Molekularfeldgleichungen Fixpunkten beziehungsweise periodischen
Orbits (2-Zyklen) der zweidimensionalen Abbildung F'. Die Analyse der Vo-
lumengleichungen in Anhang A 1a8t sich daher im Hinblick auf die Fixpunkt-

eigenschaften von F wie folgt interpretieren:

e In dem Bereich des Volumenphasendiagramms, in dem die A2-Phase

a

2= mgo = mgis) thermodynamisch stabil ist, besitzt F' genau einen

(m
Fixpunkt Vais = (madis, mais) ' :

F(Vdis> = Vd{is- (471)

e In der B2-Phase tritt zusatzlich ein periodischer Orbit (2-Zyklus) auf,

bestehend aus den Punkten V:rd = (Mord + @b, Mord — qb;,)T und v, =

(Mord — @by Mord + qbb)T mit (ohne Einschrankung) ¢, > 0:

F(vi)=v: F(viy) =v} (4.72)

ord”’ ord ord*

Bei Uberschreiten der kritischen Linie im Phasendiagramm (Abbildung 2.9)
weist [ also eine Bifurkation auf. Zu deren nédherer Charakterisierung miissen
wir untersuchen, wie sich die Eigenwerte der Linearisierung von F bezie-
hungsweise der zweifach Iterierten FI2 = F' o F' als Funktion der Parameter
des Modells verhalten.

Wir betrachten zunachst den Fixpunkt vgis von F. Die Eigenwerte A 5
der Linearisierung von F' um vgis lassen sich miihelos bestimmen:

AP = —ugis £ /i — 1, (4.73)

Udis = §U<mdis> (4.74)
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und u(z) = 1/(1 — 2?). Die zugehérigen Eigenvektoren l‘ii; lauten

1
195 = ( i ) : (4.75)
1,2

Da F volumen- und orientierungstreu ist (det DF = 1), muB A{=Ags = 1
gelten (vergleiche Seite 90), was ein Blick auf (4.73) sofort bestatigt.

In dem Bereich des Volumenphasendiagramms, in dem die A2-Phase sta-
bil ist, gilt ugis > 1 gemaB Anhang A, Gleichung (A.7). Also sind in diesem
Gebiet beide Eigenwerte A{S reell, mit —1 < A{™ < 0 und AJ® = 1/A{* < —1
(Abbildung 4.1a). Der Fixpunkt v ist dann hyperbolisch.

(a) A2-Phase (b) B2-Phase

)\gis /\(liis
Re); )\ord /\ord Re);
1 2

Abbildung 4.1: Verhalten der Eigenwerte der Linearisierungen von FI?I um
die Fixpunkte vgis und Vg:rd in den verschiedenen Bereichen des Phasen-
diagramms. Die Pfeile deuten an, wie sich die Eigenwerte in der komplexen
Zahlenebene bei Anniherung an die kritische Linie des A2-B2-Ubergangs
(Abbildung 2.9) dndern.

Genau am Phaseniibergang ist ug;s = 1 und die beiden Eigenwerte stoflen
auf der reellen Achse bei -1 zusammen. In der B2-Phase (ugs < 1) formen
die Eigenwerte /\‘lif; dann ein komplex konjugiertes Paar auf dem Einheits-
kreis (Abbildung 4.1b). Der Fixpunkt vg;s des ungeordneten Zustands dndert
also seinen Charakter und wird elliptisch. Gleichzeitig mit dem Phaseniiber-
gang wird der 2-Zyklus {vl,, v_,} geboren. Eine derartige Bifurkation ist
in der Literatur als (inverse) Periodenverdopplung bekannt (siehe etwa [162],

Abschnitt 1.2.4).
Sowohl v} als auch v, sind Fixpunkte der zweifach Iterierten F [2];

F[Q](V(-;d) = V:rd7 F[Q](V;rd) = Vord: (4.76)
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Die Stabilitat des 2-Zyklus erhélt man, indem man die Linearisierung von
FPum v}, beziehungsweise v, untersucht. Diese hat die Eigenwerte und
-vektoren

/\(l)fj =—-1+ 2uaub + 2\/ UaUbV UaUb — 1 (477)

und
1
197 = ESTTE (4.78)
2up
mit den Definitionen
w= Tulml), = Tulmb), (4.79)

wobei (maoo’ m};) = (mord‘l'qbb; mord_qbb) oder (maoo’ m};) = (mord_¢b; Mord+

&) ist, je nachdem ob man um v} oder v, linearisiert.

Da mit F auch FI volumen- und orientierungstreu ist (det DFE = 1),
gilt A™As™ = 1, wie sich auch anhand von (4.77) leicht nachrechnen 148t.
Nach Anhang A, Gleichung (A.7), ist auflerdem w,up, > 1. Die Eigenwerte
/\‘1’2Cl sind daher stets reell mit 0 < A\; < 1 und XAy = A\{' > 1 (Abbildung
4.1b) und die Fixpunkte v, und v, folglich hyperbolisch.

DaB hyperbolische (instabile) Fixpunkte der nichtlinearen Abbildung Mi-
nima des (Freien-) Energie-Funktionals entsprechen, wihrend die elliptischen
(stabilen) Fixpunkte zu lokalen Maxima des Funktionals gehéren und damit
thermodynamisch instabil sind, ist ein typisches Phanomen, das auch in an-
deren Anwendungen der Methode der nichtlinearen Abbildungen auftritt und
etwa in [160] diskutiert wird.

In der B2-Phase existieren im allgemeinen noch weitere periodische Or-
bits mit einer Periode p > 2, die aber, im Vergleich zu den durch den 2-
Zyklus {v} ,v> .} beschriebenen B2-Zustinden, komplizierteren, rdumlich
modulierten Strukturen entsprechen. Diese haben eine hohere Freie Ener-
gie als die B2-Phase und représentieren daher keine physikalisch relevanten
Lésungen. Man kann das Entstehen und Vergehen diese héherperiodischen
Orbits bei Verdnderung der Parameter in der in [23] gezeigten Sequenz von
Phasenportrats deutlich erkennen. Dabei handelt es sich um eine fiir derar-
tige flachenerhaltende Abbildungen charakteristische Eigenschaft, die man
als eine Konsequenz aus dem Kolmogorov-Arnold-Moser- (KAM-) Theorem
in seiner Fassung fur diskrete Dynamische Systeme (rekursive nichtlineare
Abbildungen) begreifen kann. Wegen des elliptischen Fixpunkts vais existie-
ren namlich im allgemeinen sogenannte invariante Tori (unter Iteration der
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Abbildung stabile, quasiperiodische Orbits). Diese sind von ineinander ver-
schachtelten Strukturen weiterer hyperbolischer und elliptischer Fixpunkte
und periodischer Orbits mit dazugehorigen , Stabilitatsinseln® umgeben (sie-

he etwa [169], Kapitel 6.2).

Losung der linearisierten Gleichungen

Aus den Eigenwerten der um den jeweils relevanten Volumenfixpunkt lineari-
sierten Abbildung F' (beziehungsweise F[) erhilt man die Léngenskalen fiir
den exponentiellen Zerfall der Magnetisierungs- und Ordnungsparameterpro-
file. Die Profile selbst folgen durch Tteration der linearisierten Abbildung und
sind damit im wesentlichen durch die Eigenvektoren bestimmt.

Um die Losungen der linearisierten Gleichungen in moglichst kompakter
Form aufzuschreiben, empfiehlt es sich, nur die Linearisierung der zweifach
Iterierten F? zu betrachten. Bildlich gesprochen dringt man also pro Itera-
tion um zwei Schichten weiter in das Volumen vor (nach Konstruktion bildet
F die Schichtmagnetisierungen m,,_y,m,, auf m,41, m,42 ab). Die Eigen-
werte der Linearisierung von FB ym den Fixpunkt vgis sind durch (/\ii;)z
gegeben.

Im folgenden sei

e () -

My

wobei m? | mb_ fiir die im jeweiligen Parameterbereich thermodynamisch sta-
bilen Losungen der Molekularfeldgleichungen im Volumen steht, also v, =
vgis in der A2-Phase und v, = v:rd oder v, = v__; in der B2-Phase. Gesucht
sind nun die Trajektorien des um v, linearisierten Dynamischen Systems.
Da v, hyperbolisch ist, existieren eine anziehende und eine abstoflende
Eigenrichtung, die durch die Eigenvektoren 1; = 19 oder 1; = 1™ bezie-
hungsweise 1l = 13 oder 1, = 15™ gegeben sind (je nach betrachtetem Vo-
lumenfixpunkt). Die zugehorigen Eigenwerte bezeichnen wir mit A; und A,.
Damit die Trajektorien asymptotisch in v, hineinlaufen (Volumenrandbedin-
gung), muB der Startpunkt v = (g, m;)" auf der linearisierten anziehenden

Mannigfaltigkeit durch v, liegen:
Vi = Vy + p11 (481)

Die Amplitude p wird durch die Oberflichenrandbedingung (4.33) eindeutig
festgelegt:
p= —[:]1 —m?

[olol

(4.82)
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Damit lauten die Losungen des linearisierten Systems:
Vip+1 :V*—I-p)\?f 11, n = 1,2,... . (483)

Da man die Linearisierung von FP betrachtet hat und daher mit jedem Tte-
rationsschritt um zwei Schichten tiefer in das Volumen vorriickt, gilt v,,41 =
(Mgn, Manta)" und die Teilgittermagnetisierungsprofile sind gegeben durch

Mop_1 = M2 + pae~ 2t (4.84)
Moy, = mi’o — ppe” 2t (4.85)

mit

. 1+ .
pa = (H] + m20> R R A (4.86)
2up
und
2

(= ) 4.87
|1H /\] | ( )

Fir das Ordnungsparameterprofil erhalt man damit:

o1 = %(mgn_l —Mp) = Poo + Goe™ M m=1,2,..., (4.88)
mit ¢ = (m® —mP")/2 und ¢y = (pa + pp)/2.? Im Einklang mit den heu-
ristischen Argumenten in Abschnitt 2.4.2 hat man also insbesondere in der
ungeordneten Volumenphase (¢, = 0) im allgemeinen ein nichtverschwin-
dendes Ordnungsparameterprofil, dessen charakteristische Langenskala durch
{ gegeben ist.

Die obigen Frgebnisse wurden zwar durch Linearisierung gewonnen, soll-
ten aber asymptotisch (fiir n — oo) auch fiir die Lésungen der vollen, nicht-
linearen Gleichungen gelten. Fiir hinreichend grofie n, wenn die Trajektorien
bereits sehr nahe am Fixpunkt sind (in den sie fiir n — oo hineinlaufen),
sind die Abweichungen der Teilgittermagnetisierungen von ihren Volumen-
werten m? und mP_ sehr klein und die Linearisierung wird eine immer bessere
Naherung. Der exponentielle Zerfall der Profile fiir n — oo wird durch die
Losungen des linearisierten Gleichungen ezakt wiedergegeben.

"Wie wir in Kapitel 2 (Seite 60f.) betont haben, ist eine derartige Definition des lo-
kalen Ordnungsparameters ungiinstig fiir die Durchfiihrung des Kontinuumslimes, da sie
nicht vertridglich mit grundlegenden Symmetrien des Systems ist. Dies ist aber fiir die
augenblickliche, auf das Gittermodell beschrénkte Diskussion unerheblich.
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Analyse der Langenskala /

Wir méchten nun zeigen, daBl ¢ bis auf einen Vorfaktor in der Tat durch die
Korrelationsldnge ¢ des Ordnungsparameters gegeben ist. Zunédchst tiber-
zeugt man sich leicht, dafl £ am kritischen Punkt divergiert. Bei Annaherung
an die kritische Linie des Phaseniibergangs gilt A\; — 1, wie wir bei der Ana-
lyse der Eigenwerte bereits festgestellt haben (vergleiche Abbildung 4.1), und
damit folgt mit (4.87) sofort £ — cc.

Um die Struktur der Divergenz von £ genauer herauszuarbeiten, benétigen
wir eine Entwicklung der Volumenlésungen m? ,mP. fiir kleine ¢ = (f —
Tb)/fc Diese setzt man in (4.73) und (4.77) und anschlieBend in (4.87) ein
und leitet daraus das gesuchte asymptotische Verhalten von /¢ fir ¢ — 0+
ab. Die explizite Durchfihrung dieses Programms unter Verwendung der in
Anhang A, Abschnitt A.3 angegebenen Entwicklungen der Volumenlésungen
in ¢ fihrt nach einigen Umformungen auf

=LtV 4+ O1), (4.89)
mit den Amplituden:
1 m . 1/ 1
—_ _ ¢ _ — _ pF
b= (2 e (H 2m>> =5k (4.90)

wobei m, die homogene Magnetisierung am kritischen Punkt bezeichnet. '°
Die Langenskala £ zeigt also fiir t — 0=+ in der Tat eine Potenzsingularitét der
Art, wie man sie auch fiir die Korrelationslange ¢ des Ordnungsparameters
erwartet, siche Gleichung (2.1). Der kritische Exponent v nimmt hier seinen
bekannten Molekularfeldwert M = 1/2 an.

Jede der beiden Amplituden /4 und /_ ist fiir sich genommen eine nicht-
universelle GréBe, die insbesondere von Feld H abhéngt. Wenn ¢ aber bis
auf einen konstanten Vorfaktor mit ¢ ibereinstimmt, muff das Amplituden-
verhéltnis £, /¢_ mit dem entsprechenden Verhiltnis &5 /¢; der Korrelati-
onsldnge identisch sein. Von letzterem weill man, dafl es eine universelle
GrofBe ist und in niedrigster Ordnung (Nullschleifen- oder Molekularfeldnahe-
rung) den Wert v/2 annimmt [170]. Nach (4.90) gilt £, //_ = /2, insbeson-
dere hebt sich also die Abhéngigkeit von H in dem Amplitudenverhiltnis

19 Tm Fall |H| < 2 ist m, durch das Magnetfeld H eindeutig bestimmt: m, = m.(H). Fiir
|H| > 2 weist das Volumenphasendiagramm dagegen zwei Ubergiinge bei den Temperatu-
ren T, 1 und T, o auf (Abbildung 2.9), und es gibt dann auch zwei mogliche Werte von m..
Per Konvention wollen wir in dieser Arbeit in einer derartigen Situation immer den Uber-
gang mit der héheren kritischen Temperatur TCJ betrachten (vergleiche die Diskussion auf
Seite 48), dies stellt aber keine wesentliche Einschrankung dar.
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heraus. Dies rechtfertigt die Identifizierung von £ mit der Korrelationslange
¢ des Ordnungsparameters (beide Grofen konnen sich nur noch um eine Pro-
portionalitatskonstante unterscheiden), und ist insgesamt ein Beleg dafiir,
daB das System mit (100)-Oberflache im allgemeinen in die Oberflichenuni-
versalititsklasse des normalen Ubergangs fallt.

4.3.2 Generisches Verhalten: Normaler Ubergang

In diesem und dem néchsten Unterabschnitt prasentieren wir numerisch be-
stimmte Losungen der vollen (nichtlinearen) Molekularfeldgleichungen fiir
das halbunendliche System. Bevor wir auf die Ergebnisse im einzelnen einge-
hen, erscheint es sinnvoll, die Besonderheiten der von uns verwendeten Me-
thode der nichtlinearen Abbildungen vor dem Hintergrund herkémmlicherer
numerischer Verfahren zu erlautern.

Bemerkungen zur Numerik, Teil I: Grundsitzliche Uberlegungen

Ein konventioneller Zugang zur numerischen Losung der Molekularfeldglei-
chungen besteht darin, diese als ein gekoppeltes nichtlineares Gleichungssy-
stem fir eine endliche Anzahl von Variablen (hier der Schichtmagnetisierun-
gen my,) aufzufassen. Dazu kann man etwa ein endliches System in Filmgeo-
metrie mit zwei freien Oberflichen betrachten, oder aber, um Speicherplatz
und Rechenleistung zu sparen, das System bei einem hinreichend grofien
n = N ,abschneiden®, also die Schichtmagnetisierungen m,, fir n > N mit
thren jeweiligen Volumenwerten gleichsetzen. Das resultierende Gleichungssy-
stem versucht man dann mit Hilfe handelsiiblicher numerischer Bibliotheks-
routinen zu losen.

Alternativ ist es auch moglich, statt von den Molekularfeldgleichungen
unmittelbar von dem zugrundeliegenden Variationsprinzip auszugehen (sie-
he Abschnitt 4.2.1). Die Aufgabe lautet dann, das Minimum einer Funktion
vieler Variablen unter bestimmten Randbedingungen zu finden, wobei im
allgemeinen viele lokale Nebenminima existieren. Derartige Fragestellungen
tauchen auch in vielen anderen — nicht nur physikalischen — Anwendungen
auf (Stichwort: Problem des Handlungsreisenden, ,travelling salesman pro-
blem®) und sind meist nicht einfach zu behandeln. Allerdings gibt es mittler-
weile ein Spektrum verschiedenartigster Algorithmen zur Behandlung dieses
Problems, auf die man im Bedarfsfall zuriickgreifen kann.

Schmid [15] l6ste mit den angedeuteten Verfahren die Molekularfeldglei-
chungen fiir Systeme aus 17 Schichten (alle tieferen Schichten wurden mit
dem ,, Volumen* identifiziert).
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Eine vollig andere Strategie verfolgt man mit der Methode der nichtlinea-
ren Abbildungen. LaBt man vorerst alle Arten von Randbedingungen (an der
Oberflache oder im Volumen) auler Acht, so kann man sich durch einfaches
Iterieren der Abbildung — eine Aufgabe, die sich mit geringem Aufwand und
niedrigsten Anforderungen an die verfiighare Computerhardware realisieren
14Bt — einen Uberblick iiber alle moglichen Losungen der Molekularfeldglei-
chungen verschaffen. Dies wurde fiir die zweidimensionale Abbildung F' in
der Diplomarbeit [23] von A. Drewitz durchgefiihrt. In den erhaltenen, auch
asthetisch ansprechenden Phasenportréts (Poincaré-Schnitten) findet man —
in dem Parameterbereich, in dem die B2-Phase thermodynamisch stabil ist
— das von anderen Studien flichenerhaltender Abbildungen bekannte, durch
ein hohes Mafl an Universalitit gepragte Verhalten (siche etwa [162]).

Fiir héherdimensionale Abbildungen mufl man sich mit Projektionen auf
in der Regel zweidimensionale Unterraume begniigen, was ein in der Theorie
der Dynamischen Systeme tibliches Vorgehen ist. Als Beispiel fiir die Analyse
einer vierdimensionalen Abbildung mit in diesem Sinne visualisierten Orbits
sei auf die Arbeit von Jensen und Bak [159] zur Molekularfeldtheorie des
ANNNI-Modells (vergleiche Seite 79) verwiesen.

Ein Grofiteil der generierten Trajektorien reprasentiert jedoch keine physi-
kalischen Losungen. So verlassen viele Trajektorien nach einer endlichen Zahl
von Iterationen den Definitionsbereich der Abbildung. Solche Losungen sind
hoéchstens fiir ein endliches System zuléassig, scheiden aber fiir die uns inter-
essierenden Volumen- und halbunendlichen Modelle aus. Ferner tauchen im
allgemeinen viele periodische Orbits und invariante Kurven (quasiperiodische
Orbits) auf. Diese beschreiben raumlich modulierte Strukturen, die bei dem
von uns betrachteten Modell mit reiner nachster-Nachbar-Wechselwirkung
immer zu einer hoheren Freien Energie fithren und daher ebenfalls verwor-
fen werden konnen (dies ist bei dem erwahnten ANNNI-Modell wegen der
konkurrierenden Wechselwirkungen anders).

Die Kunst besteht nun darin, die mit den Randbedingungen vertraglichen
Loésungen aus der grofien Vielfalt von Orbits des diskreten Dynamischen Sy-
stems herauszufiltern. Fiir Modelle in halbunendlicher Geometrie bedeutet
dies, die Schnittpunkte der stabilen (anziehenden) Mannigfaltigkeit des be-
trachteten Volumenfixpunkts mit der Oberflaichenrandbedingung aufzufinden
(Seite 89). Letztere ist hier durch die vertikale Gerade V = {(v1, 'UQ)T cR?:
vy = —Hy, v, € R} gegeben, siehe Gleichung (4.36).

Bemerkungen zur Numerik, Teil II: Das Verfahren im Detail

Die Hauptschwierigkeit bei der Losung der Molekularfeldgleichungen mit der
Methode der nichtlinearen Abbildungen liegt in dem hyperbolischen Charak-
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ter der relevanten Fixpunkte begriindet. Die Art und Weise, wie wir diese
Schwierigkeit zu meistern versuchen, 1at sich am besten anhand der beson-
ders tibersichtlichen Situation in der A2-Phase erlautern. Nach Abschnitt
4.3.1 hat F' in diesem Parameterbereich auer dem hyperbolischen Fixpunkt
Vais keine anderen Fixpunkte oder periodischen Orbits. Das Phasenportrat
ist dann nahezu ,strukturlos®, da sich die stabile und instabile Mannigfal-
tigkeit nur am Fixpunkt selbst schneiden. (Wenn es einen weiteren, dann
als ,homoklin® bezeichneten Schnittpunkt gébe, hitte man wiederum ein
komplexes Verhalten dhnlich zu demjenigen von F in der geordneten Phase.)

Da man wegen der endlichen Maschinengenauigkeit die stabile Mannigfal-
tigkeit niemals genau treffen kann, entfernt sich jede Trajektorie nach einer
hinreichend groflen Zahl von Iterationen exponentiell schnell vom Fixpunkt.
Numerisch kann man die stabile Mannigfaltigkeit berechnen, indem man die
Umkehrabbildung F'~! rekursiv auf dquidistant verteilte Punkte auf einem
kleinen Geradenstiick durch den Fixpunkt entlang der anziehenden Eigen-
richtung wirken 148t (sieche auch [156]). Die anziehende Eigenrichtung ist
durch einen der in Abschnitt 4.3.1 bestimmten Eigenvektoren 19 oder 17,
Gleichungen (4.75) und (4.78), gegeben. Die stabile Mannigfaltigkeit Vgtap
von F ist mit der instabilen Kurve von F'~! identisch und am Fixpunkt tan-
gential zu der erwdhnten Eigenrichtung. Das aus einer diskreten Punktmenge
bestehende Geradenstiick wird daher meist schon nach wenigen Iterationen
sehr stark auseinandergezogen und landet (ndherungsweise) auf Vggap. Wahlt
man die Zahl der Startpunkte hinreichend grofi und das Geradenstiick klein
genug, so daB man viele Iterationen von F~' durchfiithren kann, bevor die
Trajektorien ins Unendliche laufen beziehungsweise den Definitionsbereich
der Abbildung verlassen, so bekommt man ein relativ genaues Abbild der
invarianten, stabilen Kurve von F'.

Ein Beispiel fiir die mit dieser Methode bestimmten invarianten Man-
nigfaltigkeiten des Fixpunkts vgis, zusammen mit der erwdhnten, die Ober-
flichenrandbedingung darstellenden vertikalen Gerade, zeigt Abbildung 4.2.
Dabei braucht nur genau eine der invarianten Kurven numerisch bestimmt zu
werden, die jeweils andere folgt dann aus der Reversibilitat der Abbildung,
Gleichung (4.52). Sei etwa v; € Viap ein Punkt auf der stabilen Mannigfal-
tigkeit, der Orbit (v, vy, Vvs,...), mit v,11 = F(v,), konvergiert also gegen
Vais- Aus (4.52) folgt dann, daB (v{,v},...), mit v, = F~'(P(v])), gegen
P(vais) = Vais konvergiert.'" Die instabile Mannigfaltigkeit Vins des Fix-
punkts vgis von F'ist aber nach Definition die stabile Mannigfaltigkeit des
Fixpunkts vg;s beziiglich der Umkehrabbildung F'=!. Also gilt P(vy) € Vins

11 Es ist also vgis ein symmetrischer (den Abbildungen F und P gemeinsamer) Fixpunkt

(vergleiche Seite 93 und Anhang B, Seite 174).
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Abbildung 4.2: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten Wiiap und Ving des
Fixpunkts va;s der ungeordneten Phase (aus [171]). Ebenfalls eingezeichnet
ist die durch (4.36) definierte vertikale Gerade, die die Randbedingung an
der Oberfliche reprisentiert (hier fiir H; = 0.4).

und damit P(Vstab) C Vinst- Analog iiberlegt man sich P(Vstab) D Vinst- Insge-
samt ist also Vipst = P(Vstab), so daB man Viyg aus Vigap durch Spiegelung an
der Winkelhalbierenden (wegen der anschaulichen Bedeutung von P) erhalt.

Mit der obigen Methode kann man den gesuchten Schnittpunkt S der
Oberflachenrandbedingung mit Viap (siche Abbildung 4.2) grob bestimmen,
indem man die Punkte auf dem Geradenstiick solange unter F=! iteriert, bis
man moglichst nahe an die Oberflichenrandbedingung herankommt. Man
withlt dann einen geeigneten Punkt S(© auf der vertikalen Geraden als nullte

Naherung fiir S.
)"

Hat man auf diese Weise einen Kandidaten S(©) = (—[:[1, vy ) fiir den

Schnittpunkt S gefunden, bedient man sich eines Intervallschachtelungsver-
fahrens, um die Position von S auf der Oberflachenrandbedingung genauer
einzugrenzen. Iteriert man S unter der Abbildung F, wird sich die erhalte-
ne Trajektorie zunachst auf vgs zu bewegen, dann aber — wegen der Instabi-
litat des Fixpunkts oftmals bereits nach zehn oder zwanzig Schritten — nach
»oben® oder junten® weglaufen. Nehmen wir ohne Einschrankung an, dafl
der Orbit nach oben vom Fixpunkt weglaufe. Man verschiebt nun S Iings
der Oberflichenrandbedingung, wahlt also zum Beispiel vﬁ? = v](O) —iA©)
mit i = 1,2,... und hinreichend kleinem A(® > 0, bis die durch Iteration der

R T
Punkte (— Hl,vﬁ(’?) erhaltene Trajektorie zum ersten Mal nach unten vom
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Fixpunkt weglauft. Der entsprechende Startpunkt auf der Oberflichenrand-
bedingung bildet dann eine verbesserte Niherung S() = (—]—A]l, 'Ug)) fiir das
gesuchte S.

Nun wende man das Verfahren rekursiv an und verkleinere bei jedem
Schritt das Diskretisierungsintervall um einen festen Faktor, also zum Bei-

spiel A = A©/10,A@ = AWM/10,.... Zunichst iteriert man Punkte
(—F[l,vﬁ-))T mit USZ-) = v?) +iAM ynd i = 1,2,..., bis die Trajektorie
wieder nach oben vom Fixpunkt weglauft. Dies ergibt eine verbesserte Nahe-
rung S fiir den gesuchten Schnittpunkt. Daraus bestimmt man analog ei-
ne wiederum verbesserte Approximation S®), und so weiter. Das Verfahren
konvergiert, sofern es in dem untersuchten Ausgangsintervall einen eindeutig
bestimmten Schnittpunkt S gibt, exponentiell schnell gegen die beste mit
der Maschinengenauigkeit vertréagliche Néaherung fiir S. Die Zahl der dafiir
benoétigten Intervallschachtelungsschritte ist ungefahr durch die Zahl der si-
gnifikanten Stellen, mit der man die numerischen Berechnungen durchfiihrt,
gegeben.

Abbildung 4.3 zeigt als Beispiel die Profile der Teilgittermagnetisierungen
my und das durch lokale Differenzenbildung gemaB ¢, = (—1)"(mp41 —
my) erhaltene Ordnungsparameterprofil, wie man sie durch Iteration des in
Abbildung 4.2 angedeuteten Schnittpunkts S nach Optimierung mit dem
Intervallschachtelungsverfahren bekommt.

T=1887, H=1(t=0.01), H =04
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Abbildung 4.3: Aus dem Schnittpunkt S (Abbildung 4.2) erhaltene Profile

der Teilgittermagnetisierungen und des Ordnungsparameters.
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Samtliche oben skizzierten Algorithmen wurden in der Programmierspra-
che C implementiert und auf handelsiiblichen Einzelplatz-Workstations aus-
gefiithrt, die mit Prozessoren der Pentium®-Familie des Herstellers Intel®
ausgeriistet waren.

Mit der Nichtlinearen-Abbildungs-Methode in der oben erlauterten kon-
kreten Realisierung kann man die Lésungen der Molekularfeldgleichungen in
unmittelbarer Nahe des kritischen Punkts, wo die Korrelationslange ¢ grofl
wird und die Profile langsam auf ihre Volumenwerte abfallen, bis zu sehr
groBen Schichtindizes n von der GroBenordnung 10* bestimmen. Dies ist von
Vorteil, wenn man bestimmte asymptotische kritische Eigenschaften (etwa
den unten untersuchten algebraischen Zerfall des kritischen Ordnungspara-
meterprofils) moglichst préazise bestimmen will.

Chaotischer Wirrwarr (,,chaotic entanglement*) in der B2-Phase

Fiir Parameterwerte von 7' und H in der geordneten Phase (Abbildung 2.9)
zeigt die nichtlineare Abbildung F' ein qualitativ neues Verhalten, das bei
der numerischen Losung zu Komplikationen fithren kann. In diesem Para-
meterbereich ist vgis nach Abschnitt 4.3.1 elliptisch und es existieren zwes
thermodynamisch stabile, hyperbolische Fixpunkte v, und v, von FP
deren invariante Mannigfaltigkeiten sich schneiden. Unter diesen Umstanden
tritt das in der Theorie der Dynamischen Systeme wohlbekannte Phanomen
des ,,chaotischen Wirrwarrs“ (,,chaotic entanglement®) auf (siehe etwa [169],
Kapitel 3.6).

Zur Erlauterung betrachten wir Abbildung 4.4a, wo die stabile Mannigfal-
tigkeit V7, des Fixpunkts v 4 von F?I zu erkennen ist. Man kann sich wie-
derum unter Ausnutzung der Reversibilitat der Abbildung, Gleichung (4.52),
leicht iiberlegen, daB die instabile Mannigfaltigkeit Vit . von vI, (das heifit
die stabile Mannigfaltigkeit von vZ; beziiglich der Abbildung F~!') durch
Vit . = F(P(V;,)) gegeben ist. Im allgemeinen werden sich V7, und Vif
in sogenannten heteroklinen Punkten schneiden. Aus der Existenz eines ein-
zigen heteroklinen Punkts folgt schon die Existenz unendlich vieler derartiger
Punkte (sogenannter heterokliner Orbits), die sich bei v, und v, hiufen.
Denn nach Definition von V, und Vi wandert ein derartiger Schnittpunkt
unter Iteration mit F beziehungsweise F=! in v | beziehungsweise v hin-
ein, so daf} alle Punkte auf den so erzeugten Trajektorien selbst auch wieder
sowohl in V7, als auch in Vi liegen. Wegen der Existenz heterokliner Or-
bits und der Eigenschaft der Abbildung, flachenerhaltend zu sein, beginnt
V., in der Nihe von vl (und analog Vif, in der Umgebung von v_,)
wild zu oszillieren. Finige der dabei entstehenden ,,Schlaufen® sind in den

Ausschnittsvergroferungen von Abbildung 4.4b und 4.4¢ zu sehen.
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Abbildung 4.4: (a) Stabile Mannigfaltigkeit V2, des Fixpunkts v__, (aus
[171]). Die Region um den Fixpunkt v  ist in (b) und (c) noch einmal
vergroflert dargestellt. Die Oberflichenrandbedingung schneidet V_ , in
unendlich vielen Punkten Si,S9,Ss,..., die sich bei Sy hdufen, wobei
Se auf der stabilen Mannigfaltigkeit von v_ , (gestrichelt) liegt.

In unserem Zusammenhang ist nun wichtig, dall aufgrund des von den Fix-
punkten ausgehenden chaotischen Wirrwarrs im allgemeinen unendlich viele
Schnittpunkte der relevanten anziehenden Mannigfaltigkeit mit der Ober-
flichenrandbedingung und damit unendlich viele Lésungen der Molekular-
feldgleichungen (siche Abbildung 4.4¢). Bei der numerischen Behandlung ist
daher sorgféltig darauf zu achten, dafl

o der Startpunkt fiir die Intervallschachtelung bereits hinreichend nahe
am ,gewiinschten® Schnittpunkt liegt, und

o die Diskretisierung A klein genug ist, damit sich nicht mehrere Schnitt-



112 Molekularfeldgleichungen auf dem Gitter

punkte im Ausgangsintervall befinden.

Die aus den in Abbildung 4.4c eingezeichneten Schnittpunkten von stabi-
ler Mannigfaltigkeit und Oberflichenrandbedingung folgenden Ordnungspa-
rameterprofile sind in Abbildung 4.5 dargestellt. Das absolute Minimum der
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Abbildung 4.5: (a) Ordnungsparameterprofil, das man aus dem in Abbil-
dung 4.4c gezeigten Schnittpunkt S, erhélt. (b) Wie (a), jedoch fiir die
Schnittpunkte Sq,.59,53,.... Das Profil mit dem Nulldurchgang bei etwa
n = b entspricht dem Schnittpunkt S;. Bei den durch S,, S3,... gene-
rierten Losungen wandert die Position der Grenzfliche dann schrittweise
immer tiefer in das Volumen des Systems hinein.

Freien Energie entspricht der durch den Schnittpunkt S., (auf der stabilen
Mannigfaltigkeit von v} ,) generierten Losung (Abbildung 4.5a). Trajektori-
en, die durch Tteration der Schnittpunkte Sy, S, ... auf der stabilen Mannig-
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faltigkeit von v rd entstehen, verweilen erst eine Zeitlang in der Umgebung
+
von v ..

nungsparameterkonfigurationen erzeugt, die eine Grenzflache in endlichem
Abstand von der Oberflache beschreiben (Abbildung 4.5b) und daher eine
héhere Freie Energie haben. Solche Lésungen spielen im Zusammenhang mit
Benetzungsphdnomenen eine Rolle (siehe Kapitel 6).

bevor sie qchheﬁhch in v, hineinlaufen. Dadurch werden Ord-

Algebraischer Zerfall des kritischen Ordnungsparameterprofils

Am volumenkritischen Punkt divergiert die Korrelationslange ¢, und der ex-
ponentielle Zerfall der Ordnungsparameterprofile fir T # T, geht in ein Po-
tenzgesetz bei T' = T, iiber, das eine charakteristische Signatur der gemein-
samen Universalititsklasse des aufiergewohnlichen und normalen Ubergangs
ist. Den Exponenten dieses Potenzgesetzes erhédlt man sehr einfach aus einem
phédnomenologischen Skalenargument.

Das Ordnungsparameterprofil ¢(z) sollte (zumindest in der Umgebung
des kritischen Punkts) vom Abstand z > 0 von der Oberfliche nur iiber
die Skalenvariable z /£ abhingen, da ¢ die einzige relevante makroskopische
Lingenskala des Systems im kritischen Gebiet ist. Diese Uberlegung fithrt zu
dem folgenden Skalenansatz:

$(2) = M_[t|"P(2/€). (4.91)

Die nichtuniverselle Amplitude M_ wird durch die Normierungsbedingung
lim, o Py(z) = 1 festgelegt: M_ ist dann durch die in dem Potenzgesetz fiir
den Volumenordnungsparameter ¢, = lim,_, ., ¢(z) auftretende Amplitude,

vergleiche Gleichung (2.15):
by = M_|t]", t—0—. (4.92)

Andererseits muB aber der Ordnungsparameter an der Oberfliche am aufier-
gewohnlichen und normalen Ubergang fiir ¢ — 0 endlich bleiben und daher
Py(z) fiir 2 — 0 wegen & ~ [t|7” und (4.91) ein fithrendes singuldres Verhal-
ten der folgenden Art haben:

Pi(z) = cxx™P", = —0. (4.93)

mit geeigneten Amplituden cy. Daraus folgt, dal das kritische Ordnungspa-
rameterprofil (7" — T, beziehungsweise { — o) algebraisch zerfallt:

barit(2) = Coz ™1, 2 = o0, (4.94)

mit einer weiteren Amplitude Cy. Wir merken an, dafl der Ansatz (4.91) nicht
nur im Rahmen feldtheoretischer Renormierungsgruppenanalysen bestatigt,



114 Molekularfeldgleichungen auf dem Gitter

sondern auch die Skalenfunktion Pz in Einschleifen-Naherung berechnet [92].
und mit Monte-Carlo-Simulationen verglichen wurden [172], wobei man eine
gute Ubereinstimmung festgestellt hat.

In Molekularfeldtheorie ist AMF = vMF = 1/2) man erwartet also einen
Zerfall von ¢(z) proportional zu z='. Um diesen fiir das hier betrachtete Mo-
dell nachzuweisen, haben wir die kritischen Ordnungsparameterprofile (fur
verschiedene Werte von H ) mit den oben beschriebenen numerischen Ver-
fahren bis zu sehr grofen Abstinden von der Oberfliche (bis zu 10* Schich-
ten) bestimmt. Beim Vergleich von (4.94) mit den Losungen der Molekular-
feldgleichungen ist aber zu beriicksichtigen, dafl fiir das Gittermodell keine
Kurzabstandssingularitat des Ordnungsparameterprofils moglich ist, wie sie
aus (4.94) fiir z — 0 folgen wiirde."® Es ist daher angemessener, das kritische
Ordnungsparameterprofil ¢, des Gittermodells mit dem Gesetz (in Moleku-
larfeldndherung)

an = C()(Tl + no)_l (495)

zu vergleichen, wobei ng ein Fitparameter ist. Natiirlich sind solche Modifika-
tionen fiir das asymptotische Verhalten weit weg von der Oberflache (z — oo
beziehungsweise n — oo) irrelevant. Erfahrungsgemif gelingt es aber mit
einem derartigen Ansatz, noch bessere Ubereinstimmungen von Gittermo-
dellergebnissen und Vorhersagen der Kontinuumstheorie zu erzielen (siehe
auch [172]). Das Ergebnis (fur die Parameterwerte H= 1, i, = 2) zeigt Ab-
bildung 4.6. Das gemaf (4.95) am normalen Ubergang erwartete Verhalten
wird durch die numerischen Losungen nahezu perfekt reproduziert.

Temperatursingularitit des Oberflichenordnungsparameters

Ein weiteres Kennzeichen der Universalititsklasse des normalen Ubergangs
ist die thermische [t|2=*-Singularitit des Ordnungsparameters an der Ober-
fliche nach Gleichung (2.50). Im Fall des bce-Ising-Antiferromagneten mit
(100)-Orientierung kann man den Oberflichenordnungsparameter ¢; durch
die Differenz der Gittermagnetisierungen der ersten beiden Schichten definie-
ren:

¢ = %(Tm — my). (4.96)

2Dies ergibt sich allein schon daraus, dafl die Schichtmagnetisierungen m,, nach ih-
rer Definition als Erwartungswerte von Ising-Spins immer |m,| < 1 erfiillen. In einer
etwas folkloristischen Sprechweise ausgedriickt, wirkt die endliche Gitterkonstante immer
regularisierend, verhindert also das fiir die Feldtheorie charakteristische Auftreten von
Kurzabstands- oder , Ultraviolett“-Divergenzen (vergleiche Seite 15f.).
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Abbildung 4.6: Numerisch bestimmtes Ordnungsparameterprofil ¢,, am kri-
tischen Punkt fiir die ersten 10% Schichten in doppelt logarithmischer Auf-
tragung. Die durchgezogene Linie ist ein Fit an Gleichung (4.95) mit op-
timal angepafiten Parametern Cy und nq.

Wie wir schon bei der Diskussion des normalen Ubergangs in Abschnitt 2.2.5
erwahnt haben, ist die Temperatursingularitat von ¢; sehr schwach und da-
her nur schwierig einwandfrei nachzuweisen. Hierfiir sind numerische Lésun-
gen mit hoher Genauigkeit erforderlich. Abbildung 4.7 zeigt zunéchst unser
Ergebnis fiir ¢; iiber einen groferen Temperaturbereich. Man erkennt das
qualitative Verhalten, das wir in Abschnitt 2.2.5 diskutiert haben (Abbil-
dung 2.6). Insbesondere verschwindet ¢, auch fir beliebig hohe Temperatu-
ren im allgemeinen nicht. Dies ist im Rahmen der Darstellung der Molekular-
feldgleichungen als nichtlinearer rekursiver Abbildung leicht einzusehen: die
Oberflachenrandbedingung wird — aufler fir ganz bestimmte Parameterwerte
(siehe nachster Abschnitt) — in der Regel nicht durch den Fixpunkt laufen,
sondern die stabile Mannigfaltigkeit des Fixpunkts vgis in irgendeinem Punkt
schneiden (vergleiche Abbildung 4.2). Die Iteration dieses Schnittpunkts lie-
fert eine Trajektorie, die in vgis hineinlduft und ein rdumlich inhomogenes
Magnetisierungs- und damit auch Ordnungsparameterprofil erzeugt.

Um die mit bloBem Auge nicht sichtbare Temperatursingularitit bei T =
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Abbildung 4.7: Temperaturabhdngigkeit des Ordnungsparameters ¢y an der
Oberfliche. Das Verhalten erinnert an dasjenige des normalen Ubergangs

(vergleiche Abbildung 2.6).

T. aufzul6sen, haben wir die Molekularfeldgleichungen auch in der unmittel-
baren Umgebung des kritischen Punkts gelost (bis zu kleinsten reduzierten
Temperaturen von || ~ 1077). In Molekularfeldtheorie ist ™" = 0 und man
erwartet daher, wenn das System in die Oberflichenuniversalitatsklasse des
normalen Ubergangs fillt, eine Unstetigkeit in der zweiten Ableitung von
¢1 nach der Temperatur. Die Priazision der Daten erlaubte uns ein numeri-
sches Differenzieren nach der Temperatur (Bildung des Differenzenquotien-
ten), ohne dadurch zu groBe Ungenauigkeiten einzufithren. Ein Knick in der
ersten Temperaturableitung ist eindeutig zu identifizieren, die zweite Ablei-
tung besitzt daher einen Sprung (Abbildung 4.8). Neben dem Potenzabfall
des kritischen Ordnungsparameterprofils ist dies ein erneuter Beweis fiir die
Realisierung der Oberflichenuniversalititsklasse des normalen Ubergangs.

4.3.3 Sonderfall: Gewdhnlicher Ubergang

Nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts weist das System mit (100)-
Oberflache in der ungeordneten Volumenphase ein im allgemeinen nichtver-
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Abbildung 4.8: Durch numerisches Differenzieren aus den L&sungen der
Molekularfeldgleichungen gewonnene Ableitung des Oberflichenordnungs-
parameters ¢ nach der reduzierten Temperatur ¢. Die fiir den normalen
Ubergang charakteristische thermische |t|2~®-Singularitit kann zweifels-
frei nachgewiesen werden.

schwindendes Ordnungsparameterprofil auf. Hiervon sind aber Ausnahmen
moglich. Ein raumlich konstantes Magnetisierungs- und damit ein verschwin-
dendes Ordnungsparameterprofil in der A2-Phase erhalt man offenbar genau
dann, wenn die durch die Oberflachenrandbedingung definierte Gerade (4.36)

durch den Fixpunkt vgis = (mais, mdiS)T verlauft, was aquivalent ist zu
[:[1 + mdis(T, [:[) = 0. (497)

Die eindeutig bestimmte Losung der Molekularfeldgleichungen des halbun-
endlichen Systems ist dann durch m, = mgs fir n = 1,2,... gegeben.
Anschaulich kompensiert [:[1, wenn (4.97) erfullt ist, den Effekt der an der
Oberflache fehlenden nachsten Nachbarn, so dal die Volumenlésung der Mo-
lekularfeldgleichungen auch eine Losung fir das halbunendliche System ist.

Wenn das im letzten Abschnitt beobachtete oberflachenkritische Verhal-
ten des normalen Ubergangs in einer Kontinuumsbeschreibung auf ein effek-
tives ordnendes (,,staggered”) Oberflachenfeld g; zuriickgefithrt werden kann,
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das von 7Aj, H und H, abhéangt, dann miifite dieses Feld fiir Parameterwerte,
die (4.97) erfiillen, konsequenterweise verschwinden.

Das effektive ordnende Oberflachenfeld

Im néchsten Kapitel werden wir bei der Herleitung einer Kontinuumstheorie
aus dem Gittermodell zeigen, dafl ein solches ordnendes Oberflachenfeld fiir
die symmetriebrechende (100)-Oberfliche tatsichlich existiert und gegeben
ist durch

(T, H, Hy) = Hy 4+ mai(T, H). (4.98)

Also verschwindet g; genau dann, wenn (4.97) gilt, was als wichtiger Kon-
sistenztest fiir das von uns hergeleitete Kontinuumsmodell gewertet werden
kann.

Die Bedingung (4.97) fiir das Verschwinden von g; definiert eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit in dem durch T, H und aufgespannten
dreidimensionalen Parameterraum, die man durch Auflésen von (4.97) nu-
merisch bestimmen kann. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.9 gezeigt. In der
dortigen Auftragung gilt g, > 0 oberhalb der Flache (zu positiven Werten
von H, hin) und ¢; < 0 unterhalb. Man beachte, dal die Bedingung ¢g; = 0
nur in der ungeordneten Volumenphase zu einem verschwindenden Ordnungs-
parameterprofil fithrt. In der B2-Phase ist der Volumenordnungsparameter
ungleich Null, und man hat daher auch fir g; = 0 ein im allgemeinen réum-
lich inhomogenes Profil des Ordnungsparameters.

Fiir H = H, = 0 ist die Bedingung (4.97) fir alle Temperaturen T erfillt,
da fiir H = 0 stets mais = 0 gilt. Die Fliche im Parameterraum, auf der ¢
Null ist, verlauft also durch die Gerade H=1 = 0, T beliebig (siche Abbil-
dung 4.9). Das Ordnungsparameterprofil verschwindet in diesem Fall fiir alle
Temperaturen in der ungeordneten Volumenphase und das Modell fallt in
die Oberflichenuniversalititsklasse des gewdhnlichen Ubergangs. Dies folgt
bereits aus der Aquivalenz des Ising-Antiferromagneten in verschwindendem
Volumenmagnetfeld zum Ising-Ferromagneten (sieche Seite 2.4.2).

Wenn dagegen H # 0 gilt, ist (4.97) fiir gegebenes H; jeweils nur fiir eine
bestimmte Temperatur T = TO zu befriedigen (fiir Vi # 0 ist ndmlich mgs,
wie man sich tiberlegen kann, eine streng monotone Funktion, vergleiche Ab-
bildung A.1). Fiir alle anderen Temperaturen T # To (bei festem H und
i 1) verlduft die Randbedingung dagegen nichi durch den Fixpunkt. Solange
daher Ty nicht zufallig mit der kritischen (von a abhanglgen) Temperatur
des A2-B2-Ubergangs tibereinstimmt, erhilt man ein nichtverschwindendes
Ordnungsparameterprofil in einer endhchen Umgebung um T =T, und das
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Abbildung 4.9: Fliche im dreidimensionalen Parameterraum des Modells,
auf der das effektive ordnende Oberflichenfeld g;, Gleichung (4.98), ver-
schwindet. Bei Durchstofien dieser Fliche entlang eines beliebigen Pfades
im Parameterraum wechselt g, sein Vorzeichen.

System zeigt wie im letzten Abschnitt beschrieben das asymptotische ober-
flachenkritische Verhalten des normalen Ubergangs.

Verschwindendes ordnendes Oberflichenfeld am kritischen Punkt

Wir gehen nun auf die Situation ein, in der das eflektive ordnende Ober-
flichenfeld genau am kritischen Punkt verschwindet, jedoch bei allen anderen
Temperaturen von Null verschieden ist. Dazu miissen Hund H, so adjustiert
werden, daf}

Hy +m.=0 (4.99)

gilt, mit der Magnetisierung m. am kritischen Punkt (Vergleiche Fufinote 10,
Seite 104 beziiglich der Eindeutigkeit von m. bei gegebenem H) Diese Glei-
chung definiert eine Kurve H1 o= H1 p(H) in der H- H1 Ebene, von der ein
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Ausschnitt in Abbildung 120) gezeigt ist. In der Praxis kann (4.99) allerdings

0.6 T T T T T T

0.4
0.2

Hy/(4]J])

0

-0.2

H,

-0.4

_0-6 1 1 1 1 1 1
-2-15-1-050 05 1 15 2

H=H/(4]J])

Abbildung 4.10: Fiir Parameterwerte H und Hy, die auf der gezeichne-
ten, durch numerisches Auflésen von (4.99) bestimmten Kurve liegen, ver-
schwindet das effektive ordnende Oberflichenfeld g; am kritischen Punkt.

kaum erfiillt werden, da hierzu eine Feinabstimmung mikroskopischer, nicht
von auflen kontrollierbarer Parameter nétig wire.'® Aus theoretischer Sicht
ist es aber eine interessante Frage, welche Art von oberflichenkritischem Ver-
halten das System in diesem Fall zeigt.

Liegen die Parameter H und H, auf der Kurve von Abbildung 4.10, dann
wird, wenn man von dem trivialen Spezialfall H==H =0 absieht, g; bei
allen Temperaturen T # T. nicht verschwinden. Der Oberflachenordnungs-
parameter ¢y 1st daher sowohl in der geordneten als auch in der ungeord-
neten Phase von Null verschieden, verschwindet aber bei Anndherung an T,
kontinuierlich. Wir méchten nun ergriinden, welcher Oberflachenuniversali-
tatsklasse das Modell in diesem Fall zuzuordnen ist.

Thermische Singularitiat von ¢, bei T="T

Um das singuldre Verhalten des Ordnungsparameters ¢; an der Oberfliche
moglichst klar herauszupriaparieren, haben wir die Molekularfeldgleichungen

13 AuBerdem ist zu beriicksichtigen, daf der hier angegebene Ausdruck fiir g; nur in
Molekularfeld- beziehungsweise Landaundherung gilt. Es besteht zwar kaum ein Zweifel,
daf die Schlufifolgerungen qualitativ richtig bleiben, wenn man iiber diese Néherungen
hinausgeht. Es wird also auch dann das kritische Ordnungsparameterprofil fiir bestimmte
Parameter H, H; verschwinden, nur werden diese nicht mit den aus (4.99) folgenden
Werten iibereinstimmen.
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in unmittelbarer Umgebung des kritischen Punkts (fiir einen diskreten Satz
von Werten der reduzierten Temperatur ¢) gelost. Die numerischen Daten
deuten unzweifelhaft auf eine Unstetigkeit von ¢; in der ersten Ableitung

nach der Temperatur hin (Abbildung 4.11). Das effektive ordnende Ober-

H=1.824(m,=0.5), H =-05

8 x 1074+ -
1 . i
6 x 10~*

4x107*t .

2% 1074+t .

—3x 107 0 3x 1074
t= (T -1.)/T.

Abbildung 4.11: Ordnungsparameter an der Oberfliche fiir den Fall, daf§
das effektive ordnende Oberflichenfeld genau am volumenkritischen Punkt
verschwindet, fiir T # T. aber von Null verschieden ist. Die Quadrate
stehen fiir die Losungen der Molekularfeldgleichungen bei der jeweiligen
reduzierten Temperatur. Die durchgezogenen Linien sind die Vorhersagen
der im nichsten Kapitel abgeleiteten Kontinuumstheorie (siehe Text).

flachenfeld g; und damit auch ¢; wechseln bei ¢ = 0 gerade ihr Vorzeichen.
Eine derartige Temperatursingularitdt von ¢; 1aBt sich auf den ersten Blick
nicht ohne weiteres einer der in Abschnitt 2.2 diskutierten Oberflichenuniver-
salitdtsklassen zuordnen. Das lineare Verschwinden mit ¢ fir ¢ — 0— wiirde
fiir den gewShnlichen Ubergang (Abschnitt 2.2.2) sprechen, da in Moleku-
larfeldtheorie MY = 1 gilt [1]. Andererseits sollte dann ¢; = 0 fiir ¢ > 0
gelten, was hier aber aufgrund des fiir ¢ # 0 nichtverschwindenden ordnen-
den Oberflachenfeldes ausgeschlossen ist. Um diesen Widerspruch aufzulésen,
muf} beachtet werden, dafl das fithrende kritische Verhalten haufig begleitet
ist von analytischen Hintergrundtermen oder weniger singulédren Beitragen.
Aussagen iiber kritische Exponenten beziehen sich meist auf die fiihrenden
singuldren Anteile. Das Nichtverschwinden von ¢ in der ungeordneten Pha-
se konnte also prinzipiell auf solche analytischen Hintergrundbeitriage oder
nichtfithrenden singuldren Anteile zuriickzufithren sein. Das aus den nume-
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rischen Losungen gefundene Verhalten konnte man daher als konsistent mit
der Oberflichenuniversalititsklasse des gewshnlichen Ubergangs interpretie-
ren, wenn man annimmt, daB ¢; am kritischen Punkt eine Singularitat der
folgenden Form aufweist:

b1 =dralt] + oW+ oD+ 1= 04, (4.100)

wobei ¢y 4 = 0 und ¢, _ # 0 gilt und 3y den fiir den gewohnlichen Ubergang
charakteristischen Wert annehmen soll. Analytische Terme von héherer Ord-
nung als ¢* sowie im allgemeinen ebenfalls zu erwartende weniger singulire
Terme wurden in (4.100) weggelassen. In Molekularfeldtheorie ist M = 1 [1]
und die Singularitdt von ¢; reduziert sich auf eine Unstetigkeit der ersten
Ableitung. Fiir ¢ — 0 hat man dann mit ¢07_ =¢1,- + ¢§1) und qb'(l)’_‘_ = ¢§1):

o1 = qb'(l)’i lt|, t— 0+ (Molekularfeldtheorie). (4.101)

Im Rahmen der im néchsten Kapitel hergeleiteten Kontinuumstheorie (Lan-
dau-Ginzburg-Modell) lassen sich die Amplituden qb'(l)’i relativ leicht analy-
tisch berechnen (Abschnitt 5.1.2). Das Ergebnis dient uns als ein Test fiir
die korrekte Durchfithrung des Kontinuumslimes und ist in Abbildung 4.11
illustriert. Offensichtlich 4Bt die Ubereinstimmung keine Wiinsche offen.
Im folgenden mochten wir ein sehr allgemeines Argument fiir die Giiltig-
keit von (4.100) auch tiber die Molekularfeld- und Landautheorie hinaus ge-
ben [171]. Wir greifen dazu auf eine Skaleniiberlegung zuriick, die, wie man
sich iiberzeugen kann, als Spezialfall die Landautheorie miteinschlieft und

daher auch das Ergebnis (4.101) verstdndlicher macht.

Das Skalenargument

Unsere Grundannahmen, die mit allen bisherigen Ergebnissen kompatibel
sind, aber auch in einem allgemeineren Rahmen gelten sollten, lauten:

e Der fiithrende singulidre Anteil der Freien Oberflichenenergie besitze
eine Skalenform analog zu (2.38):

gSme (1, gr) = |t gs (gl|t|_A1) . (4.102)

Dabei ist g1 ein zum Ordnungsparameter an der Oberflache konjugiertes
Skalenfeld, das von samtlichen Gittermodellparametern abhéngt, aber
nicht mit dem aus der Molekularfeld- beziehungsweise Landautheorie
erhaltenen Ausdruck (4.98) iibereinstimmen muf.

¢ Das Skalenfeld g sel eine analytische Funktion der Gittermodellpara-
meter T', H, H;.
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e Wihlt man i und geeignet, soll g; am kritischen Punkt verschwin-
den. Wir kénnen also schreiben:

g =gt+gP 1. 10 (4.103)

Die Koeffizienten in der obigen Taylorentwmklun% werden im allgemei-
nen von den Werten von H und H; abhdngen: g,/ = g1 H Hl) und
so weiter.

Mit diesen Annahmen erhilt man den singuldren Anteil des Ordnungspara-
meters ¢, an der Oberfliche durch Ableiten von ¢5™® nach ¢;:

O = 61 = o1 = il (™). (4.104)

wobei wir das aus (2.40) folgende Skalengesetz 3, = 2 — a;, — A; verwendet
haben. Der regulire Anteil ¢;°® von ¢, ist in niedrigster Ordnung durch die
lineare Antworttheorie gegeben:

é1% = a1 + O(g}), (4.105)

mit einer Amplitude a,, > 0. Da die Skalenfunktionen gy analytisch sind
und der (fiihrende) singulidre Anteil von ¢, fiir £ > 0 verschwinden muf
(Universalitatsklasse des gewohnlichen Ubergangs), hat man weiter:

¢, (z) =yz + O(a?), (4.106)
g (z) =y + yVz + O(2?). (4.107)

Setzt man (4.103) und (4.105)-(4.107) in (4.104) ein und betrachtet nur Ter-
me bis zur ersten Ordnung in ¢ und die jeweils fithrenden singuldren Beitrage,
so erhalt man mittels der Skalenrelation —y;; = B — Ay [3] das folgende
fithrende singulére Verhalten:

atdgiVt+ gy Dm0,
b1 = (4.108)
aldgWt + Qs 10—,

Der Exponent 7;; der Oberflichensuszeptibilitat ist aber am gew6hnlichen
Ubergang negativ (siche Seite 30). Damit bestatigt das obige Ergebnis die
Vermutung (4.100).

4.4 Ergebnisse fiir die (110)-Orientierung

Die Fixpunkt- und Stabilitdtsanalyse der vierdimensionalen Abbildung G
ist dhnlich problemlos wie diejenige von [’ durchfiihrbar und soll daher im
folgenden in kompakter Form vorgestellt werden.



124 Molekularfeldgleichungen auf dem Gitter

4.4.1 Lineare Stabilititsanalyse

Die Fixpunkte von G entsprechen den Losungen der Molekularfeldgleichun-
gen (4.41,4.42) im Volumen. Daher lassen sich die Ergebnisse der Fixpunkt-
analyse der Abbildung F' (Abschnitt 4.3.1) leicht auf G tibertragen:

e Wenn die A2-Phase die thermodynamisch stabile Loésung der Moleku-
larfeldgleichungen ist, gibt es genau einen Fixpunkt wais von G

Mdis
M
Wiis = " . (4109)
Mdig
Mdis
e In der B2-Phase existieren zwei weitere Fixpunkte w'  und w , mit
Mord + be Mord — be
Mord — &b - Mord + ¢
why=| M T = T T2 (410)
Mord + @b Mord — @b
Mord — ¢b Mord + be

Diese entsprechen den beiden geordneten B2-Zustanden mit Werten
¢y > 0 beziehungsweise —¢, < 0 des Volumenordnungsparameters.

Die Linearisierung von G um einen der Fixpunkte wgis, w , oder w_  liefert,
mit den gleichen Bezeichnungen wie in Abschnitt 4.3.1, die Eigenwerte

A1,2 = —1 4+ 2\/uaup F 2¢/ uath, — /UaUp , (4.111)
Ag g = —1 — 2\/uqup, = 24/ ugup, + \/uau , (4.112)

mit zugehorigen Eigenvektoren

1 1
Uy Ua
Unb Up
Ly, = , Lga= 4.113
Av g As 4 ( )
Uap Ua
—/—A12 — A3 4
U Up

Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt AjAy = AsAy = 1. Das Auftreten der
Eigenwerte in Paaren, deren Produkt Eins ergibt, ist eine Konsequenz aus

der Symplektizitat der Abbildung G (siehe die Bemerkungen auf Seite 96).
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Beriicksichtigt man, dafi nach Anhang A, Gleichung (A.7), in der jeweils
thermodynamisch stabilen Phase u(m?, )u(m®2) > 1 und fiir den instabilen
Zustand u(m? )u(mP ) < 1 gilt, so leitet man leicht das in Abbildung 4.12
illustrierte Bifurkationsverhalten von G ab. Wahrend A3 und A4 stets auf

(a) A2-Phase (b) B2-Phase

Ay [ As A\ Ay ReA.

Abbildung 4.12: Verhalten der Eigenwerte A; = A;' und Ay = A;! der

Linearisierung von G um einen der Volumenfixpunkte wg;s und wg:rd bei

Verdnderung der thermodynamischen Parameter (siehe auch Abbildung
4.1). Das Superskript ,,dis“ beziehungsweise ,,ord“ deutet an, zu welchem
Fixpunkt das betreffende A; (i = 1,...,4) gehort.

der reellen Achse bleiben, zeigen die FEigenwerte A; = A% und A, = Ads
der Linearisierung um wg;s ein dhnliches Verhalten wie /\‘lif; im Fall der zwei-
dimensionalen Abbildung F' (vergleiche Abbildung 4.1). Wenn man sich aus
der A2-Phase der kritischen Linie des Phasendiagramms nahert, kollidieren
Adis und Adis auf der reellen Achse bei Eins und laufen anschlieBend als ein
komplex konjugiertes Paar auf dem Einheitskreis weiter. Gleichzeitig bewe-
gen sich die beiden Eigenwerte A9 und AS™ des neu entstandenen Fixpunkts
w  (oder w7 ) auf der reellen Achse von dem Kollisionspunkt bei Eins weg.
Dieser Typ von Bifurkation wird in der Theorie der Dynamischen Systeme
als Tangentenbifurkation bezeichnet (siehe [167], Abschnitt 3.3c).

Im Unterschied zur zweidimensionalen Abbildung F, wo der Fixpunkt

Vais in der B2-Phase elliptisch wird, bleibt wgis stets instabil, da |A4] > 1 ist.

Linearisierte Gleichungen und Langenskalen

Aus den Eigenwerten und -vektoren erhalt man nun wieder die Lésungen
(Trajektorien) des um die Volumenfixpunkte linearisierten Dynamischen Sy-
stems. Bezeichne also ahnlich wie in Abschnitt 4.3.1 w, einen der Fixpunkte
Wais, Wy und w ;. Die anziehenden Eigenrichtungen sind durch die Eigen-
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vektoren L; und Lj gegeben. Der Startpunkt w, = (md, mg, m3,m>)T der

gesuchten Trajektorien mufl auf der anziehenden Hyperfliche liegen:

Die Amplituden ¢ und ¢ folgen aus der Randbedingung (4.34):

R 1
qg=—H, (1 SRl <mzo — %ml;o) , (4.115)
Ua 2 Ua
R 1
g=—H (1 NRPY L (mgo - @m'go> . (4.116)
Uy 2 Uy

Die Trajektorien des linearisierten Dynamischen Systems sind dann gegeben

durch
Wpt1 = Wi + qA’-,llL] + ql\ng, n = 1, 2, ey (4117)

woraus man mit W,y = (m2,mb,m2, ., mb ;)" sofort die Lésungen der
linearisierten Molekularfeldgleichungen erhélt:

m?* = m? + ge=" 4 G(—1)"e="" 4.118
r=mi +q q :

miy = mb, = gy [T Gy [ (4.119)

mit den beiden Langenskalen

1 ~ 1
/'=—— und /= .
[T A | [ In [As]]

(4.120)

Nur die mit der Eigenmode L; assoziierte Langenskala ¢ divergiert am kri-
tischen Punkt (wegen A; — 1), wéihrend { stets endlich bleibt. Daher ist
die Identifizierung von L; als der mit dem Ordnungsparameter assoziierten
Eigenmode gerechtfertigt, wiahrend Lz eine ,nichtkritische® FEigenmode ist.
Deren Charakter wird deutlicher, wenn man die Lésungen (4.118,4.119) in

der ungeordneten A2-Phase betrachtet (m?2, = mi’o = mgis). Dann gilt ¢ = 0,

G = —2Hy — mgjs und u, = up = ugis. Das Ordnungsparameterprofil ¢,
1 a b
b, = §<m” —m,), (4.121)

verschwindet daher, wiahrend das Profil der mittleren Magnetisierung m,,,

1
m, = §(m2 + mg), (4.122)
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um seinen Volumenwert mg;s oszilliert. Diese Oszillationen kommen durch
die antiferromagnetische nachste-Nachbar-Kopplung zwischen den Spins auf
benachbarten Schichten zustande.

Ganz analog wie in Abschnitt 4.3.1 beschrieben (Seite 104) kann man sich
die Asymptotik der beiden Langenskalen ¢/ und [ fiir t = (T — Tc)/TC — 0

iiberlegen. Man erhélt dann

' L —-1/2
0= ﬂmﬂ 24+ 0(), (4.123)
0= ‘m (3-2v2) ‘_1 +0), (4.124)

wobei 4 und /_ durch (4.90) gegeben sind und |1n (3 — 2\/5)‘_1 ~ 0.567
gilt. Es ist also wiederum gerechtfertigt, ¢/ mit der Korrelationslinge des
Ordnungsparameters (bis auf einen Proportionalitatsfaktor) zu identifizieren.

4.4.2 Spezifische numerische Probleme

Bei der numerischen Losung der Molekularfeldgleichungen fiir die (110)-
Orientierung mit der Methode der nichtlinearen Abbildungen gibt es einige
wichtige Unterschiede zum System mit (100)-Oberfliche, die im folgenden
erlautert werden.

Prinzipiell geht man natirlich dhnlich vor, wie wir es in Abschnitt 4.3.2
fir die zweidimensionale rekursive Abbildung F' dargestellt haben. Dabei ist
aber zu beachten:

e Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten der relevanten hyperbolischen
Fixpunkte sind nun zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten von R*
im Vergleich zu eindimensionalen Kurven bei F'. Auch die Oberflachen-
randbedingung (4.34) definiert nun eine zweidimensionale Hyperebene
W, Gleichung (4.37), und nicht mehr eine Gerade wie im Fall der (100)-
Orientierung. Daher kann man fiir das Auffinden der Schnittpunkte von
stabiler Mannigfaltigkeit und Oberflichenrandbedingung nicht mehr
auf die numerisch besonders effiziente Intervallschachtelung zuriickgrei-
fen, sondern muf} eine Zweiparametersuche durchfithren, wodurch die
Numerik deutlich aufwendiger wird.

e Das gesamte numerische Verfahren ist erheblich instabiler als im Fall
der zweidimensionalen Abbildung F'. Der Grund hierfiir ist die Existenz
einer nichtkritischen Eigenmode, deren Langenskala auch am kritischen
Punkt endlich (von der GroBenordnung der Gitterkonstanten) bleibt.
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Die Ursache dieser numerischen Instabilitat 1aBt sich am besten erlautern,
wenn man die um den jeweiligen Volumenfixpunkt linearisierte Abbildung
betrachtet (das Argument bleibt auch fiir das nichtlineare diskrete Dynami-
sche System qualitativ richtig). Gesucht sind bekanntlich Trajektorien des
Dynamischen Systems, die auf der anziehenden Mannigfaltigkeit des Fix-
punkts liegen und daher asymptotisch in diesen hineinlaufen. Aufgrund der
endlichen Rechengenauigkeit kann man sich aber nie ezakt auf der stabi-
len Mannigfaltigkeit befinden. Unvermeidliche Abweichungen schaukeln sich
bei jedem Iterationsschritt um einen Faktor auf, der (in der hier betrachte-
ten linearen Naherung) im wesentlichen durch die Eigenwerte der instabilen
Mannigfaltigkeit des Fixpunkts bestimmt wird.

Im Falle der in Abschnitt 4.3 besprochenen zweidimensionalen Abbildung
F (genauer, deren zweifach Iterierter FI121) hat die anziehende Eigenrichtung
den Eigenwert A; < 1 und die abstoBende den Eigenwert Ay = A7' > 1. Ei-
ne kleine Abweichung von der anziechenden Mannigfaltigkeit wird daher bei
jeder Tteration um den Faktor Ay > 1 groBer werden und damit exponentiell
anwachsen. Bei Anndherung an den kritischen Punkt gilt aber Ay — 1 und
damit auch A; — 1 (vergleiche Abbildung 4.1). Storungen wachsen daher
immer langsamer an und man kann, fiir Parameterwerte in der Nahe des kri-
tischen Punkts, Trajektorien des Dynamischen Systems bestimmen, die sehr
lange (bis zu einer GréBenordnung von 10* bis 10° Iterationen) auf den Vo-
lumenfixpunkt zulaufen, ehe sie — wie alle numerischen Losungen — aufgrund
des hyperbolischen Charakters des Fixpunkts von diesem weglaufen.

Die lineare Stabilitatsanalyse des letzten Abschnitts hat aber ergeben, dafl
im Fall der vierdimensionalen Abbildung G neben den kritischen auch noch
ynichtkritische® Figenmoden existieren. Die ordnenden Eigenmoden L, L,
mit zugehorigen Eigenwerten A; und Ay = AT' entsprechen einer anziehen-
den (A; < 1) und einer abstoBenden Eigenrichtung (A; > 1). Bei Anndhe-
rung an den kritischen Punkt gilt A; 5 — 1 (siche Abbildung 4.12) und die
Situation dhnelt derjenigen bei der zweidimensionalen Abbildung F'.

Der Eigenwerte Az, der nichtkritischen Eigenmoden Ly, (mit |Aj] < 1
und |A4] > 1) bleiben dagegen stets — auch am kritischen Punkt — in einem
endlichen Abstand von (—1,0) in der komplexen Zahlenebene (Abbildung
4.12). Die Punkte der gesuchten Trajektorien haben aber im allgemeinen
sowohl Komponenten ldngs einer der kritischen als auch der nichtkritischen
Eigenmoden. Storungen (Abweichungen von der stabilen Mannigfaltigkeit)
werden daher aufgrund des Beitrags der nichtordnenden Eigenmoden immer
mit einem relativ grofien Faktor vom Betrag |A4| > 1 anwachsen.

Aus diesem Grund ist es nicht moéglich, die Molekularfeldgleichungen mit
ahnlicher Genauigkeit wie fiir die (100)-Orientierung zu 16sen und beispiels-
weise Profile wie in Abbildung (4.6) zu erzeugen. Auch unter optimalen Be-
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dingungen gelingt es meist nur Teilgittermagnetisierungsprofile m2, m® bis
zu einem maximalen Schichtindex n von der Grofenordnung n = 10% zu
bestimmen.

4.4.3 Gewdhnlicher Ubergang

Die Ergebnisse unserer numerischen Analyse der Molekularfeldgleichungen
fir die (110)-Orientierung, unter Auseinandersetzung mit den oben geschil-
derten Schwierigkeiten, kann man kurz wie folgt zusammenfassen. In Abhén-
gigkeit von den Parametern H und H; finden wir zwei grundlegend verschie-
dene Arten von Loésungen. Im ersten Fall verschwindet das Ordnungspara-
meterprofil am kritischen Punkt und in der ungeordneten Volumenphase.
Dies entspricht dem naiv erwarteten Verhalten, da kein (effektives) ordnen-
des Oberflachenfeld vorhanden und die Wechselwirkung an der Oberflache
nicht verstarkt ist. Es ist nicht tberraschend, dafl man in diesem Fall die
kritischen Singularititen des gewdhnlichen Ubergangs wiederfindet. Diesen
Losungen wenden wir uns unten zu. Die Losungen mit nichtverschwindender
Oberflachenordnung am kritischen Punkt und in der ungeordneten Volumen-
phase werden dagegen im nachsten Abschnitt diskutiert.

Magnetisierungs- und Ordnungsparameterprofile

Abbildung 4.13 zeigt typische Beispiele fiir numerisch aus der Lésung des dis-
kreten nichtlinearen Dynamischen Systems erhaltene Profile von Ordnungs-
parameter und mittlerer Magnetisierung, definiert durch (4.121) und (4.122),
fir 7> T, und T < T.. Man beachte, daf in der ungeordneten Phase trotz
verschwindendem Ordnungsparameterproﬁl ein nichtverschwindendes homo-
genes Magnetisierungsprofil auftritt Dieses oszilliert (aufgrund der antifer-
romagnetischen Kopplung zwischen den benachbarten Schichten) um den
Volumenwert mg;s und beschreibt im Legierungsbild ein oszillierendes Segre-
gationsprofil mit abwechselnder Anreicherung von Teilchen der Sorte A oder
B in aufeinanderfolgenden Schichten. Solche oszillierenden Segregationspro-
file in binaren Legierungen wurden experimentell beobachtet und sind auch
aus theoretischer Sicht von Interesse (siche zum Beispiel [173].

Profil der nichtordnenden Dichte und Fluktuationseffekte

Ein Artefakt der Molekularfeldtheorie ist jedoch der stets exponentielle Zer-
fall des Segregationsprofils (auch am kritischen Punkt) auf der Langenskala
{, siehe Gleichung (4.120), die wir aus der Losung der linearisierten Glei-
chungen erhalten haben. Die Amplitude des Segregationsprofils ist namlich
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(a) B2-Phase (b) A2-Phase
T =0.970, H=225 H, =2 T =125 H=225 H =2
02 T T T T T 1 T T T T T
0.18 0.95 | .
On 0.16 My, 0.9 .
0.14 0.85 B
0.12 08 .
0.1 0.75 B
0.08 0.7 B
0.06 0.65
0.04 0.6 -
0.02 0.55 B
0 05 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12
L ' ' ' ' Gitterebene n
0.95
my,
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65

2 4 6 8 10 12
Gitterebene n

Abbildung 4.13: Profile von Ordnungsparameter ¢, und mittlerer Magne-
tisierung m,, fiir Parameterwerte (a) in der geordneten, und (b) in der
ungeordneten Volumenphase (in letzterem Fall ist ¢, = 0).

ein Beispiel einer nichtordnenden oder sekundiren Dichte, die das gleiche
fiihrende singuldre Verhalten hat wie die sogenannte Energiedichte ¢? (siehe
die Diskussion Seite 64f.). Auch sekundére Dichten zeigen daher am kriti-
schen Punkt einen Potenzabfall ~ 27%¢ als Funktion des Abstands z von
der Oberflache, wobei wg = (1 —a)/v die Skalendimension der Energiedichte
ist [174,175].

Der Defekt der Molekularfeldtheorie, den algebraischen Abfall der nicht-
ordnenden Dichte am kritischen Punkt nicht wiedergeben zu koénnen, ist je-
doch nicht verwunderlich. Die Molekularfeldtheorie differenziert nicht hin-
reichend fein zwischen den Erwartungswerten von ¢ und ¢?*. Symbolisch
ausgedriickt, wird der thermische Erwartungswert des (in feldtheoretischer
Sprechweise) ,,Operators® ¢* mit dem Quadrat des Erwartungswerts von ¢
gleichgesetzt: (¢?) = (4)?. Wenn daher das Ordnungsparameterprofil ver-
schwindet, ist auch das Energiedichteprofil Null. Im allgemeinen ist dies aber
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nicht richtig: aufgrund von Fluktuationen ist (¢*) # (¢)?. Es gibt nun Situa-
tionen, in denen das Ordnungsparameterprofil Null ist, aber ein raumlich in-
homogenes Energiedichteprofil vorliegt. Ein Standardbeispiel ist *He in einer
eingeschrinkten Geometrie nahe dem Ubergang zur suprafluiden Phase, da
es in diesem Fall in der Regel kein symmetriebrechendes, an den Ordnungspa-
rameter koppelndes Oberflichenfeld gibt (siehe die Diskussion in [174,175]).
Die Molekularfeldtheorie kann aufgrund der erwahnten Gleichsetzung von ¢
und ¢* solche Effekte im allgemeinen nicht beschreiben.

Temperatursingularitit des Oberflichenordnungsparameters

Wenn die Universalititsklasse des gewohnlichen Ubergangs realisiert ist, soll-
te der Ordnungsparameter ¢; an der Oberfliche fir ¢ — 0— nach einem
Potenzgesetz mit dem charakteristischen Exponenten 3y verschwinden, siehe
Gleichung (2.37). In Molekularfeldtheorie ist 3" = 1 [1], so daB dann ¢, line-
ar mit dem Abstand von der kritischen Temperatur gegen Null geht. Um dies
zu iiberpriifen, haben wir in Abbildung 4.14 den Oberflaichenordnungspara-
meter ¢ gegen die Temperatur aufgetragen. Das erwartete Potenzverhalten

¢1
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t=(T~-1.)/1.

Abbildung 4.14: Ordnungsparameter ¢; an der Oberfliche als Funktion
der Temperatur. Die eingezeichnete Gerade ist ein Fit an die numerischen
Daten.

by ~ |?E|5%\/IF:1 mit AMF = 1 ist sehr gut erfiillt. Das System zeigt also in der
Tat die fir die Universalitatsklasse des gewohnlichen Ubergangs typischen
kritischen Singularitéten.
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4.4.4 Segregationsinduzierte Oberflichenordnung

In bestimmten Parameterbereichen von H und H; finden wir Losungen der
Molekularfeldgleichungen mit spontaner Oberflachenordnung am kritischen
Punkt und in der ungeordneten Volumenphase, die, wie wir nachgepriift ha-
ben, eine niedrigere Freie Oberflichenenergie als die immer noch existieren-
den Losungen mit verschwindendem Ordnungsparameterprofil haben. Diese
Losungen sind im Vergleich zu denjenigen mit verschwindendem Ordnungs-
parameter nicht leicht zu finden. Fiir letztere reduziert sich ndmlich wegen

m2 = mP die vierdimensionale auf eine zweidimensionale Abbildung, was

eine erhebliche Vereinfachung bedeutet. Die Lésungen mit nichtverschwin-
dender spontaner Oberflichenordnung wurden von F. Schmid [15] in ihren
Molekularfeldrechnungen nicht beobachtet — dies konnte jedoch auch daran
gelegen haben, daf sie nicht im dafiir nétigen Parameterbereich gesucht hat.

Es erscheint uns wichtig darauf hinzuweisen, daf§ fiir das Auffinden der
Losungen mit nichtverschwindender, spontaner Oberflichenordnung die Be-
trachtung der vollen, nichtlinearen Gleichungen essentiell ist. Die um den
Volumenfixpunkt der A2-Phase linearisierten Molekularfeldgleichungen (sie-
he Abschnitt 4.4.1) haben namlich niemals Losungen mit von Null ver-
schiedenem Ordnungsparameterprofil in der A2-Phase. Die die Oberflachen-
randbedingung reprasentierende zweidimensionale Hyperebene W, Gleichung
(4.37), und die durch die beiden anziehenden Eigenvektoren L; und Ls, Glei-
chung (4.113), aufgespannte linearisierte stabile Mannigfaltigkeit des Fix-
punkts wais schneiden sich nur lings der Geraden {\L; € R*: A € R}. Damit
bleiben aber alle Trajektorien des linearisierten diskreten Dynamischen Sy-
stems, die die Oberflichen- und die Volumenrandbedingung erfiillen, stets in
dem eindimensionalen, durch die nichtordnende Eigenmode Lj aufgespann-
ten Unterraum und das Ordnungsparameterprofil verschwindet.

Es liegt hier ein hoherdimensionales Analogon zur Molekularfeldtheorie
des halbunendlichen Ising-Ferromagneten mit néchster-Nachbar-Wechselwir-
kung vor, die Pandit und Wortis [156] mit der Nichtlinearen-Abbildungsme-
thode untersucht haben. Die nichtlineare Abbildung ist in diesem Fall zwei-
dimensional, und sowohl linearisierte stabile Mannigfaltigkeit des jeweiligen
Fixpunkts als auch die Oberflichenrandbedingung sind Geraden. Letztere
verlauft, wenn kein Oberflichenmagnetfeld vorhanden ist, durch den Fix-
punkt der ungeordneten (paramagnetischen) Phase, und hat eine endliche
Steigung, die durch die Oberflichenverstarkung der Kopplungskonstante be-
stimmt wird. Wenn man keine Oberflachenmodifikation der Wechselwirkung
zulaflt, ist die Gerade vertikal, so wie bei uns im Fall der (100)-Orientierung
und der nichtlinearen Abbildung F'. Die beiden Geraden (Randbedingung

und linearisierte stabile Mannigfaltigkeit) schneiden sich daher — wenn sie
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nicht zufillig zusammenfallen sollten, was aber nicht der Fall ist — in genau
einem Punkt (dem Fixpunkt), und man erhélt ausschlieBlich Losungen mit
identisch verschwindendem Ordnungsparameterprofil, auch wenn die Ober-
flichenkopplung gegeniiber dem Volumen beliebig verstarkt ist. Die stabi-
le Mannigfaltigkeit der vollen (nichtlinearen) Abbildung ist dagegen eine
gekriimmte Kurve, und erst damit wird die Existenz neuer, nichttrivialer
Schnittpunkte mit der durch die Oberflichenrandbedingung definierten Ge-
raden moglich (siehe [156]). In dhnlicher Weise kann auch bei der von uns be-
trachteten vierdimensionalen Abbildung G erst die ,, Verzerrung® der stabilen
Mannigfaltigkeit des Fixpunkts der ungeordneten Volumenphase gegeniiber
der linearisierten Version zum Auftreten nichttrivialer Schnittpunkte fiithren,
die Losungen mit nichtverschwindender spontaner Oberflichenordnung be-
schreiben.

Abbildung 4.15 zeigt die Temperaturabhangigkeit des Oberflichenord-
nungsparameters ¢; iiber einen groBeren Temperaturbereich, der sowohl die
geordnete als auch die ungeordnete Volumenphase abdeckt. Das Ergebnis er-
innert sehr stark an den halbunendlichen Ising-Ferromagneten mit {iberkri-

tischer Oberflichenverstarkung der Wechselwirkung (Abbildung 2.5b). Das

A
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Abbildung 4.15: Ordnungsparameter ¢; an der Oberfliche als Funktion
der dimensionslosen Temperatur 7' fiir Werte von H und Hy, fiir die
das Phinomen der spontanen segregationsinduzierten Oberflichenordnung
auftritt (im Temperaturbereich T, < T < T..,).

von uns betrachtete Modell hat aber keine verstarkten Kopplungen an der
Oberflache, so daf} es einen anderen Grund fiir die spontane Oberflachenord-
nung geben mufl. Eine Erklarung im Rahmen der Kontinuumstheorie durch
die (lokale) Kopplung des Ordnungsparameters an nichtordnende Dichten
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werden wir in Kapitel 5 (Abschnitt 5.2.2) geben. Aber auch auf der Ebe-
ne des Gittermodells 148t sich der Effekt qualitativ verstehen. Der Schliissel
hierzu liegt, wie wir bereits in der Einfithrung angedeutet haben (Seite 3), in
der Oberflichensegregation.

Der Einflufl der Oberflichensegregation

Eine notwendige Voraussetzung, zumindest nach unseren numerischen Erfah-
rungen mit der Losung der Molekularfeldgleichungen, fiir das Auftreten der
oben beschriebenen spontanen Oberflichenordnung ist die Konkurrenz der
Volumen- und Oberflichenmagnetfelder // und ;. In den oben prisentier-
ten Beispielen betrug H =225und H, = —2.375, die Felder haben sich also
lokal an der Oberfliche nahezu neutralisiert. Es ist anschaulich klar, daf ein
homogenes Magnetfeld der Ausbildung von Teilgitterordnung entgegenwirkt.
Dies ist auch am Volumenphasendiagramm des Modells (Abblldung 2.9) zu
erkennen: fiir H = 0 ist die kritische Temperatur des A2-B2- Ubergangs am
héchsten. Wenn H und H; grof} sind und entgegengesetztes Vorzeichen ha-
ben, heifit dies aber, daf die Volumen- und Oberflachenmagnetisierung stark
voneinander abweichen. Dies entspricht im Legierungsbild einer deutlich aus-
gepragten Oberflachensegregation.

Allerdings kann man die Oberflache natiirlich nicht isoliert betrachten, da
ja gerade das Spezifikum der hier untersuchten oberflachenkritischen Phano-
mene an einem volumenkritischen Punkt die Existenz einer tief ins Volu-
men reichenden oberflichendominierten Randschicht ist (vergleiche Abbil-
dung 2.1). Obige heuristische Interpretation 148t sich aber auf eine solide-
re Grundlage stellen, indem man eine Grundzustandsanalyse des Modells
durchfithrt. Man sucht also diejenigen Spinkonfigurationen bei T = 0, die
die Wechselwirkungsenergie des Systems minimieren. In einem bestimmten
Parameterbereich, in dem H und H; insbesondere entgegengesetztes Vor-
zeichen haben, findet man tatsédchlich Konfigurationen, die eine lokale Teil-
gitterordnung an der Oberflache bei gleichzeitig ungeordnetem Volumen be-
sitzen [176]. Aus Stetigkeitsgriinden sollten diese Eigenschaften des Modells
auch noch in einem endlichen Temperaturbereich oberhalb von T=0 giltig
bleiben, wobei man ohne weitere Untersuchungen natiirlich keine Aussagen
dariiber machen kann, wie grof§ dieser Bereich ist.

Algebraischer Zerfall des kritischen Ordnungsparameterprofils

Abbildung 4.16 dokumentiert unseren Versuch, das kritische Ordnungspara-
meterprofil ¢, (fir =225 und I, = —2. 375) bis zu moglichst groBen

Schichtindizes n zu bestimmen. Dies ist uns aufgrund der in Abschnitt 4.4.2
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Abbildung 4.16: Kritisches Ordnungsparameterprofil in doppelt logarith-
mischer Auftragung fiir Parameterwerte, fiir die segregationsinduzierte,
spontane Oberflichenordnung in der ungeordneten Volumenphase auftritt.
Der erwartete Abfall nach der Potenzgesetz (4.95) wird durch die nume-
rischen Daten gut bestitigt (durchgezogene Linie). Hierbei wurden, wie
schon in Abbildung 4.6, die Amplitude C und der Parameter ng optimal
angepaft.

geschilderten numerischen Instabilitit mit einer verniinftigen Genauigkeit
nur bis zu etwa n = 30 gelungen. Mit entsprechenden Anstrengungen, et-
wa einer Erhéhung der Anzahl der signifikanten Stellen in den numerischen
Rechnungen, lieBe sich dieser Wert vermutlich noch erhéhen. Dennoch reichen
auch die von uns prasentierten Daten aus, um den am auflergewohnlichen und
normalen Ubergang erwarteten algebraischen Zerfall des Ordnungsparame-
terprofils zu iiberpriifen. In der Tat konnen wir das asymptotische Potenzge-
setz (4.95) sehr gut an die numerischen Daten anfitten (Abbildung 4.16).

Eine eindeutige Identifizierung der thermischen |¢|*=*-Singularitit des
Oberflichenordnungsparameters, wie wir sie fiir die (100)-Orientierung in
Abbildung 4.8 prasentiert haben, ist uns bislang aufgrund der begrenzten
Genauigkeit der Ergebnisse noch nicht moglich gewesen. Wir sind uns jedoch
sicher, da man auch dieses Ziel mit einem entsprechend hoheren numeri-
schen Aufwand erreichen konnte.

Temperatursingularitiat bei T = Tw

Auf der anderen Seite stellte es sich als unproblematisch heraus, die Singula-
ritat von ¢y fiir T' 1 T}, 5 aus unseren numerischen Daten herauszupréparieren.

Bei der Diskussion des auBergewohnlichen Ubergangs des halbunendli-
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chen Ising-Ferromagneten in Abschnitt 2.2.3 haben wir festgestellt (Seite
27), daB der ,,Oberflicheniibergang® bei T' = T, ; in die Universalitatsklasse
des (d — 1)-dimensionalen Ising-Modells fallt, wenn d > 2 die Raumdimensi-
on des halbunendlichen Systems bezeichnet. Gemafl der Molekularfeldtheorie
hangen aber die kritischen Exponenten nicht von d ab, was einer der bekann-
testen — und gravierendsten — Defizite dieser Naherung ist. Das Verschwinden
des Oberflachenordnungsparameters fir ¢ T ¢, = (T = T.)/T. gemaB dem Po-
tenzgesetz (2.42) sollte dann durch den Molekularfeldexponenten gMF = 1/2
beschrieben werden. Um dies nachzupriifen, haben wir in Abbildung 4.17 das
Quadrat von ¢; gegen die Temperatur aufgetragen. Diese Grofe miifite dem-
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Abbildung 4.17: Quadrat des Oberflichenordnungsparameters ¢ in der
Nihe des sogenannten ,,Oberflicheniibergangs® bei ¢t = t;. Wie erwartet,
verschwindet ¢? linear mit ¢ — ¢, = (T — T ) /T s

nach linear mit ¢ — ¢; verschwinden, was in der Tat durch die numerischen
Losungen bestatigt wird.

Bemerkungen zu Teraokas Ergebnissen

Wie in der Einfithrung erwéhnt (Seite 4), studierte auch Teraoka [20] die Mo-
lekularfeldgleichungen des bce-Ising-Antiferromagneten mit (110)-Oberfl-
che. Dabei beschrankte er sich auf eine reine nachste-Nachbar-Wechselwir-
kung und fand wie wir Losungen mit einer nichtverschwindenden Ober-
flachenordnung in der ungeordneten Volumenphase, woftr er die Auswir-
kungen der Oberflachensegregation verantwortlich machte. Teraoka 16ste die
Molekularfeldgleichungen jedoch nur approximativ unter Verwendung von
Annahmen, die unserer Meinung nach nicht ohne weiteres gerechtfertigt sind.
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So wurden die Gleichungen im lokalen Ordnungsparameter ¢, linearisiert und
fur diesen anschliefend ein Exponentialansatz der Form ¢, ~ e ™ mit x > 0
gemacht. In den mittleren Magnetisierungen m,,, Gleichung (4.122), fithrte er
dagegen keine Linearisierung durch — andernfalls wiirde man nach obiger Dis-
kussion (Seite 132f.) iiberhaupt keine Losungen mit spontaner Oberflachen-
ordnung bekommen. Die Naherungen Teraokas sind zweifellos gerechtfertigt,
wenn man das asymptotische Verhalten des Ordnungsparameterprofils ¢,
fiir n — oo bestimmen will und bereits weiff, da es iiberhaupt Lésungen mit
¢n # 0 gibt. Unsere numerischen Ergebnisse zeigen, daff das Ordnungspara-
meterprofil in den ersten Schichten zwei bis drei Schichten in der Regel noch
etwas oszilliert und erst dann in einen exponentiellen Zerfall beziehungsweise
in einen Potenzabfall am kritischen Punkt ubergeht (vergleiche Abbildung
4.16). Das Profil kann also sicherlich nicht bis n = 1 durch eine Exponential-
funktion beschrieben werden, so perfekt diese Naherung auch asymptotisch
fiir n — oo werden mag. Um die Fxistenz von Losungen der Molekular-
feldgleichungen mit spontaner Oberflichenordnung nachzuweisen, ist dieses
Vorgehen daher ungeeignet. Zumindest erscheint es uns ratsam, die Mole-
kularfeldgleichungen zur Bestdatigung des gefundenen Effekts ohne weitere
Naherungen zu losen, wie wir es hier getan haben.

Ein verwandtes Phinomen: oberflicheninduzierte Ordnung (SIO)

In [177,178] berichten die Autoren von einem Oberflichenordnungseffekt bei
einem fcc-Ising-Antiferromagneten, der dem in diesem Abschnitt untersuch-
ten Phanomen &hnelt: der sogenannten oberflicheninduzierten Ordnung oder
»310¢ (,surface induced order”). Wihrend die oberflicheninduzierte Unord-
nung in fce-Ising-Antiferromagneten beziehungsweise den durch sie modellier-
ten bindren Legierungen bereits seit langerem sowohl theoretisch [127,179] als
auch experimentell (siehe [14], Abschnitt 5.1) studiert wurde, ist die Erkennt-
nis, daB es an der Oberfliche derartiger Systeme auch zu einer spontanen
Ausbildung von Ordnung kommen kann, jiingeren Datums. Ahnlich wie wir
betrachteten die Autoren ein Modell ohne Oberflachenverstarkung der Kopp-
lungskonstanten (néchste- und iiberndchste-Nachbar-Wechselwirkung). Fiir
eine bestimmte Orientierung der Oberfliche beobachteten sie dann in Monte-
Carlo-Simulationen eine nichtverschwindende Oberflichenordnung in der un-
geordneten Volumenphase, die bei einer bestimmten ,oberflachenkritischen
Temperatur® T, s oberhalb der Ubergangstemperatur des Volumeniibergangs
zusammenbricht. Dabei konnte aus den vorliegenden Simulationsdaten tber-
zeugend begrindet werden, dal der Phaseniibergang bei T' = T., in die
Universalitatsklasse des zweidimensionalen Ising-Modells fallt. In dieser Hin-
sicht verhalt sich das System also ahnlich wie der bee-Ising-Antiferromagnet
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in dem Parameterbereich, in dem segregationsinduzierte Oberflichenordnung
auftritt. Allerdings ist der Volumentibergang im Fall des fcc-Ising-Antiferro-
magneten von erster Ordnung, was im wesentlichen dadurch begriindet ist,
daf} das fce-Gitter nicht bipartit ist wie das bee-Gitter, sich also nicht in zwei
sich gegenseitig durchdringende Teilgitter zerlegen 1a8t. Auch der Mechanis-
mus, der zur spontanen Oberflichenordnung fithrt, ist etwas anders als bei
uns, also nicht durch die Oberflichensegregation bedingt. Aufgrund des eben
geschilderten Charakters des fcc-Gitters, nicht bipartit zu sein, treten dort
namlich immer Frustrationseffekte auf: so konnen zum Beispiel niemals alle
nachsten-Nachbar-Bindungen antiferromagnetisch ,abgesattigt® werden. Fuir
bestimmte Oberflichenorientierungen sind diese Frustrationseffekte aber lo-
kal an der Oberfliche reduziert, was nach Meinung der Autoren die von ihnen
beobachtete Phanomene erklart.

Insgesamt geben die in diesem Abschnitt vorgelegten Ergebnisse deutli-
che Hinweise darauf, dafl in einem bestimmten Parameterbereich das ober-
flachenkritische Verhalten des Modells in die gemeinsame Universalitatsklasse
des auBergewShnlichen und normalen Ubergangs fillt. Dies kann aber an-
ders als bei der (100)-Oberflache nicht durch ein effektives ordnendes Ober-
flachenfeld erklart werden, das hier aus Symmetriegriinden ausgeschlossen
werden, sondern ist offensichtlich auf eine effektive tiberkritische Oberflachen-
verstarkung zuriickzufithren. Hierfiir spricht das Auftreten des Gegenstiicks
zu dem vom Studium des halbunendlichen Ising-Ferromagneten bekannten
Oberflicheniibergang, an dem die spontane Oberflichenordnung zusammen-

bricht.



Kapitel 5

Kontinuumstheorie

Hauptziel des vorliegenden Kapitels ist die Herleitung eines Landau-Ginz-
burg-Modells fiir die (100)-Orientierung, das die Nachteile der von Schmid in
[15] vorgeschlagenen Kontinuumstheorie vermeidet (siehe Seite 58fT.). Dieser
Aufgabe ist Abschnitt 5.1 gewidmet. Besonderes Augenmerk gilt dabei der
Randbedingung des Ordnungsparameterprofils an der Oberfliche und dem
Nachweis der Existenz eines effektiven ordnenden Oberflichenfeldes.

Auch fiir das Modell mit (110)-Oberflache haben wir eine Kontinuumsbe-
schreibung entwickelt, indem wir die Methode der Konzentrationsmoden auf
Systeme mit Oberfliche verallgemeinert haben [180]. Mit diesem Verfahren
gelang es uns, einiger subtiler Probleme Herr zu werden, die bei einer ,naiven®
Durchfithrung des Kontinuumslimes der Gittermolekularfeldgleichungen all-
zu leicht auftreten. Eine angemessene Darstellung wiirde jedoch den Rahmen
dieser Arbeit sprengen und ist einer geplanten zukiinftigen Verdffentlichung
vorbehalten. In Abschnitt 5.2 begniigen wir uns daher mit einer Erlauterung
der Grundprinzipien unserer Methode. Dies reicht jedoch aus, um insbeson-
dere den Mechanismus hinter der in Abschnitt 4.4 beschriebenen segregati-
onsinduzierten Oberflaichenordnung zu verstehen.

5.1 Kontinuumsmodell, (100)-Orientierung

Wie wir in Kapitel 2 erldutert haben (Seite 581f.), ist ein GroBteil der Schwie-
rigkeiten, mit denen die von Schmid hergeleitete Kontinuumstheorie behaf-
tet ist, auf die ungiinstige Definition (2.74) des lokalen Ordnungsparameters
zurtickzufithren. Obwohl auf der Ebene des Gittermodells sicherlich sinn-
voll, fithrt diese nach Ausfithrung des Kontinuumslimes zur Verletzung ei-
ner elementaren Symmetrie des Ausgangsproblems (Raumspiegelungsinvari-
anz) und damit zum Auftreten ungewohnlicher Volumenbeitrage zum Freie-
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Energie-Funktional, die nicht mit der iiblichen Form der Landau-Ginzburg-
Theorie fiir derartige Modelle kompatibel sind. Vorrangiges Ziel muf} es daher
zunéachst sein, eine im Hinblick auf den Kontinuumslimes besser geeignete
Wahl des lokalen Ordnungsparameters zu treffen.

5.1.1 Ableitung des Freie-Energie-Funktionals

Wir schlagen vor, den lokalen Ordnungsparameter fiir die n-te Schicht wie
folgt zu definieren:

1 1
0= 51" (ot +r00ms) =, ). o

Anschaulich gesprochen bildet man also &hnlich wie in (2.71) oder (2.74) die
lokale Differenz der Teilgittermagnetisierungen, wobei man aber drei Schich-
ten n — 1, n und n + 1 heranzieht. Deshalb ist diese Definition symmetrisch
inn — 1 und n + 1 und zeichnet keine Richtung ldngs der Achse senkrecht
zur Oberfliche aus

Mit der obigen Wahl von ¢, ist es uns in [171] gelungen, ein Landau-
Ginzburg-Funktional herzuleiten, dessen Volumenanteil mit den iblichen Er-
wartungen konform ist und das die Probleme der Schmidschen Kontinu-
umstheorie daher nicht kennt. Wir beschreiben im folgenden zunachst die
Ableitung der Landau-Ginzburg-Gleichungen im Volumen, ehe wir uns der

Randbedingung an der Oberfliche zuwenden.

Kontinuumslimes der Molekularfeldgleichungen: Volumen

Setzt man (5.1) in die Molekularfeldgleichungen (4.12) ein, so erhalt man

by = (—l)n'i'lgo(mn), n>1, (5.2)
mit
p(z) = —g + % + %artanhx. (5.3)

Die Funktion ¢(z) ist streng monoton und daher invertierbar. Die Umkehr-
funktion bezeichnen wir mit M(z), so da mit (5.2) gilt:

m, = M((=1)"*'¢,), n>1. (5.4)

Die anschauliche Bedeutung von M(z) kann man sich leicht klarmachen. Es

ist ndmlich M(¢) beziehungsweise M(—¢) die Magnetisierung von Teilgitter
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a beziehungsweise b als Funktion des Volumenordnungsparameters ¢. Dies
muf} aus Konsistenzgrinden allein schon wegen (5.4) gelten, weil man fir m,,
und ¢, die Volumenlésungen der Molekularfeldgleichungen einsetzen kann
und die Gleichung dann ebenfalls richtig sein mufl. Man prift aber auch
leicht explizit nach, daf die Molekularfeldgleichungen (4.41,4.42) im Volumen

aquivalent sind zu

a _ ,,b a _ .,b
wt =M (METTR )l - (SRR )

Insbesondere gilt daher M(0) = mg;s, und die Entwicklung von M(¢) in

Potenzen von ¢ lautet:

M($) = mais + MWp+ MPD§? + MOG® + O(¢*), (5.6)
mit
2
M(l) = ! = — .
M'(0) T+ u(mas)’ (5.7)
1
M® = —?mdisu(mdis)Q (M(l))g, (5.8)
M(3)_1_ 3pm Em )2 2_4 14 3m?2 AR NGV
— 1M dis U Mdis) —(1 + 3mg, ) u(mais) ( ),
6 T T2
(5.9)

und u(z) = 1/(1 — 2?).
Mit Hilfe von (5.2)-(5.4) konnen wir die Molekularfeldgleichungen (4.12)

vollstdandig in den Variablen ¢,, ausdriicken:
MU=1) o) + MU=1) i) = 2M((—1)16,) + A(=1)"b,. (5.10)

Im Kontinuumslimes ersetzt man nun den nur fiir diskrete Werte von n de-
finierten Schichtordnungsparameter ¢,, durch ein fir alle z > 0 definiertes,
raumlich langsam veranderliches Profil ¢(z), wobei die urspriinglichen Git-
terebenen an den Stellen z, = n — 1 sitzen. Bezeichnen qD und qb die erste und
zweite Ableitung des Kontinuumsprofils nach z, so folgt:

M(<_1>n¢n—1 ) + M(<_1>n¢n+1 )
= 2M((=1)"(20) + M'(0)6(2,) + O(¢0,6°).  (5.11)

Mit obiger Entwicklung erhdlt man aus (5.10) die Landau-Ginzburg-Glei-
chung

MW = 4¢ + 2M(—¢) — 2M(). (5.12)



142 Kontinuumstheorie

Randbedingung an der Oberfliche
Analog zu (5.10) kann man die Molekularfeldgleichung (4.13) an der Ober-

flache wie folgt umschreiben:
Das Analogon der Kontinuumsnaherung (5.11) lautet dann:

/

M(=2) = M(—(0)) — M'(0) <<p(0) + %é(m) I (5.14)

Setzt man diese Naherung in (5.13) ein und fordert die Giiltigkeit von (5.13)
auch bei z = 0, erhdlt man unter Vernachlissigung des Terms in der zweiten

Ableitung ¢ schlieBlich:
MUG(0) = =y — M(=5(0)). (5.15)
Die Landau-Ginzburg-Gleichung (5.12) mit der Randbedingung (5.15) erhalt

man durch die Variation eines Freie-Energie-Funktionals der Form

Haldl = [z (R0 V) HaG0). 60
Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir dieses Funktional lauten
MG =V'(¢), (5.17)
MOH0) = 7o) (.19
Es muf} also offensichtlich gelten

VI(9) = 46+ 2M(=6) = 2M(¢), fi(9) = —Fi = M(=9).  (5.19)
Sowohl V(&) als auch f,(¢) konnen in der iiblichen Weise in Potenzen von ¢

entwickelt werden (siehe [171]). In der Entwicklung von V' treten dabei aus
Symmetriegriinden nur gerade Potenzen auf.

In der phanomenologischen Landautheorie der oberflachenkritischen Phé-
nomene lautet die Randbedingung bei Anwesenheit eines zum Ordnungspa-
rameter konjugierten Oberflachenfeldes g; (siehe etwa [1]):

Rod(0) = 26(0) g, (520)

wobei Ry/2 der Koeflizient des Gradiententerms im Freie-Energie-Funktional
und die sogenannte Extrapolationslinge A ein Mafl fir die Oberflachen-
verstarkung der Wechselwirkungen ist. Falls die Wechselwirkungen an der
Oberflache nicht verstarkt sind, sollte A > 0 gelten.
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Berticksichtigt man nun die Entwicklung (5.6), so hat die Randbedin-
gung (5.15) in der Tat die erwartete Form mit Ry = M1, einer positiven
Extrapolationslange A = 1 und

g1 = Hy + mass. (5.21)

Dies ist also der gesuchte Ausdruck fur das effektive ordnende Oberflichenfeld
in Landaundherung. Man beachte, dafl sich unser Ergebnis fiir dieses Feld
von demjenigen, das Schmid in [15] hergeleitet hat, in wichtigen Aspekten
unterscheidet, wie wir in Kapitel 2 (Seite 63f.) betont haben. Insbesondere ist
g1 = gl(T H Hl) eine analytische Funktion der Gittermodellparameter, da
Mdis = mdls(T H) als Losung der Molekuldlfeldglelchung fiir die ungeordnete
Volumenphase analytisch von 7' und H abhéngt (siche Anhang A).

Um die Korrektheit der von uns abgeleiteten Ginzburg-Landau-Theorie
und inshesondere des Ausdrucks fiir das effektive ordnende Oberflichenfeld
zu liberpriifen, vergleichen wir im folgenden Abschnitt eine Vorhersage der
Kontinuumstheorie mit den numerischen Losungen der Molekularfeldglei-
chungen aus dem letzten Kapitel. Man beachte, daf} es sich hierbei durchaus
um einen empfindlichen, aussagekréftigen Test handelt: die Schmidsche Kon-
tinuumstheorie wiirde eine abweichende Voraussage liefern.

5.1.2 Vergleich mit der Gittermolekularfeldtheorie

Wir betrachten die in Abschnitt 4.3.3 ausfithrlich untersuchte Situation, in
der das effektive ordnende Oberflichenfeld genau am kritischen Punkt ver-
schwindet und daher in erster Naherung linear mit der reduzierten Tempera-
tur ¢ variiert. Aus der im letzten Abschnitt hergeleiteten Kontinuumstheorie
erhalt man relativ leicht eine Vorhersage fiir die beiden Amplituden ¢?,iv
Gleichung (4.101), die das lineare Verschwinden des Ordnungsparameters
fiir ¢ = 04 charakterisieren.

Dazu bedient man sich der ,,Oberflachenzustandsgleichung®, die man aus
dem Ginzburg-Landau-Funktional (5.16) erhalt. Die Variation des Ginzburg-
Landau-Funktionals ist vollkommen dquivalent zu einem Problem aus der
klassischen Mechanik, namlich der Bewegung eines Punktteilchens der Masse
M) in einem Potential —V. Es gilt daher insbesondere die Energieerhaltung.
Wenn man die Oberflachenrandbedingung (5.15) ebenso berticksichtigt wie
die Volumenrandbedingung ¢(z) — ¢ = (m?, —m?b,)/2 fiir z — oo, so folgt

aus der Energieerhaltung:

M@

() = V(d) = Ve, (5.22)
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mit Voo = V(¢s). In der ungeordneten Phase gilt ¢., = 0, wohingegen
in der geordneten Volumenphase |¢o.| proportional zu [¢['/? ist (zumindest
asymptotisch fir ¢ — 0). Daraus folgt:

0, t >0,
Voo = (rgl)f

(5.23)

24+ 0(t%), t<0,

120"

(1)

wobei man i’ und u) mit den Entwicklungskoeffizienten des Potentials V/(¢)

zusammenhangen:
V() = ;—%2 + %aﬁ“ +0(6°), (5.24)
mit
ro =it + 0, u=ul +O(1). (5.25)

Explizit erhalt man:

2 A
r(()l) =2— ——m, (H - 2mc> \ ugo) = 8

5 ot (5.26)

wobei m. die Magnetisierung am kritischen Punkt ist. Man {iberlegt sich
leicht, dafl wegen ¢y = 0 fiir ¢ = 0 (da das effektive ordnende Oberflachenfeld
am kritischen Punkt nach Voraussetzung verschwindet) in Ubereinstimmung

mit (4.101) in fithrender Ordnung gilt:
L= st + ... (5.27)

Um die Amplituden ¢ , zu bestimmen, beriicksichtigt man fi(¢) = —g1¢ +
O(¢*) und verschafft sich die Entwicklung von ¢; fiir ¢ — 0:

g =H +m.+ ¢+ 01, (5.28)

H— 2m,
g%l) =-——7 (5.29)

Da nach Voraussetzung Hy+m. = 0 ist, folgt durch Einsetzen in (5.22) unter
Beachtung von (5.23) in fithrender Ordnung in ¢:

0, t >0,

(<o + ) =1 ()

5.30
Y t* 1t <O0. (5:30)
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Daraus schliet man leicht:!

.
0 = g, 0 = e — —. (5.31)
6u(())

Das aus (5.27) und (5.31) folgende Ergebnis fiir die asymptotische Tem-
peraturabhingigkeit von ¢ ist (fiir einen Wert von H = 1.82396) in Ab-
bildung 4.11 eingezeichnet. Wie man erkennt, ergibt sich eine hervorragende
Ubereinstimmung mit den numerischen Lésungen der Gittermolekularfeld-
gleichungen.

Weitere Vergleiche zwischen den Vorhersagen unserer Kontinuumstheorie
und den numerischen Ergebnissen der Gittermolekularfeldtheorie finden sich
in [171]. Die Ubereinstimmung war stets bestens.

5.2 Skizzen zur (110)-Orientierung

Wie wir in der Einleitung zu diesem Kapitel angekiindigt haben, méchten wir
hier keine detaillierte Ableitung der Kontinuumstheorie fiir das Modell mit
symmetrieerhaltender (110)-Oberfliche geben, sondern diese in einer spéte-
ren, separaten Verdffentlichung nachreichen. Im folgenden konzentrieren wir
uns daher auf eine Darstellung der Grundideen unseres Verfahrens. Dies ist
jedoch keine gravierende Einschrankung, da sich die Struktur der Ergebnisse
bereits sehr gut mittels allgemeiner Symmetrieargumente verstehen 148t.

5.2.1 Methode der Konzentrationsmoden: Das Prinzip

Im Kern handelt es sich bei der Methode der Konzentrationsmoden um eine
Landau-Entwicklung des Freien-Energie-Funktionals (4.6) (oder eines ande-
ren, geeigneten Variationsfunktionals) nach den Fourierkoeffizienten der lo-
kalen Spinmagnetisierungen m;. Im Legierungsbild entsprechen die Magneti-
sierungen den lokalen Teilchenkonzentrationen oder Besetzungswahrschein-
lichkeiten (siehe Abschnitt 2.3.2), woraus sich die Namensgebung erklart.
Die Methode ist ein gebrauchliches Hilfsmittel in der Theorie der Ordnungs-
Unordnungsiibergénge in Legierungen (siehe [26,27] und [28], §4.4) und hat
bekannte Starken und Schwichen. In jiingerer Zeit wurde sie zudem auch
fiir die Vorhersage der Eigenschaften von Antiphasengrenzflachen in bindren
Legierungen verwendet [29,30]. Aus unserer Sicht hat sie unter anderem
den Vorteil einer groBeren Systematik und der Beseitigung einer gewissen

"Hier nehmen wir ohne Einschrankung H > 0 an. Fiir H < 0 wiirde stattdessen die
andere Lésung der quadratischen Gleichung (5.30) das Minimum der Freien Energie liefern.
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Willkiir bei der Durchfiihrung der Kontinuumsnéaherung. Wie man sich leicht
klarmacht, verlief etwa die Ableitung des Kontinuumsmodells fiir die (100)-
Orientierung im letzten Abschnitt nur deshalb so reibungslos, weil wir eine
geschickte Definition des lokalen Ordnungsparameters gewahlt haben und
das Modell auf nachste-Nachbar-Kopplungen beschrankt ist. Schon bei Vor-
liegen einer zusiatzlichen Wechselwirkung zwischen iiberniachsten Nachbarn
wiirde man durch Einsetzen in die Molekularfeldgleichungen keinen mit (5.2)
beziehungsweise (5.4) vergleichbaren lokalen Zusammenhang zwischen der
Schichtmagnetisierung m,, und dem lokalen Ordnungsparameter ¢,, mehr er-
halten.

Konzentrationsmodenzerlegung und Volumenfunktional

Eine der Grundannahmen der Methode besteht darin, daf} sich alle am Volu-
menphasentibergang beteiligten Phasen als Superposition endlich vieler Fou-
riermoden mit Wellenvektoren k;, 2 = 1,... . s darstellen lassen. Der A2-B2-
Ubergang ist in dieser Hinsicht besonders einfach, da sogar nur ein einziger
Wellenvektor beriicksichtigt werden muB. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
andern wir in diesem Abschnitt unsere bisherige Notation geringfiigig: Git-
tervektoren sollen jetzt mit R statt i, und die lokalen Magnetisierungen mit
m(R) statt m; bezeichnet werden. Mit dem Volumenordnungsparameter ¢
kann man dann schreiben:

m(R) = m + ¢e™R (5.32)

wobeil m die mittlere Volumenmagnetisierung und kg der ordnende Wellen-
vektor der B2-Phase ist (die Gitterkonstante wurde hier Eins gesetzt):

ko = 27(1,0,0). (5.33)

Um nun ein Kontinuumsfunktional vom Ginzburg-Landau-Typ herzuleiten,
1aBt man raumliche Fluktuationen des Ordnungsparameters auf groflen Lan-
genskalen zu:

m(R) = m + ¢(R)e™F, (5.34)

wobei ¢(R) rdumlich langsam veranderlich ist. Die obige Konzentrationsmo-
denzerlegung setzt man dann in das Freie-Energie-Funktional (4.6) ein und
entwickelt nach Potenzen des Ordnungsparameters. Nimmt man weiter an,
daf} die Wechselwirkung kurzreichweitig und daher eine Gradientenentwick-
lung sinnvoll ist und verwendet zudem, dafl ¢(R) rdumlich langsam verdnder-
lich, also die Fouriertransformierte q;(q) nur fiir Wellenvektoren in der Nahe
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von q = 0 merklich von Null verschieden ist, so landet man schlieBlich bei
einem Kontinuumsfunktional von der {iblichen ¢*-Form wie in (2.20).

Wir haben der Einfachheit halber oben im kanonischen Ensemble argu-
mentiert, also die Magnetisierung (Teilchenzahlen im Legierungsbild) festge-
halten. Wenn man wie im Rest dieser Arbeit eine grofkanonische Sichtweise
wahlt, also das Magnetfeld H (das heiit die Differenz der chemischen Poten-
tiale der beiden Teilchensorten) und nicht die Magnetisierung vorgibt, dann
mufl man in der Zerlegung (5.34) auch noch eine ,Nullmode“ berticksich-
tigen, also m ersetzen durch mg + Am(R), wobei my die Magnetisierung
eines geeigneten Referenzzustands ist, um den die Entwicklung ausgefiithrt
wird. In unserem Fall ist mg die Magnetisierung des ungeordneten Zustands
(mo = mais). Fithrt man dann die Kontinuumsnaherung wie oben beschrieben
durch, taucht im Freie-Energie-Funktional unter dem Integral eine Landau-
Freie-Energiedichte f;(¢, Am) auf, die, wenn man sie in Potenzen von ¢ und
Am entwickelt, beziiglich ¢ wieder von der iiblichen ¢*-Form ist. Wenn man
fo(¢, Am) bei gegebenen thermodynamischen Parametern (Temperatur und
homogenes Magnetfeld) beziiglich ¢ und Am minimiert und so die Gleichge-
wichtswerte von ¢ und Am bestimmt, stellt man fest, dal Am proportional
zu ¢? und daher nur dann von Null verschieden ist, wenn auch ¢ nicht ver-
schwindet (siehe [124], Kapitel II, Abschnitt 5). Aus diesem Grund nennt
man Am in der Landautheorie haufig einen sekunddren Ordnungsparameter.
Wir bevorzugen aber in dieser Arbeit die Bezeichnung ,nichtordnende Dich-
te“. Mit diesem Ergebnis der Landautheorie kann man auch den Grund fiir
das Auftreten der in Anhang A beschriebenen thermischen Singularitat der
mittleren Magnetisierung in Molekularfeldnaherung (das heifit die Unstetig-
keit der ersten Ableitung nach der reduzierten Temperatur) verstehen.

Das skizzierte Vorgehen ist tiblicher Standard und bedarf wohl keiner
weiteren Erlauterung. Wenn wir aber ein System mit Oberfliche betrach-
ten, treten interessante neue Aspekte auf, die unseres Wissens nach in der
Literatur noch keine Beachtung gefunden haben.

Erweiterung auf Systeme mit Oberfliche

In diesem Fall miissen neben ¢ = ¢(R) auch noch weitere Konzentrationsmo-
den berticksichtigt werden, die bildlich gesprochen durch die Oberflache (auf-
grund der gebrochenen Translationsinvarianz) ,angeregt® werden. Dies wird
schon aus der Analyse der Molekularfeldgleichungen im letzten Kapitel deut-
lich. Fiir die (110)-Orientierung erhalten wir immer ein nichtverschwindendes
Segregationsprofil, auch wenn das Ordnungsparameterprofil verschwindet.
Auch die nichtordnenden Dichten werden wegen ihrer Kopplung an das
Quadrat des Ordnungsparameters im allgemeinen auf grofien rdumlichen
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Skalen variieren und miissen daher in eine Kontinuumsbeschreibung aufge-
nommen werden. Der Konzentrationsmodenansatz fiir das System mit einer
(110)-Oberflache lautet dann (wie oben arbeiten wir der Einfachheit halber
wieder im kanonisches Ensemble)?

m(R) = m + ¢(R)e™F 4 (R)eM R, (5.35)
mit dem Wellenvektor k; der ,,Segregationsmode® e*1®:
k, = 2xn(1,1,0). (5.36)

In der ungeordneten Volumenphase kann die nichtordnende Dichte ¢ = ¢(R)
mit der (ortsabhédngigen) Amplitude des rdumlich oszillierenden Segregati-
onsprofils identifiziert werden, das wir in Abschnitt 4.4.3 studiert haben.

Mit dem Ansatz (5.35) fithrt man die Landauentwicklung weitgehend
parallel zum Volumenfall durch. Um eine Trennung des resultierenden Kon-
tinuumsfunktionals in einen Volumen- und Oberflachenanteil zu erreichen,
nimmt man weiterhin an, dafl die ,Stoérung® der mikroskopischen Wechselwir-
kungsparameter durch die Oberfliche kurzreichweitig ist, diese also hochstens
an der Oberfliche oder deren unmittelbarer Umgebung von ihren Volumen-
werten abweichen. Diese Bedingung ist bei dem hier betrachteten Modell
natiirlich erfiillt.

Das Endergebnis nach dem Kontinuumslimes fiir ein System, das das
Volumen V' ausfiillt, ist ein Funktional der Form [180]:

HLG[¢7 ¢] = Hb[¢7 IM + Hs [¢7 ¢] (537>

Der Volumenanteil ist ein lokales Funktional von ¢, ¢:

wlo. 0= [ (707 +506.0)). (5:39)

mit der Landau-Freien-Energiedichte fy(¢,1) des homogenen Volumensy-
stems. Der Oberflachenbeitrag hat ebenfalls eine lokale Struktur:

Hs[o, ¢] = . [s(é,9), (5.39)

mit einer geeigneten Landauschen Freien Oberflichenenergiedichte fy(¢, ).
Auch ohne die Rechnungen im einzelnen durchgefithrt zu haben, kann man
allein aufgrund von Symmetrieiiberlegungen, die denjenigen in Kapitel 3
ahneln, bereits sehr gut verstehen, welche Terme bei einer Entwicklung von
fs(¢,¢) nach Potenzen von ¢ und ¢ auftreten werden. Darauf mochten wir
nun eingehen.

2Es stellt sich heraus, daf noch weitere Konzentrationsmoden in den Ansatz einbezogen
werden miissen, der dementsprechend etwas komplizierter wird [180]. Dies ist aber fiir
unsere Argumentation unerheblich und soll daher nicht weiter erértert werden.
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Struktur der Landauentwicklung (Symmetrieiiberlegungen)

Die in der Entwicklung der Landauschen Freien-Energiedichte fy(¢, 1) des
Volumensystems auftretenden Terme miissen Invarianten beziiglich der Sym-
metriegruppe der ungeordneten Volumenphase sein. Diese Invarianten auf-
grund gruppen- und darstellungstheoretischer Uberlegungen zu klassifizieren,
ist eine der Grundaufgaben der Landautheorie. Es ist leicht zu sehen, daf ein
bestimmter Term, der aus einem endlichen Produkt von Konzentrationsmo-
den (beziehungsweise deren Amplituden) besteht, nur dann eine Invariante
ist, wenn die Summe der der zu den Moden gehorenden Wellenvektoren ein
reziproker Gittervektor ist. Dies schlieBt etwa im Falle des A2-B2-Ubergangs
alle ungeraden Potenzen von ¢ aus, da nur die geraden Vielfachen des ord-
nenden Wellenvektors (5.33) reziproke Gittervektoren sind.

Der Oberflachenanteil des Funktionals besitzt jedoch aufgrund der gebro-
chenen Translationsinvarianz eine kleinere Symmetriegruppe. Dementspre-
chend kénnen in der Landauentwicklung von f,(¢,) auch Terme auftreten,
die im Volumenfunktional verboten sind.

Man kann sich konkret iiberlegen, daf die Bedingung der Invarianz der
betreffenden Terme unter den erlaubten Symmetrietransformationen in der
Tat schwicher als im Volumen ist: die Summe der Wellenvektoren mufy nur
noch (modulo eines reziproken Gittervektors) in Richtung der Oberflichen-
normalen zeigen und nicht mehr selbst ein reziproker Gittervektor sein [180)].

Dieses Kriterium ist auch konsistent mit der Existenz eines effektiven
ordnenden Oberflichenfeldes fiir die (100)-Orientierung: in diesem Fall ist
namlich der ordnende B2-Wellenvektor kg parallel zur Oberflichennorma-
le, also wird insbesondere ein im Ordnungsparameter linearer Term in der
Entwicklung des Oberflichenanteils des Landaufunktionals auftreten, dessen
Koeffizient nichts anderes als das effektive ordnende Oberflichenfeld ¢, ist.

Im Falle der (110)-Orientierung ist ko nicht parallel zur Oberflachennor-
male und die Landauentwicklung von fs(¢, 1) enthélt nur gerade Potenzen
von ¢. Da aber der Wellenvektor (5.36) der Segregationsmode parallel zur
Oberflaichennormalen zeigt, konnen beispielsweise Kopplungsterme der Form
1¢? auftreten. Die allgemeine Struktur der Landauentwicklung von f; bis zu
quadratischer Ordnung in ¢ und in ¢ lautet daher:

/ a 1 a 1 / a 1 /
fi(8:8) = aonyp + 707+ 26+ RSt (540)
mit den zu den Termen ¢t (i = 0,2,4,..., 7 =1,2,3,...) gehorigen Ko-
effizienten g; ;, die im allgemeinen von allen Gittermodellparametern 7', H
und abhangen. Wegen der Abwesenheit verstarkter Oberflachenkopplun-

gen muf azo > 0 gelten, auBerdem ist auch agy > 0. Dagegen hiangen ag
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und ay linear von H und H, ab und kénnen daher sowohl positives als auch
negatives Vorzeichen haben. Dies folgt auch aus Symmetriegriinden und ist
zumindest im Falle von ag; und der Abhangigkeit von H, sofort einsichtig: die
Segregationsmode e*!® nimmt auf aufeinanderfolgenden (110)-Gitterebenen
jeweils die Werte 1 an, das Feld H, koppelt aber linear an die Spins der
ersten Schicht und damit auch linear an ¢(R) an der Oberflache.

5.2.2 Die effektive iiberkritische Oberflaichenverstar-
kung

Aus dem Ergebnis (5.40) wird nun auch der Mechanismus, der zu der in
Abschnitt 4.4.4 festgestellten spontanen Oberflachenordnung fithrt, deutlich.
Um zumindest auf heuristischem Niveau einen Zusammenhang mit der tibli-
chen halbunendlichen ¢*-Theorie, siche Gleichung (2.33), herzustellen, kann
man einen ,effektiven Koeffizienten® cyeq vor dem in ¢ quadratischen Term
im Oberflichenanteil der Landauschen Freien Energie einfithren:

Coeff = 2,0 + a2,1%(0). (5.41)

Wenn a;11(0) hinreichend negativ wird, ist also ¢g s < 0 moglich. Dies kann
die Ausbildung spontaner Oberflichenordnung auslésen. Natiirlich ist dieses
Argument in seiner hier prasentierten sehr einfachen Form noch nicht wirklich
stichhaltig, da der Wert ¢ (0) der nichtordnenden Dichte an der Oberflache
nicht wie ein konstanter Koeffizient behandelt werden darf. Aus der Varia-
tion von (5.37) erhdlt man ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem fiir
die Profile ¢ = ¢(z) und ¢» = ¥(z) mit Randbedingungen bei z = 0, und
erst dadurch wird ¢(0) bestimmt. Dennoch bleibt die Uberlegung zumindest
qualitativ richtig.

Man kann verifizieren, dafl die oben gegebene Erklarung der spontanen
Oberflachenordnung im Rahmen der Kontinuumsbeschreibung konsistent ist
mit den Argumenten, die wir in Abschnitt 4.4.4 angefithrt haben (Seite 134).
Sei etwa ohne Einschrankung H positiv, so dab az1 > 0 ist [180]. Die Segre-
gationsamplitude ¥ (0) an der Oberfliche mufl dann negativ sein und einen
hinreichend groflen Betrag haben, damit ¢y ¢ < 0 gilt. Dazu benétigt man ein
negatives Oberflichenfeld H; < 0. Tm Bild des Gittermodells muB nimlich
die mittlere Magnetisierung in der ersten Schicht kleiner als Null sein, was
durch ein negatives Feld M bewirkt wird. Eine notwendige Voraussetzung
fiir das Auftreten der spontanen Oberflachenordnung ist also die Konkurrenz

von Volumen- und Oberflachenmagnetfeld, im Einklang mit der Diskussion
in Abschnitt 4.4.4.



Kapitel 6

Exkurs iiber das
Benetzungsverhalten

Benetzungsphénomene treten an Volumeniibergdngen erster Ordnung auf.
Auf den ersten Blick wiirde man diese daher nicht mit dem hier untersuchten
Modell, das einen kontinuierlichen A2-B2-Ubergang aufweist, in Verbindung
bringen. Dies ist aber nur die halbe Wahrheit: das Gebiet im Phasendia-
gramm (Abbildung 2.9), in dem die B2-Phase stabil ist, stellt namlich eine
Koexistenzflache fiir die beiden geordneten Zustande dar, in denen Rolle der
beiden Teilgitter vertauscht ist. Im Fall der (100)-Oberfliche existiert aber
auch ein effektives, von der Temperatur abhidngiges ordnendes Oberflachen-
feld g1 # 0, das einen der beiden im Volumen gleichberechtigten B2-Zustande
lokal bevorzugt. Aus diesem Grund kann es dhnlich wie beim halbunendli-
chen Ising-Ferromagneten in einem duBleren Oberflichenmagnetfeld zu Be-
netzungsiibergangen kommen. In diesem Kapitel prasentieren wir das Benet-
zungsphasendiagramm fiir das Modell mit (100)-Oberflache in dem durch T,
H und H, aufgespannten thermodynamischen Parameterraum.

Zunéchst geben wir am Beispiel des Ising-Ferromagneten einen groben
Uberblick iiber einige Aspekte von Benetzungsphinomenen (Abschnitt 6.1).
Anschlielend stellen wir unsere Ergebnisse fiir den bee-Ising- Antiferromagne-

ten mit (100)-Oberfliche vor (Abschnitt 6.2).

6.1 Benetzung beim Ising-Ferromagneten

Die Terminologie der Benetzungsphanomene ist sehr stark durch das — aus
Anwendungssicht in der Regel wichtigste — Beispiel fluider Systeme gepragt.
Dennoch sind Benetzungsphénomene (fiir einen Uberblick siehe etwa [181])
keineswegs auf letztere beschrankt, sondern wurden unter anderem in bindren
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Legierungen in Form der sogenannten ,oberflicheninduzierten Unordnung*
beobachtet (siche [14], Kapitel 5.1).

Ein einfaches Gittermodell, an dem sich Benetzungsiiberginge in Syste-
men studieren lassen, die durch kurzreichweitige Wechselwirkungen domi-
niert werden, ist der halbunendliche Ising-Ferromagnet in &ufleren Volumen-
und Oberflichenmagnetfeldern H und H;. Diesen hatten wir bereits in Ab-
schnitt 2.2.1 zur Illustration der verschiedenen Oberflachenuniversalitatsklas-
sen an einem Volumeniibergang der Ising-Universalitdtsklasse herangezogen.

Der halbunendliche Ising-Ferromagnet kann Benetzungsiibergéange durch-
laufen, wenn miteinander konkurrierende Randbedingungen an der Ober-
fliche und 1im Volumen vorliegen. So kann man etwa fir 7' < T, einen
der beiden Volumenzusténde (ohne Einschrankung denjenigen mit negativer
Magnetisierung) durch ein kleines Feld H < 0 stabilisieren, das man an-
schliefend gegen Null gehen 148t (H — 0—). Wenn nun das Oberflachenfeld
entgegengesetztes Vorzeichen hat (H; > 0), kommt es zur Ausbildung einer
Phasengrenzflaiche oder Doméanenwand, da dann die Oberfliche die andere
Volumenphase bevorzugt (Abbildung 6.1). Der entstehende Benetzungsfilm
hat, solange H # 0 gilt, eine endliche Dicke [, = ,,(T, H, Hy). Im allgemei-

Abbildung 6.1: Magnetisierungsprofil des halbunendlichen Ising-Ferromag-
neten bei konkurrierenden Randbedingungen an der Oberfliche und im
Volumen. Es kommt zur Ausbildung einer Phasengrenze im Abstand [,

von der Oberflache.

nen existiert nun eine (von H; abhéngige) Benetzungstemperatur T, < T,
so dafB die Dicke [,,(T, H, Hy) des Benetzungsfilms im Limes H — 0— (wenn
man also wieder an die Zweiphasenkoexistenz herangeht) endlich bleibt fir

T < T, und divergiert fiir T, > T > T,

lo(T,H,Hy) = 0o fiir H = 0—, T, >T >T,. (6.1)
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Hierbei spricht man auch von vollstindiger Benetzung. Nach einem bertthm-
ten Argument von Cahn [182] erwartet man hinreichend nahe an einem
kritischen Punkt immer vollstandige Benetzung. Die Benetzungstemperatur
ist umso niedriger, je starker das Oberflichenfeld ist, da der Energiegewinn
durch die an der Oberfliche adsorbierte Phase dann umso groBer ausfallt.
Ferner kann der Benetzungsphaseniibergang von erster Ordnung oder
kontinuierlich sein, je nachdem ob die Dicke (7,0, H) des Benetzungsfilms
auf der Koexistenzlinie von einem endlichen Wert fiir 7' < T, auf unendlich
fir T, < T < T, springt oder kontinuierlich im Limes T' 1 T, divergiert.
Das Benetzungsverhalten des Ising-Ferromagneten wurde sowohl durch
Studium des Gittermodells selbst [183] als auch im Rahmen der halbunend-
lichen ¢*-Theorie [184] in der Vergangenheit sehr ausfiihrlich untersucht.

6.2 Benetzung beim bcc-Ising- Antiferromag-
neten

In der B2-Phase mit ihrer spontan gebrochenen Symmetrie konnen zwei B2-
Zustande miteinander koexistieren, die durch Vertauschung der beiden Teil-
gitter a und b (entsprechend einem Wechsel des Vorzeichens des Volumenord-
nungsparameters) auseinander hervorgehen. Die Situation ist insofern analog
zum Ising-Ferromagneten: auch dort existieren fir T < T, zwei geordnete
Volumenphasen, die sich nur im Vorzeichen der spontanen Magnetisierung
unterscheiden. Ein homogenes Volumenmagnetfeld H # 0 hebt diese Ent-
artung auf. Stimmt man das Magnetfeld H bei fester Temperatur 7' < T,
beispielsweise von positiven zu negativen Werten durch, so durchlauft das Sy-
stem bei H = 0 einen Phaseniibergang erster Ordnung zwischen den beiden
ferromagnetischen Zustanden.

Beim Ising-Antiferromagneten iibernimmt die Rolle von H (das nicht
an den Ordnungsparameter des Ubergangs koppelt) ein alternierendes oder
,staggered“ Feld HT, das aber unphysikalisch ist (vergleiche Seite 42) und
daher gewohnlich Null gesetzt wird. Wenn man jedoch den thermodynami-
schen Parameterraum um ein  kiinstliches® Feld HT erweitert, wire die La-
ge ganz analog wie beim Ising-Ferromagneten.! Tm Unterschied zum Tsing-
Ferromagneten hat man hier allerdings eine Linie von kritischen Punkten
(sieche das Phasendiagramm in Abbildung 2.9) und dementsprechend eine
Koexistenzfldche, die aus dem von der kritischen Linie und der H-Achse

'Die Einfiihrung solcher eigentlich unphysikalischer Felder wie H geht maBgeblich auf
R. B. Griffiths zuriick, der mit diesem Kunstgriff wesentliche Fortschritte im theoretischen
Verstandnis trikritischer Punkte erzielte [185,186].
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eingeschlossenen Gebiet besteht.

Antiphasengrenzflichen

Das Gegenstiick zur Doménenwand des Ferromagneten ist bei Ising-Antifer-
romagneten und bindren Legierungen als ,, Antiphasengrenzflaiche® bekannt.
Dort stoflen zwei Volumenzustande mit entgegengesetztem Vorzeichen des
(B2-) Ordnungsparameters aufeinander. An die Stelle von H; beim Ising-
Ferromagneten tritt nun ¢;, das aber keine Konstante mehr ist, sondern von
der (dimensionslosen) Temperatur T und den nichtordnenden Felder H und
[:[1 abhangt.

Jede reale Legierung weist immer eine endliche Konzentration derarti-
ger Antiphasengrenzflichen auf (zum Beispiel aufgrund von Defekten des
Kristallgitters, die wie ein ,Keim* fiir derartige topologische Stérungen des
homogenen Volumenzustands wirken). Diese kénnen auch experimentell de-
tektiert werden [187]. Einige der Antiphasengrenzflichen werden auch in der
Néhe der Oberfliche liegen und zu Ordnungsparameterkonfigurationen von
der in Abbildung 6.1 gezeigten Art fithren. Ganz analog wie beim Ising-
Ferromagneten kann man sich nun fragen, ob die Dicke des Benetzungsfilms
endlich bleibt oder divergiert, wenn man etwa die Temperatur (oder auch die
anderen Parameter des Modells, das heifit die nichtordnenden Felder H und
H 1) variiert. Da das effektive ordnende Oberflichenfeld temperaturabhéingig
ist und an bestimmten Stellen im Parameterraum verschwindet (siche Abbil-
dung 4.9), erwartet man ein reichhaltiges Benetzungsverhalten des Modells
im Raum der thermodynamischen Parameter T H und H,.

Diese Vermutung wird durch konkrete Rechnungen bestatigt. Das vol-
le Benetzungsphasendiagramm des Modells im Raum der Parameter T =
kgT/(4]J)), H = H/(4]J]) und ﬁl = H;/(4|J]) wurde von A. Drewitz
durch Minimierung des im letzten Kapitel hergeleiteten Ginzburg-Landau-
Funktionals (5.16) numerisch berechnet [188,189] und ist in den Abbildungen
6.2 und 6.3 dargestellt. Zwei Beispiele fiir Schnitte bei festem H sind in Ab-
bildung 6.4 dargestellt. Man beachte, daB das Phasendiagramm sowohl in H-
als auch in H,-Richtung begrenzt ist: zum einen, weil fiir hinreichend groBes
|ﬁ | die B2-Phase zerstort wird (vergleiche das Volumenphasendiagramin,
Abbildung 2.9), zum anderen, weil H, linear in das effektive ordnende Ober-
flachenfeld g; eingeht und fiir sehr grofles |g;| die Benetzungstemperatur —
im Einklang mit der Anschauung — gegen Null tendiert.

Aufgrund des im Vergleich zum Ising-Ferromagneten gréfieren, dreidi-
mensionalen Parameterraums hat das das Phasendiagramm einige neuartige
Merkmale. Hierzu gehort das Auftreten einer Linie von trikritischen Punk-
ten, die die Gebiete, innerhalb derer der Benetzungsiibergang kontinuierlich
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Abbildung 6.2: Benetzungsphasendiagramm des bee-Ising-Antiferromagne-
ten mit (100)-Oberfliche im dreidimensionalen Parameterraum des Mo-
dells. Die zweidimensionale Fldche, auf der die Phaseniibergdnge auftreten,
ist hier durch ein Netz aus Linien konstanter Temperatur 7" beziehungswei-
se konstanten Volumenfeldes H veranschaulicht, um die riumliche Struk-
tur besser sichtbar zu machen. Siehe auch Abbildung 6.3.

beziehungsweise von erster Ordnung ist, voneinander trennt.
Andeutungsweise zu erkennen (und durch eine genauere Datenanalyse ve-
rifizierbar) ist in Abbildung 6.3 ein ,re-entrant“-Verhalten dhnlich zu demje-
nigen beim Volumenphasendiagramm (Abbildung 2.9). Fiir bestimmte Wer-
te in der H-H,-Ebene in der Nihe der »Kappe“ des Phasendiagramms (bei
hinreichend grofien Werten von H ) gibt es zwei Benetzungstemperaturen:
man durchlauft, wenn man bei festem H und H, die Temperatur erniedrigt,
zunichst einen Ubergang von der benetzten Phase zu einem Zustand mit
mikroskopisch diinnem Benetzungsfilm, um anschlieBend wieder zuriick zur
benetzten Phase zu gelangen. Da ein ahnliches ,re-entrant“-Verhalten beim
Volumenphasendiagramm vermutlich kein Artefakt der Molekularfeldnahe-
rung ist, sondern auch in Monte-Carlo-Simulationen gesehen wurde (verglei-
che die Diskussion auf Seite 48), verwundert es nicht, dal man ein ana-
loges Phanomen auch im Oberflichenphasendiagramm des Modells findet.
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Abbildung 6.3: Andere Darstellungsart des Benetzungsphasendiagramms
aus Abbildung 6.2. In dem dunkler schattierten Gebiet ist der Benet-
zungsphaseniibergang kontinuierlich, in dem helleren von erster Ordnung.
Zwischen diesen Gebieten liegt eine Linie trikritischer Punkte. Die in Ab-
bildung 6.2 zu sehende ,Kappe“ des Phasendiagramms im Bereich von
H > 2 ist hier nicht eingezeichnet.

Es wiére reizvoll zu untersuchen, ob man durch Simulationen die qualitative
Gestalt des Benetzungsphasendiagramm und insbesondere die ,re-entrant®-
Uberginge nachweisen konnte. Dieser Aufgabe hat sich aber bislang noch
niemand angenommen.

Mittels Monte-Carlo-Simulationen wurden allerdings in jingerer Zeit Be-
netzungsiibergénge (oberflicheninduzierte Unordnung) am A2-DO3-Uber-
gang untersucht [190]. Dazu wurde ein Modell mit nichster- und iibernéch-
ster-Nachbar-Wechselwirkung betrachtet (sonst existiert weder ein B2-DO3-
noch ein A27D03—Ubergang). Es stellte sich heraus, dafl das Benetzungsver-

halten von der Oberflichenorientierung abhéngt, und zwar aufgrund ganz
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Abbildung 6.4: Schnitte durch das Benetzungsphasendiagramm bei H =1
und H = 1.5 (aus [189]). Die durchgezogenen und punktierten Linien ge-
ben die Benetzungstemperatur Tw als Funktion von I:Il an: fir T < Tw
hat der Benetzungsfilm eine endliche Dicke [, (siehe die Ordnungspara-
meterprofile in den Einsitzen), fiir Ty, < T < T, ist dagegen [, = oo.
Entlang der durchgezogenen Kurve ist der Ubergang kontinuierlich und
entlang der punktierten Linien von erster Ordnung. Auf der strichpunk-
tierten Linie verschwindet das effektive ordnende Oberflichenfeld g¢;.

dhnlicher Mechanismen, wie sie beim A2-B2-Ubergang wirksam sind (Exi-
stenz eines effektiven ordnenden Oberflachenfeldes fiir bestimmte Orientie-
rungen).

Vergleich mit der Gittermolekularfeldtheorie

Weiterhin haben wir die Benetzungstemperatur an einigen Stellen im Para-
meterraum auch durch Losung der Gittermolekularfeldgleichungen mit den



158 Exkurs iiber das Benetzungsverhalten

in Kapitel 4 beschriebenen Methoden bestimmt. Dazu verschafft man sich
zunachst Sequenzen von ,Benetzungsprofilen®, wie sie in Abbildung 4.5b
gezeigt sind. Wie in Abschnitt 4.3 (Seite 110f.) erldutert, existieren in der
geordneten Phase im allgemeinen unendlich viele Schnittpunkte der Ober-
flichenrandbedingung mit der anziehenden Mannigfaltigkeit des betreffenden
Volumenfixpunkts, weshalb man solche Losungssequenzen ohne Probleme fin-
det. Jedes einzelne Profil ist aber im allgemeinen nur ein lokales Minimum
des Freien-Energie-Funktionals. Um das globale Minimum zu finden, muf
man daher anschliefend die Freien Oberflachenenergien pro Spin fiir die ein-
zelnen Profile miteinander vergleichen. Diese erhalt man durch Einsetzen der
Losungen in das Funktional (4.6) und Subtraktion des Volumenanteils, ganz
ahnlich wie man etwa fiir ein Modell in Filmgeometrie die Freie Oberflachen-
energie gemaf (2.29) definiert. Fallen die derart berechneten Freien Ober-
flachenenergiedichten monoton auf einen endlichen Grenzwert ab, wenn die
Position der Grenzfliche immer tiefer in das Volumen hineinwandert, liegt
das globale Minimum und damit die Gleichgewichtslosung offenbar bei ei-
nem unendlich dicken Benetzungsfilm. Wenn man dagegen ein Minimum fir
ein Profil mit einem endlichen Abstand der Antiphasengrenzfliche von der
Oberflache erhilt, ist die Oberflache nicht benetzt. Auf diese Weise kann man
versuchen (im Sinne einer Intervallschachtelung) die Benetzungstemperatur
immer genauer einzugrenzen.

Das oben skizzierte, numerisch aufwendige Verfahren wurde nun stichpro-
benartig fiir einige Parameterwerte durchgefithrt und jedes Mal eine nahezu
perfekte Ubereinstimmung mit den Vorhersagen der Kontinuumstheorie ge-
funden [191]. Dies ist ein weiterer Beleg fiir deren Richtigkeit.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir das oberflichenkritische Verhalten eines halbun-
endlichen bee-Tsing- Antiferromagneten untersucht, der unter anderem als mi-
nimales Modell fiir bindre Legierungen mit einem kontinuierlichen Ordnungs-
Unordnungsiibergang vom A2-B2-Typ aufgefaBt werden kann. Die Para-
meter des Modells sind die antiferromagnetische néchste-Nachbar-Kopplung
J < 0 sowie das homogene Volumenmagnetfeld A und das homogene Ober-
flachenfeld Hy beziehungsweise die entsprechenden reduzierten Grofien H=
H/(4]J|) und Hy = Hy/(4|J]). Im Legierungsbild kann H als Differenz der
chemischen Potentiale der beiden Teilchensorten und H; als Oberflachense-
gregationsfeld gedeutet werden. Sowohl H als auch H; sind im allgemeinen

Aufgrund von Effekten, die kein Gegenstiick beim Ising-Ferromagneten
haben, zeigt das Modell ein nichttriviales Oberflichenordnungsverhalten. Ins-
besondere kann es zur Ausbildung langreichweitiger Oberflichenordnung in
der ungeordneten Volumenphase kommen, obwohl weder ein explizites ord-
nendes (,staggered“) Oberflichenfeld vorhanden ist noch die Wechselwirkun-
gen an der Oberfliche gegeniiber dem Volumen verstarkt sind. Fir dieses
unerwartete Verhalten sind zwei Mechanismen verantwortlich: zum einen die
explizite Brechung der Teilgittersymmetrie fiir bestimmte Oberflachenori-
entierungen, und andererseits (bei symmetrieerhaltender Orientierung) der
Einflufl der Oberflachensegregation oder allgemeiner, sogenannter nichtord-
nender Dichten. Auch wenn diese Phdnomene zum Teil bereits von anderen
Autoren beschrieben wurden [15,20], ging man der Frage nach den Folgen
fiir die universellen oberflachenkritischen Eigenschaften bislang kaum nach
oder zog die unserer Meinung nach falschen Schliisse.

Um das universelle oberflachenkritische Verhalten zu untersuchen, ha-
ben wir exemplarisch Systeme mit einer (100)- und einer (110)-Oberflache
betrachtet. Eine tiberwiegend numerische Analyse der Gittermolekularfeld-
gleichungen mit Methoden der nichtlinearen Dynamik (Darstellung als re-
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kursiver nichtlinearer Abbildung) hat iiberzeugende Belege fir die folgenden
Aussagen geliefert:

(1) Diesymmetriebrechende (100)-Oberfliche zeigt im allgemeinen das uni-
verselle Verhalten des sogenannten normalen Ubergangs.

(2) Bei symmetrieerhaltender (110)-Oberfliche hingt die Universalitats-
klasse ab von den Werten von H und [:[1. Wahrend man in einem
breiten Parameterbereich die universellen kritischen Eigenschaften des
gewshnlichen Ubergangs findet, ist bei geeigneter Abstimmung von
H und I, (insbesondere miissen diese entgegengesetztes Vorzeichen
haben) das Phanomen der spontanen segregationsinduzierten Ober-
flachenordnung moglich. Das System durchlauft dann am volumenkri-
tischen Punkt den sogenannten aufergewéhnlichen Ubergang, der in
dieselbe Universalititsklasse wie der normale Ubergang fillt.

Ein Nachweis von (1) wurde in einer fritheren Arbeit im Rahmen von Trans-
fermatrizenrechnungen fir eine zweidimensionale Variante des Modells er-
bracht [23,24]. Die hier prasentierten Untersuchungen kénnen als eine Aus-
dehnung dieser Ergebnisse auf dreidimensionale Systeme angesehen werden.

Die Abhéngigkeit der Oberflichenuniversalitatsklasse von der Orientie-
rung der Oberflache und dem Einflul nichtordnender Dichten lassen sich auch
im Rahmen von Kontinuumstheorien verstehen, die wir durch eine sorgfélti-
ge Durchfithrung des Kontinuumslimes aus dem Gittermodell hergeleitet ha-
ben. Im Falle der (100)-Orientierung ist das hervorstechendste Merkmal die
Existenz eines auch aus allgemeinen Symmetrieiiberlegungen im Sinne der
Landautheorie folgenden effektiven ordnenden Oberflichenfelds g; # 0. Des-
sen Vorhandensein hat auch abseits des kritischen Punkts nichttriviale Aus-
wirkungen und fithrt zu einem reichhaltigen Benetzungsphasendiagramm.

Fiir die symmetrieerhaltende (110)-Orientierung haben wir mit der Me-
thode der Konzentrationsmoden eine mehrkomponentige Landau-Ginzburg-
Theorie hergeleitet, die neben dem Ordnungsparameter auch noch (minde-
stens) eine nichtordnende Dichte enthélt. Die Kopplung letzterer an den Ord-
nungsparameter kann dhnlich wirken wie eine eflektive Oberflichenverstar-
kung der Wechselwirkung und damit das Phanomen der segregationsinduzier-
ten Oberflichenordnung (und das Auftreten der kritischen Singularitaten des
auBergewohnlichen Ubergangs in diesem Fall) erkléren.

Eine Erweiterung der hier angestellten Untersuchungen auf andere konti-
nuierliche Ordnungs-Unordnungsiibergédnge sollte unproblematisch sein und
wiirde aller Voraussicht nach zu ganz analogen Ergebnissen fiihren. Wiin-
schenswert wire sicherlich auch die Durchfithrung von Monte-Carlo-Simula-
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tionen, um unsere SchluBfolgerungen noch einmal mit einer anderen, un-
abhéngigen Methode zu bekraftigen.

Von Interesse im Hinblick auf die in Kapitel 2 diskutierten Experimen-
te an FesAl ist insbesondere der B2-DO3-Ubergang. Dies fithrt unmittelbar
auf die Frage, wie die derzeit noch sehr wenigen verfiigharen experimentel-
len Ergebnisse zum oberflachenkritischen Verhalten bindrer Legierungen im
Lichte der Erkenntnisse dieser Arbeit zu beurteilen sind. Hier mufl man un-
serer Meinung nach zuriickhaltend sein. Fin zufriedenstellendes Verstandnis
der FezAl-Experimente steht aus den in Kapitel 2 erlauterten Griinden (sie-
he Seite 66) noch aus. Dagegen sind die neueren Experimente an FeCo [136]
konsistent mit unseren theoretischen Resultaten. Allerdings ist es dort auf-
grund von Schwierigkeiten bei der Ziichtung geeigneter Einkristalle bislang
nur gelungen, Messungen an einer symmetriebrechenden (100)-Oberfliche
durchzufithren. Die Orientierungsabhéngigkeit der oberflaichenkritischen Ex-
ponenten (oder anderer universeller kritischer Eigenschaften) konnte dagegen
noch nicht explizit demonstriert werden.

Wir haben uns bislang ausschlieBlich mit statischen oberflachenkritischen
Eigenschaften beschiftigt und gesehen, dafl das hier betrachtete Modell —
so einfach es auf den ersten Blick aussehen mag— einige Uberraschungen
birgt. Eine zukiinftige Herausforderung aus experimenteller Sicht ist die Fr-
forschung dynamischen oberflachenkritischen Verhaltens. Ahnlich wie in der
Statik wéren hier bindre Legierungen sicherlich wieder ein geeigneter Kandi-
dat. Angesichts der unerwarteten Effekte in der Statik (wie der Orientierungs-
abhéngigkeit der Oberflichenuniversalitdtsklasse) ist es nicht auszuschlieBen,
daB ein genaueres theoretisches Studium neue Einsichten eréflnet. Man konn-
te hier etwa an die Kopplung des Ordnungsparameters an die nichtordnenden
Dichten denken, die ja schon in der Statik bei der (110)-Orientierung eine
wichtige Rolle gespielt hat. Zwar ist zumindest der Einflul von erhaltenen
nichtordnenden Dichten auf das dynamische kritische Verhalten in Volumen-
systemen verstanden [192], doch schlieBt dies aufgrund unserer in dieser Ar-
beit gemachten Erfahrungen neue Effekte im Falle eines Systems mit Ober-
flache nicht aus.

Zum Abschlufl mochten wir kurz auf ein aktuelles Problem aus der Theo-
rie der oberflachenkritischen Phanomene eingehen, das mit der Thematik un-
serer Arbeit eng verwandt ist. Von orientierungsabhangigen oberflichenkri-
tischen Exponenten wurde ndmlich auch in einer Untersuchung des halbun-
endlichen axialen {ibernéchste-Nachbar-Ising-Modells (ANNNI-Modell) am
Lifschitzpunkt berichtet [193,194]. Diese Ergebnisse, die im Rahmen einer
vereinfachten Molekularfeldtheorie (betrachtet wurden nur die linearisierten
Gleichungen) gewonnen wurden, konnten partiell durch Monte-Carlo-Simu-
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lationen bestatigt werden [195]. Im Fall des ANNNI-Modells mit Oberflache
gibt es einen natiirlichen Wettstreit zwischen den verschiedenen Anisotropi-
en, die durch den ordnenden Wellenvektor der raumlich modulierten Phase
und die Oberfliche eingefithrt werden. Insofern ist es noch viel weniger ver-
wunderlich als bei dem konzeptionell einfacheren Ising-Antiferromagneten
mit nichster-Nachbar-Wechselwirkung, da Symmetriemerkmale der Ober-
flache einen nichttrivialen Einflufl auf universelles oberflichenkritisches Ver-
halten ausiiben. Angesichts der interessanten volumenkritischen Figenschaf-
ten von anisotrop skaleninvarianten Systemen, unter die auch Lifschitzpunkte
fallen, und die immer noch nicht vollstdndig verstanden sind (fiir eine neuere
Ubersichtsarbeit siehe [196]), besteht hier das Potential fiir weitere interes-
sante Entdeckungen.



Anhang A
Molekularfeldtheorie des

Volumenmodells

A.1 Landau-Freie-Energie und Volumenglei-
chungen

Die Molekularfeldgleichungen im Volumen folgen aus der Variation der Lan-
dau-Freien-Energie pro Spin, die (in Einheiten von kgT') gegeben ist durch

b

folm, mb) = —4Km?,m"

oo

S

Der obige Ausdruck ergibt sich aus dem Freie-Energie-Funktional (4.6), der
Molekularfeldentropie (4.7) und dem Hamiltonian (2.65) (wobei der Ober-
flichenterm proportional zu H; hier keine Rolle spielt) durch Spezialisie-
rung auf rdumlich homogene Teilgittermagnetisierungen m; = m?7_ fiir 1 €

Teilgitter o (o € {a,b}).

b | >

(m2, +mb,)

891

m,
dx artanh.r—l—/ dx artanh.r) . (A.])
0

Losungsverhalten der Molekularfeldgleichungen

Aus der Stationaritatsbedingung fiir die Landau-Freie-Energie,

Oafs = fy =0, (A.2)
mit
J, = i € {a,b} (A 3)
o — amo. 9 o a7 9 *

o'}
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folgen die in Kapitel 4 angegebenen Molekularfeldgleichungen (4.41,4.42):

m® = tanh(h + 8Km>), (A.4)
mgo = tanh(h + 8K'm?). (A.5)

Die fiir gegebene Werte von K und h thermodynamisch stabilen Lésungen
von (A.4,A.5) minimieren die Landau-Freie-Energie. Damit eine bestimm-
te Losung ein Minimum darstellt, mufl die Determinante der Hessematrix
positiv sein:

0Xfy  0aObfy )
det a A.
¢ ( 0a0pfs O Ls >0, (4.6)

was aquivalent ist zu

u(m® )u(m®) > (8K)?, (A.7)
mit u(z) = 1/(1 — z?).

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB es fiir alle Werte von K und h
beziehungsweise T' und H stets eine Losung von (A.4,A.5) mit m?, = m>, =
mgis gibt, die den ungeordneten (A2-) Zustand beschreibt. Man erhdlt rng;

als Losung von
Mdis = tanh(h + 8](mdis). (A8)

Solange u(mg;s) > 8| K| gilt, ist der ungeordnete Zustand die einzige Losung
der Molekularfeldgleichungen (A.4,A.5) und thermodynamisch stabil. Die Lo-
sung von (A.8) wird aber zu einem lokalen Maximum der Landau-Freien-
Energiedichte und damit thermodynamisch instabil, wenn u(mg;s) < 8|K]|
ist. Der Volumenphaseniibergang tritt daher auf, wenn u(ma;s) = 8| K| gilt,

das heif3t

1
K= 1 —mi.. (A.9)

Lost man obige Gleichung nach mgis auf und setzt das Ergebnis in (A.8) ein,
erhilt man schlieBlich

. 1 1
h::i:(—8[&\/1%—8K—|—artanh\/1—|—@>. (A.10)

Dieses Ergebnis ist, in den Variablen H = h/(—4K) und T = —1/(4K)
ausgedriickt, identisch mit dem in Kapitel 2 (Seite 48) angegebenen Ausdruck
fiir die kritische Linie des A2-B2-Ubergangs in Molekularfeldndherung.
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Fir u(mas) < 1 ist der ungeordnete A2-Zustand thermodynamisch in-
stabil. Es existieren dann aber zwei zusitzliche Losungen von (A.4,A.5) mit
von Null verschiedenem Volumenordnungsparameter (¢, # 0):

mo = Merd = s, mEO = Mord F P (A.11)

Diese beiden entarteten Losungen sind thermodynamisch stabil und représen-

tieren die geordnete B2-Phase (Abbildung 2.8).

A.2 Ordnungsparameter und nichtordnende
Dichte

Der Ordnungsparameter ¢, verschwindet bei Anndherung an den kritischen
Punkt nach dem Potenzgesetz (2.15), wobei in Molekularfeldtheorie gMF =
1/2 gilt. Es ist zu beachten, daff die mittlere Magnetisierung me.q in der B2-
Phase nicht identisch ist mit mg;s (der in diesem Parameterbereich thermo-
dynamisch instabilen Losung der Molekularfeldgleichungen), aufer fiir h = 0,
wo natirlich mais = mora = 0 gilt. Die mittlere Gleichgewichtsmagnetisierung

n = ﬁz(T, ﬁ) des Modells ist gegeben durch

Th(T i) = mdiS(T, [:]) , fur Parameter T, H innerhalb der A2-Phase,
’ B mord(T, [:[), fir Parameter T, H innerhalb der B2-Phase.
(A.12)

Als Funktion der Temperatur weist m am Phasentibergang eine Unstetigkeit
in der ersten Ableitung auf (Abbildung A.1). Dieses Verhalten lafit sich von
einer allgemeineren Warte aus wie folgt verstehen.

Die Grofle mn ist ein typisches Beispiel einer nichtordnenden Dichte. Deren
fithrender singuldrer Anteil zeigt das folgende Potenzverhalten (siche etwa

[111]):
miE = My|t|'™™, =04+, (A.13)

Da in Molekularfeldndherung fiir den Exponenten « der spezifischen Warme-
kapazitat oM = 0 gilt, reduziert sich (A.13) in diesem Fall auf einen Sprung
der ersten Ableitung.

A.3 Asymptotik am kritischen Punkt

Man kann sich unschwer iberlegen, dafl die durch (A.8) definierte Magneti-
slerung mgis eine elndeutlge und analytische Funktion von K und A bezie-

hungsweise T und H ist. Eine Entwicklung in ¢ = (T T )/T bereitet keine
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Abbildung A.1: Temperaturabhingigkeit des (Betrags des) Volumenord-
nungsparameters ¢p, der Magnetisierung mgis des ungeordneten Zustands
und der mittleren Magnetisierung mg.q in der geordneten Phase, wie sie
aus der numerischen Lésung der Molekularfeldgleichungen (A.4,A.5) fol-
gen. Die mittlere Gleichgewichtsmagnetisierung m (mit m = mgs in der
A2-Phase beziehungsweise m = mqpq in der B2-Phase) weist eine fiihrende
|t|'=*-Singularitit auf, die sich in Molekularfeldniherung wegen oMF =0
in eine Unstetigkeit der ersten Ableitung verwandelt.

Schwierigkeiten und liefert

maie = m. + mGt + O(1?), (A.14)
mit m, als Magnetisierung am kritischen Punkt und!
h —2m,
miil = ———— M (A.15)

'Wie auf Seite 48 ausgefiihrt, betrachten wir in dieser Arbeit ohne Einschrinkung
immer den Ubergang bei der héheren kritischen Temperatur, sofern H in einem Bereich
liegt, in dem 7. (und damit natiirlich auch m,) aufgrund des ,re-entrant“-Verhaltens des
Phasendiagrammes nicht eindeutig bestimmt ist. (vergleiche auch Fufinote 10, Seite 104).
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Auch die Losungen (A.11) der Molekularfeldgleichungen in der geordneten
Phase lassen sich leicht in ¢ entwickeln. Der Ordnungsparameter ¢, variiert
fiir £ = 0— wie || mit dem Molekularfeldwert M = 1/2 fiir den kritischen
Exponenten 3, wihrend mgq in erster Niherung linear in ¢ ist:?

Mora = me + miht + O(1?), (A.16)
by = olt]'” + O([t]’?). (A.17)

Explizit erhalt man durch Einsetzen der obigen Entwicklungen in die Mole-
kularfeldgleichungen (A.4,A.5) und anschlieBendem Koeffizientenvergleich:

mih = mb) + Kemeg, (A.18)
o = g\ﬂ ~ Komo(h —2m). (A.19)
e

mit der kritischen Kopplung K. < 0. Letztere hdngt wegen (A.9) mit der
Magnetisierung m, am kritischen Punkt iiber

1
K.=—- (A.20)

81 —m?

Zusamimen.

Dies 148t sich verstehen, wenn man eine Landauentwicklung von (A.1) nach Potenzen
von ¢, und von Am = mgq — mgis durchfithrt. Die Grofle Am koppelt dann an d)g Auch
die oben diskutierte [¢|'~*-Singularitit der mittleren Gleichgewichtsmagnetisierung (mit

oM = () kann man in diesem Rahmen leicht erkliren.






Anhang B

Ein Satz iiber reversible

Abbildungen

B.1 Symplektische Riume und Matrizen

I folgenden geben wir einen Uberblick iiber die elementare Theorie der
symplektischen linearen Rdume und Abbildungen (siehe etwa [197], Kapitel
I, §5). Eine symplektische Form auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
wird durch eine schiefsymmetrische, nichtausgeartete Bilinearform definiert.

Definition B.1.1 Sei V' ein Vektorraum tber dem Korper K.

(i) Fine Bilinearform auf V ist eine Abbildung s : V xV — K mit den
FEigenschaften

slar + By, z) = as(z, z) + Bs(y, z), (B.1)
s(z,ay + Bz) = as(z,y) + Bs(z, 2) (B.2)
fir alle o, € K und z,y,z € V.

(it) Fine Bilinearform s auf V heif§t schief- oder antisymmetrisch, wenn
s(z,y) = —s(y, =) (B.3)
fir alle x,y € V gilt.

(iit) Fine Bilinearform s auf V heifit nichtausgeartet, wenn fir jedes v € V
mit x # 0 einy € V mit s(x,y) # 0 existiert.

(iv) Eine schiefsymmelrische, nichlausgeartete Bilinearform s auf V nennt
man symplektische Form. Fin Paar (V,s) aus einem endlichdimen-
stonalen Vektorraum V' und einer symplektischen Form s auf V' heifit
symplektischer Raum.
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Sei K ein Korper, F,, die n x n-Einheitsmatrix tiber K und [, die 2n x 2n-

Matrix
0 —-F,
I - ( E > (B.4)

Auf dem Vektorraum K?” definieren wir eine Bilinearform s durch

n

skan(@,9) = 2 Ly =Y (Tipnli — Tilisn) (B.5)
=1
fir v = (21,... ,79,)" € K" und y = (y1,... ,y20)" € K?". Es ist leicht zu

sehen, daB sy., eine symplektische Form ist. Man bezeichnet sya, als kano-
nische symplektische Form auf K*"* und K*" zusammen mit Sy, als kanoni-
schen symplektischen Raum.

Ein grundlegender Struktursatz besagt, dafl jeder symplektische Raum
iitber dem Grundkérper K, der nicht der Nullraum ist, isometrisch zum ka-
nonischen symplektischen Raum K** mit geeignetem n € N ist (siehe zum
Beispiel [197], Kapitel I, §5.2). Dabei nennt man zwei symplektische Raume
isometrisch, wenn es zwischen ihnen einen mit der symplektischen Struktur
vertriglichen Isomorphismus gibt.

Definition B.1.2 Seien (V,s) und (V',s') zwei symplektische Rdume iber

dem gemeinsamen Grundkorper K. Dann heiffen V und V' isometrisch, wenn
es eine bijektive lineare Abbildung L :V — V' gibt mit

s'(Lz, Ly) = s(z,y) (B.6)
fir alle x,y € V.
Der angesprochene Struktursatz lautet damit:

Satz B.1.1 Sei V' ein symplektischer Raum iber dem Korper K, der nicht
der Nullraum ist (dimV > 0). Dann gilt:

(i) Die Dimension von V ist gerade (dimV = 2n mit geeignetem n € N).

(ii) V ist isomelrisch zum kanonischen symplektischen Raum K*".

Analog zu einer linearen Abbildung (Endomorphismus) eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums 1aBt sich auch eine Bilinearform nach Wahl einer
Basis durch eine Matrix darstellen. Wahrend die Matrizen, die eine gegebe-
ne lineare Abbildung beziiglich verschiedener Basen darstellen, durch eine
Ahnlichkeitstransformation verkniipft sind, sind die entsprechenden Darstel-
lungsmatrizen einer Bilinearform zueinander kongruent.! Dies mdchten wir
im folgenden ndher erldutern.

1Zwei n x n-Matrizen A und A’ heiflen dhnlich beziehungsweise kongruent, wenn es eine
invertierbare Matrix n x n-Matrix B gibt mit A’ = B~! AB beziechungsweise A’ = BT AB.
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Basiswechsel und kongruente Matrizen

Sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler Vektorraum der Dimension
n > 0. Nach Wahl einer Basis B = {b1,... ,b,} von V 1aBt sich jede Biline-
arform s auf V durch eine n x n-Matrix mit Koeffizienten aus K darstellen.
Dazu definiert man die Darstellungsmatrix S = Sp(s) durch

Sij = s(bi,b;), 1<i,5<n. (B.7)

Bezeichnen &, ... ¢, € Kund ny,...,n, € K die Koordinaten von z,y € V
beziiglich B, das heiit + = &by + ...+ &b, und y = by + ... + n,b,, so gilt

s(a,y) =) &Sin;. (B.8)

1,J=1

Die Zuordnungss@p(s) ist bijektiv, so dafi man, bei festgehaltener Ba-
sis, Bilinearformen mit ihren Darstellungsmatrizen identifizieren kann. Man

iiberlegt sich leicht das folgende

Lemma B.1.1 Fine Bilinearform eines endlichdimensionalen Vektorraums
ist genau dann schiefsymmetrisch beziehungsweise nichtausgeartet, wenn thre
Darstellungsmatriz S beziiglich irgendeiner Basis schiefsymmetrisch (ST =
—5) beziehungsweise invertierbar ist.

Insbesondere werden symplektische Formen durch schiefsymmetrische, inver-
tierbare Matrizen dargestellt.

Sei B' = {b},... b} eine weitere Basis neben B und B die Matrix des
Basiswechsels, d.h.

H=Y Bib, 1<i<n (B.9)

i=1

Die Matrix B ist insbesondere invertierbar und es gilt

bz-:Z(B‘l)..b’- 1<i<n. (B.10)

j=1

Ist s eine Bilinearform auf V, transformieren sich die Darstellungsmatrizen

S = 65(s) und 5" = Gp/(s) wegen (B.7) und (B.9) gemaB
S' = BTSB. (B.11)

Es ist leicht zu sehen, daf} sich der Begriff der Isometrie aus Definition B.1.2
wie folgt in die Sprache der Darstellungsmatrizen iibersetzt:
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Lemma B.1.2 Zwei symplektische Rdiume sind genau dann isometrisch,
wenn die Darstellungsmatrizen threr symplektischen Formen (beziglich ir-
gendwelcher Basen) kongruent sind.

Wegen Satz B.1.1 gibt es daher in jedem symplektischen Raum (ungleich dem
Nullraum) eine Basis, beziiglich der die symplektische Form durch die Matrix
I, aus Gleichung (B.4) mit geeignetem n € N dargestellt wird (insbesondere
ist die Dimension des Vektorraums gerade). Weiterhin folgt nun unmittelbar
die Matrizenfassung von Satz B.1.1:

Korollar B.1.1 Se: S eine schiefsymmetrische, invertierbare m x m-Malrix
mit Koeffizienten aus einem Kérper K. Dann ist m gerade (m = 2n mit
geeignetem n € N) und es existiert eine invertierbare m x m-Matriz B, so

dafs

B'SB = 1,. (B.12)

Symplektische Abbildungen und Matrizen

In einem euklidischen Vektorraums sind diejenigen linearen Abbildungen aus-
gezeichnet, die das Skalarprodukt invariant lassen. Diese Abbildungen heiflen
orthogonal und bilden die Isometriegruppe des Raums. Analog fithrt man fiir
einen Vektorraum, der mit einer symplektischen Form ausgestattet ist, die
symplektischen Abbildungen ein.

Definition B.1.3 Sei V' ein Vektorraum tber dem Korper K und s eine
symplektische Form auf V. Eine lineare Abbildung L : 'V — V heifit sym-
plektisch, falls

s(Lw, Ly) = s(z,y) (B.13)
fir alle x,y € V' gult.

Fir Matrizen definiert man entsprechend:

Definition B.1.4 Fine m x m-Matrizx M heifst symplektisch, falls es eine

schiefsymmetrische, invertierbare Matriz J gibt mil
MYIM = J. (B.14)

Wegen Korollar (B.1.1) impliziert dies insbesondere, daff m gerade ist.
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In Koordinaten beziiglich irgendeiner Basis hingeschrieben besagt (B.13),
dafl die Darstellungsmatrizen M und J der linearen Abbildung L und der
symplektischen Form s die Beziehung (B.14) erfiillen. Hiervon gilt auch die
Umkehrung, wie man sich leicht klarmacht: geniigt die Darstellungsmatrix
M einer linearen Abbildung L des Vektorraums V der Relation (B.14) mit
einer geeigneten schiefsymmetrischen, invertierbaren Matrix J, dann ist L
symplektisch (beziiglich der durch die Matrix .J definierten symplektischen
Form auf V). Insgesamt hat man daher:

Lemma B.1.3 FEine lineare Abbildung L ist genau dann symplektisch, wenn
thre Darstellungsmatriz beziiglich trgendeiner Basis symplektisch ist.

Aus (B.14) folgt unmittelbar (det M)* = 1, also ist eine symplektische
Matrix (oder Abbildung) invertierbar und hat eine Determinante vom Betrag
Eins. Man kann sogar zeigen:

Satz B.1.2 Fine symplektische Malriz oder lineare Abbildung hat stels die
Determinante Fins.

Der Beweis hiervon findet sich zum Beispiel in [197], Kapitel I, §5.5.

B.2 Reversible Abbildungen und symmetri-
sche Fixpunkte

Im folgenden sei mit /' C R” stets eine offene Teilmenge von R” bezeichnet.

Definition B.2.1
(i) Fine Abbildung R : U — U heifit Involution, wenn

RoR =1d|v, (B.15)
wobei 1d|y die Identitit auf U bezeichnet.

(it) Fine Abbildung T : U — U heif§t reversibel, wenn es eine Involution
R U — U gibt mat

ToRoT =R. (B.16)

Die Involution R wird dann auch als Symmetrie von T bezeichnel.



174 Ein Satz iiber reversible Abbildungen

Fiir eine anschauliche Deutung der obigen Definition der Reversibilitat siehe
die Diskussion in Kapitel 4 (Seite 91f.).
Aus (B.15) und (B.16) folgt RoT o RoT =T oRoT oR = Id|y. Eine

reversible Abbildung ist also invertierbar und die Inverse durch
T'=RoToR (B.17)

gegeben.

Wir erinnern ferner an die Definition eines periodischen Orbits. Fiir ¢ € Z
und eine beliebige Abbildung 7 : U — U definieren wir Tl als i-fache Tte-
rierte von 7 (falls ¢ > 0) beziehungsweise 7! (falls i < 0 und 7 invertierbar
ist):

Jo...oT, falls 7 > 0,
i-mal
T[Z] = Id|U falls l = 0, (B]~8>

T lo...oT™ fallsi<0.

7-mal

Ein periodischer Orbit der Periode p (oder p-Zyklus) besteht aus einer Menge
w = {Xo,... ,Xp—1} C U von p Punkten mit

x; =TH(x0), i=1,...,p—1, und T (x,_1) = Xo. (B.19)

Ein periodischer Orbit der Periode p = 1 heifit Fixpunkt. Ist {xo,... ,X,_1}
ein periodischer Orbit, so ist jedes x;,i = 0,... ,p—1, ein Fixpunkt von 7.
In der Theorie der reversiblen Abbildungen spielen symmetrische periodische
Orbits und Fixpunkte eine ausgezeichnete Rolle [163]. Ein symmetrischer
Fixpunkt xg ist ein Fixpunkt von 7, der zugleich Fixpunkt von R ist:

T(Xo) = Xp = R(Xo). (BQO)

Die Verallgemeinerung auf beliebige periodische Orbits lautet (vergleiche
[162], Abschnitt 1.2.3):

Definition B.2.2 Sei T : U — U eine reversible Abbildung mit Symmetrie
R. Ein p-Zyklus w = {Xq, ... ,Xp_1} von T heiffit symmetrischer periodischer
Orbit, wenn w invariant unter R ist:

R(w) = w. (B.21)
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B.3 Der Satz

Wir formulieren nun das zentrale Ergebnis dieses Anhangs:

Satz B.3.1 Sei U C R?" offen und T : U — U eine reversible
Abbildung mit Symmetrie R. Ferner sei {Xo,... ,X,-1} C U, x; =
'7'[’7]()(0), 1 =0,....,p—1, ein symmetrischer periodischer Orbil von
T. Ist T differenzierbar und gilt det DT (x;) > 0, dann ist DT (x;)
eine symplektische Matrix.

Bemerkung: Die Bedingung an die Determinante bedeutet, dafl 7 (zumin-
dest lokal in der Umgebung des symmetrischen Fixpunkts beziehungsweise
periodischen Orbits) eine orientierungstreue Abbildung ist. Ohne die Vor-
aussetzung der Positivitdt der Determinante ware der Satz falsch, da jede
(lineare) symplektische Abbildung geméaf Satz B.1.2 die Determinante Eins
hat und daher immer orientierungstreu ist, wéhrend eine reversible Abbil-
dung auch orientierungsumkehrend sein kann.

Beweis des Satzes

Seii € {0,...,p—1},det DT (x;) > 0 und D = DT (x;). Es ist zu zeigen,

daf} eine invertierbare, schiefsymmetrische 2n x 2n-Matrix J existiert mit
DYID = J. (B.22)

Fiir ein beliebiges m € Z folgt aus (B.15) und (B.17): TI=™ = RoT™oR,

oder
RoTMoR o7 =1d|y. (B.23)
Nach Definition (B.2.2) existiert ein j € {0,... ,p — 1}, so daf}
R(x;) = x;. (B.24)
Es sei R = R o TV=i=U, Wihlt man m = j — i in (B.23), so folgt

RoToRoT =1Td|y. (B.25)
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Bildet man die Ableitung an der Stelle x; auf beiden Seiten der obigen Glei-
chung und beriicksichtigt, dal wegen

R(T(x:)) = R(TH(x0)) = R(x;) = xs, (B.26)
so erhélt man mit Q = DR(T(x;)):
QDQD = Ean, (B.27)
oder
D™ = QDQ. (B.28)

Um nun ein J wie nach (B.22) gefordert zu konstruieren, gehen wir von

der Jordan-Chevalley-Zerlegung von D aus (siehe [198], Kapitel 8, §5).

Spektrale Eigenschaften von D, Jordan-

1. Schritt Chevalley-Zerlegung.

Jede Matrix, deren charakteristisches Polynom zerfillt, kann gemaf der
Jordan-Chevalley-Zerlegung eindeutig in einen diagonalisierbaren und einen
nilpotenten Anteil zerlegt werden. Wendet man dies auf D an, so existieren
eindeutig bestimmte Matrizen H und N mit

D=H+N, (B.29)
und den Eigenschaften:
(i) H ist (iiber C) diagonalisierbar und hat die gleichen Eigenwerte wie D.
(ii) N ist nilpotent, es existiert also ein eindeutiges [ € N mit
N='2£0und N' = 0. (B.30)
(iii) H und N vertauschen:

NH =HN. (B.31)

Wenn D invertierbar ist, dann ist dies auch H. Auflerdem vertauscht N mit
H~', wie man durch Multiplikation der beiden Seiten von (B.31) mit H~!
sieht.
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Behauptung B.3.1 Es gilt:

H'=QHQ, (B.32)
0=M+ Mg+ MMy, (B.33)

mil
M=H"'N und Mg =QMQ. (B.34)

Man beachte, dafi mit N auch M nilpotent ist, da H=' und N vertauschen.
Insbesondere gilt M' = 0.

Beweis. Setzt man die Zerlegung (B.29) in (B.28) ein, so erhalt man
(H+N)"' = QHQ + QNQ. (B.35)

Die linke Seite kann wie folgt umgeformt werden:

(H+N)"'=H Y Ep + M) = H '+ H™! i(—l)’“M’“. (B.36)

k=1

Weiterhin ist H=' S207% (=1)*M* nilpotent und vertauscht mit H=' (da H
und H~" mit N vertauschen). Andererseits ist mit H auch QHQ diago-
nalisierbar und vertauscht mit Q N@Q). Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-
Chevalley-Zerlegung folgt daher aus (B.35) und (B.36):

H'=QHQ, H '(Ey+M)™" —H"'=QNQ. (B.37)

Mit der ersten Gleichung ist (B.32) bewiesen. Multipliziert man die zweite
Gleichung von links mit (E,, + M)H und benutzt HQ = QH™', so erhilt
man (B.33). [

Da H invertierbar ist, sind alle Figenwerte von H ungleich Null. Es be-
zeichne Eig(H, ) den Eigenraum von H zum Eigenwert A # 0.

Behauptung B.3.2 FEs gult:

(1) Istv ein Figenvektor von H zum Eigenwert X, so ist Qu ein Figenvektor
zum Figenwert \™'. Insbesondere ist mit jedem Eigenwert X # £1 von

H (und D, da H und D das gleiche Spektrum haben) auch A= ein
Figenwert gleicher Vielfachheit von H (und D).

(it) Die Eigenrdume von H sind invariant unter N.



178 Ein Satz iiber reversible Abbildungen

Beweis. Sei v # 0 Eigenvektor von H zum Eigenwert A: Hv = Av. Da die
Involution R definitionsgemaf invertierbar ist (mit R™! = R), gilt dies auch
fiir R. Daher ist die Matrix Q als Differential von R an der Stelle T(x;)
invertierbar, und es folgt Qv # 0 und weiterhin mit (B.32):

HQv=QH 'v=\"Quv. (B.38)
Also ist Qv Eigenvektor zum Eigenvektor A™'. Wegen NH = HN gilt

HNv = NHv = ANv. (B.39)
Fir Nv # 0 ist Nov folglich Eigenvektor zum FEigenwert A, liegt also im
Eigenraum zum FEigenwert A. Falls Nv = 0, gehort No trivialerweise zum
Eigenraum zum Eigenwert A. []

Wegen obiger Behauptung wirken D, M und () invariant auf den Teil-
rdumen U, = Fig(H,\) & Eig(H,A™") von R*", wo XA # +1 ein Eigenwert
von D ist. AuBlerdem sind natiirlich auch eventuell existierende Eigenrdume
Fig(+1,A) und Eig(—1,\) zu Eigenwerten A = +1 invariant. Insgesamt sind
daher D, M und @ &hnlich zu Blockdiagonalmatrizen, wobei die zu den
Teilrdumen U, gehorigen Diagonaleintrage 2vy x 2vy-Matrizen Dy, M, und
@) sind, mit v, = dimEig(H, ) = dimEig(H, A™!). Die den Eigenrdumen
Fig(+1, ) zugeordneten Eintrige (sofern vorhanden) bezeichnen wir mit Dy,
My und Q4. Hierbei handelt es sich jeweils um ny x ny- beziechungsweise
n_ X n_-Matrizen.

Im folgenden behandeln wir zunédchst die zu den Eigenwerten A # =£1
gehérigen Teilraume U, .

Existenz einer invarianten symplekti-
2. Schritt schen Form in Eig(H,\) @ Eig(H, A7), mit
A # =1 Eigenwert von H.

Behauptung B.3.3 Fs gilt M} = 0.

Beweis. Wie man sich leicht klarmacht, bleibt die Beziehung (B.33) auch im
invarianten Teilraum U, giiltig. Man hat also

0= M, + Mg, + MMy, , (B.40)

mit Mg, = Q\M,@Q,. Mit der Nilpotenz von M, (das heifit Mi = 0) folgt

hieraus

-
Mg, = —=My(Ez, + M)~ = ) (-1)*M (B.41)

1

—_

E
I
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Wegen Behauptung B.3.2 bildet @, den Eigenraum Eig(H,\) auf den
Eigenraum Eig(H,A™!) ab und kann daher in der Blockmatrizenform

Q\ (B.42)
Q= B.42
QY
geschrieben werden, wobei Q(Al) und Q(AQ) vy X vy Matrizen sind. Ahnlich hat
M) die Darstellung
MY
M, = ( Miz) , (B.43)

mit geeigneten vy x v, Matrizen MS) und MiQ). Fir k=0,1,2,... folgt fiir
die geraden beziehungsweise ungeraden Potenzen von M):

()
M2 = 4 (B.44)
AT (2) k :
()
und
k
(P(l)) M(l)
MFH = . : (B.45)
2 2
(P®) M
mit P/{l) = Mil)Miz) und P)EZ) = M)(\Z)M)(\l). Sei nun zunéchst [ gerade: [ =
2m, mit m = 1,2,.... Dann erhdlt man nach einfacher Rechnung
m—1 k -1 k
Sy oy
-1
k=1 k=0
Mg, = Z(_Uk]\/[/l\C = L |
k=1 -— N L@ -— 2\ ”
By S
k=0 k=1
(B.46)

Vollig analog leitet man fiir [ ungerade ([ = 2m +1 mit m =0,1,2,...) her:

NCUBECOR

MQx = Z<_1>kM/]\C = 1
k=1 X N L2 = 29\ %
_ <P§ )) M() Z(P§ ))
k=0 k=1

(B.47)



180 Ein Satz iiber reversible Abbildungen

Andererseits ist aber

QE\I)M)(\Q)QE\I)
Mg, = Q.M = : B.48
@y = @ M,\Q\ ( 0P MM QR (B.48)
Fir gerades [ folgt mit (B.46)
m—1 & m—1 &
() =3 (P) =0, (B.49)
k=0 k=0

so dal man schlieBlich

_M(l)
Mg, = ( _u g ) = —M, (B.50)

erhalt. Mit (B.40) impliziert dies aber MAQ = 0. Fir ungerades [ = 2m + 1

leitet man analog zu oben her:

> (r)

m

3 (P@)k ~ 0. (B.51)

k=1 k=1
Da M, nilpotent ist mit M} = 0, gilt
()"0l = (P2)" 1 0. (352
Daher hat man weiter
m—1 A m
So(P") M == (PM) MM =0 (B.53)
k=1

k
und analog Ez;_ll (P§2)> MiZ) = 0. Aus (B.47) folgt dann wiederum Mg, =
— M, und damit Mf = 0. []

Wegen M? = 0 ist auBerdem M, #hnlich zu einer Blockdiagonalmatrix
mit Eintragen, die entweder Null sind oder aus nilzyklischen 2 x 2-Matrizen

der Form ( 8 (1) ) bestehen (siehe [198], Kapitel 8, §5). Nach dem Jordan-
schen Normalformensatz, angewandt auf Dy, gibt es daher eine invertierbare

Matrix By, mit deren Hilfe D) in die folgende Blockdiagonalgestalt gebracht

werden kann:

AE,,

. Z()\,n2>
B:'D\B, = o . (B.54)
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Dabei ist ny + ny = nf + n}, = vy, und fir g € C und k € N bestehen die
Blockdiagonalmatrizen Z(u, k) aus 2 x 2-Jordaneintragen:

Z(,u,k) = Diag(X/M--- aXM>’ (B55>
k 1
mit
x,=("! (B.56)
u 0 4 ) .
Unter Benutzung von Behauptung B.3.2 folgert man ny = n), und daraus

wiederum n; = nf. Es sei

Y, = < ; _OAQ > . (B.57)

Dann ist
X{VA X, = Yi. (B.58)
Mit der Definition
J(A,nz) = Diag(Y,,... ., Y)) (B.59)
na-mal

und der antisymmetrischen, nichtentarteten (invertierbaren) Blockmatrix

- E,

1

—J(A, ng)

J= (B! B,

1

J()\, TLQ)T

(B.60)
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erhilt man aus (B.54) und (B.58):
DYJ\Dy = J.. (B.61)

Damit wurde die Existenz einer unter D, invarianten symplektischen Form
gezeigt.

Insgesamt liefert die obige Konstruktion eine invariante symplektische
Form auf der direkten Summe aller Teilrdume Uy, die zu Eigenwerten A # +1
gehoren. Natiirlich kénnte D auch die Eigenwerte +1 oder —1 haben. Diesem
Spezialfall wenden wir uns nun zu.

Existenz einer invarianten symplekti-

3. Schritt schen Form in Eig(H,+1) und Eig(H, —1).

Die obige Argumentation, die zu (B.3) gefithrt hat, 148t sich analog fiir
Dy, My und Q4 (vergleiche Seite 178) nachvollziehen. Es gibt also geeignete
invertierbare Matrizen By und B_ mit

B_I__1M+B+ =D1ag(1, ,1,X1,... ,X]) (B62)
n?’-mal n;-mal
BZ'M_B_ = Diag(—1,... ,—1,X_4,..., X_1). (B.63)
n; -mal n, -mal

Da DetD > 0 gilt,? muB ny, wie man sich leicht {iberlegt, gerade sein.
Dies impliziert aber, dai auch n] gerade ist: D ist namlich eine 2n x 2n-
Matrix und alle zu Eigenwerten A # +1 gehorigen Teilraume U, haben nach
Konstruktion gerade Dimensionen 2v, (siehe oben).

Man definiert nun schiefsymmetrische und invertierbare Blockmatrizen

Jy = Diag(Cy,1,..., 1), (B.64)
N—_——

nz,i—mal

—F + 0 —1
— ny /2 —
Cy = ( Enit/Z ) und [ = ( 0 ) . (B.65)

Unter Verwendung von (B.62,B.63) rechnet man explizit nach:
D{JiDy=Jy und DIJ_D_=J_. (B.66)

Also sind die Matrizen Dy symplektisch. Dies vervollstandigt den Beweis von
Satz B.3. []

2An dieser Stelle machen wir zum einzigen Mal von der im Satz vorausgesetzten Positi-
vitdt der Funktionaldeterminante, das heifit der ,lokalen Orientierungstreue®, Gebrauch.
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