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�áÄ�Ç�Â­ÄhÍ�Ç¦Ç�¾ÀÄ�Ä�ÈTãi¿²Â�Æ�ÈÀÊEÄ"ÈiÇuÁ
Ψ
Ô
Φ
Ô
δ
Ô
∆
Ô
Γ
ÍKÁ$Á­ÄxÇuÁ"Ô*Á­Æ¥Ç­¾ÀÄ_Æ�ÂuÏ«Ä�ÂAÆ�ÒSÄ�Ë Ä�ÊEÄ"ÈiÇ�ÁÃÏ«ÆTÄ�Á$ÈÀÆ�ÇÃÊ¥Í�Ç§Ç�Ä"Âhñ

{x1 7→ τ1, x2 7→ τ2} =
{x2 7→ τ2, x1 7→ τ1}

Ù
½�¾ÀÄ�Ä�ÈiãT¿²Â­ÆKÈÀÊEÄ"ÈiÇ�Á

Ψ
Ô
Φ
Ô
δ
Ô
∆
Ô
Γ
Ê�Ñ�Á§ÇAÓPÄ®ß©Ä"Ë²Ë�àZÒ¤Æ�Â�ÊEÄ�ÏIÒ¤ÑÀÈ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Á®ÜXÍ�È�Ï�Ç�¾ÀÄ�Ï«Ä%��ÈÀ¿ Ç­¿²Æ�È�ÁA¿ ÈÛÇ�¾À¿�Á¦Â�Ä"ÅPÆ�Â­ÇAÍ�ÅÀÅÀË²ÌbÆKÈÀË²ÌeÇ­Æ

ß©Ä"Ë²Ë�àZÒ¤Æ�Â�ÊEÄ�ÏbÒ¤ÑÀÈ�É�Ç�¿ ÆKÈ�ÁuÞ�ñ
(i 7→ τ1 ∈ Ψ) ∧ (i 7→ τ2 ∈ Ψ) ⇒ τ1 = τ2

(F K φ1
7→ δ1 ∈ Φ) ∧ (F K φ2

7→ δ2 ∈ Φ) ⇒ (δ1 = δ2) ∧ (φ1 = φ2)
(i 7→ τ1 ∈ δ) ∧ (i 7→ τ2 ∈ δ) ⇒ τ1 = τ2

(α 7→ K1 ∈ ∆) ∧ (α 7→ K2 ∈ ∆) ⇒ K1 = K2

(x 7→ τ1 ∈ Γ) ∧ (x 7→ τ2 ∈ Γ) ⇒ τ1 = τ2ëÀÆKÂ
Ψ
Ô
δ
Ô
∆
Ô
Γ
ß�Ä
Ñ�Á­Ä
Ç­¾ÀÄ�ÑCÁ§Ñ�Í�Ë�Ò¤ÑÀÈ�ÉxÇ­¿²Æ�È7Í�ÅÀÅ�Ë ¿�É"Í�Ç­¿²Æ�È�ÈÀÆ�ÇuÍ�Ç­¿²Æ�È�ñ

Γ(x) = τ ⇔ x 7→ τ ∈ Γ
Ù

� ÍKÉu¾ F Ki

i

¿ È
Φ
Ê�Ñ�Á§Ç$Á­Ñ	�eÉxÄ®Ç�ÆeÇ�ÌTÅPÄxà�Éu¾ÀÄ�ÉuäIÓCÆ�Ç­¾ � Ä�È (F Ki

i , I)
ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�ÈCÁ"ÔÀß�¾�¿²Éu¾ÐÍ�Â­Ä�Ë ¿²ÈÀÄ�Í�Â�ÔPÍ�È�Ï#Æ�Ç­¾�Ä"ÂAÄ"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È

ÉxÆKÈiÇ�Í�¿²ÈÀ¿²ÈÀâeÇ�¾ÀÄ�Ç�ÌiÅPÄ_Æ�ÅPÄ"ÂuÍ�Ç­ÆKÂ
F Ki

i

Ô*ß�¾�¿²Éu¾#Ê¥ÍYÌÛÓPÄ�ÈÀÆKÈÀË²¿ ÈÀÄhÍ�ÂhÙ�½�¾ÀÄ � Ä�È (F Ki

i , I)
ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á­¿ ÆKÈ7¿²ÁÃÆ�È�Ë ÌÛã�Í�Ë²¿²ÏÐ¿ ÈáÍIÉ"Æ�ÈiÇ­Ä"ÎTÇ

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
φi =∧

Ù
� ý�ø�û¤ö�üCý � õTý�úE÷"ô ��û�ú"ú�ûXýmÿ
½�¾ÀÄhÁ§Ä�Ï«Ä%��ÈÀ¿ Ç­¿²Æ�È�Á¦Á­ÅÀË²¿�Ç¦Ä�ÈTãi¿²Â�Æ�ÈÀÊEÄ"ÈiÇuÁ�¿²ÈiÇ­Æ_Ç�ß©Æ_ÅCÍ�Â­Ç�Á�Ô«ß�¾ÀÄ"Â�Ä
Ë ¿²ÈÀÄ�Í�Â�Ä"Ë²Ä"ÊEÄ"ÈiÇuÁ�Ê�Ñ�Á§Ç¦â�Æ_¿ ÈiÇ�Æ¥ÄxÎÀÍ�ÉxÇ­Ë²ÌeÆ�ÈÀÄ
Æ�Ò�Ç­¾�Ä�Å�Í�Â­Ç�Á�ñ

Ψ = Ψ1, Ψ2 ⇔ (Ψ = Ψ1 ∪ Ψ2) ∧ (domain(Ψ1) 6 ∩domain(Ψ2))

Φ = Φ1, Φ2 ⇔ ∀F K .((F K
∧

7→ δ ∈ Φ) ⇒ (F K
∧

7→ δ ∈ Φ1)xor(F K
∧

7→ δ ∈ Φ2))

∧((F K
∧

7→ δ ∈ Φ) ⇐ (F K
∧

7→ δ ∈ Φ1) ∨ (F K
∧

7→ δ ∈ Φ2))

∧((F K φ
7→ δ ∈ Φ) ⇔ (F K φ1

7→ δ ∈ Φ1))

∧((F K φ
7→ δ ∈ Φ) ⇔ (F K φ2

7→ δ ∈ Φ2))

Φ; ∆ ` Γ = Γ1, Γ2 ⇔ ∀x, τ.(Φ; ∆ ` τ :
·
i ⇒ ((Γ(x) = τ) ⇔ (Γ1(x) = τ)) ∧ ((Γ(x) = τ) ⇔ (Γ2(x) = τ)))

∧(Φ; ∆ ` τ :
∧

i ⇒ ((Γ(x) = τ) ⇒ (Γ1(x) = τ)xor(Γ2(x) = τ)))

∧(Φ; ∆ ` τ :
∧

i ⇒ ((Γ(x) = τ) ⇐ (Γ1(x) = τ) ∨ (Γ2(x) = τ)))

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

= (Ψ1; Φ1; ∆; Γ1; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

), (Ψ2; Φ2; ∆; Γ2; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

) ⇔ (Ψ = Ψ1, Ψ2) ∧ (Φ = Φ1, Φ2) ∧ (Φ; ∆ `
Γ = Γ1, Γ2)

� ý�ø�û¤ö�üCý � õTý�úEõ��*úhõTým÷hû�üPý
½�¾ÀÄhÁ§Ä�Í�Ï�ÏIÈ�Ä"ß�Ä�Ë Ä�ÊEÄ"ÈiÇ�Á�Ç�ÆEÄ"ÈTãT¿ Â�Æ�ÈÀÊEÄ�ÈKÇuÁ"ñ

Ψ, i 7→ τ , Ψ ∪ {i 7→ τ}
ÔÀß�¾ÀÄ�Â­Ä

i 6∈ domain(Ψ)

Φ, F K φ
7→ δ , Φ ∪ {F K φ

7→ δ}
Ô«ß�¾ÀÄ"Â�Ä

F K 6∈ domain(Φ)
∆, α 7→ K , ∆ ∪ {α 7→ K}

Ô«ß�¾�Ä"Â�Ä
α 6∈ domain(∆)

Γ, x 7→ τ , Γ ∪ {x 7→ τ}
Ô«ß�¾ÀÄ"Â�Ä

x 6∈ domain(Γ)
B1, B2 , B1 ∧ B2

(Ψ; Φ; ∆; Γ; B; limit), i 7→ τ , (Ψ, i 7→ τ ; Φ; ∆; Γ; B; limit)

(Ψ; Φ; ∆; Γ; B; limit), F K φ
7→ δ , (Ψ; Φ, F K φ

7→ δ; ∆; Γ; B; limit)
(Ψ; Φ; ∆; Γ; B; limit), α 7→ Kα , (Ψ; Φ; ∆, α 7→ Kα; Γ; B; limit)

Ô
ß�¾ÀÄ�Â­Ä

α
Ï«ÆTÄhÁ�ÈÀÆ�Ç¦Í�Å�ÅCÄhÍ�Â¦Í�ÈTÌTß�¾ÀÄ�Â­ÄÃ¿ È

(Ψ; Φ; ∆; Γ; B; limit)
Ù

(Ψ; Φ; ∆; Γ; B; limit), x 7→ τ , (Ψ; Φ; ∆; Γ, x 7→ τ ; B; limit)
Ô

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
x
Ï«ÆTÄ�Á�È�Æ�Ç¦Í�ÅÀÅPÄ�Í�Â¦Í�ÈTÌTß�¾ÀÄ"Â�ÄÃ¿ È

(Ψ; Φ; ∆; Γ; B; limit)
Í�È�Ï

Φ; ∆ ` τ :
φ

i
Ù

(Ψ; Φ; ∆; Γ; B1; limit), B2 , (Ψ; Φ; ∆; Γ; B1, B2; limit)

æ



� üPý �Xû�ý3õiùÀöeõiý�ø�û�ö�üCý � õTý�ú�÷
½�¾ÀÄ

·
Æ�ÅPÄ"ÂuÍ�Ç�Æ�ÂmÂ­Ä�Ê_Æ�ãKÄ�ÁmÍ�ÈTÌ
Ë ¿²ÈÀÄ�Í�Â­¿ Ç�ÌÃÒ¤Â­ÆKÊ Í�È®Ä�ÈTãi¿²Â�Æ�ÈÀÊEÄ"ÈiÇhÙ��áÄ�Ñ�Á­Ä©¿�Ç�Ç­Æ$ÅÀÂ�Æ�¾À¿²ÓÀ¿ Ç3Ë²¿ È�Ä�Í�Â�¿ Ç�ÌÃ¿²ÈEÁ§ÆKÊ_Ä�Æ�ÒÀÇ�¾ÀÄ�Ç�ÌiÅPÄ�Éu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ

Â�ÑÀË ÄhÁ"Ù
·

Φ, {F K ·
7→ δ|F K φ

7→ δ ∈ Φ}

·

Γ (Φ, ∆) , {x 7→ τ |(x 7→ τ ∈ Γ) ∧ (Φ; ∆ ` τ :
·
i)}

Ú�Ò
C = Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç"Ô«Ç­¾�Ä"È ·

C, ∅;
·

Φ; ∆;
·

Γ (Φ, ∆); B; limit
Ù

� ý�ø�û¤ö�üCý � õTý�úE÷
� �3÷hõiú�÷

AÁ$Ç�¾ÀÄ¥Í�Ó�Á§Ç­ÂuÍ�ÉxÇ$Ê¥Í�Éu¾À¿²ÈÀÄEÁ�Ç�Ä"Å�Á$Ò¤Â�Æ�Ê�ÆKÈÀÄ_Á§Ç�Í�Ç­Ä�Ç­ÆIÇ­¾ÀÄEÈÀÄ"ÎTÇ�Ô�Ç­¾�Ä

Φ
Ä"ÈTãT¿ Â�Æ�ÈÀÊEÄ�ÈKÇ
Ê�ÑCÁ�Ç
â�Â�Æ�ß
Ç­Æ7Í�É�ÉxÆ�ÊEÆ«ÏÀÍ�Ç­Ä�È�Ä"ß-Ç�ÌTÅPÄ

Á­Ä
	iÑÀÄ"ÈCÉxÄÛÍ�Ë²Ë Æ«É"Í�Ç­¿²Æ�È�Á�ÙM½�¾�Ä"Â�ÄxÒ¤Æ�Â�Ä�Ô¯ß�Ä7Ï«Ä%��ÈÀÄ7ÍåÁ­ÑÀÓ�Á­ÄxÇ¥ÆKÅCÄ�Â�Í�Ç­Æ�Â ·
⊆
Ò¤ÆKÂ

Φ
Ç­Æá¿²È�Ï«¿�É"Í�Ç�Ä�Ç­¾�Í�Ç¥Ç­¾ÀÄ

Φ2
Í�ÒÝÇ�Ä"ÂeÍáÁ�Ç�Ä"Å ¿�Á_Í�È

ÄxÎTÇ�Ä"È�Á­¿ ÆKÈåÆ�Ò¯Ç�¾ÀÄ
Φ1
ÓCÄ"Ò¤Æ�Â�Ä�Ç�¾ÀÄeÁ§Ç­Ä"Å�ÙE½mÆ7Í�É�ÉxÆ�ÊEÆ«ÏÀÍ�Ç­Ä�Ç­¾ÀÄeÏ«¿�Á�É"Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e)
Ä"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È�Ô�Ç�¾À¿²Á®Æ�ÅPÄ"ÂuÍ�Ç­ÆKÂ$Ê�Ñ�Á§Ç
ÓPÄeÍ�Ó�Ë Ä_Ç­Æ

Ï«Ä�Ê_Æ�Ç­Ä®Í_Ë²¿ ÈÀÄhÍ�Â�Ê¥Í�ÅÀÅ�¿ ÈÀâ
F K

∧

7→ δ
Ç�ÆeÍ�È�Æ�ÈÀË²¿ È�Ä�Í�Â�Ê¥Í�ÅÀÅÀ¿²ÈÀâ

F K ·
7→ δ
ñ

Φ1

·
⊆ Φ2 ⇔ ∀F K .(F K φ1

7→ δ1 ∈ Φ1) ⇒ ∃δ2.((F
K φ2

7→ δ2 ∈ Φ2) ∧ (δ1 ⊆ δ2) ∧ ((φ2 =∧) ⇒ (φ1 =∧)))

(Ψ; Φ1; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

)
·
⊆ (Ψ; Φ2; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
) ⇔ (Φ1

·
⊆ Φ2)½mÆIÅÀÂ�Æ�ã�Ä_ÍIÁ­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�ÈáË Ä�Ê_Ê¥Í�Ô*ß�ÄEÈÀÄ�Ä�ÏÐÍ�ÈÀÆ�Ç­¿²Æ�ÈåÆ�Ò¯Ä�ÈiãT¿²Â­ÆKÈÀÊEÄ"ÈiÇ
ß�ÄhÍ�ä�Ä�ÈÀ¿²ÈÀâ�Ù �áÄ�Í�ä�Ä"È�¿ ÈÀâCÔ*¾ÀÆ�ß©Ä"ã�Ä�Â�Ô�É"Í�ÈÀÈÀÆ�Ç
ÍKÏÀÏ

ÈÀÄ�ß]Ë²¿ È�Ä�Í�Â�Ä�Ë Ä�Ê_Ä�ÈiÇ�Á�ÈÀÆKÂ¦Éu¾�Í�È�â�Ä$Ç­¾ÀÄ�Ë²¿ È�Ä�Í�Â�¿ Ç�ÌeÆ�Ò�Í�È�ÄxÎ«¿²Á§Ç­¿²ÈÀâEÊ¥Í�ÅÀÅ�¿ ÈÀâCÔ�Á­Æ_ß©Ä
ÈÀÄ"ÄhÏIÍ¥ÏÀ¿ ��Ä"Â�Ä"ÈiÇ¦Á§Ñ�Ó�Á§Ä"Ç¦Æ�ÅPÄ"ÂuÍ�Ç�Æ�ÂhÔ ∧

⊆
ñ

Φ1

∧

⊆ Φ2 ⇔ (∀F K .(F K φ
7→ δ1 ∈ Φ1) ⇒ ∃δ2.((F

K φ
7→ δ2 ∈ Φ2) ∧ (δ1 ⊆ δ2)))

∧(∀F K .(F K
∧

7→ δ2 ∈ Φ2) ⇒ ∃δ1.((F
K

∧

7→ δ1 ∈ Φ1) ∧ (δ1 ⊆ δ2)))

(Ψ; Φ1; ∆1; Γ1; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

) ⊆ (Ψ; Φ2; ∆2; Γ2; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

) ⇔ (Φ1

∧

⊆ Φ2) ∧ (∆1 ⊆ ∆2) ∧ (Φ; ∆ ` Γ1 ⊆ Γ2)ß�¾ÀÄ�Â­Ä
ß©Ä
ÏÀÄ!��ÈÀÄ®Á­ÑÀÓ�Á­ÄxÇ�Ò¤ÆKÂ
Γ
Í�Á�ñ

Φ; ∆ ` Γ1 ⊆ Γ2 ⇔ Γ1, x1 7→ τ1, . . . , xn 7→ τn = Γ2

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
Φ; ∆ ` τ1 :

·
i1, . . . , Φ; ∆ ` τn :

·
in
Ù

����� � ������� ��� ������� ��
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���


½�¾ÀÄ�ÈÀÆ�ÇuÍ�Ç�¿ ÆKÈ
B ` I1

.
= I2

ÊEÄhÍ�È�Á�Ç­¾CÍ�Ç_Ò¤Æ�Â¥Í�Ë²Ë�ÅCÆiÁ­Á­¿ Ó�Ë ÄÛÁ§Ñ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�ÈCÁEÆ�ÒA¿²ÈiÇ­Ä"âKÄ"ÂEÉxÆKÈ�Á�ÇuÍ�ÈiÇ�Á�Ò¤ÆKÂ�¿²ÈiÇ­Ä"âKÄ"ÂEã�Í�Â�¿²Í�ÓÀË²Ä�Á�Ô
B¿²Ê_Å�Ë ¿²Ä�Á¦Ç­¾�Í�Ç

I1
¿�Á¦Ä�	iÑ�Í�Ë*Ç�Æ

I2
Ù¦îT¿ ÊE¿²Ë²Í�Â­Ë²Ì�Ô

B ` B1
.
= B2

ÊEÄhÍ�È�Á�Ç�¾�Í�Ç$Ò¤Æ�ÂAÍ�Ë ËmÅCÆiÁ­Á­¿²ÓÀË Ä®Á­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È�ÁAÆ�Ò6¿ ÈiÇ�Ä"â�Ä�ÂAÉxÆKÈ�Á§Ç�Í�ÈiÇuÁ
Ò¤Æ�Â�¿²ÈiÇ­Ä�â�Ä"Â�ã�Í�Â­¿�Í�ÓÀË²Ä�Á�Í�È�ÏbÓPÆTÆ�Ë²Ä�Í�È�É"Æ�È�Á§Ç�Í�ÈKÇuÁ©Ò¤Æ�Â�ÓPÆTÆ�Ë²Ä�Í�È�ã�Í�Â�¿²Í�ÓÀË²Ä�Á�Ô

B
¿²ÊEÅÀË²¿ ÄhÁ�Ç­¾�Í�Ç

B1
¿�Á�Ä
	iÑ�Í�Ë�Ç­Æ

B2
Ù

� � ��
������ ºI¼�� ��� � µ�» �
½�ÌiÅPÄ®Ä�	KÑ�¿ ã�Í�Ë²Ä"ÈCÉxÄ

Φ; B ` τ1 ≡ τ2
¿²ÁAÆ�ÈÀË²Ì�ß�Ä�Ë Ë à�ÏÀÄ!��ÈÀÄhÏÛß�¿�Ç�¾7Â­ÄhÁ§ÅPÄ�ÉxÇ¦Ç­ÆIÍ�È7Ä"ÈTãT¿²Â­ÆKÈÀÊEÄ"ÈiÇ

Φ; B
Ù � ¾�Ä"È7Ç�¾À¿²ÁAÄ"ÈTãT¿ Â�Æ�È�Ê_Ä�ÈiÇ

¿�Á�ÉxË²Ä�Í�ÂhÔ«¾ÀÆ�ß©Ä"ãKÄ"ÂhÔKß©Ä�ß�¿ Ë²Ë*Æ�ÒÝÇ�Ä"È���Ñ�Á§Ç¦ß�Â­¿ Ç­Ä
τ1 ≡ τ2

ÓTÌI¿�ÇuÁ§Ä�Ë�Ò�Ô«Ò¤ÆKÂ¦ÉxÆKÈiãKÄ"ÈÀ¿²Ä"ÈCÉxÄ�Ù

Φ; B ` τ ≡ τ

Φ; B ` τ1 ≡ τ2

Φ; B ` τ2 ≡ τ1

�



Φ; B ` τ1 ≡ τ2 Φ; B ` τ2 ≡ τ3

Φ; B ` τ1 ≡ τ3

Φ; B ` (λα : K.τb)τa ≡ [α 7→ τa]τb

B ` I
.
= i

Φ,
ë K ·

7→ δ; B `
ë KI ≡ δ(i)

B ` I1
.
= I2

Φ; B ` I1 ≡ I2

B ` B1
.
= B2

Φ; B ` B1 ≡ B2

Φ; B ` � 	 (τ1, τ2) ≡ � 	 (τ2, τ1)

∀i.(Φ; B ` τi ≡ τ ′
i )

Φ; B ` T [τ1, . . . , τn] ≡ T [τ ′
1, . . . , τ

′
n]

�¦Í�Ç­¾ÀÄ�ÂAÇ�¾�Í�Èåß�Â­¿ Ç­¿²ÈÀâbÄhÍ�Éu¾#Æ�Ò6Ç­¾ÀÄ¥É"Æ�ÈÀâKÂ­ÑÀÄ�È�ÉxÄ�Â­ÑÀË²Ä�ÁÃÁ­Ä"Å�Í�Â�Í�Ç­Ä"Ë²Ì.Ü τ≡τ ′

λα:K.τ≡λα:K.τ ′

Ô�ÄxÇ�É�Ù ÞxÔ�ß©Ä�Ñ�Á­Ä
T
Ç�ÆI¿²È�Ï«¿�É"Í�Ç­ÄEÍ¥Ç�ÌTÅPÄ

ß�¿ Ç­¾ Æ�È�Ä#Æ�ÂeÊEÆKÂ­Ä ÜXÁ§¾�Í�Ë Ë²Æ�ß�Ë²ÌMÏ«ÑÀâTÞE¾ÀÆKË ÄhÁ¥¿ È ¿ Ç�Ô¦Í�È�Ï
T [τ1, . . . , τn]

Ç­Æ�¿²È�Ï«¿�É"Í�Ç­Ä7Ç�¾ÀÄ7Ç�ÌTÅPÄÐß�¿ Ç­¾ Ç­¾�Ä#¾ÀÆ�Ë²Ä�ÁeÂ­Ä�ÅÀË²ÍKÉxÄhÏMÓTÌ
τ1, . . . , τn

ÔÀÁ­Æ�Ç�¾�Í�ÇAÍEÁ­¿ È�â�Ë²Ä$Ç�ÌTÅPÄ�Ä
	iÑÀ¿²ã�Í�Ë²Ä"È�É"ÄÃÂ�ÑÀË²Ä�ÉxÆ�ã�Ä�Â�Á�Í�Ë Ë�Ç�¾ÀÄ®É"ÍKÁ§ÄhÁ"Ù6½�¾À¿�Á�¿²Á¦Æ�ÈÀË²Ì¥Ò¤Æ�Â�È�Æ�Ç�Í�Ç­¿²Æ�È�Í�Ë*ÉxÆ�ÈTãKÄ"ÈÀ¿²Ä"È�É"Ä�Ù

T [τ ] = λα : K.τ |µα : K.τ |φ〈τ〉 |
Ú�ÈKÇ

(τ) | � ÆiÆKË (τ)

T [τ1, τ2] = τ1 τ2 | ∀α : K; τ1.τ2 | ∃α : K; τ1.τ2 | τ1 −→ τ2 |φ〈τ1, τ2〉

| � ÍKÁ (τ1, τ2) | � Ä"È (τ1, τ2) | � 	 (τ1, τ2) |
Ú�È �AÆKÊEÍ�¿ È

(τ1, τ2)

T [τ1, τ2, τ3] = � ÈÀ¿²Æ�È (τ1, τ2, τ3) |φ〈τ1, τ2, τ3〉

T [τ1, τ2, τ3, . . . , τn] = φ〈τ1, τ2, τ3, . . . , τn〉

� � � ���xº �
¶m¼"¸®µ�·�º � � �
� ��� � ��� 
����	����
�


• (M1, e1)
?
7→ (M2, e2)

ÊEÄ�Í�È�Á
(M1, e1)

Å�Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á§ÄhÁS¿²È�è�Ä"Â�ÆEÆ�Â�Æ�ÈÀÄ®Á§Ç­Ä�Å�Á©Ç­Æ
(M2, e2)

Ù

• (M1, e1)
∗
7→ (M2, e2)

ÊEÄ�Í�È�Á
(M1, e1)

Å�Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á§ÄhÁS¿²È�è�Ä"Â�ÆEÆ�Â�ÊEÆ�Â�Ä
Á§Ç­Ä�Å�Á�Ç�Æ
(M2, e2)

Ù

• (M1, e1)
+
7→ (M2, e2)

ÊEÄ�Í�È�Á
(M1, e1)

Å�Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á§ÄhÁS¿²È�ÆKÈÀÄ
Æ�Â�ÊEÆ�Â�Ä�Á�Ç�Ä"Å�Á©Ç�Æ
(M2, e2)

Ù

• (M1, e1)
?,(evaluation−rule)

7→ (M2, e2)
ÊEÄ�Í�È�Á

(M1, e1)
ÅÀÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á­Ä�Á�Ç�Æ

(M2, e2)
ÓTÌeÍ�ÅÀÅÀË²Ìi¿²ÈÀâ�Ç­¾ÀÄÃâ�¿²ã�Ä�ÈeÄ"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç­¿²Æ�ÈeÂ�ÑÀË²Ä

è"Ä"Â�Æ_Æ�Â�Æ�È�Ä$Ç�¿ ÊEÄhÁ"Ù

• (M1, e1)
∗,(evaluation−rule)

7→ (M2, e2)
Í�È�Ï

(M1, e1)
+,(evaluation−rule)

7→ (M2, e2)
Í�Â�Ä®Ï«Ä!�CÈÀÄ�ÏÛ¿²ÈÛÇ­¾ÀÄ�Á­Í�Ê_Ä�ß�ÍYÌIÍKÁ�Ç­¾�Ä

Í�ÓPÆ�ã�Ä
Ï«Ä!��È�¿�Ç�¿ ÆKÈ�Ù
•
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(i1 + i2) = i3
ÔÀß�¾ÀÄ"Â�Ä

i3
¿�Á�Ç�¾ÀÄ®Á§Ñ�Ê Æ�Ò

i1
Í�È�Ï

i2

•
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(i1 − i2) = i3
ÔÀß�¾ÀÄ"Â�Ä

i3
¿�Á

i1
ÊE¿ ÈTÑ�Á

i2

�



•
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(i1 ∗ i2) = i3
ÔÀß�¾ÀÄ�Â­Ä

i3
¿²Á�Ç­¾ÀÄ�ÅÀÂ�Æ«Ï«Ñ�ÉxÇ�Æ�Ò

i1
Í�ÈCÏ

i2

•
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(i1
É"Ê_Å

i2) = b
Ô«ß�¾ÀÄ�Â­Ä

b
¿²Á�Ç­Â�ÑÀÄ
¿ ��É"Ê_Å

(i1, i2)
¿²Á�Ç­Â�ÑÀÄ

•
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(b1 ∧ b2) = b3
ÔÀß�¾ÀÄ�Â­Ä

b3
¿�Á�Ç­Â�ÑÀÄ
¿��

b1
Í�ÈCÏ

b2
Í�Â­Ä$Ç­Â�ÑÀÄ

•
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(b1 ∨ b2) = b3
ÔÀß�¾ÀÄ�Â­Ä

b3
¿�Á�Ç­Â�ÑÀÄ
¿��

b1
Æ�Â

b2
¿�Á�Ç�Â­ÑÀÄ

•
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(¬b1) = b2
ÔÀß�¾ÀÄ�Â­Ä

b2
¿�Á©Ç­Â�ÑÀÄ
¿��

b1
¿�Á�Ò�Í�Ë�Á§Ä

� ��� ��������


(E − LOAD)(M,
Ë²ÆKÍKÏ

(i, fact)) → (M,∧ 〈M(i), fact〉)

(E − STORE)(M,
Á§Ç­ÆKÂ­Ä

(i, fact, v)) → ([i 7→ v]M, fact)

(E − ABSAPP1)(λx : τ
φ,I
−→ e1)v2 →

É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ
([x 7→ v2]e1)

(E − ABSAPP2)(λx : τ
φ,∞
−→ e1)v2 → [x 7→ v2]e1

(E − COERCE)
ÉxÆTÄ�Â�É"Ä

(v) → v

(E − TAPPTABS)(Λα : K; B.v)τ → [α 7→ τ ]v

(E − LET )
Ë²ÄxÇ

〈x1, · · · , xn〉 = φ〈v1, · · · , vn〉
¿ È

e → [x1 7→ v1, · · · , xn 7→ vn]e

(E − SIMPLIFY 1)v1
Æ�Å

v2 →
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(v1
Æ�Å

v2)

(E − SIMPLIFY 2)¬v →
Á§¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì

(¬v)

(E − IF1)
¿�Ò

true
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä�Ë²Á­Ä

e2 → e1

(E − IF2)
¿�Ò

false
Ç�¾ÀÄ"È

e1
Ä"Ë�Á§Ä

e2 → e2

(E − IFB1)
` B

.
= true¿�Ò

B
Ç�¾ÀÄ"È

e1
Ä�Ë²Á­Ä

e2 → e1

(E − IFB2)
` B

.
= false¿�Ò

B
Ç�¾ÀÄ"È

e1
Ä�Ë²Á­Ä

e2 → e2

(E − UNPACK)
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

α, x = (
Å�ÍKÉuä

[τ1, v1]
Í�Á

τ2)
¿ È

e2 → [α 7→ τ1, x 7→ v1]e2

(E − UNROLL)
ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë

(
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](v)) → v

(E − FIX)
�ÀÎ

x : τ.
ã
→ [x 7→

�ÀÎ
x : τ.

ã
]
ã

(E − CASE)
É�Í�Á­Ä

(b,
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v)) → v

(E − INDOMAIN)
¿²È
�
Ï«ÆKÊ¥Í�¿²È

(I1, I2, fact, fact) →∧ 〈
äTÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2), fact〉

�



(E − DISTINGUISH)
ÏÀ¿²Á§Ç­¿²ÈÀâ�Ñ�¿²Á­¾

(I1, I2, fact, fact) →∧ 〈
äTÈÀÆ�ß

(I1 6= I2), fact, fact〉

(E − MAKEEQ)
Ê¥Í�äKÄ

�
Ä
	

(τ) → fact

(E − APPLY EQ)
Í�ÅÀÅÀË²Ì

�
Ä�	

(τ, fact, v) → v

(E − NEWFUN)
È�Ä"ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(K) →
Å�ÍKÉuä

[F K , fact]
Í�Á

∃α :
¿²ÈKÇ

7→ K.
ëÀÑÀÈ � Ä�È (α, 0),

ß�¾�Ä"Â�Ä�ë K ¿²ÁÀÒ¤Â­ÄhÁ§¾

(E − DISCARDFUN)
ÏÀ¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤ÑÀÈ

(fact) → ·〈〉

(E − DEFINEFUN)
Ï«Ä!��È�Ä

�
Ò¤ÑÀÈ

(fact, τ) →∧ 〈fact, fact, fact〉

�¦Í�Ç­¾ÀÄ�Â6Ç­¾�Í�Èeß�Â�¿�Ç�¿ ÈÀâ�Ä�Í�Éu¾EÆ�ÒPÇ�¾ÀÄ$É"Æ�ÈÀâKÂ­Ñ�Ä"È�É"Ä�Â­ÑÀË²Ä�Á¯Á§Ä�Å�Í�ÂuÍ�Ç�Ä"Ë²ÌIÜ e2→e′

2

v1 e2→v1 e′

2

ÔiÄxÇ�É�Ù ÞxÔTß�Ä¦ÑCÁ§Ä
E
Ç�Æ®¿²È�Ï«¿�É"Í�Ç�Ä$Í�È¥ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È

ß�¿ Ç­¾ÛÆ�ÈÀÄ¥ÜXÁ§¾�Í�Ë Ë²Æ�ß�Ë²ÌbÏ«ÑÀâTÞ©¾ÀÆ�Ë²Ä
¿ ÈÛ¿ Ç�Ô�Í�È�Ï
E[e]

Ç�Æ_¿²È�Ï«¿�É"Í�Ç­Ä
Ç�¾ÀÄ�ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�ÈIß�¿�Ç�¾�Ç­¾ÀÄ�¾ÀÆKË Ä�Â�Ä"Å�Ë²ÍKÉxÄ�ÏbÓTÌ
e
ÔÀÁ§Æ_Ç�¾�Í�ÇAÍ¥Á­¿ È�â�Ë²Ä

Ä"ã�Í�Ë Ñ�Í�Ç­¿²Æ�È�Â­Ñ�Ë Ä�ÉxÆ�ãKÄ"ÂuÁ�Í�Ë Ë�Ç­¾ÀÄ®É�Í�Á­Ä�Á�Ù3½�¾À¿�Á�¿�Á�Æ�ÈÀË²ÌeÒ¤ÆKÂ�ÈÀÆ�ÇuÍ�Ç�¿ ÆKÈ�Í�Ë*ÉxÆKÈTã�Ä"È�¿ Ä�È�ÉxÄKÙ

E[e] = eτ |
Å�ÍKÉuä

[τ1, e]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2 |
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

α, x = e
¿ È

e2 |
Â­ÆKË Ë

[τ ](e) |
ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(e)

|
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e) | ee2 | v1e |φ〈v1, · · · , vk−1, e, ek+1, · · · , en〉 |
Ë²ÄxÇ −→x = e

¿ È
e2

| e
ÆKÅ

e2 | v1
Æ�Å

e | ¬e |
¿ Ò

e
Ç­¾ÀÄ�È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3 |
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, e) |
É"ÍKÁ§Ä

(b, e) |
Ë ÆiÍ�Ï

(e, e � ��� )

|
Ë ÆiÍ�Ï

(v �% �� , e) | Á�Ç�Æ�Â�Ä (e, e � ��� , ev) |
Á§Ç­ÆKÂ­Ä

(
ã �! �� , e, ev) |

Á§Ç­ÆKÂ­Ä
(
ã �! �� , ã � ��� , e)

|
Ï«¿�Á�Ç�¿ ÈÀâKÑÀ¿�Á§¾

(I1, I2, e, e2) |
Ï«¿�Á�Ç�¿ È�â�ÑÀ¿�Á§¾

(I1, I2,
ã
1, e) |

Í�Å�ÅÀË Ì
�
Ä
	

(τ, e, e2) |
Í�ÅÀÅÀË²Ì

�
Ä�	

(τ,
ã��

, e)

|
Ï«¿�Á�É"Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e) |
Ï«Ä%��ÈÀÄ

�
Ò¤Ñ�È

(e, τ) |
¿ È
�
Ï«Æ�Ê¥Í�¿ È

(I1, I2, e, e2) |
¿²È
�
Ï«ÆKÊEÍ�¿ È

(I1, I2,
ã��

, e)

(congruence rule)
(M, e) → (M ′, e′)

(M, E[e]) → (M ′, E[e′])

e → e′

(M, e) → (M, e′)

� � ��
���� � �����	��¸®·�
 � ¹�µ � �
�

(K − IV AR)Φ; ∆ ` i :
¿²ÈiÇ

(K − TV AR)Φ; ∆, α : K ` α : K

(K − BOOL)Φ; ∆ ` b :
ÓPÆTÆ�Ë

(K − IOP )
Φ; ∆ ` I1 :

¿²ÈiÇ
Φ; ∆ ` I2 :

¿²ÈKÇ
Φ; ∆ ` I1

¿²Æ�Å
I2 :
¿²ÈiÇ

(K − CMP )
Φ; ∆ ` I1 :

¿²ÈKÇ
Φ; ∆ ` I2 :

¿ ÈiÇ
Φ; ∆ ` I1

ÉxÊEÅ
I2 :
ÓPÆTÆ�Ë

�



(K − BOP )
Φ; ∆ ` B1 :

ÓPÆTÆ�Ë
Φ; ∆ ` B2 :

ÓCÆTÆKË
Φ; ∆ ` B1

ÓPÆ�Å
B2 :

ÓPÆiÆKË

(K − ANTI)
Φ; ∆ ` B :

ÓPÆTÆ�Ë
Φ; ∆ ` ¬B :

ÓPÆiÆKË

(K − TABS)
Φ; ∆, α : Ka ` τ : Kb

Φ; ∆ ` λα : Ka.τ : Ka → Kb

(K − APP )
Φ; ∆ ` τf : Ka → Kb Φ; ∆ ` τa : Ka

Φ; ∆ ` τf τa : Kb

(K − ALL)
Φ; ∆, α : K ` B :

ÓPÆiÆKË
Φ; ∆, α : K ` τ :

φ

i

Φ; ∆ ` ∀α : K; B.τ :
φ

i

(K − SOME)
Φ; ∆, α : K ` B :

ÓPÆTÆ�Ë
Φ; ∆, α : K ` τ :

φ

i

Φ; ∆ ` ∃α : K; B.τ :
φ

i

(K − REC)
Φ; ∆, α : K ` τ : K

Φ; ∆ ` µα : K.τ : K

(K − ABS)

Φ; ∆ ` τ1 :
φ1

i1 Φ; ∆ ` τ2 :
φ2

i2
(Φ; ∆ `

Ë ¿²ÊE¿�Ç
:
¿²ÈiÇ

⇒ i = 0) or (
Ë ¿²ÊE¿�Ç

= ∞ ⇒ i = 1)

Φ; ∆ ` τ1
φ,limit
−→ τ2 :

φ

i

(K − NLTUPLE)
∀j.(Φ; ∆ ` τj :

·
ij)

Φ; ∆ ` ·〈−→τ 〉 :
·
i

(i =
∑

j

ij)

(K − LTUPLE)
∀j.(Φ; ∆ ` τj :

φj

ij )

Φ; ∆ `∧ 〈−→τ 〉 :
∧

i
(i =

∑

j

ij)

(K − INT )
Φ; ∆ ` I :

¿ ÈiÇ
Φ; ∆ `

Ú�ÈiÇ
(I) :

·
1

(K − BOOL)
Φ; ∆ ` B :

ÓCÆTÆKË
Φ; ∆ ` � ÆTÆ�Ë (B) :

·
1

(K − UNION)
Φ; ∆ ` B :

ÓPÆTÆ�Ë
Φ; ∆ ` τ1 :

φ

i Φ; ∆ ` τ2 :
φ

i

Φ; ∆ ` � ÈÀ¿ ÆKÈ (B, τ1, τ2) :
φ

i

(K − HAS)
Φ; ∆ ` I :

¿²ÈKÇ
Φ; ∆ ` τ :

·
1

Φ; ∆ ` � Í�Á (I, τ) :
∧

0

(K − FUNGEN)
Φ; ∆ ` I :

¿ ÈiÇ
Φ; ∆ ` τ :

¿²ÈiÇ
→ J

Φ; ∆ ` � Ä"È (τ, I) :
∧

0

(K − INDOMAIN)
Φ; ∆ ` I :

¿²ÈKÇ
Φ; ∆ ` τ :

¿ ÈiÇ
→ J

Φ; ∆ `
Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿²È

(I, τ) :
·
0

(K − EQ)
Φ; ∆ ` τ1 : K Φ; ∆ ` τ2 : K

Φ; ∆ ` � 	 (τ1, τ2) :
·
0

(K − FUN)Φ,
ë K φ

7→ δ; ∆ `
ë K :

¿ ÈiÇ
→ K

×��



����� ����� � � ��� ��� ��
	� � � ����


(T − MEM)

Ψ = Ψspare, Ψe Φ =
·

Φspare, Φe

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M(i) : Ψ(i)))
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e : τ

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, e : τ)

(T − V AR)
·

C, x : τ ` x : τ

(T − TABS)
C, α : K, B ` v : τ C, α : K ` B :

ÓCÆTÆKË
C ` Λα : K; B.v : ∀α : K; B.τ

(T − TAPP )

C ` e : ∀α : K; B.τ1

C ` τ2 : K
C ` [α 7→ τ2]B

C ` eτ2 : [α 7→ τ2]τ1

(T − COERCE)

Ψ; Φ; ∆; Γ; B; I2 ` e : τ

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 = ∞∧ τ :
φ

0)
Æ�Â

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 = I1 ∧ B ` I1 > I2)

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 `
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e) : τ

(T − EQ)

C ` e : τ1 C ` τ1 ≡ τ2

C ` τ1 : K1 C ` τ2 : K1

C ` e : τ2

(T − TUPLE)

C =
·

C, C1, · · · , Cn

∀i.(Ci ` ei : τi) C ` φ〈−→τ 〉 : K

C ` φ〈−→e 〉 : φ〈−→τ 〉

(T − ABS)

φ

Φ; ∆ ` τ1 : K
φ

Ψ;
φ

Φ; ∆;
φ

Γ, x : τ1; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 ` e : τ2

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 = ∞)
ÆKÂ

(
φ

Φ; ∆ `
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 :
¿²ÈiÇ

B `
Ë²¿²Ê_¿ Ç

2 ≥ 0)
φ

Ψ;
φ

Φ; ∆;
φ

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 ` λx : τ1
φ,
* & � &  2
−→ e : τ1

φ,
* & � &  2
−→ τ2

(T − APP )

C1, C2 = Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C

C1 ` e1 : τa

φ,
* & � &  f
−→ τb C2 ` e2 : τa

(
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C =
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f = ∞)
ÆKÂ

(B `
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f <
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C)ÆKÂ
(
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C = ∞,
Ë²¿ ÊE¿ Ç

f = I, Φ; ∆ ` τb :
φb

0 )

C1, C2 ` e1e2 : τb

(T − LET )
Ca ` ea : 〈−→τ 〉 Cb,

−−→x : τ ` eb : τb

Ca, Cb `
Ë Ä"Ç

〈−→x 〉 = ea

¿²È
eb : τb

(T − FIX)

C ` τ :
φ

i
C, x : τ `

ã
: τ

C ` (
�ÀÎ

x : τ.
ã
) : τ

(T − PACK)

C ` τ1 : K C ` ∃α : K; B.τ2 :
φ

i
C ` e : [α 7→ τ1]τ2 C ` [α 7→ τ1]B

C `
ÅCÍ�Éuä

[τ1, e]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2 : ∃α : K; B.τ2

×�×



(T − UNPACK)

C1 ` e1 : ∃α : K; B.τ1

C2, α : K, x : τ1, B ` e2 : τ2

C1, C2 `
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2 : τ2

(T − ROLL)

τ = (µα : K.τ0)τ1 · · · τn

C ` τ :
φ

i
C ` e : ([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 · · · τn

C `
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](e) : τ

(T − UNROLL)

τ = (µα : K.τ0)τ1 · · · τn

C ` τ :
φ

i C ` e : τ

C `
ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(e) : ([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 · · · τn

(T − FACT1)
·

C, i 7→ τ ` fact : � ÍKÁ (i, τ)

(T − FACT2)
·

C, F K
∧

7→ δ ` fact : � Ä"È (F K , i)

(T − FACT3)
·

C` fact : � 	 (τ, τ)

(T − FACT4)
i ∈ dom(δ)

·

C , F K ·
7→ δ ` fact :

Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿²È
(i, F K)

(T − LOAD)
C1 ` e �! �� :

Ú�ÈiÇ
(I) C2 ` e � ��� : � ÍKÁ (I, τ)

C1, C2 `
Ë ÆiÍ�Ï

(e �% �� , e � ��� ) :∧ 〈τ, � ÍKÁ (I, τ)〉

(T − STORE)

C = C1, C2, C3 = Ψ; Φ; ∆; Γ; B;∞
C2 ` e � ��� : � ÍKÁ (I, τ1) C3 ` e ' : τ2

C1 ` e �! �� :
Ú�ÈiÇ

(I) C ` τ2 :
·
1

C `
Á§Ç­ÆKÂ­Ä

(e �% �� , e � ��� , e ' ) : � ÍKÁ (I, τ2)

(T − DISTINGUISH)

C1, C2 ` I1 :
¿ ÈiÇ

C1, C2 ` I2 :
¿²ÈiÇ

C1 ` e1 : � Í�Á (I1, τ1) C2 ` e2 : � ÍKÁ (I2, τ2)

C1, C2 `
Ï«¿²Á§Ç­¿²ÈÀâKÑÀ¿²Á­¾

(I1, I2, e1, e2) :∧ 〈
�
ÈÀÆ�ß

(I1 6= I2), � ÍKÁ (I1, e1), � ÍKÁ (I2, e2)〉

(T − MAKEEQ)

·

C` τ : K
·

C`
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä
	

(τ) : � 	 (τ, τ)

(T − APPLY EQ)

C ` τf : K → J C ` e1 : � 	 (τa, τb)
C ` τa : K C ` τb : K C ` e2 : τf τa

C `
Í�ÅÀÅÀË²Ì

�
Ä�	

(τf , e1, e2) : τf τb

(T − NEWFUN)
·

C`
È�Ä"ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(J) : ∃α :
¿ ÈiÇ

→ J. � Ä"È (α, 0)

(T − DISCARDFUN)
C ` e : � Ä"È (τ, I)

C `
Ï«¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤ÑÀÈ

(e) : ·〈〉

(T − DEFINEFUN)
C ` e : � Ä�È (τf , I) C ` τf :

¿ ÈiÇ
→ J C ` τa : J

C `
Ï«Ä!��È�Ä

�
Ò¤ÑÀÈ

(e, τa) :∧ 〈 � Ä�È (τf , I + 1), � 	 (τf I, τa),
Ú�È �AÆKÊEÍ�¿ È

(I, τf )〉

×hð



(T − INDOMAIN)

C1, C2 ` I1 :
¿²ÈKÇ

C1, C2 ` I2 :
¿²ÈiÇ

C1 ` e1 :
Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿ È

(I1, τf ) C2 ` e2 : � Ä�È (τf , I2)

C1, C2 `
¿²È
�
Ï«ÆKÊEÍ�¿ È

(I1, I2, e1, e2) :∧ 〈
�
ÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2), � Ä"È (τf , I2)〉

(T − INT )
·

C` i :
Ú�ÈKÇ

(i)

(T − BOOL)
·

C` b : � ÆTÆ�Ë (b)

(T − IOP )
C1 ` e1 :

Ú�ÈiÇ
(I1) C2 ` e2 :

Ú�ÈiÇ
(I2)

C1, C2 ` e1
¿²Æ�Å

e2 :
Ú�ÈiÇ

(I1
¿²Æ�Å

I2)

(T − CMP )
C1 ` e1 :

Ú�ÈiÇ
(I1) C2 ` e2 :

Ú�ÈKÇ
(I2)

C1, C2 ` e1
É"Ê_Å

e2 : � ÆTÆ�Ë (I1
ÉxÊEÅ

I2)

(T − BOP )
C1 ` e1 : � ÆTÆKË (B1) C2 ` e2 : � ÆTÆ�Ë (B2)

C1, C2 ` e1
ÓPÆ�Å

e2 : � ÆTÆ�Ë (B1
ÓCÆKÅ

B2)

(T − CBOOL)
C ` e : � ÆTÆKË (B)

C ` ¬e : � ÆTÆKË (¬B)

(T − IFE)
Ca ` e1 : � ÆTÆ�Ë (B) Cb, B ` e2 : τ Cb,¬B ` e3 : τ

Ca, Cb `
¿ Ò

e1
Ç­¾ÀÄ�È

e2
Ä"Ë�Á§Ä

e3 : τ

(T − IFB)

C = Ψ; Φ; ∆; Γ; BC ; I
C ` B :

ÓPÆTÆ�Ë
C, B ` e1 : τ C,¬B ` e2 : τ

C `
¿ Ò

B
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä"Ë�Á§Ä

e2 : τ

(T − UNION)

C ` τ1 : K C ` τ2 : K C ` e : τi (i =
1 if b
2 if ¬b

)

C `
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, e) : � È�¿ ÆKÈ (b, τ1, τ2)

(T − CASE)
C ` e : � ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2)

C `
É�Í�Á­Ä

(b, e) : τi (i =
1 if b

2 if ¬b
)

� � ��
���� ·�� � ºI· � ·�º � � �
½�¾ÀÄEÄ"ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Ä�Â�ÑÀË²Ä�Á
Í�Â�ÄEÏ«Ä!��È�Ä�ÏáÆ�ÈÀË²Ì7Ò¤ÆKÂÃß©Ä"Ë²Ë àXÇ�ÌTÅPÄ�ÏÐÇ­Ä"Â�Ê¥Á"ñÃÇ�Æ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä�Ç�ÌTÅCÄhÁ"Ô�ß�ÄEÂ�Ä
	iÑÀ¿²Â­ÄEÍÛÏ«Ä"Â�¿ ã�Í�Ç­¿²Æ�ÈÐÆ�Ò©Á­Æ�ÊEÄ ��Ñ�Ï«âKÊ_Ä�ÈiÇ
C ` (M, e : τ)

Ç�Æ$ÓPÄ�âK¿ ãKÄ"È�Ô�Í�È�Ï®ß©Ä¯Ñ�Á­Ä�Ç­¾ÀÄ�Ï«Ä"Â�¿²ãYÍ�Ç­¿²Æ�È�Ç�ÆÃÍ�ÈÀÈÀÆ�Ç�Í�Ç�Ä�Á­ÑÀÓPÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È�Á�¿ ÈCÁ§¿�Ï«Ä
(M, e)

ß�¿�Ç�¾�Ç�ÌTÅPÄ�Á�Ù3îTÅPÄ�É"¿ �CÉ�Í�Ë²Ë ÌKÔ
¿ Ò

e = ...e1...
Ô�Í�È�ÏeÇ�¾ÀÄ®Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç­¿²Æ�È�Æ�Ò

C ` (M, e : τ)
ÉxÆ�ÈiÇuÍ�¿²È�Á©Ç­¾ÀÄ ��ÑCÏ«â�ÊEÄ"ÈiÇ

C1 ` e1 : τ1
Ô«Ç�¾ÀÄ"ÈÛß©Ä�Í�ÈÀÈÀÆ�Ç�Í�Ç­Ä

e
ß�¿ Ç­¾

τ1
ÍKÁ

e = ...(e1 : τ1)...
ß�¾ÀÄ�È#ÉxÆKÈiãKÄ"ÈÀ¿²Ä"ÈiÇhÙ �áÄ�Í�ÈÀÈÀÆ�ÇuÍ�Ç�Ä�Ç�ÌTÅCÄhÁ¦ß�¿ Ç­¾7äT¿ ÈCÏÀÁ¦¿²ÈÐÍeÁ­¿ ÊE¿²Ë²Í�Â�Ò�Í�Á­¾À¿²Æ�È�Ù�½�¾ÀÄhÁ§Ä�Í�ÈÀÈÀÆ�Ç�Í�Ç­¿²Æ�È�Á�âKÑÀ¿�Ï«Ä�Ç­¾�Ä

Ä"ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Ä$Â�ÑÀË²Ä�Á�Ù

(ER − M)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e))

(ER − M2)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M(e)) = (M(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)))

(ER − i)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(i) = i

(ER − b)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(b) = b

(ER − x)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(x) = x

×�ï



(ER − APP )
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((e1 : (τ1
φ,∞
7→ τ2)) e2) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)

(ER − APPI)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((e1 : (τ1
φ,I
7→ τ2)) e2) =

Ë²ÄxÇ
x = 〈

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e2)〉

¿²È
〈〉

(ER − APPT )
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e τ) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)

(ER − TUPLE)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(〈e1, . . . , en〉 : t :
φ

i) = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(en)〉
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

i > 0

(ER − TUPLEv0)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(〈v1, . . . , vn〉 : t :
φ

0) = 〈〉

(ER−TUPLEe0)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(〈e1, . . . , en〉 : t :
φ

0) =
Ë Ä"Ç

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(en)〉
¿ È
〈〉
ß�¾�Ä"Â�ÄAÁ§ÆKÊEÄ

ei

¿²Á©Í®ÈÀÆKÈeã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù

(ER − FUN)λx : τ
φ,∞
−→ e = λx −→

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e)

(ER − FUNI)λx : τ
φ,I
−→ e = 〈〉

(ER − OP )
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1
Æ�Å

e2) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)

(ER − NOT )
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(¬e) = ¬
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)

(ER − TFUN)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(Λα : K; B.v) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)

(ER − LET )
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Ë²ÄxÇ

〈−→x 〉 = e1
¿ È

e2) =
Ë Ä"Ç

〈−→x 〉 =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
¿ ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)

(ER − IF )
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
¿ Ò

e1
Ç�¾ÀÄ"È

e2
Ä�Ë²Á­Ä

e3) =
¿ Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Ç­¾ÀÄ�ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3)

(ER − UNION)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
ÑÀÈ�¿ ÆKÈ

(b, τ1, τ2, e)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)

(ER − PACK)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Å�Í�Éuä

[τ1, e]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)

(ER − UNPACK)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Ñ�ÈÀÅ�Í�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2) =
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿²È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)

(ER − CASE)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
É"ÍKÁ§Ä

(b, e)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)

(ER − ROLL)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Â�Æ�Ë²Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](e)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)

(ER − UNROLL)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë

(e)) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)

(ER − FIX)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
�ÀÎ

x : t :
φ

i .v) =
�ÀÎ

x.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
ß�¾ÀÄ�Â­Ä

i > 0

(ER − FIX0)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
�ÀÎ

x : t :
φ

0 .v) = 〈〉

(ER − LOAD)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Ë ÆiÍ�Ï

(eptr, eHas)) =
Ë²ÆKÍ�Ï

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eptr),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas))

×"ç



(ER − STORE)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Á�Ç�Æ�Â�Ä

(eptr, eHas, ev)) =
Á�Ç�Æ�Â�Ä

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eptr),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eHas),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(ev))

(ER − COERCE)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(e)) = 〈〉

(ER − DISTINGUISH)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Ï«¿²Á§Ç­¿²ÈÀâKÑÀ¿²Á­¾

(I1, I2, e1, e2)) =
Ë²ÄxÇ

〈x, y〉 = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉

(ER − MAKEEQ)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä
	

(τ)) = 〈〉

(ER − APPLY EQ)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Í�Å�ÅÀË Ì

�
Ä
	

(τ, e1, e2)) =
Ë Ä"Ç

〈x, y〉 = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿ È

y

(ER − NEWFUN)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
ÈÀÄ�ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(K)) = 〈〉

(ER − DISCARDFUN)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Ï«¿�Á�É"Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e)) =
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿²È
〈〉

(ER − DEFINEFUN)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Ï«Ä%��ÈÀÄ

�
Ò¤Ñ�È

(e, τ)) =
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿²È
〈〉

(ER − INDOMAIN)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
¿²È
�
Ï«Æ�Ê¥Í�¿ È

(I1, I2, e1, e2)) =
Ë²ÄxÇ

〈x, y〉 = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉

(ER − FACT )
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Ò�ÍKÉ�Ç

) = 〈〉

� ��� � 
�� ��� ����� � 	 � � 	 ������
 � ������


îTÆKÊ_Ä_Æ�Ò�Ç­¾ÀÄ_Ä"ã�Í�Ë Ñ�Í�Ç­¿²Æ�ÈåÂ­ÑÀË²Ä�ÁÃß�¿²Ë Ë6ß©Æ�Â�ä�Ò¤Æ�Â
ÓPÆ�Ç­¾ÐÇ�ÌTÅCÄhÏåÍ�È�ÏÐÑ�ÈKÇ�ÌTÅPÄ�ÏÐÄ"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Ù�½�¾ÀÄhÁ§Ä_ÈÀÄ�ß�Â�ÑÀË ÄhÁ$Í�ÅÀÅÀË²Ì7Ç­Æ�ÑÀÈiÇ�ÌTÅCÄhÏ
Ä"ã�Í�Ë Ñ�Í�Ç­¿²Æ�È�ß�¾ÀÄ"È�Ç�¾ÀÄ®Á�ÇuÍ�È�Ï�Í�ÂuÏeÄ"ã�Í�Ë Ñ�Í�Ç­¿²Æ�È�Â­Ñ�Ë ÄhÁ�É"Í�È�ÈÀÆ�ÇhÙ

(U − LOAD)(L,
Ë²ÆKÍ�Ï

(i, 〈〉)) → (L, 〈L(i), 〈〉〉)

(U − STORE)(L,
Á§Ç­ÆKÂ­Ä

(i, 〈〉, u)) → ([i 7→ u]L, 〈〉)

(U − ABSAPP )(λx −→ d1)u2 → [x 7→ u2]d1

(U − FIX)
�ÀÎ

x.u → [x 7→
�ÀÎ

x.u]u

� � ��
�� � � � � ¶ �
½�¾À¿�Á¦Á­Ä�É�Ç�¿ ÆKÈIÅ�Â­Æ�ãKÄ�Á¯Ç­¾ÀÄ
Ç�ß©ÆEÅÀÂ­ÆKÅCÄ�Â§Ç�¿ ÄhÁ�ÉxÆKÈ�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²ÈÀâ_Ç�ÌTÅCÄ®Á�Í�Ò¤Ä"Ç�Ì�ñ3Å�Â­ÄhÁ§Ä�Â­ã�Í�Ç�¿ ÆKÈIÍ�È�ÏbÅ�Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á"Ù
� ��� � 	�
 ����� ��� � � ���	����

	�
��

�� � ����������� ����� � ���������! #" ò �$"%� �'&
(C1 ⊆ C2) ∧ (C1 ` e : τ) ⇒ (C2 ` e : τ)

Ù$íSÂ­ÆTÆ�Ò�ÓTÌÛ¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È#ÆKÈÛÇ­¾ÀÄ�Ç�ÌiÅPÄ�ÏÀÄ"Â�¿ ã�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Ù¦½�¾ÀÄ�Ë ÄhÍYã�Ä�Á¦Æ�Ò6Ç­¾�Ä®Ç­Â�Ä"Ä�Í�Â�Ä�Ç­¾ÀÄ
¿²ÈKÇ�Ä"Â�Ä�Á§Ç­¿²ÈÀâ¥É"ÍKÁ§ÄhÁ)(iÇ­¾�Ä"ÌbÂ�Ä"Ë²ÌeÆKÈbÇ�¾ÀÄ
Ò�Í�ÉxÇ�Ç­¾�Í�Ç

C2
ÆKÈÀË²ÌeÄxÎTÇ­Ä�È�ÏÀÁ

C1
ß�¿ Ç­¾ÛÈÀÆKÈÀË ¿²ÈÀÄhÍ�Â�Ê¥Í�ÅÀÅÀ¿²ÈÀâiÁ"Ù

	�
��

+* � ����������� ����� � ���������! #" ò-,/. � �'&
(C1 ⊆ C2) ∧ (C1 ` τ : K) ⇒ (C2, C3 ` τ : K)

Ù6íSÂ�ÆTÆ�Ò3ÓiÌI¿ ÈCÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈIÆKÈ�Ç­¾ÀÄ�äT¿²È�Ï«¿²ÈÀâ¥Ï«Ä"Â�¿ ã�Í�Ç­¿²Æ�È�Ù

×hæ



	�
��

�� � ��������� �'. � � ò ����� � � ò-&
Ú�Ò

C = C1, C2
Í�È�Ï

C1

·
⊆ C ′

1

ÔÀÇ­¾ÀÄ�ÈIÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²ÁAÁ§ÆKÊ_Ä
C ′

2

Á­Ñ�Éu¾bÇ�¾�Í�Ç
C2

∧

⊆ C ′
2

Í�È�Ï
C1, C2

·
⊆ C ′

1, C
′
2

Ù
Ú�Ò

C = C1, C2
Í�È�Ï

C1

·
⊆ C ′

1

ÔCÇ­¾ÀÄ�È7Ç­¾�Ä"Â�Ä�¿�ÁAÁ­Æ�ÊEÄ
C ′

2

Á­Ñ�Éu¾7Ç�¾�Í�Ç
C2 ⊆ C ′

2

Í�È�Ï
C1, C2

·
⊆ C ′

1, C
′
2

Ù¦íSÂ�ÆTÆ�Ò�ñ©¿�Ò
C1

·
⊆ C ′

1

Ô
Ç­¾�Ä"È

C ′
1

É�Í�ÈåÏÀ¿ ��Ä"Â
Ò¤Â�Æ�Ê
C1
Æ�ÈÀË²Ì7¿²ÈÐÇ�¾ÀÂ­Ä�Ä�ß�ÍYÌ«Á�Ü¤Ç­¾ÀÄEÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Á$Ò¤Æ�Â$Ç­¾�Ä�Ç�¾ÀÂ�Ä"ÄEÉ"Í�Á­Ä�Á
É�Í�ÈÐÄhÍ�Á­¿ Ë²ÌÛÓCÄ¥É"Æ�Ê�Ó�¿ ÈÀÄhÏ#¿²ÈiÇ­Æ7ÍIÁ­¿²ÈÀâ�Ë²Ä

ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Þxñ

•
ëÀÆ�Â¦Á­Æ�ÊEÄ

F K φ
7→ δ
ÔÀ¿�ÇAÉ�Í�È7Í�Ï�ÏIÈ�Ä"ß�Ä�Ë Ä�ÊEÄ"ÈiÇ�Á�Ç�Æ

δ
ÙSÚ�È�Ç­¾À¿�Á¦É�Í�Á­Ä�ÔÀÁ­¿ ÊEÅÀË²ÌIÍKÏÀÏeÇ�¾ÀÄ�Á�Í�ÊEÄ
Ä"Ë²Ä"ÊEÄ"ÈiÇuÁ�Ç­Æ_Ç­¾�Ä�Á­Í�ÊEÄ

δ
¿²È

C2
Ü�ÓTÌ¥Ç­¾ÀÄ®ÏÀÄ!��ÈÀ¿ Ç­¿²Æ�ÈÛÆ�Ò�Á­ÅÀË²¿�Ç­Ç­¿²ÈÀâ

C1, C2
Ô«ß�Ä�äTÈÀÆ�ß

C2
ÉxÆ�ÈiÇuÍ�¿²È�Á�Ç­¾ÀÄ®Á�Í�ÊEÄ

δ
Þ�Ç­ÆEâ�Ä"Ç

C ′
2

Ù

•
Ú�Ç�É�Í�È7Éu¾�Í�ÈÀâ�Ä
Í

F K
∧

7→ δ
Ç­Æ

F K ·
7→ δ
Ù6Ú�È�Ç�¾À¿²ÁAÉ"Í�Á­Ä�Ô

C2
Ê�Ñ�Á§ÇAÍ�Ë²Â­ÄhÍ�Ï«ÌeÉ"Æ�ÈiÇ�Í�¿ È

F K ·
7→ δ
ÔÀÁ­Æ¥Éu¾ÀÆTÆKÁ­Ä

C ′
2 = C2

Ù

•
Ú�Ç�É�Í�È7Í�Ï�ÏIÍ_ÈÀÄ�ß

F K φ
7→ δ
ÔÀß�¾À¿�Éu¾�Í�ÅÀÅCÄhÍ�ÂuÁ©ÈÀÄ"¿ Ç­¾ÀÄ�Â¦¿²È

C1
È�Æ�Â

C2
Ù6Ú�È�Ç­¾�¿²Á¦É�Í�Á­Ä�ÔÀÍKÏÀÏ

F K ·
7→ δ

Ç�Æ
C2
Ç­ÆEâ�Ä"Ç

C ′
2

Ù
� ��� � ����
 � �	� 	 ������

	�
+*'
�� � ��������� ����� �$" � �  � &
Ú�È�Ç­¾À¿�Á�Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ

C = Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C

×KÙ®Ü	��
 �AÞ©Ú�Ò
C ` x : τ,

Ç­¾ÀÄ�È
x : τ ∈ C

Ù
ðÀÙ®Ü 
¦í¯í�Þ_Ú�Ò

C ` e1e2 : τ,
Ç�¾ÀÄ"ÈMÇ­¾�Ä"Â�ÄI¿�ÁEÁ§ÆKÊ_ÄIÇ�ÌTÅCÄ

τa

Á§Ñ�Éu¾ÖÇ­¾�Í�Ç
C1 ` e1 : τa

* & � &  f
−→ τ ′, τ ≡ τ ′ Í�È�Ï C2 ` e2 :

τa

Ô
((
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C =
Ë²¿ ÊE¿ Ç

f = ∞)
Æ�Â

(
Ë²¿ ÊE¿ Ç

f <
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C)
Æ�Â

(
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C = ∞,
Ë²¿²Ê_¿ Ç

f = I, Φ; ∆ ` τ ′ :
φ

0))
Ù

ï�Ù®Ü 
 � îÀÞ�Ú�Ò C ` λx : τx

φ,
* & � &  f
−→ e : τ1

* & � &  f
−→ τ2

Ô�Ç­¾ÀÄ�È
τ1 ≡ τx

Í�ÈCÏ
Ψ; Φ; ∆; Γ, x : τx; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
f ` e : τ2

Ù$Ü
C ` τ1 :: K1

Ô
C ` τx :: K1

Þ�Ô
(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f = ∞)
Æ�Â

(Φ; ∆ `
Ë²¿ ÊE¿ Ç

f :
¿²ÈKÇ

B `
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f ≥ 0)

çCÙ®Ü�½�
¦íSí�Þ�Ú�Ò
C ` e1τ2 : τ,

Ç­¾ÀÄ�È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á
[α 7→ τ2]τ1 ≡ τ

Ô�Í�ÈCÏ
C ` e1 : ∀α : K; B.τ1

Ô
C ` τ2 : K

Ô
C ` [α 7→ τ2]B

Ù
æÀÙ®Ü�½�
 � îÀÞ�Ú�Ò C ` Λα : Kα; Bα.v : ∀α : K; B′.τ ′ Ô�Ç­¾ÀÄ�È Kα = K

Í�ÈCÏ
C, α : Kα, B′ ` v : τ ′ Í�È�Ï C, α : Kα ` B′ :

ÓPÆiÆKËXÔ
B′ ≡ Bα

Ô
τ ′ ≡ τ

Ù
� Ù®Ü�½ � í�
 � Þ�Ú�Ò C ` φ〈−→e 〉 : τ

Ô«Ç�¾ÀÄ"È�Ç­¾�Ä"Â�ÄÃ¿�Á
φ〈
−→
τ ′ 〉 ≡ τ

Ô�Í�ÈCÏ
C ` φ〈−→e 〉 : φ〈

−→
τ ′ 〉
Ô
∀i.(Ci ` ei : τ ′

i )
Ô
C ` φ〈

−→
τ ′ 〉 : K

Ù
� Ù®Ü¤í �
��� � ì©½¦Þ�Ú�Ò C `

Ë Ä"Ç
〈−→x 〉 = ea

¿²È
eb : τ

Ô�Ç­¾ÀÄ�È#Ç­¾�Ä"Â�Ä�¿�Á
τb ≡ τ

Ô*Í�È�Ï
C `

Ë²ÄxÇ
〈−→x 〉 = ea

¿²È
eb : τb

Ô*Í�È�Ï
Cea

` ea :

φ〈
−→
τ ′ 〉
Ô
Ceb

,
−−−→
x : τ ′ ` eb : τb

Ù
� Ù®Ü�
�� 
 �
Þ�Ú�Ò

C `
Ë ÆiÍ�Ï

(e �% �� , e � ��� ) : τ
ÔhÇ�¾ÀÄ"È
Ç�¾ÀÄ"Â�Ä6¿²Á

∧〈τ ′, � ÍKÁ (I, τ ′)〉 ≡ τ
Í�È�Ï

C `
Ë ÆiÍ�Ï

(e �! �� , e � ��� ) :∧ 〈τ ′, � Í�Á (I, τ ′)〉
Ô

Ce ����� `
e �% �� :

Ú�ÈiÇ
(I)
Ô
Ce ����� ` e � ��� : � Í�Á (I, τ ′)

Ô
(C = Ce ����� , Ce ����� )

Ù
� Ù®ÜXî«½�� � � Þ C `

Á�Ç�Æ�Â�Ä
(e �% �� , e � ��� , e ' ) : τ

Ô3Ç­¾ÀÄ�ÈáÇ­¾ÀÄ�Â­Ä¥¿�Á � ÍKÁ (I, τ2) ≡ τ
Ô3Í�È�Ï

Ce ����� ` e �! �� :
Ú�ÈiÇ

(I)
Ô

Ce  ���� ` e � ��� :

� Í�Á (I, τ1)
Ô

Ce ! ` e ' : τ2
Ô
C ` τ2 :

·
1
Ù

×���Ù�Ü�ë3Ú�"ÃÞ
C `

�ÀÎ
x : τx.v : τ

Ô«Ç­¾�Ä"È
τ ≡ τx

Í�È�Ï
C, x : τx ` v : τ

Ô
C ` τ :

φ

i

×�×KÙ�Ü ��# �
��
$
mÞ C `
ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë

(e0) : τ
Ô3Ç­¾�Ä"È.Ç­¾�Ä"Â�Ä¥¿²Á

([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 · · · τn ≡ τ
Ô�Í�È�Ï

C ` τ :
φ

i
Ô
C ` e0 : (µα :

K.τ0)τ1 · · · τn

×hðÀÙ�Ü �
��
$
3Þ
C `

Â�Æ�Ë²Ë
[τ ](e) : τ ′ Ô�Ç�¾ÀÄ"ÈÖÇ­¾ÀÄ�Â­ÄI¿²Á (µα : K.τ0)τ1 · · · τn ≡ τ ′ ≡ τ

Ô¯Í�È�Ï
C ` τ :

φ

i
Ô
C ` e : ([α 7→ µα :

K.τ0]τ0)τ1 · · · τn

×�ï�Ù�Ü ��# í 
Aì �®Þ Ce1
, Ce2

`
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = e1
¿ È

e2 : τ
Ô�Ç�¾ÀÄ"ÈåÇ­¾�Ä"Â�Ä_¿�Á

τ ′ ≡ τ
Ô3Í�È�Ï

Ce1
, Ce2

`
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = e1
¿ È

e2 :
τ ′ Ô Ce1

` e1 : ∃α : K; Bα.τ1
Ô
Ce2

, α : K, x : τ1, Bα ` e2 : τ ′ Ô C ` τ ′ : K2

× �



×"çCÙ�Ü¤í 
Aì �®Þ
C `

ÅCÍ�Éuä
[τ1, e]

Í�Á
∃α : K; τB.τ ′

2 : τ
Ô�Ç�¾ÀÄ"È

τ ≡ ∃α : K; Bα.τ2
Ô
τ ′
2 ≡ τ2

Ô
τB ≡ Bα

Í�ÈCÏ
C ` τ1 : K

Ô
C `

[α 7→ τ1]τB

Ô
C ` e : [α 7→ τ1]τ

′
2

Ô
C ` ∃α : K; τB .τ ′

2 :
φ

i
×hæÀÙ�Ü �$Ú§î«½�Ú # ��� Ú§î � Þ C `

Ï«¿�Á�Ç�¿ È�â�ÑÀ¿�Á§¾
(I1, I2, e1, e2) : τ

Ô�Ç­¾�Ä"È Ç�¾ÀÄ"Â�Äe¿�Á
∧〈
�
È�Æ�ß

(I1 6= I2), � Í�Á (I1, τ1), � Í�Á (I2, τ2)〉 ≡
τ
Ô�Í�È�Ï

Ce1
` e1 : � ÍKÁ (I1, τ1)

Ô
Ce2

` e2 : � ÍKÁ (I2, τ2)
Ô
C ` I1 :

¿²ÈiÇ�Ô
C ` I2 :

¿²ÈiÇ
× � Ù�Ü # � �9ë � # Þ ·

C`
ÈÀÄ"ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(J) : τ
Ô«Ç�¾ÀÄ"È

τ ≡ ∃α :
¿²ÈKÇ

→ J. � Ä�È (α, 0)

× � Ù�Ü � � ë3Ú # � ë ��# Þ C `
Ï«Ä%��ÈÀÄ

�
Ò¤Ñ�È

(e, τa) : τ
Ô«Ç�¾ÀÄ"È�Ç­¾�Ä"Â�ÄÃ¿�Á

∧〈 � Ä�È (τf , I + 1), � 	 (τf I, τa),
Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿²È

(I, τf )〉 ≡ τ
Í�ÈCÏ

C ` e : � Ä�È (τf , I)
Ô
C ` τf :

¿²ÈiÇ
→ J

Ô
C ` τa : J

× � Ù�Ü �$Ú§î�ì 
 � �Ãë ��# Þ C `
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e0) : τ ′ Ô«Ç­¾�Ä"È τ ′ ≡ ·〈〉
Í�È�Ï

C ` e0 : � Ä�È (τ, I)

× � Ù�Ü¤Ú # � ��� 
AÚ # Þ C `
¿²È
�
Ï«Æ�Ê¥Í�¿ È

(I1, I2, e1, e2) : τ
Ô�Ç­¾ÀÄ�È#Ç�¾ÀÄ"Â�Ä�¿�Á

∧〈
�
ÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2), � Ä"È (τf , I2)〉 ≡ τ
Í�ÈCÏ

C ` I1 :
¿ ÈiÇ�Ô

C ` I2 :
¿ ÈiÇ�Ô

Ce1
` e1 :

Ú�È �AÆKÊEÍ�¿ È
(I1, τf )

Ô
Ce2

` e2 : � Ä�È (τf , I2)

ð ��Ù�Ü�� 
 � � ��� Þ ·C`
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä
	

(τ0) : τ
Ô�Ç­¾ÀÄ�È � 	 (τ0, τ0) ≡ τ

Í�È�Ï ·

C` τ0 : K

ð«×KÙ�Ü 
¦í¯í 
�� ��� Þ C `
Í�ÅÀÅ�Ë Ì

�
Ä
	

(τf , e1, e2) : τ
Ô�Ç­¾ÀÄ�È Ç­¾ÀÄ�Â­Ä7¿�Á

τb

Ô
τf τb ≡ τ

Í�ÈCÏ
C `

Í�ÅÀÅÀË²Ì
�
Ä�	

(τf , e1, e2) : τf τb

Ô
C ` τf : K → J

Ô
C ` τa : K

Ô
C ` τb : K

Ô
C ` e1 : � 	 (τa, τb)

Ô
C ` e2 : τf τa

ð�ðÀÙ�ÜZì 
$î � Þ C `
É"ÍKÁ§Ä

(b, e) : τ
Ô«Ç�¾ÀÄ"È

τ ≡ τi (i =
1 if b

2 if ¬b
)
Í�È�Ï

C ` e : � ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2)

ð�ï�Ù�Ü ��# Ú � # Þ C `
ÑÀÈ�¿ ÆKÈ

(τb, τ
′
1, τ

′
2, e) : � ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2)

Ô�Ç­¾ÀÄ�È
τ1 ≡ τ ′

1

Ô
τ2 ≡ τ ′

2

Ô
τb ≡ b

Ô�Í�È�Ï
C ` τ ′

1 : K
Ô
C ` τ ′

2 : K
Ô

C ` e : τi � (i =
1 if τb

2 if ¬τb
)

ð�çCÙ�ÜZì � � �¦ì � Þ Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 `
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e) : τ
Ô*Ç�¾ÀÄ"ÈåÇ­¾�Ä"Â�Ä�¿�Á

τ ′ ≡ τ
ÔmÍ�È�Ï

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 `
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e) : τ
Ô

Ψ; Φ; ∆; Γ; B; I2 ` e : τ ′ ÔmÜ ( Ë²¿²Ê_¿ Ç 1 = ∞∧ τ :
φ

0)
Æ�Â

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 = I1 > I2)
ÞxÙ

Proof :
¦Ë²Ë*Ç�¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Á�Í�Â�Ä
Á­¿²Ê_¿²Ë²¿²Í�Â�ÔÀÁ­ÆEß�Ä
Æ�È�Ë ÌeÅ�Â­Æ�ãKÄÃÁ­Æ�ÊEÄ�É"ÍKÁ§ÄhÁ©ÍKÁ�ÄxÎÀÍ�ÊEÅÀË²Ä�Ù

1. (V AR)
Ú�Ò

C ` x : τ,
Ç�¾ÀÄ"È

x : τ ∈ C
Ù

ëÀÆKÂ
C ` x : τ,

ß�Ä
Æ�È�Ë Ìe¾CÍYã�ÄÃÇ�ß�Æ_Ç�ÌTÅPÄ
Éu¾�Ä�ÉuäT¿ È�â_Â�ÑÀË²Ä�Á©Ç�Æ_ÑCÁ§ÄKÙ¦Ü�½©à ��� Þ�Í�È�ÏáÜ�½©à ��
 �AÞxÙÚ�Ò�Ñ�Á§¿²ÈÀâ7Ü�½©à ��� ÞxÔ«Ç­¾ÀÄ�È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
ß�¿²Ë Ë�ÓPÄ τn

ÙSë�Æ�Â
τn

Ô«ß©Ä�ß�¿²Ë Ë*Ñ�Á­ÄeÜ�½©à ��
 �AÞ�Ò¤ÆKÂ
C ` x : τn

Ù
(τ1 ≡ · · · ≡ τn ≡ τ)Ú�Ò�Ñ�Á§¿²ÈÀâ7Ü�½©à ��
 �AÞxÔ«Ç­¾ÀÄ�È

τn

¿�Á
τ
Ù

� ÌÐÜ�½©à ��
 �AÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä�Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È ·

C0, x : τn ` x : τn

ÔÀÇ­¾ÀÄ�È
C =

·

C0, x : τn

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�ÔTÇ­¾TÑ�Á x : τ ∈ C
Ù

2. (APP )
Ú�Ò

C ` e1e2 : τ,
Ç�¾ÀÄ"ÈÖÇ­¾ÀÄ�Â­ÄI¿²ÁEÁ­Æ�ÊEÄeÇ�ÌTÅPÄ

τa

Á§Ñ�Éu¾ÖÇ­¾�Í�Ç
C1 ` e1 : τa

* & � &  f
−→ τ ′, τ ≡ τ ′ Í�ÈCÏ C2 ` e2 :

τa

Ô
((
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C =
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f = ∞)
Æ�Â

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f <
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C)
ÆKÂ

(
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C = ∞,
Ë²¿ ÊE¿ Ç

f = I, Φ; ∆ ` τ ′ :
φ

0))
Ù

ëÀÆKÂ
C ` e1e2 : τ,

ß�Ä�ÆKÈÀË Ìb¾�ÍYã�Ä$Ç�ß�Æ_Ç�ÌTÅPÄ®Éu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ�Â�ÑÀË²Ä�Á©Ç�Æ_ÑCÁ§ÄKÙ¦Ü�½©à ��� Þ�Í�È�ÏáÜ�½©à 
¦í¯í�Þ�ÙÚ�Ò�Ñ�Á§¿²ÈÀâ7Ü�½©à ��� ÞxÔ«Ç­¾ÀÄ�È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
ß�¿²Ë Ë�ÓPÄ τ ′ ÙSëÀÆKÂ τ ′ Ô«ß©Ä�ß�¿²Ë Ë*Ñ�Á­ÄeÜ�½©à 
¦í¯í�Þ©Ò¤Æ�Â C ` e1e2 : τ ′ Ù (τ ≡ τ1 ≡ · · · ≡ τn ≡ τ ′)Ú�Ò�Ñ�Á§¿²ÈÀâ7Ü�½©à 
¦í¯í�Þ�Ô�Ç­¾ÀÄ�È
τ ′ ¿²Á τ

Ù
� ÌÖÜ�½©à 
¦í¯í�ÞÃÂ­Ñ�Ë ÄKÔ�ß�ÄEÆKÓ«Ç�Í�¿ È C ` e1e2 : τ ′, C1 ` e1 : τa

* & � &  f
−→ τ ′ ÔmÍ�È�Ï C2 ` e2 : τa

Ô
((
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C =
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f = ∞)
Æ�Â

(
Ë²¿²Ê_¿ Ç

f <
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C)
Æ�Â

(
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C = ∞,
Ë²¿²Ê_¿ Ç

f = I, Φ; ∆ ` τ ′ :
φ

0))
Ù

�áÄ
É�Í�ÈÛÑ�Á­ÄÃÇ­¾ÀÄ®Á­¿ ÊE¿²Ë²Í�Â�ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Ç�Æ_Å�Â­Æ�ãKÄAÇ�¾ÀÄ�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â�ÅÀÂ�Æ�ÅPÆKÁ­¿ Ç­¿²Æ�È�Á�Ù

× �



	�
+*'
+* � ��������� � � ��� ò�� ��� � ��� � &
�áÄ®Ï«Ä!��È�Ä

s = v |
�ÀÎ

x : τ.v
Ù

Ú�Ò
Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
1 ` s : τ

ÔÀÇ­¾ÀÄ�È
Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
2 ` s : τíSÂ�ÆTÆ�ÒmÓTÌe¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈbÇ�¾ÀÄ
Ç�ÌTÅCÄ®Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç�¿ ÆKÈ�ñ

1. s = iÇ­¾�Ä"È
∅;

·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 ` i : τ
� ÌÐÜ�½©à�Ú # ½¦Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô
∅;

·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

2 ` i : τ

2. s = bÇ­¾�Ä"È
∅;

·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 ` b : τ
� ÌÐÜ�½©à � � ��
mÞ¯Â­Ñ�Ë ÄKÔ
∅;

·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

2 ` b : τ

3. s = λx : τx

φ,
* & � &  f
−→ v

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 ` λx : τ
φ,
* & � &  f
−→ v : τx

f
−→ τv

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü�ïKÞ­Þ�Ô«ß©Ä
äiÈ�Æ�ß τ ≡ τx

Ô�Í�ÈCÏ
Ψ; Φ; ∆; Γ, x : τ ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
f ` v : τv

Ô
Φ; ∆ ` τ : K

� ÌÐÜ�½©à 
 � îÀÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 ` λx : τ
φ,
* & � &  f
−→ v : τ

f
−→ τv

4. s =
Ò�Í�ÉxÇ

∅;
·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

1 `
Ò�ÍKÉ�Ç

: τ½�¾ÀÄ�Â­Ä�Í�Â�Ä���ã�ÄÃÇ�ÌTÅCÄhÉu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ_Ç­ÑÀË²Ä�Á�É�Í�ÈÛÓPÄ�Ñ�Á§ÄhÏ*Ù �$ÈÀÄ�¿�Á�Ü�½©à ��� Þ�ÔÀÆ�Ç­¾ÀÄ�Â�Á�Í�Â­Ä$Ç­¾�Ä
Ò¤Æ�Ë²Ë Æ�ß�¿²ÈÀâEÂ­Ñ�Ë ÄhÁ"ÙëÀÆKÂ�Ü�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«Ç­¾ÀÄ�È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á¦Í τ ′ ≡ τ
ÔPÍ�È�Ï

∅;
·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

1 `
Ò�ÍKÉ�Ç

: τ ′ ÔÍ�ÈCÏbß©Ä
ß�¿ Ë²Ë�Æ�È�Ë ÌeÑCÁ§Ä
Æ�È�Ä�Â­ÑÀË²Ä
Æ�ÒmÇ­¾ÀÄ
Ò¤ÆKË Ë²Æ�ß�¿ È�â_Â�ÑÀË²Ä�Á�Ù

case1 : i 7→ τ ;
·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 `
Ò�ÍKÉ�Ç

: � Í�Á (i, τ)

� ÌÐÜ�ë 
Aì©½
×YÞ�Â­ÑÀË²Ä�Ô i 7→ τ ;
·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 `
Ò�Í�É�Ç

: � ÍKÁ (i, τ)

case2 : ∅;
·

Φ, F K
∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 `
Ò�Í�ÉxÇ

: � Ä"È (F K , i)

� ÌÐÜ�ë 
Aì©½¦ðKÞ�Â­ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φ, F K
∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

2 `
Ò�ÍKÉ�Ç

: � Ä�È (F K , i)

case3 : ∅;
·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 `
Ò�Í�ÉxÇ

: � 	 (τ, τ)

� ÌÐÜ�ë 
Aì©½�ïiÞ�Â­ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φ; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2 `
Ò�Í�ÉxÇ

: � 	 (τ, τ)

case4 : ∅;
·

Φ, F K ·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

1 `
Ò�ÍKÉ�Ç

:
Ú�È �AÆKÊEÍ�¿ È

(i, F K)

� ÌÐÜ�ë 
Aì©½�çTÞ�Â­ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φ, F K ·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

2 `
Ò�ÍKÉ�Ç

:
Ú�È �AÆKÊEÍ�¿ È

(i, F K)

5. s = Λα : K; B.v
Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
1 ` Λα : K; B.v : τ

Φ; ∆ ` B :
ÓCÆTÆ�Ë

½�¾ÀÄ�Â­Ä�Í�Â�Ä$Ç�ß�Æ_Ç�ÌTÅCÄhÉu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ�Ç­ÑÀË²Ä�Á¦É�Í�È�ÓCÄ�ÑCÁ§ÄhÏ*Ù��$ÈÀÄ
¿²Á�Ü�½©à ��� Þ�Ô«Ç�¾ÀÄ�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â�¿�Á�Ü�½©à�½�
 � îÀÞ©Â�ÑÀË ÄKÙëÀÆKÂ�Ü�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«Ç­¾ÀÄ�È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á¦Í τ ′ ≡ τ
ÔPÍ�È�Ï

Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 ` Λα : K; B.v : τ ′ ÔÍ�ÈCÏbß©Ä
ß�¿ Ë²Ë�Æ�È�Ë ÌeÑCÁ§ÄÃÇ­¾�ÄeÜ�½©à�½

 � î�Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ù
� ÌÐÜ�½©à�½�
 � îÀÞ©Â�ÑÀË ÄKÔ τ ′ = ∀α : K; B.τv

ÔCÍ�È�Ï
Ψ; Φ; ∆, α : K; Γ; B1, B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
1 ` v : τv

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
â�Ä"Ç Ψ; Φ; ∆, α : K; Γ; B1, B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 ` v : τv

× �



½�¾ÀÄ�ÈIÑ�Á­¿²ÈÀâ7Ü�½©à�½

 � î�Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 ` Λα : K; B.v : ∀α : K; B.τv

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2 ` Λα : K; B.v : τ

6. s =
Å�ÍKÉuä

[τ1, v]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2

Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 `
Å�ÍKÉuä

[τ1, v]
Í�Á

∃α : K; B.τ2 : τ½�¾ÀÄ�Â­Ä�Í�Â�Ä$Ç�ß�Æ_Ç�ÌTÅCÄhÉu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ�Ç­ÑÀË²Ä�Á¦É�Í�È�ÓCÄ�ÑCÁ§ÄhÏ*Ù��$ÈÀÄ
¿²Á�Ü�½©à ��� Þ�Ô«Ç�¾ÀÄ�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â�¿�Á�Ü�½©à�í 
Aì�äÀÞ©Â­ÑÀË²Ä�ÙëÀÆKÂ�Ü�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«Ç­¾ÀÄ�È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á¦Í τ ′ ≡ τ
ÔPÍ�È�Ï

Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 `
Å�ÍKÉuä

[τ1, v]
Í�Á

∃α : K; B.τ2 : τ ′ ÔÍ�ÈCÏbß©Ä
ß�¿ Ë²Ë�Æ�È�Ë ÌeÑCÁ§ÄÃÇ­¾�ÄeÜ�½©à�í 
Aì�äÀÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ù
� ÌÐÜ�½©à�í 
Aì �®Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«ß�Ä
â�Ä"Ç�ñ
τ ′ = ∃α : K; B.τ2

Ô�Í�È�Ï
Φ; ∆ ` τ1 : K

Ô
Φ; ∆ ` ∃α : K; B.τ2 :

φ

i
B1 ` [α 7→ τ1]B

Ô
Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
1 ` v : [α 7→ τ1]τ2

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 ` v : [α 7→ τ1]τ2Í�ÈCÏbÓTÌÐÜX½©àZí 
Aì �®Þ©Â�ÑÀË ÄKÔTÇ­¾TÑ�Á
Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
2 `
ÅCÍ�Éuä

[τ1, v]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2 : τ ′

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ; B1;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2 `
Å�ÍKÉuä

[τ1, v]
Í�Á

∃α : K; B.τ2 : τ

7. s =
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](v) τ = (µα : K.τ0)τ1 · · · τn

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü�×hðKÞ§ÞxÔ«ß�Ä
¾�ÍYãKÄ Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

1 `
Â­ÆKË Ë

[τ ](v) : τ

Φ; ∆ ` τ :
φ

i
Ô

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 ` v : ([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 · · · τn

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 ` v : ([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 · · · τn½�¾ÀÄ�ÈIÓTÌåÜX½©à �
��
 
mÞ¯Â­ÑÀË²Ä�Ô�ß�Ä
¾�ÍYãKÄ
Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
2 `
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](v) : τ

8. s =
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v)
Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
1 `
ÑÀÈ�¿ ÆKÈ

(b, τ1, τ2, v) : τ½�¾ÀÄ�Â­Ä�Í�Â�Ä$Ç�ß�Æ_Ç�ÌTÅCÄhÉu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ�Ç­ÑÀË²Ä�Á¦É�Í�È�ÓCÄ�ÑCÁ§ÄhÏ*Ù��$ÈÀÄ
¿²Á�Ü�½©à ��� Þ�Ô«Ç�¾ÀÄ�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â�¿�Á�Ü�½©à ��# Ú � # Þ©Â�ÑÀË²Ä�ÙëÀÆKÂ�Ü�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«Ç­¾ÀÄ�È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á¦Í τ ′ ≡ τ
ÔPÍ�È�Ï

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

1 `
Ñ�ÈÀ¿ ÆKÈ

(b, τ1, τ2, v) : τ ′ ÔÍ�ÈCÏbß©Ä
ß�¿ Ë²Ë�Æ�È�Ë ÌeÑCÁ§ÄÃÇ­¾�ÄeÜ�½©à ��# Ú � # Þ�Â�ÑÀË ÄKÙ
� ÌÐÜ�½©à ��# Ú � # Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©ÄÃâKÄxÇhñ
Φ; ∆ ` τ1 : K

Ô
Φ; ∆ ` τ2 : K

Ô
Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
1 ` v : τi (i =

1 if b
2 if ¬b

)

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 ` v : τi

� ÌÐÜ�½©à ��# Ú � # Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2 `
Ñ�ÈÀ¿ ÆKÈ

(b, τ1, τ2, v) : τ ′

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�ÔTÇ­¾TÑ�Á Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

2 `
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v) : τ

9. s = φ〈−→v 〉
Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
1 ` φ〈−→v 〉 : τ

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü � Þ­Þ�Ô«ß©Ä
¾�ÍYã�Ä φ〈
−→
τ ′ 〉 ≡ τ

ÔPÍ�È�Ï
∀i.(Ψi; Φi; ∆; Γi; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
1 ` vi : τ ′

i )
Ô

Φ; ∆ ` φ〈
−→
τ ′ 〉 : K

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∀i.(Ψi; Φi; ∆; Γi; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

2 ` vi : τ ′
i )
Ô«Ç�¾ÀÄ"ÈÛÑ�Á­¿ È�âÛÜX½©à�½ � í 
 � Þ�Â­Ñ�Ë ÄKÔ

Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2 ` φ〈−→v 〉 : φ〈
−→
τ ′ 〉

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2 ` φ〈−→v 〉 : τ

10. s =
�ÀÎ

x : τ.v
Ψ; Φ; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
1 `

�ÀÎ
x : τ.v : τ ′

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü�×��iÞ§ÞxÔ«ß�Ä
äTÈÀÆ�ß τ ≡ τ ′ ÔCÍ�È�Ï
Ψ; Φ; ∆; Γ, x : τ ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
1 ` v : τ ′ Ô Φ; ∆ ` τ ′ :

φ

i
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ, x : τ ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
2 ` v : τ ′

× �



� ÌÐÜ�½©à�ë3Ú�"ÃÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2 `
��Î

x : τ.v : τ ′

	�
+*'
�� � ��������� �%"�� ò � � � ò � � �! #"%� � &
Ú�Ò

Φ; ∆ ` τ :
ÓCÆTÆ�ËZÔCÇ­¾ÀÄ�È

τ = B
ÙAí¯Â­ÆTÆ�ÒSÓTÌ�¿ ÈCÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈ#Æ�È#Ç­¾ÀÄ�äi¿²È�Ï«¿²ÈÀâ�Ï«Ä"Â�¿ ã�Í�Ç­¿²Æ�ÈÛÒ¤Æ�Â

τ
Ù
ì�Â�Ñ�É"¿²Í�Ë3É�Í�Á­Ä�ñ

τ = τf τa

Ô�ß�¾ÀÄ"Â�Ä
τf

¾CÍ�Á�äT¿ ÈCÏ
Ka → Jb

Ü�Á­ÌTÈKÇuÍ�ÉxÇ­¿�É"Í�Ë²Ë²Ì�Ô
Jb

É�Í�ÈÀÈÀÆ�Ç¦ÓCÄ
ÓPÆTÆ�ËÝÞ�Ù
	�
+*'
�� � ��������� ò-,�. � � �����)"# ��� � � ò ����� ��ò � ò �Iò �  � &
Ú�Ò

Φ; ∆ ` τ : K
ÔTÇ�¾ÀÄ"È

([−−−−→α 7→ τα]Φ); ∆ ` τ : K
Ù

íSÂ�ÆTÆ�Ò*ÓTÌ�¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈeÆKÈEÇ­¾ÀÄ$äT¿ È�ÏÀ¿ ÈÀâ_Ï«Ä"Â�¿²ãYÍ�Ç­¿²Æ�È�Ù�½�¾ÀÄ$Æ�ÈÀË²Ì�äT¿²È�Ï«¿²ÈÀâ®Â�ÑÀË²Ä¦Ç­¾CÍ�Ç¯Ñ�Á­Ä�Á
Φ
¿²ÁÃÜ �Ãà�ë ��# Þ�Ôiß�¾À¿²Éu¾¥ÑCÁ§ÄhÁ¯ÆKÈÀË Ì�Ç­¾�ÄÏ«ÆKÊEÍ�¿ È�Æ�Ò

Φ
Ô«ß�¾À¿�Éu¾Û¿²Á�ÑÀÈCÍ ��Ä�É�Ç�Ä�Ï�ÓTÌ

[−−−−→α 7→ τα]
Ù

	�
+*'
�� � ��������� ò-,�. � �$��� ��ò � ò ��ò �  � � &
Ú�Ò

C,
−−−−→
α : Kα ` τ : K

ÔÀÍ�È�Ï
C ` ταi

: Kαi

ÔTÇ�¾ÀÄ"È
C ` [−−−−→α 7→ τα]τ : K

Ù
ÜZì�ÆKÂ­ÆKË Ë�Í�Â�Ì�Ô�ãT¿�Í Ç�¾ÀÄÐÇ�ÌTÅPÄåÄ�ÈTãi¿²Â�Æ�ÈÀÊEÄ"ÈiÇIÁ­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È�Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍÀñM¿�Ò

C,
−−−−→
α : Kα ` τ : K

ÔÃÍ�È�Ï
C ` ταi

: Kαi

Ô$Ç­¾ÀÄ�È
[−−−−→α 7→ τα]C ` [−−−−→α 7→ τα]τ : K

Ù Þ
íSÂ�ÆTÆ�ÒmÓTÌe¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈbÇ�¾ÀÄ�äT¿ È�ÏÀ¿ ÈÀâeÏÀÄ"Â�¿ ã�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Ù
1. τ = βÚ�Ò

β = αi

Ô«Ç�¾ÀÄ"È
C,

−−−−→
α : Kα ` τ : K

Ô
K = Kαi

[−−−−→α 7→ τα]τ = ταi

Ô«Ç­¾ÀÄ�È
C ` [−−−−→α 7→ τα]τ : Kαi

Ú�Ò
β 6= αi

Ô«Ç�¾ÀÄ"È
[−−−−→α 7→ τα]τ = β

Ô�Í�ÈCÏbÓPÄ�É�Í�Ñ�Á­Ä
C,−−−−→α 7→ τα ` β : K

Ô�ß�Ä
äTÈÀÆ�ß
C(β) = K

Ù
� ÌÐÜ �Ãà�½ ��
 �AÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô C ` β : K

Ù

2. τ = iÇ­¾�Ä"ÈÛÓTÌÐÜ �Ãà�Ú���
 �AÞ©Â�ÑÀË ÄKÔ ·

C,−−−−→α 7→ τα ` i :
¿²ÈiÇ

⇒
·

C` i :
¿ ÈiÇ

[−−−−→α 7→ τα]τ = i
Ô«Ç�¾TÑ�Á ·

C` [−−−−→α 7→ τα]τ :
¿²ÈiÇ

3. τ = λβ : Ka.τ0
Ü¤Ú�È�Ç�¾À¿²ÁAÉ"Í�Á­Ä�ÔTß©Ä®É"Í�ÈIÂ�Ä"È�Í�ÊEÄ

β
Ô�Ç­¾ÀÄ�È

α 6= β
Þ

� ÌÐÜ �Ãà�½�
 � îÀÞ�Â­Ñ�Ë ÄKÔ C,
−−−−→
α : Kα ` λβ : Ka.τ0 : Ka → Kb

ÔÀÍ�È�Ï
C, β : Ka,

−−−−→
α : Kα ` τ0 : Kb

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È�ñ
(C, β : Ka) ` [−−−−→α 7→ τα]τ0 : Kb

⇒ C, β : Ka ` [−−−−→α 7→ τα]τ0 : Kb

� ÌÐÜ �Ãà�½�
 � îÀÞ�Â­Ñ�Ë ÄKÔ
C ` λβ : Ka.[

−−−−→α 7→ τα]τ0 : Ka → Kb

⇒ C ` [−−−−→α 7→ τα]λβ : Ka.τ0 : Ka → Kb

4. τ = τf τa

� ÌÐÜ �Ãà�½�
¦íSí�Þ�Â­ÑÀË²Ä�Ô C,
−−−−→
α : Kα ` τf τa : Kb

Ô�Í�È�Ï
C,

−−−−→
α : Kα ` τf : Ka → Kb

Ô
C,

−−−−→
α : Kα ` τa : Ka

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
¾�ÍYã�Ä
C ` [−−−−→α 7→ τα]τf : Ka → Kb

C ` [−−−−→α 7→ τα]τa : Ka

� ÌÐÜ �Ãà 
¦í¯í�Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ
C ` [−−−−→α 7→ τα]τf τa : Kb

5. τ = ∀β : K; B.τ0

ð �



� ÌÐÜ �Ãà 
�
 
mÞ�Â�ÑÀË ÄKÔ C,
−−−−→
α : Kα ` ∀β : K; B.τ0 :

φ

i
Ô�Í�ÈCÏ

C, β : K,
−−−−→
α : Kα ` B :

ÓCÆTÆKËXÔ
C, β : K,

−−−−→
α : Kα ` τ0 :

φ

i
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô
C, β : K ` [−−−−→α 7→ τα]B :

ÓPÆiÆKË
C, β : K ` [−−−−→α 7→ τα]τ0 :

φ

i
� ÌÐÜ �Ãà 
�
 
mÞ�Â�ÑÀË ÄKÔÀß©ÄÃÆKÓ«Ç�Í�¿ È
C ` ∀β : K; [−−−−→α 7→ τα]B.[−−−−→α 7→ τα]τ0 :

φ

i

⇒ C ` [−−−−→α 7→ τα]∀β : K; B.τ0 :
φ

i

6. τ = F KÇ­¾�Ä"ÈÛÓTÌÐÜ �Ãà�ë ��# Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô C, F K ·
7→ δ,−−−−→α 7→ τα ` F K :

¿²ÈKÇ
→ K

[−−−−→α 7→ τα]τ = F K Ô
� ÌÐÜ �Ãà�ë ��# Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô
C, F K ·

7→ δ ` [−−−−→α 7→ τα]F K :
¿²ÈiÇ

→ K

7.
Ú�È�Ç­¾ÀÄ®Á�Í�ÊEÄ
ß©ÍYÌKÔ«ß�Ä�É�Í�È�ÅÀÂ­Æ�ãKÄAÇ�¾ÀÄ�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â¦É�Í�Á­Ä�Á©ÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ù

	�
+*'
 	 � ��������� ò-,�. � �$��� ��ò � ò ��ò �  � * &
Ú�Ò

[−−−−→α 7→ τα]B1
Í�È�Ï

[−−−−→α 7→ τα]B2
Í�Â�Ä
Á§ÌTÈiÇ�ÍKÉ�Ç­¿�É"Í�Ë Ë²Ìeß©Ä"Ë²Ë�àZÒ¤Æ�Â�ÊEÄ�ÏIÍ�È�Ï

B1 ` B2
ÔÀÇ­¾ÀÄ�È

[−−−−→α 7→ τα]B1 ` [−−−−→α 7→ τα]B2
Ù

íSÂ�ÆTÆ�Ò�ñSÁ­¿ È�É"Ä
B1 ` B2

ÊEÄ�Í�È�Á�Ç­¾CÍ�Ç
B1 ⇒ B2

Ò¤Æ�Â¦Í�Ë Ë�Á­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È�Á�Æ�Ò3¿²ÈiÇ­Ä�â�Ä"ÂuÁ©Ò¤Æ�Â�¿²ÈiÇ­Ä�â�Ä"Â�ã�Í�Â­¿�Í�ÓÀË²Ä�Á�Í�È�Ï�ÓCÆTÆKË ÄhÍ�È�Á©Ò¤ÆKÂ
ÓPÆiÆKË ÄhÍ�È7ã�Í�Â�¿�Í�ÓÀË²Ä�Á�Ô

[−−−−→α 7→ τα]B1 ⇒ [−−−−→α 7→ τα]B2
Ò¤Æ�Â
Í�Ë²ËmÂ�Ä"Ê¥Í�¿ ÈÀ¿²ÈÀâbÁ­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È�Á$Æ�ÒSÆ�ÒS¿ ÈiÇ­Ä�â�Ä�Â�Á¦Ò¤Æ�ÂA¿²ÈiÇ­Ä�â�Ä"ÂÃã�Í�Â�¿²Í�ÓÀË²Ä�Á¦Í�È�Ï

ÓPÆiÆKË ÄhÍ�È�Á©Ò¤ÆKÂ�ÓCÆTÆKË ÄhÍ�È�ãYÍ�Â­¿�Í�Ó�Ë ÄhÁ"Ù
	�
+*'
�� � ��������� ò-,�. � �$��� ��ò � ò ��ò �  � � &
Ú�Ò

Φ; ∆,
−−−−→
α : Kα ` τ1 : K

Í�È�Ï
Φ; ∆,

−−−−→
α : Kα ` τ2 : K

Í�È�Ï
[−−−−→α 7→ τα]B

¿²Á
Á­ÌTÈKÇuÍ�ÉxÇ­¿�É"Í�Ë²Ë²ÌIß©Ä"Ë²Ë�àZÒ¤Æ�Â�ÊEÄ�Ï#Í�È�Ï
Φ; B ` τ1 ≡ τ2

Ô
Í�ÈCÏ

C ` ταi
: Kαi

ÔTÇ�¾ÀÄ"È
[−−−−→α 7→ τα]Φ; [−−−−→α 7→ τα]B ` [−−−−→α 7→ τα]τ1 ≡ [−−−−→α 7→ τα]τ2

Ù
íSÂ�ÆTÆ�ÒmÓTÌe¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈbÇ�¾ÀÄ
Ç�ÌTÅCÄ�Ä�	KÑ�¿ ã�Í�Ë²Ä"ÈCÉxÄ�Ï«Ä"Â�¿²ãYÍ�Ç­¿²Æ�È�Ù � ÎÀÍ�Ê_Å�Ë Ä®É�Í�Á­Ä�ñ
1. B`I

.
=i

Φ, � K ·

7→δ;B` � KI≡δ(i)

� Ì¥Ç�ÌTÅCÄ®Á­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È.×�Ô«ß©Ä
äiÈ�Æ�ß [−−−−→α 7→ τα]Φ; ∆ ` [−−−−→α 7→ τα](
ë KI) : K

Í�È�Ï
[−−−−→α 7→ τα]Φ; ∆ ` [−−−−→α 7→ τα]δ(i) : K

ÙSëÀÂ�Æ�Ê
Ç­¾�¿²Á�Ô�ß©ÄÛäTÈÀÆ�ß Ç­¾CÍ�Ç

[−−−−→α 7→ τα]I
¿�Á¥Á­ÌiÈiÇuÍ�É�Ç�¿²É�Í�Ë²Ë Ì�ß©Ä"Ë²Ë àXÒ¤ÆKÂ­ÊEÄ�Ï�Ù � Ì�Ç�ÌTÅCÄ7Á­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ9ð«Ô [−−−−→α 7→ τα]B ` [−−−−→α 7→ τα]I

.
= i
Ù

�
ÈÀÆ�ß�¿²ÈÀâ�Ç­¾À¿�Á"Ô�ß�Ä�É"Í�ÈIÑCÁ§Ä
Ç�¾ÀÄ
Ç�ÌTÅCÄ�Ä�	KÑ�¿ ã�Í�Ë²Ä"ÈCÉxÄ
Â­Ñ�Ë ÄÃÇ­Æ¥É"Æ�È�É"Ë Ñ�ÏÀÄ�ñ
[−−−−→α7→τα]B`[−−−−→α7→τα]I

.
=i

[−−−−→α7→τα](Φ, � K ·

7→δ);[−−−−→α7→τα]B` � K [−−−−→α7→τα]I≡([−−−−→α7→τα]δ)(i)

	�
+*'
�� � ��������� ò �$"%� �$��� ��ò � ò ��ò �  � &
Ú�Ò�ß�Ä
Ê¥Í�äKÄ$Ç�¾ÀÄ
Ò¤Æ�Ë²Ë²Æ�ß�¿ ÈÀâEÏ«Ä%��ÈÀ¿ Ç­¿²Æ�È�Á¦Í�È�Ï�Í�Á�Á§ÑÀÊEÅ«Ç�¿ ÆKÈ�Á�ñ

•
�åÄ®Ï«Ä%��ÈÀÄ�ÍEÁ§Ñ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�È

[s] = [−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx, −−−−→y 7→ sy, −−−−→z 7→ sz]

• C = Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C

• # Æ αi

Í�ÅÀÅPÄ�Í�Â�Á�Ò¤Â�Ä"Äb¿²È
Ψ; Φ; ∆

Ü¤È�Æ�Ç­ÄKñeÇ�ÌTÅÀ¿�É"Í�Ë Ë²Ì�Ô�Ç�¾À¿²ÁEÉ"Æ�È�Ï«¿ Ç­¿²Æ�ÈlÉ"Í�ÈÖÓPÄ�Á�Í�Ç�¿²Á)��Ä�Ï ÓiÌ Í�Ë Å�¾�Í�à�Â­Ä�È�Í�ÊE¿²ÈÀâ
αi

ÓCÄ"Ò¤Æ�Â�Ä
¿ ÈTã�ÆKäT¿ ÈÀâ�Ç­¾�¿²Á�Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍKÞxÙ

ð«×



• [−−−−→α 7→ τα]C = Ψ; Φ; ∆; [−−−−→α 7→ τα]Γ; [−−−−→α 7→ τα]B; [−−−−→α 7→ τα]
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C

¿�ÁbÁ­ÌTÈiÇ�Í�ÉxÇ­¿�É"Í�Ë Ë²ÌMß©Ä"Ë²Ë àXÒ¤ÆKÂ­ÊEÄ�Ï-Ü¤Ç­¾À¿�Á�Í�Á�Á§ÑÀÊEÅ«Ç�¿ ÆKÈ ¿²Á
ÈÀÄ"ÄhÏ«Ä�Ï7ÓPÄ�É�Í�Ñ�Á­Ä�Á­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È�Á$Æ�Ò¯È�Æ�È«à�¿ ÈiÇ�Ä"â�Ä�Â�ÁAÍ�È�Ï7È�Æ�È«à�ÓCÆTÆKË ÄhÍ�È�ÁA¿ ÈiÇ­ÆI¿ ÈiÇ�Ä"â�Ä�Â�Á

I
Í�È�Ï7ÓPÆTÆ�Ë²Ä�Í�È�Á

B
Ï«ÆbÈÀÆ�ÇÃÍ�Ë ß�ÍYÌ«Á

ÅÀÂ­Æ«Ï«ÑCÉxÄ
¿ ÈiÇ�Ä"â�Ä�Â�Á�Í�È�ÏbÓPÆTÆ�Ë²Ä�Í�È�Á�ÞxÙ

• C,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` e : τ

• zi /∈ domain(Γ)

• [−−−−→α 7→ τα]
·

C` sxi
: [−−−−→α 7→ τα]τxi

Ü¤ß�¾ÀÄ�Â­Ä
τxi

Í�Â­ÄÃÈÀÆKÈÀË ¿²ÈÀÄhÍ�Â�Ç�ÌTÅCÄhÁ�Þ

• [−−−−→α 7→ τα](
·

C, Cyi
) ` syi

: [−−−−→α 7→ τα]τyi

Ü¤ß�¾�Ä"Â�Ä
τyi

Í�Â�ÄÃË ¿²ÈÀÄ�Í�Â�Ç�ÌTÅCÄhÁ�Þ

• [−−−−→α 7→ τα](
·

C, Czi
) ` szi

: [−−−−→α 7→ τα]τzi

Ü¤ß�¾ÀÄ�Â­Ä
τzi

Í�Â­Ä
Ë²¿ È�Ä�Í�Â©Ç�ÌTÅPÄ�ÁuÞ
• C ` ταi

: Kαi

Ç­¾�Ä"ÈÛß�Ä�É�Í�ÈÛÉxÆ�ÈCÉxË²Ñ�Ï«Ä
Ç­¾�Ä
Ò¤Æ�Ë²Ë Æ�ß�¿²ÈÀâ�ñ

• [−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [s]e : [−−−−→α 7→ τα]τ

íSÂ�ÆTÆ�Ò�ÓiÌ_¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È¥Æ�È_Ç�¾ÀÄ�Ç�ÌTÅCÄ$Ï«Ä"Â�¿ ã�Í�Ç­¿²Æ�È�Ù�½�¾ÀÄ¦É"ÍKÁ§ÄhÁ�Ç­¾CÍ�Ç¯Ñ�Á­Ä�¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È¥Æ�È¥Í�È¥Ä"ÈTãT¿ Â�Æ�ÈÀÊEÄ�ÈKÇ6ß�¿ Ç­¾eÍ�È¥ÄxÎTÇ­Ä�È�Ï«Ä�Ï
Γ
Ê�Ñ�Á§Ç

ß©Ä�Í�äKÄ"ÈIÇ­¾ÀÄ
sxi

Ô
syi

Ô
szi

Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâKÁ (Àß©Ä�ß�Â­¿ Ç­Ä
Ç�¾À¿�Á¦Æ�ÑÀÇ¦ÄxÎ«ÅÀË²¿²É"¿�Ç�Ë ÌbÒ¤Æ�Â�Ç�¾ÀÄ
e = λw : τ

φ,
* & � &  
−→ e0

É"ÍKÁ§Ä�ÓÀÑÀÇAÆ�ÊE¿ Ç�Ç­¾ÀÄ�ÏÀÄxÇ�Í�¿ Ë�Á�¿²È
Ç­¾�Ä�Æ�Ç­¾�Ä"Â¦É"ÍKÁ§ÄhÁ"Ù

1a. e = x0
Ô«ß�¾ÀÄ�Â­Ä

x0 6= xi, yi, zi
·

C,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx ` x0 : τ

Ù¯½�¾ÀÄ −→y Ê�Ñ�Á�Ç¦ÓPÄ�Ä"ÊEÅ«Ç�ÌKÔ�Í�ÈCÏ ·

C= C = (C,
−→
Cyi

)
Ô�Í�È�Ï

C(x0) = τ
Ù

[s]e = x0îT¿²È�ÉxÄ
C(x0) = τ

Ô�ß©Ä
äTÈÀÆ�ß
([−−−−→α 7→ τα]C)(x0) = [−−−−→α 7→ τα]τ

Ù
½�¾TÑ�Á�Ô

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [s]e : [−−−−→α 7→ τα]τ

1b. e = xi

τ = τxi

Í�È�Ï ·

C,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx ` x0 : τxi

ÙS½�¾ÀÄ −→y Ê�ÑCÁ�Ç¦ÓPÄ�Ä"ÊEÅ«Ç�ÌKÔÀÍ�È�Ï ·

C= C = (C,
−→
Cyi

)
Ù

[s]e = sxi

Í�È�Ï ·

[−−−−→α 7→ τα]C` sxi
: [−−−−→α 7→ τα]τxi

Ù
îTÆ

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [s]e : [−−−−→α 7→ τα]τ
Ù

2a. e = yi
·

C,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx, yi : τyi

` e : τyi

Í�È�Ï
τ = τyi

ÙS½�¾ÀÄ −→y Ê�Ñ�Á�Ç�ÓPÄ�Ä"ÊEÅ«Ç�ÌIÄxÎÀÉxÄ�Å«Ç�Ò¤Æ�Â yi

Ô�Í�ÈCÏ ·

C= C
Í�È�Ï −→

Cyi
= Cyi

Ù
[s]e = syi

Í�ÈCÏ
[−−−−→α 7→ τα](

·

C, Cyi
) ` syi

: [−−−−→α 7→ τα]τyi

Ô
½�¾TÑ�Á�Ô

[−−−−→α 7→ τα](
·

C, Cyi
) ` [s]e : [−−−−→α 7→ τα]τ

2b. e = zi

ñSÉ"Í�È�ÈÀÆ�Ç�¾�Í�ÅÀÅCÄ�È�ÔÀÓPÄ�É�Í�Ñ�Á­Ä
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` e : τ

Í�È�Ï
zi /∈ domain(Γ)

3. e = e
�
e �

C,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` e

�
e2 : τ2

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�ÜXð�Þ­Þ�Ô«ß©Ä
¾�ÍYã�Ä
C
�
,
−−−−→
α : Kα, −−−→x : τx,

−−−−→
y′ : τy′ ` e

�
: τ1

f
−→ τ2 C2,

−−−−→
α : Kα, −−−→x : τx,

−−−−−→
y′′ : τy′′ ` e2 : τ

�

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È�ñ
[−−−−→α 7→ τα](C

�
,
−→
Cy′

i
) ` [−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx,

−−−−−→
y′ 7→ sy′ , (−−−−→z 7→ sz,

−−−−−−→
y′′ 7→ sy′′)]e

�
:

[−−−−→α 7→ τα](τ1
f

−→ τ2) ⇒ [−−−−→α 7→ τα](C
�
,
−→
Cy′

i
) ` [s]e

�
: [−−−−→α 7→ τα]τ1

f
−→ [−−−−→α 7→ τα]τ2

[−−−−→α 7→ τα](C2,
−−→
Cy′′

i
) ` [−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx,

−−−−−−→
y′′ 7→ sy′′ , (−−−−→z 7→ sz,

−−−−−→
y′ 7→ sy′)]e2 : [−−−−→α 7→ τα]τ

�

ð�ð



⇒ [−−−−→α 7→ τα](C2,
−−→
Cy′′

i
) ` [s]e2 : [−−−−→α 7→ τα]τ

�

� ÌÐÜ�½©à 
¦í¯í�Þ�Â�ÑÀË ÄKÔ
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) ` [s]e
�
([s]e2) : [−−−−→α 7→ τα]τ2

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx, −−−−→y 7→ sy, −−−−→z 7→ sz]e : [−−−−→α 7→ τα]τ

4. e = λw : τ
φ,
* & � &  
−→ e0

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü�ïKÞ­Þ©Í�È�ÏáÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË ÄKÔÀß©ÄÃ¾CÍYã�Ä
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` λw : τw

φ,
* & � &  2
−→ e0 : τw

φ,
* & � &  2
−→ τ0Í�ÈCÏ

C ′, w : τw,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` e0 : τ0

Ô
Φ; ∆ ` τw : K

Ô�Ü � Ä�Â­ÄKÔ C ′ = Ψ, Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

2
Þ


¦Å�ÅÀË ÌT¿²ÈÀâ_Ç­¾ÀÄ�Ë²¿²Ê_¿ ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä
Ë²Ä"ÊEÊ¥Í�Ç�ÆEÇ­¾ÀÄ
Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâiÁ©Ò¤Æ�Â
sxi

Ô
syi

Ô
szi

â�¿²ã�ÄhÁ"ñ
[−−−−→α 7→ τα]

·

C
′

` sxi
: [−−−−→α 7→ τα]τxi

Í�È�Ï
[−−−−→α 7→ τα](

·

C
′

, C ′
yi

) ` syi
: [−−−−→α 7→ τα]τyi

Í�È�Ï
[−−−−→α 7→ τα](

·

C
′

, C ′
zi

) ` szi
: [−−−−→α 7→ τα]τzi

Ù
Í�ÈCÏb¿²È

C ` ταi
: Kαi

Ô ß©Ä
ÈÀÄ"ÄhÏ
Φ; ∆

ÔTÇ�¾ÀÄ"È
C ′ ` ταi

: Kαi

Ù¦Ü �áÄ®Í�Ë�Á§ÆEÑ�Á­Ä
Ë ¿²ÊE¿�Ç
2
¿²È ·

C ′, C ′, C ′
yi

, C ′
zi

Þ
Ú�Ò

τw

¿�Á�ÈÀÆ�È�Ë ¿²ÈÀÄ�Í�Â�ÔiÇ�¾ÀÄ"ÈÛÓTÌeÇ�ÌTÅPÄ
Á­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È
[−−−−→α 7→ τα]τw

¿²ÁAÍ�Ë�Á§Æ_ÈÀÆ�È�Ë ¿²ÈÀÄ�Í�Â¦Í�È�Ï�Á­Æ�Ç�¾ÀÄ �áÄ�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ 
�Ä�ÊEÊEÍEÁ�ÍYÌ«Á"ñ
[−−−−→α 7→ τα](

·

C
′

, w : τw) ` sxi
: [−−−−→α 7→ τα]τxi

Í�ÈCÏ
[−−−−→α 7→ τα](

·

C
′

, C ′
yi

, w : τw) ` syi
: [−−−−→α 7→ τα]τyi

Í�È�Ï
[−−−−→α 7→ τα](

·

C
′

, C ′
zi

, w :
τw) ` szi

: [−−−−→α 7→ τα]τzi

Ù
Ú�Ò

τw

¿�Á�Ë ¿²ÈÀÄhÍ�ÂhÔ«ß�ÄhÍ�ä�Ä�ÈÀ¿²ÈÀâ�¿�Á�ÈÀÆ�Ç�È�Ä"Ä�ÏÀÄ�Ï*Ù
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
¾�ÍYã�ÄKñ
[−−−−→α 7→ τα](C ′,

−→
C ′

yi
), w : [−−−−→α 7→ τα]τw ` [s]e0 : [−−−−→α 7→ τα]τ0

� Ìb½�ÌiÅPÄ®îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È 
�Ä�ÊEÊEÍ_ß©Ä
äiÈ�Æ�ß�Ô [−−−−→α 7→ τα](Φ; ∆) ` [−−−−→α 7→ τα]τw : K
� ÌÐÜ�½©à 
 � îÀÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È�ñ
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) ` [s]e : [−−−−→α 7→ τα]τw
φ,
* & � &  2
−→ [−−−−→α 7→ τα]τ0

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [s]e : [−−−−→α 7→ τα](τw
φ,
* & � &  2
−→ τ0)

5. e =
Å�ÍKÉuä

[τ1, e0]
Í�Á

∃β : K; B′.τ2

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü�×"çTÞ§Þ©Í�ÈCÏåÜX½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
¾�ÍYã�Ä
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy `

ÅCÍ�Éuä
[τ1, e0]

Í�Á
∃β : K; B′.τ2 : ∃β : K; B′.τ2

ÔÀÍ�È�Ï
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` τ1 : K ⇒ C,

−−−−→
α : Kα ` τ1 : K

Ô
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` [β 7→ τ1]B

′ ⇒ C,
−−−−→
α : Kα ` [β 7→ τ1]B

′ Ô
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` e0 : [β 7→ τ1]τ2

Ô
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` ∃β : K; B′.τ2 :

φ

i⇒ C,
−−−−→
α : Kα ` ∃β : K; B′.τ2 :

φ

i
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
â�Ä"Ç�ñ
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) ` [s]e0 : [−−−−→α 7→ τα][β 7→ τ1]τ2

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [s]e0 : [β 7→ τ1]([
−−−−→α 7→ τα]τ2)

� Ìb½�ÌiÅPÄ®îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È 
�Ä�ÊEÊEÍ�Ô
[−−−−→α 7→ τα]C ` [−−−−→α 7→ τα]τ1 : K

Ô
[−−−−→α 7→ τα]C ` [−−−−→α 7→ τα](∃β : K; B′.τ2) :

φ

i

⇒ [−−−−→α 7→ τα]C ` ∃β : K; ([−−−−→α 7→ τα]B′).[−−−−→α 7→ τα]τ2 :
φ

i

C,
−−−−→
α : Kα ` ∃β : K; B′.τ2 :

φ

i⇒ C,
−−−−→
α : Kα, β : K ` B′ :

ÓPÆTÆ�Ë
⇒ [β 7→ τ1]C,

−−−−→
α : Kα ` [β 7→ τ1]B

′ :
ÓPÆiÆKË

⇒
[−−−−→α 7→ τα][β 7→ τ1]C ` [−−−−→α 7→ τα][β 7→ τ1]B

′ :
ÓPÆTÆ�ËSÜ¤Ç­¾À¿�Á�¿²Ê_Å�Ë ¿²Ä�Á�Ç�¾�Í�Ç

[−−−−→α 7→ τα][β 7→ τ1]B
′ ¿�Á¦Á­ÌTÈKÇuÍ�ÉxÇ­¿�É"Í�Ë²Ë²Ì¥ß�Ä�Ë Ë àXÒ¤ÆKÂ­ÊEÄhÏ�Þ

[−−−−→α 7→ τα]C ` [−−−−→α 7→ τα][β 7→ τ1]B
′

⇒ [−−−−→α 7→ τα]C ` [β 7→ [−−−−→α 7→ τα]τ1]([
−−−−→α 7→ τα]B′)

Ô
� Ì �áÄ�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ 
�Ä�Ê_Ê¥Í�Ô
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) ` [−−−−→α 7→ τα]τ1 : K
Ô

ð�ï



[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [β 7→ [−−−−→α 7→ τα]τ1]([
−−−−→α 7→ τα]B′)

Ô
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) ` ∃β : K; ([−−−−→α 7→ τα]B′).[−−−−→α 7→ τα]τ2 :
φ

i
� ÌÐÜ�½©à�í 
Aì �®Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) `
Å�Í�Éuä

[[−−−−→α 7→ τα]τ1, [s]e0]
Í�Á

∃β : K; [−−−−→α 7→ τα]B′.[−−−−→α 7→ τα]τ2 :
∃β : K; [−−−−→α 7→ τα]B′.[−−−−→α 7→ τα]τ2½�¾ÀÄ�Â­Ä"Ò¤Æ�Â�Ä�Ô

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) `
[s](
Å�ÍKÉuä

[τ1, e0]
Í�Á

∃β : K; B′.τ2) : [−−−−→α 7→ τα]∃β : K; B′.τ2

6. e =
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

β, w = e1
¿ È

e2

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü�×�ïiÞ§Þ©Í�ÈCÏåÜX½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
â�ÄxÇ
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy `

Ñ�ÈÀÅ�Í�Éuä
β, w = e1

¿ È
e2 : τ2

Ô�Í�È�Ï
C1,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,

−−−−→
y′ : τy′ ` e1 : ∃β : K; B′.τ1

Ô
C ` τ2 : K2

C2,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,

−−−−−→
y′′ : τy′′ , β : K, w : τ1, B

′ ` e2 : τ2

� Ìb½�ÌiÅPÄ®îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È 
�Ä�ÊEÊEÍ�Ô [−−−−→α 7→ τα]C ` [−−−−→α 7→ τα]τ2 : K2

� Ì �áÄ�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ 
�Ä�Ê_Ê¥Í�Ô [−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cy′

i
) ` [−−−−→α 7→ τα]τ2 : K2

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È�ñ
[−−−−→α 7→ τα](C

�
,
−→
Cy′

i
) ` [−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx,

−−−−−→
y′ 7→ sy′ , −−−−→z 7→ sz, ,

−−−−−−→
y′′ 7→ sy′′ ]e

�
: [−−−−→α 7→ τα](∃β : K; B′.τ1)

⇒ [−−−−→α 7→ τα](C
�
,
−→
Cy′

i
) ` [s]e

�
: ∃β : K; [−−−−→α 7→ τα]B′.[−−−−→α 7→ τα]τ1

ÜÝÇ�¾À¿�Á�Í�Ë�Á­Æ#ÅÀÂ�Æ�ã�Ä�ÁÃÇ�¾�Í�Ç
[−−−−→α 7→ τα]B′ ¿�Á�Á­ÌiÈiÇuÍ�É�Ç�¿²É�Í�Ë²Ë Ìß©Ä"Ë²Ë�àZÒ¤Æ�Â�ÊEÄ�Ï�ÞxÙ

[−−−−→α 7→ τα](C2,
−−→
Cy′′

i
, β : K, w : τ1, B

′) ` [−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx,
−−−−−−→
y′′ 7→ sy′′ , −−−−→z 7→ sz, ,

−−−−−→
y′ 7→ sy′ ]e2 : [−−−−→α 7→ τα]τ2

⇒ [−−−−→α 7→ τα](C2,
−−→
Cy′′

i
), β : K, w : [−−−−→α 7→ τα]τ1, [

−−−−→α 7→ τα]B′ ` [s]e2 : [−−−−→α 7→ τα]τ2

� ÌÐÜ�½©à ��# í 
Aì �®Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô [−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) `ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä
β, w = [s]e1

¿²È
[s]e2 : [−−−−→α 7→ τα]τ2

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [s](
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

β, w = e1
¿ È

e2) : [−−−−→α 7→ τα]τ2

7. e =
�ÀÎ

w : τ.v
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍÛÜ � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü�×��iÞ§Þ©Í�ÈCÏåÜX½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
â�ÄxÇ
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy `

��Î
w : τ.v : τ

ÔPÍ�È�Ï
C,

−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy , w : τ ` v : τ

C,
−−−−→
α : Kα,−−−→x : τx,−−−→y : τy ` τ :

φ

i⇒ C,
−−−−→
α : Kα ` τ :

φ

i
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

, w : τ) ` [s]v : [−−−−→α 7→ τα]τ

⇒ [−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

), w : [−−−−→α 7→ τα]τ ` [s]v : [−−−−→α 7→ τα]τ
� Ìb½�ÌiÅPÄ®îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È 
�Ä�ÊEÊEÍ�Ô
[−−−−→α 7→ τα]C ` [−−−−→α 7→ τα]τ :

φ

i
� Ì �áÄ�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ 
�Ä�Ê_Ê¥Í�Ô
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) ` [−−−−→α 7→ τα]τ :
φ

i
� ÌÐÜ�½©à�ë3Ú�"ÃÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô
[−−−−→α 7→ τα](C,

−→
Cyi

) `
�ÀÎ

w : [−−−−→α 7→ τα]τ.[−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx, −−−−→y 7→ sy, −−−−→z 7→ sz]v : [−−−−→α 7→ τα]τ

[−−−−→α 7→ τα](C,
−→
Cyi

) ` [−−−−→α 7→ τα,−−−−→x 7→ sx, −−−−→y 7→ sy, −−−−→z 7→ sz](
�ÀÎ

w : τ.v) : [−−−−→α 7→ τα]τ

8.
Ú�È�Ç­¾ÀÄ®Á�Í�ÊEÄ
ß©ÍYÌKÔ«ß�Ä�É�Í�È�ÅÀÂ­Æ�ãKÄAÇ�¾ÀÄ�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â¦É�Í�Á­Ä�Á©ÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ù

ð�ç
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+*'
�� ò � �  " �$� � . " � � ��"
� � ò �  � &
Ú�Ò

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e : τ
Ô

Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` (M, e : τ)
Í�È�Ï

(M, e) → (M ′, e′)
Ô
Ç­¾ÀÄ�È

Ψ′
e; Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e′ : τ

Í�È�Ï
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ô�ß�¾�Ä"Â�Ä
(Φ′

e

·
⊇ Φe)

Ù
íSÂ�Æ�ã�Ä$ÓiÌb¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�ÆKÈeÇ�¾ÀÄ
Ç�ÌTÅCÄ�Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç­¿²Æ�È�Ù�½�¾�Ä
É�Í�Á­Ä�Á©ÓPÄ"Ë²Æ�ß�Æ�ÊE¿ Ç�Ê_ÆiÁ�Ç�Æ�Ò�Ç­¾�Ä®ÉxÆ�È�â�Â�ÑÀÄ"È�É"ÄAÂ�ÑÀË²Ä
É�Í�Á­Ä�Á�ÔTÓCÄhÉ"Í�ÑCÁ§ÄÃÇ­¾�Ä

ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Á$Ò¤Æ�ÂÃÇ­¾�Ä�Á­Ä_Í�Ë Ë�Ë²ÆiÆKä7ÊEÆ�Â�Ä�ÆKÂ$Ë²Ä�Á�Á$Ç­¾ÀÄ¥Á�Í�ÊEÄ�Ù�î«Ä"Ä_Ç­¾ÀÄ_Ç�ÑÀÅÀË²Ä�Ô�Ë²ÆKÍKÏ*Ô�Í�È�ÏåÁ�Ç�Æ�Â�Ä_É�Í�Á­Ä�ÁAÒ¤Æ�Â
ÄxÎÀÍ�Ê_Å�Ë ÄhÁ$Æ�ÒSÇ­¾�Ä_Å�Â­ÆTÆ�Ò�Á$Ò¤ÆKÂ
ÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ�È�ÉxÄÃÂ­Ñ�Ë Ä�É"ÍKÁ§ÄhÁ"Ù

1. Case T − V AR
ñ

e = x½�¾ÀÄ�Â­Ä�Í�Â�ÄÃÈÀÆEÄ"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈIÂ�ÑÀË²Ä�Á©Ò¤ÆKÂ�ãYÍ�Â­¿�Í�Ó�Ë ÄhÁ

2. Case T − ABS
ñ

e = λx : τ1
φ,
* & � &  
−→ e0½�¾ÀÄ�Â­Ä�Í�Â�ÄÃÈÀÆEÄ"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈIÂ�ÑÀË²Ä�Á©Ò¤ÆKÂ

e
Ü
e
¿�Á�ã�Í�Ë²ÑÀÄYÞ

3. Case T − TABS
ñ

e = Λα : K; B.v½�¾ÀÄ�Â­Ä�Í�Â�ÄÃÈÀÆEÄ"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈIÂ�ÑÀË²Ä�Á©Ò¤ÆKÂ
e
Ü
e
¿�Á�ã�Í�Ë²ÑÀÄYÞ

4. Case T − APP
ñ

e = e1 e2 Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C ` e : τëÀÂ�Æ�Ê Ë Ä�Ê_Ê¥Í � Ù�ð«Ù²×�Ù�ÜXðKÞ�ÔTÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²Á
τ1
Í�È�Ï

Ψe1
; Φe1

; ∆; Γe1
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C ` e1 : τ1
limitf

−→ τ ′ Ô
(
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C =
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f = ∞)
Æ�Â

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f <
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C)
ÆKÂ

(
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C = ∞,
Ë²¿ ÊE¿ Ç

f = I, Φe; ∆ ` τ ′ :
φ

0)
Ψe2

; Φe2
; ∆; Γe2

; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C ` e2 : τ1
Ô

τ ′ ≡ τ

(E − APPABS1)

e1 = λx : τx
φ,I
−→ e12 e2 = v2 e′ =

É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ
([x 7→ v2]e12)

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜXïKÞ�Ô τ1 ≡ τx

Ô�Í�ÈCÏ
Ψe1

; Φe1
; ∆; Γe1

, x : τx; B; I ` e12 : τ ′

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe2
; Φe2

; ∆; Γe2
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C ` e2 : τx

� Ì 
�¿²ÊE¿�Ç­à�ì�¾CÍ�ÈÀâKÄ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ Ψe2
; Φe2

; ∆; Γe2
; B; I ` e2 : τx

� Á­¿²ÈÀâeîTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ�ß�Ä
â�Ä"Ç Ψe; Φe; ∆; Γ; B; I ` [x 7→ v2]e12 : τ ′

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä (I <
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C)
Æ�Â

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C = ∞, Φe; ∆ ` τ ′ :
φ′

0)
Ô

ÓTÌÐÜ�½©à§ì � � �¦ì � Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C `
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

([x 7→ v2]e12) : τ ′

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C ` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
C ` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
C ` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

(E − APPABS2)

e1 = λx : τx
φ,∞
−→ e12 e2 = v2 e′ = [x 7→ v2]e12

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜXïKÞ�Ô τ1 ≡ τx

Ô�Í�ÈCÏ
Ψe1

; Φe1
; ∆; Γe1

, x : τx; B;∞ ` e12 : τ ′

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe2
; Φe2

; ∆; Γe2
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C ` e2 : τx

� Ì 
�¿²ÊE¿�Ç­à�ì�¾CÍ�ÈÀâKÄ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ Ψe2
; Φe2

; ∆; Γe2
; B;∞ ` e2 : τx

� Á­¿²ÈÀâeîTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ�ß�Ä
â�Ä"Ç Ψe; Φe; ∆; Γ; B;∞ ` [x 7→ v2]e12 : τ ′

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä (
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C =
Ë²¿ ÊE¿ Ç

f = ∞)
Ô

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C ` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
C ` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
C ` (M ′, e′ : τ)

ð�æ



Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

5. Case T − TAPP
ñ

e = e1τ2 Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` e1τ2 : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü�çiÞ�ÔTÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²Á [α 7→ τ ′

2] τ
′
1 ≡ τ ; τ ′

2 ≡ τ2
Ô
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e1τ2 : [α 7→ τ ′

2] τ
′
1Í�ÈCÏ

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e1 : ∀α : K; B.τ ′
1

Ô
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` τ ′

2 : K
Í�È�Ï

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` [α 7→ τ ′
2]B

(E − TAPPTABS)
e1 = Λα : K ′; B.v

Ô
e′ = [α 7→ τ2]v

Ô
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä τ ′

2 ≡ τ2
Ô«Ç�¾ÀÄ"È

e′ = [α 7→ τ ′
2]v

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜZæ�Þ�Ô K ′ = K
Ô

Ψe; Φe; ∆, α : K ′; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` v : τ ′
1½�¾TÑ�Á�Ô

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` τ ′
2 : K ′ ( Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` e1 : ∀α : K ′; B.τ ′

1

� Ìb½mÄ"Â�Ê=îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�ÈÛË Ä�ÊEÊEÍ�ÔÀß©ÄÃâKÄxÇ [α 7→ τ ′
2](Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
) ` [α 7→ τ ′

2]v : [α 7→ τ ′
2]τ

′
1

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä α
Ï«ÆTÄ�Á­È

�
ÇAÍ�ÅÀÅPÄ�Í�Â�¿²È

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç�Ô�Í�È�ÏIÓiÌáÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË ÄKÔ Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e′ : τ

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È
�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

6. Case T − TUPLE
ñ

e = φ〈−→e 〉 Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` φ〈−→e 〉 : τ

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü � Þ�Ô Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` φ〈−→e 〉 : φ〈
−→
τ ′ 〉
Ô�Í�È�Ï

φ〈
−→
τ ′ 〉 ≡ τ

Ô
Í�ÈCÏ

∀i.(Ψei
; Φei

; ∆; Γei
; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` ei : τi) Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` φ〈
−→
τ ′ 〉 : KîTÑÀÅ�ÅCÆiÁ§ÄKÔ

ek → e′k
ÈÀÆ�ß�Ù

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, φ〈−→e 〉 : φ〈
−→
τ ′ 〉)
Ô

Ç­¾�Ä"È
∀i ∈ dom(Ψ).(∅;

·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M(i) : Ψ(i))Í�ÈCÏ
Ψek

; Φek
; ∆; Γek

; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` ek : τ ′
k½�¾TÑ�Á�Ô

Ψ′
spare, Ψek

; Φ′
spare, Φek

; ∆; Γek
; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, ek : τ ′
k)

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Ψ′
ek

; Φ′
ek

; ∆; Γek
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e′k : τ ′
k (Φ′

ek

·
⊇ Φek

)Í�ÈCÏ
Ψ′

spare, Ψ
′
ek

; Φ′
spare, Φ

′
ek

; ∆; Γek
; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` (M ′, e′k : τ ′
k)

Ü � Ä"Â�Ä�Ô ∀i ∈ dom(Ψ′).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ′(i)))
Þ

Í�ÈCÏ
Ψ′

spare = Ψspare, Ψe1
, · · ·Ψek−1

, Ψek+1
, · · ·Ψen

; Φ′
spare = Φspare, Φe1

, · · ·Φek−1
, Φek+1

, · · ·ΦenëÀÆKÂ©Ç­¾ÀÄ�Æ�Ç­¾ÀÄ�Â
ej

Ô
Ψej

; Φej
; ∆; Γej

; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` ej : τ ′
j

� ¿²ã�Ä"È C = Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç¥Í�È�Ï

C = C1, ..., Cn

Í�ÈCÏ
C ′

k

·
⊇ Ck

Ô6ÓTÌáÇ­¾ÀÄÛÁ­ÅÀË ¿ Ç_Á­ÑÀÓ�Á­ÄxÇEË²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ6ß©ÄIÉ"Í�È ��È�ÏÖÍ
C ′

1, . . . , C
′
n = Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
= C ′

·
⊇ C

Á­ÆÐÇ�¾�Í�ÇEÒ¤ÆKÂEÍ�Ë Ë
j 6= k

Ô
C ′

j ⊇ Cj

Ù �áÄ�Ç­¾ÀÄ�ÈMÑ�Á­ÄÛß�ÄhÍ�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ#Ç�ÆáÁ­¾ÀÆ�ß
C ′

j ` ej : τ ′
j

ÙS½�¾ÀÄ�È�ÑCÁ§¿²ÈÀâ_Ç­¾ÀÄeÜX½©à�½ � í 
 � Þ�Â­Ñ�Ë ÄKÔ«ß�Ä
â�Ä"Ç�ñ
Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` φ〈

−→
e′ 〉 : φ〈

−→
τ ′ 〉

� ÌÐÜ�½©à ��� ÞxÔÀß�Ä
ÆKÓ«Ç�Í�¿ È Ψ′
e; Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` φ〈

−→
e′ 〉 : τ

� Á­¿²ÈÀâ7Ü�½©à � � �ÐÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` (M ′, φ〈

−→
e′ 〉 : τ)

7. Case T − LET
ñ

e =
Ë Ä"Ç

〈−→x 〉 = ea

¿ È
eb

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` φ〈−→e 〉 : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü � Þ�ÔTÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²Á τ ′

b ≡ τ
Ù

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Ë²ÄxÇ

〈−→x 〉 = ea

¿ È
eb : τ ′

bÍ�ÈCÏ
Ψea

; Φea
; ∆; Γea

; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` ea : φ〈
−→
τ ′ 〉
Ô

Ψeb
; Φeb

; ∆; Γeb
,
−−−→
x : τ ′; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` eb : τ ′

b

ð �



(E − LET )
ea = φ〈v1, · · · , vn〉

Ô
Ψea

; Φea
; ∆; Γea

; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` φ〈v1, · · · , vn〉 : φ〈τ ′
1, · · · , τ ′

n〉
Ô

e′ = [x1 7→ v1, · · · , xn 7→ vn]eb

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü � Þ�ÔTÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²Á φ〈τ ′′
1 , · · · , τ ′′

n 〉 ≡ φ〈τ ′
1, · · · , τ ′

n〉Í�ÈCÏ
∀i.(Ψeai

; Φeai
; ∆; Γeai

; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` vi : τ ′′
i )

� ÌÐÜ�½©à ��� ÞxÔ ∀i.(Ψeai
; Φeai

; ∆; Γeai
; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` vi : τ ′
i )

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψeb
; Φeb

; ∆; Γeb
,
−−−→
x : τ ′; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` eb : τ ′

b

� ÌbÁ­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ�Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ«ß©Ä�Æ�ÓÀÇ�Í�¿²È
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` [x1 7→ v1, · · · , xn 7→ vn]eb : τ ′

b

� ÌÐÜ�½©à ��� ÞxÔ Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

8. Case T − LOAD
ñ

e =
Ë²ÆKÍ�Ï

(e �! �� , e � ��� )
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Ë²ÆKÍ�Ï

(e �! �� , e � ��� ) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü � Þ�Ô ∧〈τ ′, � Í�Á (I, τ ′)〉 ≡ τÍ�ÈCÏ

Ψe ����� ; Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e �% �� :
Ú�ÈiÇ

(I)
Ψe ����� ; Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` e � ��� : � ÍKÁ (I, τ ′)

(E − LOAD)
e �! �� = i

Ô
e � ��� =

Ò�Í�ÉxÇ�Ô�Í�È�Ï
e′ =∧ 〈M(i),

Ò�Í�ÉxÇ
〉

∅;
·

Φe ����� ; ∆;
·

Γe ����� ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e �! �� :
Ú�ÈKÇ

(I)

{i 7→ τ ′};
·

Φe ����� ; ∆;
·

Γe ����� ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e � ��� : � Í�Á (I, τ ′)

{i 7→ τ ′};
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e :∧ 〈τ ′, � ÍKÁ (I, τ ′)〉
� ÌÐÜ�½©à � � �åÞ©Â­ÑÀË²Ä®Í�ÈCÏ �áÄ�Í�ä�Ä"È�¿ ÈÀâ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ
∅;

·

Φe; ∆;
·

Γ;
Ç­Â�ÑÀÄ

;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` M(i) : τ ′

{i 7→ τ ′};
·

Φe ����� ; ∆;
·

Γe ����� ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

`
Ò�ÍKÉ�Ç

: � Í�Á (I, τ ′)
� ÌÐÜ�½©à�½ � í�
 � Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô
{i 7→ τ ′};

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`∧ 〈M(i),
Ò�Í�ÉxÇ

〉 :∧ 〈τ ′, � Í�Á (I, τ ′)〉
� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô
{i 7→ τ ′};

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

(E − LOAD1) e �% �� → e′�! ��
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M,

Ë ÆiÍ�Ï
(e �! �� , e � ��� ) :∧ 〈τ ′, � Í�Á (I, τ ′)〉)Ç­¾�Ä"È

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô«ÓiÌ 
�Ä"ÊEÊ¥Í � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü � Þ�Í�È�ÏáÜ�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ
Ψe ����� ; Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e �! �� :

Ú�ÈiÇ
(I)

⇒ Ψ′
spare, Ψe ����� ; Φ′

spare, Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` (M, e �! �� :
Ú�ÈiÇ

(I))
(Ψ′

spare = Ψspare, Ψe ����� ; Φ′
spare = Φspare, Φe ����� )

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Ψ′
e ����� ; Φ′

e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e′�% �� :
Ú�ÈiÇ

(I) (Φe �����
·
⊇ Φe ����� )Í�ÈCÏ

Ψ′
spare, Ψ

′
e ����� ; Φ′

spare, Φ
′
e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′�% �� :

Ú�ÈiÇ
(I))

ð �



⇒ Ψspare, Ψe ����� , Ψ′
e ����� ; Φspare, Φe ����� , Φ′

e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M ′, e′�% �� :
Ú�ÈiÇ

(I))
Ü � Ä"Â�Ä�Ô ∀i ∈ dom(Ψ′).(∅;

·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ′(i)))
Þ

�áÄ
Á§Ç­¿²Ë²Ë�¾�ÍYã�Ä
Ψe ����� ; Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e � ��� : � ÍKÁ (I, τ ′)

� ¿²ã�Ä"È C = Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç�Í�È�Ï

C = Cptr, CHas

Í�È�Ï
C ′

ptr

·
⊇ Cptr

ÔAÓiÌlÇ�¾ÀÄåÁ­ÅÀË²¿�ÇÛÁ§ÑÀÓCÁ§Ä"ÇIË²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ¦ß©ÄÐÉ"Í�È
��È�Ï]Í

C ′
ptr , C

′
Has = Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
= C ′

·
⊇ C

Á§ÆÖÇ­¾�Í�Ç
C ′

Has ⊇ CHas

Ù �áÄÐÇ�¾ÀÄ"È]Ñ�Á­Äåß©Ä�Í�ä�Ä"È�¿ ÈÀâ.Ç�ÆlÁ­¾ÀÆ�ß
C ′

Has ` eHas : � ÍKÁ (I, τ ′)
Ù¯½�¾ÀÄ�ÈIÑ�Á­¿²ÈÀâ_Ç­¾ÀÄeÜX½©à 
 � 
 �ÃÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä�¾�ÍYã�ÄKñ

Ψ′
e; Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Ë²ÆKÍ�Ï

(e′�! �� , e � ��� ) :∧ 〈τ ′, � Í�Á (I, τ ′)〉
� ÌÐÜ�½©à ��� ÞxÔÀß�Ä
ÆKÓ«Ç�Í�¿ È Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Ë ÆiÍ�Ï

(e′�! �� , e � ��� ) : τ
� �:Ü�½©à � � �ÐÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` (M ′,

Ë²ÆKÍKÏ
(e′�! �� , e � ��� ) : τ)

(E − LOAD2) e � ��� → e′� ���
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M,

Ë ÆiÍ�Ï
(v �! �� , e′� ��� ) :∧ 〈τ ′, � Í�Á (I, τ ′)〉)Ç­¾�Ä"È

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô«ÓiÌ 
�Ä"ÊEÊ¥Í � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü � Þ�Í�È�ÏáÜ�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ
Ψe ����� ; Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` ee ����� : � Í�Á (I, τ ′)

⇒ Ψ′
spare, Ψe ����� ; Φ′

spare, Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, e � ��� : � ÍKÁ (I, τ ′))
(Ψ′

spare = Ψspare, Ψv ����� ; Φ′
spare = Φspare, Φv ����� )

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Ψ′
e ����� ; Φ′

e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′� ��� : � Í�Á (I, τ ′) (Φe �����
·
⊇ Φe ����� )Í�ÈCÏ

Ψ′
spare, Ψ

′
e ����� ; Φ′

spare, Φ
′
e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` (M ′, e′� ��� : � Í�Á (I, τ ′))

⇒ Ψspare, Ψv ����� , Ψ′
e ����� ; Φspare, Φv ����� , Φ′

e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` (M ′, e′� ��� : � ÍKÁ (I, τ ′))
Ü � Ä"Â�Ä�Ô ∀i ∈ dom(Ψ′).(∅;

·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ′(i)))
Þ

�áÄ
Á§Ç­¿²Ë²Ë�¾�ÍYã�Ä
Ψv ����� ; Φv ����� ; ∆; Γv ����� ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` v �% �� :

Ú�ÈiÇ
(I)

� ¿²ã�Ä"È C = Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç�Í�È�Ï

C = Cptr , CHas

Í�È�Ï
C ′

Has

·
⊇ CHas

ÔTÓTÌEÇ­¾ÀÄ
Á­ÅÀË ¿ Ç�Á§ÑÀÓCÁ§Ä"Ç�Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔTß�ÄÃÉ"Í�È ��È�ÏIÍ
C ′

ptr, C
′
Has = Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
= C ′

·
⊇ C

Á­Æ�Ç­¾CÍ�Ç
C ′

ptr ⊇ Cptr

Ù �áÄSÇ�¾ÀÄ"È�Ñ�Á§Ä¯ß�ÄhÍ�ä�Ä�ÈÀ¿²ÈÀâ�Ç­ÆÃÁ§¾ÀÆ�ß
C ′

ptr ` vptr :
Ú�ÈKÇ

(I)
Ù

½�¾ÀÄ�È�ÑCÁ§¿²ÈÀâ_Ç­¾ÀÄeÜX½©à 
 � 
 �ÃÞ�Â�ÑÀË²Ä�ÔÀß©Ä
¾�ÍYã�ÄKñ
Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Ë²ÆKÍ�Ï

(v �! �� , e′� ��� ) :∧ 〈τ ′, � Í�Á (I, τ ′)〉
� ÌÐÜ�½©à ��� ÞxÔÀß�Ä
ÆKÓ«Ç�Í�¿ È Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Ë ÆiÍ�Ï

(v �! �� , e′� ��� ) : τ
� �:Ü�½©à � � �ÐÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` (M ′,

Ë²ÆKÍKÏ
(v �! �� , e′� ��� ) : τ)

9. Case T − STORE
ñ

e =
Á§Ç­Æ�Â�Ä

(e �% �� , e � ��� , e ' )
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Á§Ç­Æ�Â�Ä

(e �% �� , e � ��� , e ' ) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü � Þ�ÔTÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²Á τ ≡ � Í�Á (I, τ2)

Ô�Í�È�Ï
Ψe ����� ; Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e �% �� :

Ú�ÈiÇ
(I)

Ψe  ���� ; Φe  ���� ; ∆; Γe  ���� ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e � ��� : � Í�Á (I, τ1)

Ψe ! ; Φe ! ; ∆; Γe ! ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e ' : τ2
Ô
Φ; ∆ ` τ2 :

·
1

(E − STORE)
e =
Á�Ç�Æ�Â�Ä

(i,
Ò�ÍKÉ�Ç

, v)
Ô�Í�ÈCÏ

∅;
·

Φe ����� ; ∆;
·

Γe ����� ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e �! �� :
Ú�ÈiÇ

(I)

{i 7→ τ1};
·

Φe  ��� ; ∆;
·

Γe  ���� ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e � ��� : � Í�Á (I, τ1)

∅;
·

Φe ! ; ∆;
·

Γe ! ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e ' : τ2
Ô
(Φ; ∆ ` τ2 :

·
1)

{i 7→ τ1};
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Á�Ç�Æ�Â�Ä

(e �% �� , e � ��� , e ' ) : � Í�Á (I, τ2)
e′ =

Ò�ÍKÉ�ÇhÔÀÓTÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½
×hÞ�Â�ÑÀË ÄKÔ
{i 7→ τ2};

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Ò�Í�ÉxÇ

: � ÍKÁ (I, τ2)

{i 7→ τ2};
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` e′ : τ

ð �



� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, e : τ)
¦ÈCÏ
M ′ = [i 7→ v]M

Ô
Ψ′ = [i 7→ τ2]Ψ

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ′(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = [i 7→ τ2]Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = [i 7→ v]M

(E − STORE1) e �% �� → e′�! ��
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M,

Á�Ç�Æ�Â�Ä
(e �% �� , e � ��� , e ' ) : � ÍKÁ (I, τ2))Ç­¾�Ä"È

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô«ÓiÌ 
�Ä"ÊEÊ¥Í � Ù�ð«Ù²×�Ù�Ü � Þ�Í�È�ÏáÜ�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ
Ψe ����� ; Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e �! �� :

Ú�ÈiÇ
(I)

⇒ Ψ′
spare, Ψe ����� ; Φ′

spare, Φe ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` (M, e �! �� :
Ú�ÈiÇ

(I))
(Ψ′

spare = Ψspare, Ψe ����� , Ψe ! ; Φ′
spare = Φspare, Φe ����� , Φe ! )

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Ψ′
e ����� ; Φ′

e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e′�% �� :
Ú�ÈiÇ

(I) (Φe �����
·
⊇ Φe ����� )Í�ÈCÏ

Ψ′
spare, Ψ

′
e ����� ; Φ′

spare, Φ
′
e ����� ; ∆; Γe ����� ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′�% �� :

Ú�ÈiÇ
(I))

⇒ Ψspare, Ψe ����� , Ψ′
e ����� , Ψe ! ; Φspare, Φe ����� , Φ′

e ����� , Φe ! ; ∆; Γe ����� ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` (M ′, e′�! �� :
Ú�ÈKÇ

(I))
Ü � Ä"Â�Ä�Ô ∀i ∈ dom(Ψ′).(∅;

·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ′(i)))
Þ

�áÄ
Á§Ç­¿²Ë²Ë�¾�ÍYã�Ä
Ψe  ��� ; Φe  ���� ; ∆; Γe  ��� ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e � ��� : � ÍKÁ (I, τ1)

Ψe ! ; Φe ! ; ∆; Γe ! ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e ' : τ2

� ¿²ã�Ä"È C = Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç�Í�È�Ï

C = Cptr , CHas, Cv

Í�È�Ï
C ′

ptr

·
⊇ Cptr

Ô«ÓiÌ_Ç�¾ÀÄÃÁ­ÅÀË²¿�Ç�Á­ÑÀÓ�Á­ÄxÇ�Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔTß©Ä$É�Í�È��CÈ�Ï
Í

C ′
ptr, C

′
Has, C

′
v = Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
= C ′

·
⊇ C

Á­ÆeÇ�¾�Í�Ç
C ′

Has ⊇ CHas

Í�ÈCÏ
C ′

v ⊇ Cv

Ù �áÄ®Ç�¾ÀÄ"ÈåÑ�Á§Ä_ß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâEÇ�Æ
Á­¾ÀÆ�ß

C ′
Has ` e � ��� : � ÍKÁ (I, τ1)

Í�È�Ï
C ′

v ` ev : τ2
ÙS½�¾ÀÄ�È�ÑCÁ§¿²ÈÀâ_Ç­¾ÀÄeÜX½©à�îÀ½�� � � Þ©Â�ÑÀË ÄKÔ«ß�Ä�¾CÍYã�Ä�ñ

Ψ′
e; Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Á§Ç­Æ�Â�Ä

(e �% �� , e � ��� , e ' ) : � ÍKÁ (I, τ2)
� ÌÐÜ�½©à ��� ÞxÔÀß�Ä
ÆKÓ«Ç�Í�¿ È Ψ′

e; Φ
′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Á�Ç�Æ�Â�Ä

(e �% �� , e � ��� , e ' ) : τ
� �:Ü�½©à � � �ÐÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` (M ′,

Á§Ç­ÆKÂ­Ä
(e �! �� , e � ��� , e ' ) : τ)

10. Case T − FIX
ñ

e =
�ÀÎ

x : τx.v
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
C `

�ÀÎ
x : τx.v : τ

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§×��KÞxÔiÇ­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á τx ≡ τÍ�ÈCÏ
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
C `

�ÀÎ
x : τx.v : τ

Ψe; Φe; ∆; Γ, x : τx; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C ` v : τ

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C ` τ :
φ

i

(E − FIX)
e′ = [x 7→

�ÀÎ
x : τx.v]vÍ�ÈCÏ

Ψe; Φe; ∆; Γ, x : τx; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C ` v : τ
� ÌbÁ­ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ�Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ«ß©Ä�Æ�ÓÀÇ�Í�¿²È
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
C ` [x 7→

�ÀÎ
x : τx.v]v : τ½�¾TÑ�Á

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C ` e′ : τ�áÄ
ÏÀÆ�È
�
ÇAÉu¾�Í�È�â�Ä ��ÔTÇ­¾�Ä"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

11. Case T − UNROLL
ñ

e =
ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(e0) Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(e0) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§×�×hÞxÔiÇ­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á ([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 · · · τn ≡ τ

Ô
τ ′ = (µα : K.τ0)τ1 · · · τn

ð �



Í�ÈCÏ
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` τ ′ : K

Ô
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` e0 : τ ′

(E − UNROLL)
e0 =

Â�Æ�Ë²Ë
[τ ′′](v) e′ = v

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ′′](v) : τ ′

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§×hð�ÞxÔTß�Ä
äTÈÀÆ�ß τ ′′ ≡ τ ′ ≡ (µβ : K.τroll)τ1 · · · τn

Ô�Ü�Á­Æ
τ0 ≡ τroll

Þ
Í�ÈCÏ

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` τroll : K Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` v : ([β 7→ µβ : K.τroll]τroll)τ1 · · · τn

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` v : ([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 · · · τn

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä
Í�âKÍ�¿ È�ÔTß©Ä�¾�ÍYã�Ä Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

12. Case T − UNPACK
ñ

e =
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2

Ψe; Φe; ∆; Γ; Be;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

`
Ñ�ÈÀÅ�Í�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2 : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§×�ïKÞxÔiÇ­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á τ2 ≡ τ

Ô
Ψe1

; Φe1
; ∆; Γe1

; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e1 : ∃α : K; B′.τ1

Ψe2
; Φe2

; ∆, α : K; Γe2
, x : τ1; B, B′;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` e2 : τ2

(E − UNPACK)
e1 =

Å�ÍKÉuä
[τ0, v]

ÍKÁ
∃β : K ′; τB .τ ′

1 e′ = [α 7→ τ0, x 7→ v]e2

Ψe1
; Φe1

; ∆; Γe1
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

`
ÅCÍ�Éuä

[τ0, v]
Í�Á

∃β : K ′; τB .τ ′
1 : ∃α : K; B′.τ1

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§×"çiÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È τ ′
1 ≡ τ1

Ô
τB ≡ B′ Í�ÈCÏ*Ô K ′ ≡ K

Ô
∃β : K ′; τB .τ ′

1 ≡ ∃α : K; B′.τ1

Ψe1
; Φe1

; ∆; Γe1
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` τ0 : K B ` [α 7→ τ0]τB

Ψe1
; Φe1

; ∆; Γe1
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` v : [α 7→ τ0]τ
′
1

� ÌÐÜ�½©à ��� ÞxÔ Ψe1
; Φe1

; ∆; Γe1
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` v : [α 7→ τ0]τ1

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψe2
; Φe2

; ∆, α : K; Γe2
, x : τ1; B, B′;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e2 : τ2

Ô
ÓTÌb½mÄ"Â�Ê=îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È 
�Ä�Ê_Ê¥Í_Ò¤ÆKÂ

α
Ô

[α 7→ τ0](Ψe2
; Φe2

; ∆; Γe2
, x : τ1; B, B′;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
) ` [α 7→ τ0]e2 : [α 7→ τ0]τ2

⇒ Ψe2
; Φe2

; ∆; Γe2
; B, [α 7→ τ0]B

′;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

, x : [α 7→ τ0]τ1 ` [α 7→ τ0]e2 : [α 7→ τ0]τ2

⇒ Ψe2
; Φe2

; ∆; Γe2
; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

, x : [α 7→ τ0]τ1 ` [α 7→ τ0]e2 : [α 7→ τ0]τ2ÓTÌb½mÄ"Â�Ê=îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È 
�Ä�Ê_Ê¥Í_Ò¤ÆKÂ
v
Ô

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` [α 7→ τ0, x 7→ v]e2 : [α 7→ τ0]τ2

⇒ Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` [α 7→ τ0, x 7→ v]e2 : τ2½�¾TÑ�Á
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e′ : τ2

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ�Ç�ÑÀË ÄKÔ Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

13. Case T − DISTINGUISH
ñ

e =
Ï«¿�Á�Ç�¿ ÈÀâKÑÀ¿�Á§¾

(I1, I2, e1, e2)
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Ï«¿�Á�Ç�¿ È�â�ÑÀ¿�Á§¾

(I1, I2, e1, e2) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§×hæ�ÞxÔTß�Ä
â�Ä"Ç ∧〈

�
ÈÀÆ�ß
(I1 6= I2), � Í�Á (I1, τ1), � ÍKÁ (I2, τ2)〉 ≡ τ

Ô
Í�ÈCÏ

Ψe1
; Φe1

; ∆; Γe1
; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` e1 : � ÍKÁ (I1, τ1)
Ψe2

; Φe2
; ∆; Γe2

; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e2 : � Í�Á (I2, τ2)

ï �



Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` I1 :
¿ ÈiÇ

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` I2 :
¿²ÈiÇ

(E − DISTINGUISH)½�¾ÀÄ�È
e1 = fact1, e2 = fact2

Ô
e′ =∧ 〈

äTÈÀÆ�ß
(I1 6= I2), fact1, fact2〉ëÀÂ�Æ�Ê=Ï«Ä!��È�¿�Ç�¿ ÆKÈ�ÔÀäTÈÀÆ�ß

(I1 6= I2) =
Å�ÍKÉuä

[
Ç­Â�ÑÀÄ

, ·〈〉]
Í�Á

∃α :
ÓPÆTÆ�Ë

; I1 6= I2. · 〈〉
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä$ÓTÌÐÜ �Ãà�½ � í 
 � Þ Φe; ∆ `

Ç�Â­Ñ�Ä
:
ÓCÆTÆKËXÔ

Í�ÈCÏbÓTÌÐÜ �Ãà�î ��� � Þ Φe; ∆ ` ∃α :
ÓPÆTÆ�Ë

; I1 6= I2. · 〈〉 :
·
0ÓTÌÐÜ�½©à�½ � í�
 � Þ ∅;

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` ·〈〉 : ·〈〉

⇒ ∅;
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` ·〈〉 : [α 7→ ·〈〉] · 〈〉
Ô

Í�ÈCÏ
Φe; ∆ ` [α 7→ ·〈〉](I1 6= I2)

� ÌÐÜ�½©à�í 
Aì �®Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ
∅; Φe; ∆;

·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Å�Í�Éuä

[
Ç­Â�ÑÀÄ

, ·〈〉]
ÍKÁ

∃α :
ÓCÆTÆKË

; I1 6= I2. · 〈〉 : ∃α :
ÓPÆTÆ�Ë

; I1 6= I2. · 〈〉

� Á­¿²ÈÀâ¥Í�ÓÀÓÀÂ�Ä"ãT¿�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Á"Ô ∅; Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
äTÈÀÆ�ß

(I1 6= I2) :
�
È�Æ�ß

(I1 6= I2)Í�ÈCÏ
Ψe1

; Φe1
; ∆; Γe1

; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` e1 : � ÍKÁ (I1, τ1)
Ψe2

; Φe2
; ∆; Γe2

; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e2 : � Í�Á (I2, τ2)
� ÌÐÜ�½©à�½ � í�
 � Þ�Â�ÑÀË²ÄEÔÀß�Ä
ÆKÓ«Ç�Í�¿ È�ñ
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`∧ 〈
äTÈÀÆ�ß

(I1 6= I2), fact1, fact2〉 :∧ 〈
�
ÈÀÆ�ß

(I1 6= I2), � ÍKÁ (I1, τ1), � Í�Á (I2, τ2)〉½�¾TÑ�Á�Ô
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` e′ : τ

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È
�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

14. Case T − NEWFUN
ñ

e =
ÈÀÄ"ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(J)

∅;
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
ÈÀÄ"ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(J) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§× � ÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È ∃α :

¿²ÈiÇ
→ J. � Ä�È (α, 0) ≡ τÍ�ÈCÏ

∅;
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
ÈÀÄ�ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(J) : ∃α :
¿²ÈiÇ

→ J. � Ä�È (α, 0)

(E − NEWFUN)
e′ =

ÅCÍ�Éuä
[F J ,

Ò�Í�ÉxÇ
]
ÍKÁ

∃α :
¿ ÈiÇ

→ J. � Ä"È (α, 0)

� ÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½¦ð�Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©ÄÃ¾CÍYã�Ä ∅;
·

Φe, F
J

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Ò�Í�É�Ç

: � Ä"È (F J , 0)

� ÌÐÜ �Ãà�ë ��# Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Φe, F
J ·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆ ` F J :
¿²ÈiÇ

→ J

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Φe; ∆ ` 0 :
¿²ÈKÇhÔ�Í�ÈCÏ

Φe, F
J ·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆, α :
¿ ÈiÇ

→ J ` α :
¿ ÈiÇ

→ J

� ÌÐÜ �Ãà�ë ��# � � # Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô Φe, F
J ·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆ ` � Ä"È (α, 0) :
∧

0

� ÌÐÜ �Ãà�î ��� � Þ¯Â�ÑÀË²Ä�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Φe, F
J ·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆ ` ∃α :
¿ ÈiÇ

→ J. � Ä"È (α, 0) :
∧

0
� ÌÐÜ�½©à�í 
Aì �®Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«ß�Ä
â�Ä"Ç
∅; Φe, F

J
∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Å�Í�Éuä

[F J ,
Ò�ÍKÉ�Ç

]
Í�Á

∃α :
¿²ÈiÇ

→ J. � Ä�È (α, 0) : ∃α :
¿ ÈiÇ

→ J. � Ä"È (α, 0)½�¾TÑ�Á�Ô
∅; Φe, F

J
∧

7→
Ò¤Ñ�È

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e′ : ∃α :
¿ ÈiÇ

→ J. � Ä"È (α, 0)

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅; Φe, F
J

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)�áÄ
ÏÀÆ�È

�
ÇAÉu¾�Í�È�â�Ä ��ÔTÇ­¾�Ä"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))

# Æ�ß Φ′
e

·
⊇ Φe

Ô
Ψ′

e = Ψe;
Ò¤Â­ÆKÊ Ü�½©à # � �9ë � # Þ�ß©Ä
äTÈÀÆ�ß F J

¿�Á©Ò¤Â­ÄhÁ§¾�Ù
½�¾TÑ�Á�Ô

Ψspare, Ψ
′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

ïÀ×



15. Case T − DEFINEFUN
ñ

e =
Ï«Ä!��È�Ä

�
Ò¤ÑÀÈ

(e0, τa)
Ù

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Ï«Ä%��ÈÀÄ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e0, τa) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§× � ÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È ∧〈 � Ä�È (τf , I + 1), � 	 (τf I, τa),

Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿ È
(I, τf )〉 ≡ τÍ�ÈCÏ

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e0 : � Ä�È (τf , I)
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` τf :

¿ ÈiÇ
→ J

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` τa : J

(E − DEFINEFUN)

e0 =
Ò�ÍKÉ�Ç�ÔÀÇ­¾ÀÄ�È

∅;
·

Φe, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e0 : � Ä"È (τf , I)Í�ÈCÏ
∅;

·

Φe, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Ï«Ä!��È�Ä

�
Ò¤ÑÀÈ

(e0, τa) : τ

∅;
·

Φe, τf

∧

7→
Ò¤Ñ�È

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` τf :
¿²ÈiÇ

→ J

∅;
·

Φe, τf

∧

7→
Ò¤Ñ�È

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` τa : J
# Æ�ß�Ô e′ =∧ 〈

Ò�Í�ÉxÇ
,
Ò�ÍKÉ�Ç

,
Ò�Í�ÉxÇ

〉
Ô
(
Ò¤ÑÀÈ ′ ⊇ Ò¤ÑÀÈ )

� ÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½¦ð�Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φe, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ ′; ∆;

·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Ò�ÍKÉ�Ç

: � Ä�È (τf , I + 1)

� ÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½�ïKÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φe, τf
·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

`
Ò�Í�É�Ç

: � 	 (τf I, τa)

� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ_Ë Ä�ÊEÊEÍ�Ô ∅;
·

Φe, τf
·
7→
Ò¤Ñ�È ′; ∆;

·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Ò�Í�ÉxÇ

: � 	 (τf I, τa)

� ÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½�çiÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φe, τf
·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

`
Ò�Í�É�Ç

:
Ú�È��AÆKÊ¥Í�¿²È

(I, τf )

� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ_Ë Ä�ÊEÊEÍ�Ô ∅;
·

Φe, τf
·
7→
Ò¤Ñ�È ′; ∆;

·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Ò�Í�ÉxÇ

:
Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿²È

(I, τf )

� ÌÐÜ�½©à�½ � í�
 � Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È ∅;
·

Φe, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ ′; ∆;

·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

`
∧〈
Ò�Í�ÉxÇ

,
Ò�ÍKÉ�Ç

,
Ò�Í�ÉxÇ

〉 :∧ 〈 � Ä�È (τf , I + 1), � 	 (τf I, τa),
Ú�È �AÆKÊEÍ�¿ È

(I, τf )〉

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φe, τf

∧

7→
Ò¤Ñ�È ′; ∆;

·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τ

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È
�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))

# Æ�ß Φ′
e

·
⊇ Φe, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ�(

Ψ′
e = Ψe;

� ÌÐÜ�½©à � � �åÞ�Ô Ψspare, Ψ
′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` (M ′, e′ : τ)

16. Case T − DISCARDFUN
ñ

e =
Ï«¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤Ñ�È

(e0)
Ù

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e0) : τ ′

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§× � ÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È τ ′ ≡ ·〈〉Í�ÈCÏ
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e0 : � Ä�È (τ, I)

(E − DISCARD)

e0 =
Ò�ÍKÉ�Ç�ÔÀÇ­¾ÀÄ�È

∅;
·

Φe0
, τ

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` e0 : � Ä"È (τ, I)

∅;
·

Φe0
, τ

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Ï«Ä%��ÈÀÄ

�
Ò¤Ñ�È

(e0, τa) : τ

# Æ�ß e′ = ·〈〉
ÔPÍ�È�ÏIÓTÌÐÜ�½©à�½ � í�
 � Þ�Â�ÑÀË²Ä ·

C` ·〈〉 : ·〈〉½�¾TÑ�Á�Ô
∅;

·

Φe0
, τ

·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` ·〈〉 : ·〈〉

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©ÄÃÆKÓ«Ç�Í�¿ È ∅;
·

Φe0
, τ

·
7→
Ò¤Ñ�È

; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` ·〈〉 : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)�áÄ
ÏÀÆ�È

�
ÇAÉu¾�Í�È�â�Ä ��ÔTÇ­¾�Ä"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))

# Æ�ß Φ′
e

·
⊇ Φe

Ô
Ψ′

e = Ψe;½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

17. Case T − INDOMAIN
ñ

e =
¿²È
�
Ï«ÆKÊEÍ�¿ È

(I1, I2, e1, e2)

ïKð



Ψe; Φe; ∆; Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
¿²È
�
Ï«Æ�Ê¥Í�¿ È

(I1, I2, e1, e2) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²Ü§× � ÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È ∧〈

�
È�Æ�ß
(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2), � Ä"È (τf , I2)〉 ≡ τÍ�ÈCÏ

Ψe; Φe; ∆; Γe; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` I1 :
¿²ÈiÇ�Ô

Ψe; Φe; ∆; Γe; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` I2 :
¿²ÈKÇ

Ψe1
; Φe1

; ∆; Γe1
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e1 :
Ú�È��AÆKÊ¥Í�¿²È

(I1, τf )
Ψe1

; Φe1
; ∆; Γe1

; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e2 : � Ä"È (τf , I2)

(E − INDOMAIN)
e1 =

Ò�ÍKÉ�Ç
1, e2 =

Ò�ÍKÉ�Ç
2
Ç­¾ÀÄ�È

∅;
·

Φe1
, τf

·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe1
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e1 :
Ú�È��AÆKÊ¥Í�¿²È

(I1, τf )

∅;
·

Φe2
, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe2
; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e2 : � Ä"È (τf , I2)

∅;
·

Φe0
, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e : τ
e′ =∧ 〈

äTÈÀÆ�ß
(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2),

Ò�Í�ÉxÇ
〉

� ÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½¦ð�Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©ÄÃâKÄxÇ ∅;
·

Φe0
, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

`
Ò�ÍKÉ�Ç

: � Ä�È (τf , I2)ëÀÂ�Æ�Ê=Ï«Ä!��È�¿�Ç�¿ ÆKÈ�ÔÀß©ÄÃäTÈÀÆ�ß
(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2) =

Å�ÍKÉuä
[
Ç­Â�ÑÀÄ

, ·〈〉]
Í�Á

∃α :
ÓPÆTÆ�Ë

; 0 ≤ I1 ∧ I1 < I2. · 〈〉

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä$ÓTÌÐÜ �Ãà � � ��
3Þ ·

Φe0
, τf

·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆ `
Ç­Â�ÑÀÄ

:
ÓPÆTÆ�ËZÔ

Í�ÈCÏbÓTÌÐÜ �Ãà�î ��� � Þ ·

Φe0
, τf

·
7→
Ò¤Ñ�È

; ∆ ` ∃α :
ÓPÆTÆ�Ë

; 0 ≤ I1 ∧ I1 < I2. · 〈〉 :
·
0

∅;
·

Φe0
, τf

·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` ·〈〉 : [α 7→
Ç�Â­ÑÀÄ

] · 〈〉
Ô

Í�ÈCÏ
B ` [α 7→

Ç­Â�ÑÀÄ
](0 ≤ I1 ∧ I1 < I2)

� ÌÐÜ�½©à�í 
Aì �®Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«ß�Ä
Æ�ÓÀÇ�Í�¿²È�ñ
∅;

·

Φe0
, τf

·
7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Å�ÍKÉuä

[
Ç­Â�ÑÀÄ

, ·〈〉]
Í�Á

∃α :
ÓPÆiÆKË

; 0 ≤ I1 ∧ I1 < I2. · 〈〉 : ∃α :
ÓPÆTÆ�Ë

; 0 ≤ I1 ∧ I1 < I2. · 〈〉

� ÌeÑ�Á­¿ È�âEÍ�ÓÀÓÀÂ�Ä"ãT¿�Í�Ç­¿²Æ�ÈCÁ"Ô ∅;
·

Φe0
, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
äTÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2) :
�
ÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2)

� ÌÐÜ�½©à�½ � í�
 � Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È�ñ
∅;

·

Φe0
, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`∧ 〈
äTÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2),
Ò�ÍKÉ�Ç

〉 :∧ 〈
�
ÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2), � Ä�È (τf , I2)〉½�¾ÀÄ�È�Ô
∅;

·

Φe0
, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ :∧ 〈
�
ÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2), � Ä"È (τf , I2)〉

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅;
·

Φe0
, τf

∧

7→
Ò¤ÑÀÈ

; ∆;
·

Γe; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)

� Ä�Â­Ä
ß©Ä�Ï«Æ�È � ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

18. Case T − MAKEEQ
ñ

e =
Ê¥Í�äKÄ

�
Ä
	

(τ0)

∅;
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä
	

(τ0) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜZð �KÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È � 	 (τ0, τ0) ≡ τ

Í�È�Ï
Φe; ∆ ` τ0 : K

(E − MAKEEQ)
e′ =

Ò�ÍKÉ�Ç
� ÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½�ïKÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅;

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Ò�Í�ÉxÇ

: � 	 (τ0, τ0)½�¾ÀÄ�È
∅;

·

Φe; ∆;
·

Γe; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e′ : � 	 (τ0, τ0)½�¾TÑ�Á�Ô
∅;

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))½�¾TÑ�Á�Ô
Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆;

·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M ′, e′ : τ)

ï�ï



Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

19. Case T − APPLY EQ
ñ

e =
Í�ÅÀÅÀË²Ì

�
Ä�	

(τf , e1, e2)
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
Í�Å�ÅÀË Ì

�
Ä
	

(τf , e1, e2) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜZð«×hÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È τf τb ≡ τÍ�ÈCÏ

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

`
Í�ÅÀÅÀË²Ì

�
Ä�	

(τf , e1, e2) : τf τb

Φe; ∆ ` τf : K → J Φe; ∆ ` τa : K Φe; ∆ ` τb : K
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` e1 : � 	 (τa, τb) Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e2 : τf τa

(E − APPLY EQ)
e1 =

Ò�ÍKÉ�Ç
, e2 =

ãPÔCÍ�È�Ï
e′ =

ã
� ÌÐÜ�½©à�ë 
Aì©½�ïKÞ�Â�ÑÀË²Ä�Ô ∅;

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e1 : � 	 (τe1
, τe1

)
Ô

Ç­¾�Ä"È
τe1

≡ τa ≡ τb

Ô�Í�È�Ï
∅;

·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e : τf τb

Ô
½�¾TÑ�Á�Ô

∅;
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` e2 : τf τa ⇒ ∅;
·

Φe; ∆;
·

Γe; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

`
ã

: τf τb

⇒ ∅;
·

Φe; ∆;
·

Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τf τb

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È
�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))
� ÌÐÜ�½©à � � �åÞ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

20. Case T − CASE
ñ

e =
É"ÍKÁ§Ä

(b, e0)
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
É"ÍKÁ§Ä

(b, e0) : τ

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜZð�ð�ÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È τ ≡ τi (i =
1 if b

2 if ¬b
)

Í�ÈCÏ
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` e0 : � ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2)

(E − CASE)
e0 =

ÑÀÈ�¿ ÆKÈ
(τb, τ

′
1, τ

′
2, v)
Ô

e′ = v
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
`
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(τb, τ
′
1, τ

′
2, v) : � ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2)

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜZð�ïKÞxÔiÇ­¾ÀÄ�È τ1 ≡ τ ′
1

Ô
τ2 ≡ τ ′

2

Ô
τb ≡ b

Í�È�Ï
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
` τ ′

1 : K
Ô

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

` τ ′
2 : K

Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

` v : τ ′
i (i =

1 if τb

2 if ¬τb
)

½�¾TÑ�Á�Ô
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç
` e′ : τ ′

i (i =
1 if b

2 if ¬b
)

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))
� ÌÐÜ�½©à � � �åÞ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

21. Case T − COERCE
ñ

e =
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e0)
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
1 `
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e0) : τ
� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜZð�çiÞxÔiÇ­¾ÀÄ�ÈIÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²Á τ ′ ≡ τ
Ψe; Φe; ∆; Γ; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç
1 `
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e0) : τ ′Í�ÈCÏ
Ψe; Φe; ∆; Γ; B; I2 ` e0 : τ ′

ï�ç



(E − COERCE)
e0 = v

Ô
e′ = v

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψe; Φe; ∆; Γ; B; I2 ` e0 : τ ′ Ô«Ç�¾ÀÄ"È Ψe; Φe; ∆; Γ; B; I2 ` v : τ ′

� Ì 
�¿²ÊE¿�Ç­à�ì�¾CÍ�ÈÀâKÄ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 ` v : τ ′

� ÌÐÜ�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Ψe; Φe; ∆; Γ; B;
Ë ¿²ÊE¿�Ç

1 ` e′ : τ
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Ψspare, Ψe; Φspare, Φe; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M, e : τ)
¦ÈCÏIß©Ä�Ï«Æ�È

�
ÇAÉu¾�Í�ÈÀâ�Ä ��Ô«Ç�¾ÀÄ"È

M ′ = M

∀i ∈ dom(Ψ).(∅;
·

Φ
′

; ∅; ∅; true;∞ ` M ′(i) : Ψ(i))
� ÌÐÜ�½©à � � �åÞ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Ψspare, Ψ

′
e; Φspare, Φ

′
e; ∆; Γ; B;

Ë ¿²ÊE¿�Ç
` (M ′, e′ : τ)

Ψ′
e = Ψe; Φ′

e = Φe; M ′ = M

22.

AË ËmÉ"Í�Á­Ä�Á�Ñ�È�Ï«Ä"Â�Ç�¾ÀÄ®ÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ�È�ÉxÄÃÄ"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç­¿²Æ�È�Ë Ä�Ê_Ê¥ÍEÍ�Â�Ä�Á§¿²ÊE¿ Ë�Í�ÂhÙ

�áÄ
Í�Ë Â�Ä�ÍKÏ«ÌeÅÀÂ�Æ�ã�ÄhÏbÁ­Æ�ÊEÄ
É"Í�Á­Ä�Á�¿²È�Ü�½ � í 
 � ÞxÔmÜ�
�� 
 �
Þ�Ô�Í�È�Ï.ÜXî«½�� � � Þ�Ù

� � � � ��� � ����
 

��Ä�ÅÀ¾ÀÂuÍ�Á­Ä$Ç�¾ÀÄÃÇ�ÌTÅCÄ�Ä�	KÑ�¿ ã�Í�Ë²Ä"ÈCÉxÄ
Â­Ñ�Ë ÄhÁ�Í�Á�Å�Í�Â�Í�Ë Ë²Ä"Ë*Â�Ä�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È�Â�ÑÀË ÄhÁ"ñ

(A) Φ; B ` τ ⇒ τ

(B)
Φ; B ` τa ⇒ τ ′

a Φ; B ` τb ⇒ τ ′
b

Φ; B ` (λα : K.τb)τa ⇒ [α 7→ τ ′
a]τ ′

b

(C)
B ` I

.
= i

Φ,
ë K ·

7→ δ; B `
ë KI ⇒ δ(i)

(D)
B ` I1

.
= I2

Φ; B ` I1 ⇒ I2

(E)
B ` B1

.
= B2

Φ; B ` B1 ⇒ B2

(F ) Φ; B ` � 	 (τ1, τ2) ⇒ � 	 (τ2, τ1)

(G)
∀i.(Φ; B ` τi ⇒ τ ′

i )

Φ; B ` T [τ1, . . . , τn] ⇒ T [τ ′
1, . . . , τ

′
n]

	�
���
�� � ��������� � � ��� � � � . ��"%� � � � � �!��ò � . �  ��� � � � � � � �! #" ò-,�. � � &
Ú�Ò

C ` τa ⇒ τb

Ô�Í�È�Ï
C ` τa ⇒ τc

Ô«Ç�¾ÀÄ"È�Ç­¾�Ä"Â�ÄÃ¿�Á¦Á­Æ�ÊEÄ
τd

Á­Æ�Ç­¾�Í�Ç
C ` τb ⇒ τd

Í�È�Ï
C ` τc ⇒ τd

Ù
íSÂ�ÆTÆ�ÒmÓTÌe¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈbÇ�¾ÀÄ®Á§Ñ�Ê Æ�ÒmÇ­¾ÀÄ®Á­¿²è"Ä�Á�Æ�ÒmÇ�¾ÀÄ®Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç­¿²Æ�ÈCÁ�Æ�Ò

τa ⇒ τb

Í�ÈCÏ
τa ⇒ τc

Ù
×KÙ¦É"Í�Á­Ä

τa
A
⇒ τb

ÙS½�¾ÀÄ"È
τb = τa

ÔCÁ§Æ¥Éu¾ÀÆTÆKÁ­Ä
τd = τc

Ù
ðÀÙ¦É"Í�Á­Ä

τa
B
⇒ τb

Í�È�Ï
τa

B
⇒ τc

ÙS½�¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Ò¤ÆKÂ�Ç­¾À¿�Á�¿�Á�Á�ÇuÍ�È�ÏÀÍ�Â�Ï�Ù
ï�Ù¦É"Í�Á­Ä

τa
G
⇒ τb

Í�È�Ï
τa

B
⇒ τc

ÙS½�¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Ò¤ÆKÂ�Ç­¾À¿�Á�¿�Á�Á�ÇuÍ�È�ÏÀÍ�Â�Ï�Ù
çCÙ¦É"Í�Á­Ä

τa
G
⇒ τb

Í�È�Ï
τa

G
⇒ τc

ÙS½�¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Ò¤ÆKÂ�Ç­¾À¿�Á�¿�Á�Á�ÇuÍ�È�ÏÀÍ�Â�Ï�Ù
æÀÙ¦É"Í�Á­Ä

τa = � 	 (τa1, τa2)
F
⇒ τb = � 	 (τa2, τa1)

Ù¦Ú�Ò
τa

F
⇒ τc

Ô�Ç�¾ÀÄ"ÈÐÉu¾�ÆiÆiÁ§Ä
τd = τb = τc

ÙAÚ�Ò
τa = � 	 (τa1, τa2)

G
⇒ τc =

� 	 (τc1, τc2)
Ô«Ç�¾ÀÄ"È#Éu¾ÀÆTÆiÁ§Ä

τd = � 	 (τc2, τc1)
Ù

ïKæ



� Ù¦É"Í�Á­Ä
τa = Ia

D
⇒ τb = Ib

Í�È�Ï
τa = Ia

D
⇒ τc = Ic

Ù6½�¾ÀÄ"È
Ia

.
= Ib

.
= Ic

Ô�Á­Æ_Å�¿²Éuä
τd = Ia

Ù
� Ù¦É"Í�Á­Ä

τa = Ba
E
⇒ τb = Bb

Í�È�Ï
τa = Ba

E
⇒ τc = Bc

ÙS½�¾ÀÄ�È
Ba

.
= Bb

.
= Bc

ÔÀÁ­Æ_Å�¿²Éuä
τd = Ba

Ù
� Ù¦É"Í�Á­Ä

τa =
ë KIa

C
⇒ τb = δ(ib)

Ù$Ú�Ò
τa

C
⇒ τc = δ(ic)

Ô�Ç�¾ÀÄ"È
ib = ic

Ô�Á§Æ�Éu¾ÀÆTÆKÁ­Ä
τd = τb = τc

ÙÃÚ�Ò
τa =

ë KIa
G
⇒ τc =ë KIc

Ô«Ç�¾ÀÄ"È
ib

.
= Ia

.
= Ic

Ô�Á­Æ¥Éu¾ÀÆTÆKÁ­Ä
τd = τb

Ù
½�¾ÀÄ�Æ�Ç­¾ÀÄ�Â¦É"Í�Á­Ä�Á�Í�Â­Ä
Ä"¿ Ç­¾�Ä"Â�¿²Ê_ÅPÆKÁ�Á­¿ ÓÀË²Ä�Ô«ÆKÂ¦Í�Â�Ä�Á§ÌTÊEÊEÄxÇ­Â�¿�ÉAÇ�ÆEÆ�ÈÀÄ
Æ�Ò3Ç­¾�Ä®É"Í�Á­Ä�Á�Í�ÓCÆ�ãKÄ�Ù
	�
���
+* � ��������� �  ��� � � � � � � �! #" ò-,�. � � &
Ú�Ò

C ` τa
∗
⇒ τb

Ô*Í�È�Ï
C ` τa

∗
⇒ τc

ÔCÇ�¾ÀÄ"È#Ç­¾ÀÄ�Â­Ä�¿²ÁÃÁ§ÆKÊEÄ
τd

Á­ÆeÇ­¾CÍ�Ç
C ` τb

∗
⇒ τd

Í�ÈCÏ
C ` τc

∗
⇒ τd

ÙÃîiÇuÍ�È�ÏÀÍ�Â�Ï#ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�ÓTÌ
Ç­¿²Ë²¿ ÈÀâeÁ­¿²ÈÀâ�Ë²Ä
Å�Í�ÂuÍ�Ë²Ë Ä�Ë*Á�Ç�Ä"Å�Á�Ç�Æ ��Ë Ë�¿ È�Ç­¾�Ä®Í�Â�Ä�Í�ÓCÄ"Ç�ß�Ä�Ä"È

τa
∗
⇒ τb

Í�È�Ï
τa

∗
⇒ τc

Ù
	�
���
�� �  "%"  � �%" , � �  ��� � � � � � � �  " ��� � � ��� � � � ò ò-,�. � �'&
Ú�Ò

C ` τb ≡ τc

Ô�Ç­¾ÀÄ�ÈIÇ�¾ÀÄ"Â�Ä�¿�ÁAÁ­Æ�ÊEÄ
τd

Á­Æ_Ç­¾�Í�Ç
C ` τb

∗
⇒ τd

Í�È�Ï
C ` τc

∗
⇒ τd

Ù�íSÂ�ÆiÆ�Ò3ÓTÌI¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ7Æ�È�Ç­¾ÀÄ�Ï«Ä"Â�¿ ã�Í�Ç­¿²Æ�È�Æ�Ò
C ` τb ≡ τc

Ù
	�
���
�� � ��������� � � � . � . " � � �$" � � ò �  � &
½mÆ_Å�Â­Æ�ãKÄ$ÅÀÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á�Ôiß�Ä
Ê�ÑCÁ�Ç ��ÂuÁ§Ç�Á�ÍYÌbÁ­Æ�ÊEÄxÇ�¾À¿²ÈÀâ¥Í�ÓPÆ�Ñ«Ç�¾ÀÆ�ß]ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Á�Í�Â�ÄÃÇ�ÌTÅCÄhÏ*ÙS½�¾ÀÄ�Á­Ä�Í�Â�ÄÃÇ­¾ÀÄ�ã�Í�Ë²ÑÀÄhÁ"ñ

v = i | b |Λα : K; B.v |
Å�Í�Éuä

[τ1, v]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2

|
Â�Æ�Ë²Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](v) |λx : τ
φ,
* & � &  
−→ e |φ〈−→v 〉 |

ÑÀÈÀ¿²Æ�È
(b, τ1, τ2, v) |

Ò�Í�ÉxÇ
ëÀÆKÂ©Ç­¾ÀÄhÁ§Ä�ã�Í�Ë²ÑÀÄhÁ"ÔTÇ�¾ÀÄ"Â�Ä®Í�Â�ÄAÇ�ÌTÅPÄ®Éu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ_Â­ÑÀË²Ä�Á©Ç�¾�Í�Ç¦âK¿ ãKÄÃÇ­¾ÀÄ�ã�Í�Ë²ÑÀÄhÁ©Ç­¾ÀÄ
Ò¤ÆKË Ë²Æ�ß�¿ È�â�Ç�ÌTÅPÄ�Á�ñ

τ = τ1
φ,limit
−→ τ2 | 〈

−→τ 〉 | ∀α : K; B.τ

| ∃α : K; B.τ | (µα : K.τ)τ1 · · · τn |
Ú�ÈiÇ

(I) | � ÆiÆKË (B) | � ÈÀ¿²Æ�È (B, τ1, τ2)

| � ÍKÁ (I, τ) | � Ä"È (τ, I) | � 	 (τ1, τ2) |
Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿ È

(I, τ)
Ú�ÈIÍKÏÀÏ«¿ Ç­¿²Æ�È�ÔiÇ�¾ÀÄ"Â�Ä$¿�Á¯Ç­¾ÀÄ¥Ü�½©à ��� Þ¯Â­Ñ�Ë ÄKÔiß�¾�¿²Éu¾�É"Í�ÈIÍ�Ë�Á§Æ�â�¿²ã�Ä$Í�ã�Í�Ë²ÑÀÄ$Í�Ç�ÌTÅCÄKÙ�ì©Í�Ë²Ë�Ç�¾ÀÄ_×hð®ÏÀ¿ ��Ä"Â�Ä"ÈiÇ�É"Í�Ç�Ä"âKÆ�Â�¿ ÄhÁSÆ�Ò�Ç�ÌiÅPÄ�ÁË²¿²Á§Ç­ÄhÏåÍ�ÓCÆ�ãKÄ®Ç­¾�Ä7×hð��������
	���
�����	���Ù_Ú�Ò

τ ⇒ τ ′ ÔmÍ�È�Ï τ
¾�ÍKÁ�Íbã�Í�Ë ÑÀÄ¥Á­¾�Í�ÅPÄ�Ô�Ç�¾ÀÄ"È

τ ′ ¾�ÍKÁ$Ç­¾ÀÄeÁ�Í�ÊEÄ_ãYÍ�Ë Ñ�Ä_Á­¾�Í�ÅPÄ7Ü¤ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò¯ÓTÌÉ"ÍKÁ§Ä
Í�ÈCÍ�Ë²ÌTÁ­¿�Á¯ÆKÈ
τ ⇒ τ ′ Þ�Ù�ì�ÆKÊ�ÓÀ¿²ÈÀ¿²ÈÀâ�Ç�¾À¿�Á�ß�¿�Ç�¾�É"Æ�È���Ñ�Ä"È�É"Ä�Ô«ß©ÄÃÉ"Æ�È�É"Ë Ñ�ÏÀÄ$Ç�¾�Í�Ç�¿ Ò C ` τb ≡ τc

ÔÀÍ�È�Ï
τb

Í�ÈCÏ
τc

¾�ÍYã�Ä$ãYÍ�Ë Ñ�Ä
Á­¾�Í�ÅPÄ�Á�Ô�Ç�¾ÀÄ"Â�Ä¦¿�Á�Á­Æ�ÊEÄ

τd

Á­Æ�Ç�¾�Í�Ç
C ` τb

∗
⇒ τd

Í�È�Ï
C ` τc

∗
⇒ τd

ÔTÍ�È�Ï
τd

¾�ÍKÁ6Ç­¾�Ä$Á�Í�ÊEÄAÁ­¾�Í�ÅPÄ$ÍKÁ
τb

Í�È�Ï
τc

ÔKß�¾À¿�Éu¾e¿²ÊEÅÀË ¿²Ä�Á
Ç­¾CÍ�Ç

τb

Í�È�Ï
τc

¾�ÍYãKÄÃÇ­¾ÀÄ®Á�Í�ÊEÄ�Á§¾CÍ�ÅPÄ�Ù
	�
���
�� � ��������� � � �� ��� � � � �! #"�� � &
îTÑÀÅ�ÅCÆiÁ§Ä�ãe¿�Á�Í¥ÉxË²ÆKÁ­Ä�Ï�Ô«ß�Ä�Ë Ë àXÇ�ÌTÅPÄ�ÏIÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È�ñ

C ` v : τ
Ò¤Æ�Â�Á­Æ�ÊEÄ

τ, C = Ψ; Φ; ∅; ∅; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç"Ù

×KÙ�Ú�Ò
C ` v : τ1

φ,limit
−→ τ2

Ô«Ç�¾ÀÄ"È
v = λx : τ1

φ,limit
−→ e

Ù
ðÀÙ�Ú�Ò

C ` v : 〈τ1, . . . τn〉
ÔÀÇ­¾ÀÄ�È

v = 〈v1, . . . , vn〉
Ù

ï�Ù�Ú�Ò
C ` v : ∀α : K; B.τ

Ô«Ç�¾ÀÄ"È
v = Λα : K; B.v0

Ù
çCÙ�Ú�Ò

C ` v : ∃α : K; B.τ2
Ô«Ç�¾ÀÄ"È

v =
Å�Í�Éuä

[τ1, v0]
Í�Á

∃α : K; B.τ2
Ù

æÀÙ�Ú�Ò
C ` v : (µα : K.τ0)τ1 · · · τn

Ô«Ç�¾ÀÄ"È
v =
Â­ÆKË Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](v0)
Ù

� Ù�Ú�Ò
C ` v :

Ú�ÈiÇ
(I)
Ô«Ç�¾ÀÄ"È

v = i
Ù

ï �



� Ù�Ú�Ò
C ` v : � ÆiÆKË (B)

Ô�Ç­¾ÀÄ�È
v = b

Ù
� Ù�Ú�Ò

C ` v : � ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2)
Ô«Ç�¾ÀÄ"È

v =
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v0)
Ù

� Ù�Ú�Ò
C ` v : � ÍKÁ (I, τ)

ÆKÂ
C ` v : � Ä"È (τ, I)

Æ�Â
C ` v : � 	 (τ1, τ2)

Æ�Â
C ` v :

Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿²È
(I, τ)

ÔÀÇ�¾ÀÄ"È
v =
Ò�Í�É�ÇhÙ

Proof
ñ

1.
�$È�Ë Ì¥Ç�ß©Æ_Ç�ÌTÅCÄ®Éu¾ÀÄhÉuäT¿ ÈÀâ_Â�ÑÀË ÄhÁ�É"Í�ÈIÅÀÂ�Æ�ã�Ä

C ` v : τ1
φ,limit
−→ τ2

ñ�Ü�½©à ��� Þ�Í�ÈCÏáÜX½©à 
 � îÀÞ�ÙëÀÆKÂ�Ü�½©à ��� Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ«Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á�Á§ÆKÊEÄ τ ′ ≡ τ1
φ,limit
−→ τ2

Ù � ÌbÁ­¾�Í�ÅCÄ�ÅÀÂ�Ä�Á­Ä"Â�ã�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Ô τ ′ = τ ′
1

φ,limit
−→ τ ′

2

Ù � Á­ÄÃ¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È�Ù
� ÌÐÜ�½©à 
 � îÀÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
äiÈ�Æ�ß v = λx : τ1

φ,limit
−→ e

¿�Á�Í�È7Í�ÓCÁ�Ç�Â�ÍKÉ�Ç­¿²Æ�È�Ù

2.
½�¾�Ä
Á­¿²Ê_¿²Ë�Í�Â�ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Ò¤ÆKÂ�Ç­¾ÀÄ�Æ�Ç­¾ÀÄ�Â¦É"ÍKÁ§ÄhÁ"Ù

	�
���
 	 ò � �  " �$� � . "  %�/" � � �'&
Ú�Ò

(M, e)
¿²Á$ÉxË²ÆKÁ­Ä�ÏÛÍ�È�ÏÛß©Ä"Ë²Ë àXÇ�ÌTÅPÄ�Ï.Ü

CMe ` (M, e : τ)
Ò¤Æ�ÂÃÁ§ÆKÊEÄ

τ
Í�È�Ï

CMe = ΨMe; ΦMe; ∅; ∅; B;
Ë ¿²ÊE¿�ÇuÞ�ÔCÇ­¾ÀÄ�È#Ä"¿ Ç­¾ÀÄ�Â

e¿�Á�ÍEãYÍ�Ë Ñ�ÄÃÆKÂ�Ä"Ë�Á§ÄÃÇ�¾ÀÄ"Â�Ä
¿²Á¦Á­Æ�ÊEÄ
(M ′, e′)

Á§Æ_Ç�¾�Í�Ç
(M, e) → (M ′, e′)

Ù
�$Ó�Á­Ä"Â�ã�ÄÃÇ­¾CÍ�ÇAÓTÌeÇ�¾ÀÄ�Â�ÑÀË²Ä
Ò¤Æ�Â�Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâ

(M, e)
ÔCß�Ä®äTÈÀÆ�ß]Ç­¾CÍ�Ç

ΨMe = Ψspare, Ψ
Í�È�Ï

ΦMe = Φspare, Φ
Í�ÈCÏ

C ` e : τ
Ô

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
C = Ψ; Φ; ∅; ∅; B;

Ë²¿²Ê_¿ Ç"Ù # Æ�ß ÅÀÂ�Æ�ã�Ä�Ç­¾�Í�Ç (M, e)
Á§Ç­Ä�Å�Á�Ô*ÓiÌÐ¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈÐÆ�ÈÐÇ­¾ÀÄ¥Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç�¿ ÆKÈÐÆ�Ò

C ` e : τ
Ü¤¾�Æ�Ë�Ï«¿ È�â

M
Ô
ΨMe

Ô�Í�È�Ï
ΦMe

�ÀÎ«Ä�ÏIÇ�¾ÀÂ­ÆKÑÀâ�¾�Æ�Ñ«Ç©Ç­¾ÀÄ�¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È7ÍKÁ
C
Ô
e
ÔÀÍ�È�Ï

τ
ã�Í�Â­ÌÀÞ�Ù

Proof :ë3¿ ÂuÁ§Ç�Ô�¿ Ò
e = E[e0]

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
e0
¿�Á�ÈÀÆ�Ç�ÍÛã�Í�Ë²ÑÀÄ�ÔmÇ­¾ÀÄ�È�ÓTÌÐ¿²È�Á§ÅPÄ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Æ�Ò�Ç�¾ÀÄ¥Ç�ÌTÅCÄIÉu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâÛÂ­ÑÀË²Ä�Á�Ô

C0 ` e0 : τ0
Ô�ß�¾ÀÄ"Â�Ä

C0 = Ψ0; Φ0; ∅; ∅; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

0
Í�È�Ï

ΨMe = Ψ0−spare, Ψ0 ΦMe = Φ0−spare, Φ0
Ô*Á§ÆIÓiÌÛ¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô

(M, e0) → (M ′, e′0)
Ô�Á­Æ

(M, e) = (M, E[e0]) → (M ′, E[e′0])
Ù¯î«Ä�ÉxÆKÈ�Ï*ÔTÇ�¾ÀÄ¥Ü�½©à ��� Þ©É"Í�Á­Ä
¿²Á�Í�ÈbÄhÍ�Á­Ì¥¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�ÙSëÀÆKÂ¦Í�Ë²Ë*Æ�Ç­¾�Ä"Â�É"ÍKÁ§ÄhÁ�ß�¾�Ä"Â�Ä e

¿�Á�ÈÀÆ�Ç
Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄ�ñ
×KÙ

e = xÚ�Ç�ß�¿²Ë²Ë�ÈÀÆ�Ç¦¾CÍ�ÅÀÅPÄ"È�Ô�ÓCÄhÉ"Í�ÑCÁ§Ä
e
¿�Á¦ÉxË²ÆKÁ­Ä�Ï�Ù

ðÀÙ
e = v1 v2

Ô«ß�¾ÀÄ�Â­Ä
(T − APP )

C1, C2 = Ψ; Φ; ∆; Γ; B;
Ë²¿²Ê_¿ Ç

C

C1 ` v1 : τa

φ,
* & � &  f
−→ τb C2 ` v2 : τa

(
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C =
Ë²¿²Ê_¿ Ç

f = ∞)
Æ�Â

(B `
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f <
Ë ¿²ÊE¿�Ç

C)Æ�Â
(
Ë²¿ ÊE¿ Ç

C = ∞,
Ë ¿²ÊE¿�Ç

f = I, Φ; ∆ ` τb :
φb

0 )
C1,C2`v1v2:τb

Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1 = λx : τa

φ,limitf

−→ e0
Ô�Á­Æ

e
Á�Ç�Ä"Å�Á¦ÓiÌåÜ � à 
¦íSí 
 � î�Þ�Ù

ï�Ù
e = v1τ2

ÔÀß�¾ÀÄ"Â�Ä
(T − TAPP )

C ` v1 : ∀α : K; B.τ1

C ` τ2 : K
C ` [α 7→ τ2]B
C`v1τ2:[α7→τ2]τ1

Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1 = Λα : K; B.v

ÔÀÁ§Æ
e
Á§Ç­Ä�Å�Á�ÓTÌÐÜ � à�½�
¦íSí 
 � î�Þ�Ù

çCÙ
e =
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

α, x = v1
¿ È

e2
Ô«ß�¾ÀÄ"Â�Ä

(T − UNPACK)

C1 ` v1 : ∃α : K; B.τ1

C2, α : K, x : τ1, B ` e2 : τ2
C1,C2`

+%�
�%�����
α,x=v1 & � e2:τ2

Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1 =

ÅCÍ�Éuä
[τ1, v]

ÍKÁ
∃α : K; B.τ2

Ô�Á­Æ
e
Á§Ç­Ä"ÅCÁ�ÓiÌåÜ � à ��# í 
Aì �®ÞxÙ

æÀÙ
e =
¿²È
�
Ï«ÆKÊEÍ�¿ È

(I1, I2, v1, v2)
Ôhß�¾ÀÄ"Â�Ä

(T−INDOMAIN)

C1, C2 ` I1 :
¿ ÈiÇ

C1, C2 ` I2 :
¿²ÈiÇ

C1 ` v1 :
Ú�È��$Æ�Ê¥Í�¿²È

(I1, τf ) C2 ` v2 : � Ä"È (τf , I2)
C1,C2` & ����$������ & � (I1,I2,v1,v2):∧ 〈 � ��� � (0≤I1∧I1<I2), 	 ��� (τf ,I2)〉

Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1 =

Ò�ÍKÉ�ÇAÍ�È�Ï
v2 =

Ò�ÍKÉ�Ç�ÔÀÁ­Æ
e
Á§Ç­Ä"ÅCÁ�ÓiÌåÜ � à � ��� 
¦Ú # ÞxÙ

� Ù¦½�¾ÀÄ�ÅCÍ�Ç§Ç�Ä"Â�Èå¿²ÈåÇ­¾ÀÄEÅÀÂ�Ä"ãT¿²Æ�Ñ�Á
É"ÍKÁ§ÄhÁÃ¿²Á
ÅÀÂ�ÄxÇ­Ç�Ì#ÉxË²Ä�Í�Â�ñAÇ­¾ÀÄEÇ�ÌTÅPÄEÉu¾�Ä�ÉuäT¿ È�âbÂ�ÑÀË ÄE¿²ÊEÅÀË ¿²Ä�ÁÃÇ�¾�Í�Ç®Í�ÈiÌ#Á­ÑÀÓPÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�Èåã�Í�Ë à
ÑÀÄ�Á�¾�ÍYãKÄåÍlÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËAÒ¤ÆKÂ­ÊÛÔAß�¾�¿²Éu¾�Ç­¾ÀÄ�È
Í�Ë Ë²Æ�ß¦Á

e
Ç�ÆlÁ§Ç­Ä�Å�Ù ½�¾ÀÄ.É"ÍKÁ§ÄhÁeÒ¤ÆKÂ

e1
Æ�Å

e2
Ô
¬e
Ô
É"ÍKÁ§Ä

(b, e)
Ô$ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(e)
Ô

Í�ÅÀÅÀË²Ì
�
Ä
	

(τ, e1, e2)
Ô�Ï«¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤ÑÀÈ

(e)
Ô
Ï«Ä!�CÈÀÄ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e, τ)
Ô�Ï«¿�Á§Ç­¿²ÈÀâ�ÑÀ¿�Á­¾

(I1, I2, e1, e2)
Ô
Í�È�Ï�¿ È

�
Ï«Æ�Ê¥Í�¿²È

(I1, I2, e1, e2)Ò¤Æ�Ë²Ë Æ�ß9Ä"ÎÀÍ�É�Ç�Ë ÌeÇ­¾ÀÄ®Á�Í�ÊEÄ
Å�Í�Ç­Ç­Ä�Â­È�Ù

ï �



� Ù
e =
ÈÀÄ�ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(K)
Ô
e =
Ê¥Í�äKÄ

�
Ä
	

(τ)
Ô
e =
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(v)
Ô
e =

�ÀÎ
x : τ.

ãPñ�Ç­¾�Ä�Á­Ä®Í�Ë²ß©ÍYÌ«Á�Á§Ç­Ä"Å�ÔCÁ­Æeß�Ä®ÏÀÆ�È
�
ÇAÄ"ãKÄ"ÈÛÈÀÄ�Ä�Ï�Ç­Æ

Ë ÆTÆ�äeÍ�Ç�Ç­¾ÀÄ
Ç�ÌTÅPÄ®Éu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ_Â­ÑÀË²Ä�Á�Ù
� Ù

e =
Ë²ÄxÇ

〈x1, . . . , xn〉 = va

¿ È
eb

ÔÀß�¾ÀÄ�Â­Ä
(T − LET )Ca`va:〈−→τ 〉 Cb,−→x:τ`eb:τb

Ca,Cb`
* �  〈−→x 〉=va & � eb:τb

Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô va = φ〈v1, . . . , vn〉

Ô�Á­Æ
e
Á§Ç­Ä"ÅCÁ�ÓiÌåÜ � à�
 � ½¦ÞxÙ

� Ù
e =
¿ Ò

v1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3
Ô«ß�¾ÀÄ�Â­Ä

(T − IFE)Ca`v1: � � ��* (B) Cb,B`e2:τ Cb,¬B`e3:τ
Ca,Cb` & � v1

 � ��� e2
��* ���

e3:τ

Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1 = b

ÔCÁ§Æ
e
Á§Ç­Ä�Å�Á�ÓTÌåÜ � àZÚ�ë©×hÞ©ÆKÂ�Ü � à�Ú�ë6ð�Þ�Ù

×���Ù
e =
¿ Ò

B
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä"Ë�Á­Ä

e2
ÔÀß�¾ÀÄ�Â­Ä

(T − IFB)

C = Ψ; Φ; ∆; Γ; BC ; I
C ` B :

ÓPÆiÆKË
C, B ` e1 : τ C,¬B ` e2 : τ

C` & � B  � ��� e1
��* ���

e2:τ

Ù
îT¿ ÈCÉxÄEÈÀÆIÇ�ÌiÅPÄEã�Í�Â�¿²Í�ÓÀË ÄhÁ$Í�Â­Ä_¿²ÈáÁ�ÉxÆKÅCÄKÔ

B
É"Í�È�ÈÀÆ�Ç�ÉxÆKÈKÇuÍ�¿²ÈåÍ�ÈiÌÛÇ�ÌTÅPÄEãYÍ�Â­¿�Í�Ó�Ë ÄhÁ"Ô*ß�¾À¿�Éu¾ÐÊEÄhÍ�È�ÁÃÇ�¾�Í�Ç

C ` B
.
= b

Ò¤Æ�Â
Á§ÆKÊ_Ä

b
ÔÀÁ­Æ

e
Á�Ç�Ä"Å�Á¦ÓiÌåÜ � à�Ú�ë � ×YÞ©Æ�Â�Ü � àZÚ�ë � ð�ÞxÙ

×�×KÙ
e =
Ë²ÆKÍKÏ

(v �% �� , v � ��� ) ÔÀß�¾�Ä"Â�Ä (T − LOAD)
C1`v ����� : � �  (I) C2`v ����� : � ��� (I,τ)

C1,C2`
* ����$ (v ����� ,v ����� ):∧〈τ, � ��� (I,τ)〉

Ù
� ÌÛÉ"Í�ÈÀÆ�È�¿²É�Í�Ë*Ò¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô vptr = iptr

Ô�Í�È�Ï
vHas =

Ò�ÍKÉ�ÇhÙ � ÌI¿²ÈTã�Ä"ÂuÁ­¿ ÆKÈ�Ô C1 ` iptr : Int(iptr)
Í�È�Ï

C2 = C ′
2, ihas 7→ τ `Ò�Í�É�Ç

: � Í�Á (ihas, τ)
Ù�½mÆ�âKÄxÇ�¾ÀÄ"ÂhÔ«Ç­¾�Ä�Á­Ä®¿ ÊEÅÀË²Ì

iptr = ihas

Ù�î«¿ È�É"Ä
ihas 7→ τ ∈ Ψ

Í�È�ÏÛÊEÄ"ÊEÆ�Â�Ì
M
¿²ÁAß�Ä�Ë Ë àXÇ�ÌTÅPÄ�Ï�ÑÀÈ�ÏÀÄ"Â

CMe = ΨMe; ...
Ô�ß�¾ÀÄ�Â­Ä

ΨMe = Ψspare, Ψ
Ô�ß�Ä®äTÈÀÆ�ß

ihas 7→ τ ∈ ΨMe

ÔCÁ­Æ
M(ihas)

ÄxÎ«¿�Á�ÇuÁ"ÔPÁ§Æ
M(iptr)

ÄxÎ«¿�Á�ÇuÁ"ÔCÁ§Æ
eÁ�Ç�Ä"Å�Á�ÓTÌÐÜ � à 
 � 
 �ÃÞxÙ

×hðÀÙ
e =
Á§Ç­ÆKÂ­Ä

(v �! �� , v � ��� , v ' ) ÔÀß�¾ÀÄ"Â�Ä (T − STORE)

C = C1, C2, C3 = Ψ; Φ; ∆; Γ; B;∞
C2 ` v � ��� : � Í�Á (I, τ1) C3 ` v ' : τ2

C1 ` v �! �� :
Ú�ÈiÇ

(I) C ` τ2 :
·
1

C` �  ����� (v ����� ,v ����� ,v ! ): � ��� (I,τ2)

Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô vptr = iptr

Ô�Í�È�Ï
vHas =

Ò�Í�ÉxÇ�Ô�Á­Æ
e
Á�Ç�Ä"Å�Á�ÓTÌÐÜ � à�î«½�� � � ÞxÙ

� � ¶�·�¸®µ����&¸�· 
 ���x¼
	 �
¶3¼x¸®µ
½�¾À¿�Á�Á­Ä�É�Ç�¿ ÆKÈ
ÅÀÂ­Æ�ãKÄ�ÁPÇ�¾�Í�Ç�ß©Ä"Ë²Ë�àZÇ�ÌTÅCÄhÏ$Ç­Ä"Â�Ê¥Á*¿²È®Í�Ë ¿²ÊE¿�Ç�Ä�Ï
Ä"ÈTãT¿²Â­ÆKÈÀÊEÄ"ÈiÇ*Ä"ã�Ä�ÈiÇ­Ñ�Í�Ë Ë²ÌAÁ§Ç­Ä"Å
Ç�Æ¦Í�ã�Í�Ë²ÑÀÄ�ñ*¿ Ò

ΨMe; ΦMe; ∅; ∅;
Ç­Â�ÑÀÄ

; i `
(M, e : τ)

ÔÀÇ­¾�Ä"È�Ç­¾ÀÄ�Â­Ä
¿�Á¦Á­Æ�ÊEÄ
v
Á­Æ_Ç­¾�Í�Ç

(M, e)
∗
→ (M, v)

Ù
½�¾ÀÄÃÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�¿�Á�ÓiÌ¥¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È�Æ�ÈbÇ­¾ÀÄ
Ë²¿ ÊE¿ Ç

i
ÔKÇ�¾ÀÄ
Ê¥Í�Î«¿ Ê�ÑÀÊ ÈÀÄhÁ�Ç�¿ ÈÀâ¥Ï«Ä�Å«Ç­¾�Æ�Ò3Ë Ä"Ç¦Í�È�ÏbÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä¥ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È�Á�ÔTÍ�È�ÏeÇ­¾ÀÄ�Á­¿ è�Ä

Æ�Ò
e
Ù �AÄ%��ÈÀÄ
Ç­¾�Ä®Ï«Ä"Å«Ç�¾7Í�Á©Ò¤Æ�Ë²Ë²Æ�ß¦Á"ñ
Ï«Ä�Å«Ç­¾

(x) = 0Ï«Ä�Å«Ç­¾
(λx : τ

φ
−→ e) = 0Ï«Ä�Å«Ç­¾

(
�ÀÎ

x.v) = 0Ï«Ä�Å«Ç­¾
(
Ë Ä"Ç

x1, · · · , xn = e1
¿²È

e2) =
Ê¥Í�Î

(
Ï«Ä"ÅÀÇ­¾

(e1), 1 +
ÏÀÄ"Å«Ç�¾

(e2))Ï«Ä�Å«Ç­¾
(
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = e1
¿²È

e2) =
Ê¥Í�Î

(
ÏÀÄ"Å«Ç�¾

(e1), 1 +
Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e2))ëÀÆKÂ3Í�Ë ËTÆ�Ç­¾ÀÄ�ÂmÄ"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ�Á�Ô"Ç�¾ÀÄ�Ï«Ä"Å«Ç�¾�¿�ÁmÇ­¾ÀÄ�Ê¥Í�Î«¿²Ê�ÑÀÊ-Ï«Ä�Å«Ç­¾_Æ�ÒCÍ�ÈTÌÃÆ�ÒÀÇ­¾�Ä�¿²ÊEÊ_ÄhÏ«¿�Í�Ç­Ä�Á­ÑÀÓPÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È�Á�ñ�Ï«Ä�Å«Ç­¾
(e1 e2) =Ê¥Í�Î

(
Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e1),
Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e2))
ÔPÏ«Ä"Å«Ç�¾

(
Å�ÍKÉuä

[τ1, e]
Í�Á

∃α : K; B.τ2) =
Ï«Ä"Å«Ç�¾

(e)
Ô�Í�È�Ï�Á­Æ_ÆKÈ�Ù

�$Ä!��ÈÀÄ©Á§¿²è"Ä
(v)
Ç�ÆAÓPÄA×�Ù3ëÀÆKÂmÍ¦È�Æ�È«à�ã�Í�Ë²ÑÀÄSÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á­¿ ÆKÈ

e
Ô�Ï«Ä%��ÈÀÄ©Á§¿²è"Ä

(e)
Ç­Æ$ÓCÄÃ×SÅÀË²Ñ�ÁmÇ­¾�Ä�Á­¿ è�Ä¯Æ�ÒÀÄhÍ�Éu¾�Æ�Ò

e �
Á3Á§ÑÀÓPÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á­¿ ÆKÈ�Á"Ù


�Ä�ÊEÊEÍ ��ñ�Ï«Ä"ÅÀÇ­¾
(v) = 0

Ù3íSÂ­ÆTÆ�ÒCÓTÌ®¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈEÆ�È�Ç­¾ÀÄ�Á§Ç­Â�Ñ�É�Ç�ÑÀÂ�Ä©Æ�Ò
v
Ù6½�¾ÀÄ�Æ�ÈÀË²Ì®ã�Í�Ë²ÑÀÄ©Ç­¾�Í�ÇS¾�Í�Á�ÍÃÈÀÆKÈ«àZã�Í�Ë ÑÀÄ�Ä"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ

¿²È�Á§¿�Ï«Ä�¿ Ç¦¿²Á
λx : τ

φ
−→ e

Ô«ß�¾À¿�Éu¾Û¾�Í�Á�ÏÀÄ"Å«Ç�¾ �_ÓTÌbÏ«Ä%��ÈÀ¿ Ç­¿²Æ�È�Ù

�Ä�ÊEÊEÍ�×Kñ�ÏÀÄ"Å«Ç�¾

([x 7→ v]e) ≤
Ï«Ä"Å«Ç�¾

(e)
Ù � Í�Á­ÌeÅÀÂ�ÆiÆ�ÒmÓTÌb¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈbÇ�¾ÀÄ®Á�Ç�Â­ÑCÉ�Ç­Ñ�Â­Ä
Æ�Ò e Ù
�Ä�ÊEÊEÍ¥ðÀñ

[x 7→ e]v
¿²Á�Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄKÙ � Í�Á­ÌeÅÀÂ�ÆTÆ�ÒmÓTÌe¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈbÇ�¾ÀÄ®Á�Ç�Â­ÑCÉ�Ç­Ñ�Â­Ä
Æ�Ò v Ù

� ��� ��
���� � ����� ������
���� ��
 �����! "
 �#
 ���%$ ���!& �('
Ú�Ò

ΨMe; ΦMe; ∅; ∅;
Ç­Â�ÑÀÄ

; i ` (M, e : τ)
Í�ÈCÏ

Ψ; Φ; ∅; ∅;
Ç­Â�ÑÀÄ

; i ` e : τ
Í�È�Ï

(M, e) → (M ′, e′)
ÓTÌIÍEÈ�Æ�È«à�ÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ"ÈCÉxÄÃÂ­ÑÀË²Ä�Ô

Ç­¾�Ä"È
M = M ′ Í�ÈCÏbÆKÈÀÄ
Æ�Ò3Ç­¾ÀÄhÁ§Ä
Ç�¾ÀÂ­Ä�Ä
Ê�Ñ�Á§Ç¦ÓCÄ
Ç�Â­Ñ�Ä�ñ

1. e′ =
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e′′)
Í�È�Ï

i′ < i
Ô

Ψ′; Φ′; ∅; ∅;
Ç�Â­ÑÀÄ

; i′ ` e′′ : τ
2. Ψ′; Φ′; ∅; ∅;

Ç­Â�ÑÀÄ
; i ` e′ : τ

Ô�Í�È�ÏÛÏ«Ä"ÅÀÇ­¾
(e′) <

ÏÀÄ"Å«Ç�¾
(e)

ï �



3. Ψ′; Φ′; ∅; ∅;
Ç­Â�ÑÀÄ

; i ` e′ : τ
Ô�Í�È�ÏÛÏ«Ä"ÅÀÇ­¾

(e′) =
ÏÀÄ"Å«Ç�¾

(e)
ÔCÍ�È�Ï�Á§¿²è"Ä

(e′) <
Á­¿²è"Ä

(e)

Proof :
� ÌbÉ"ÍKÁ§ÄhÁ©Æ�È�Ç­¾ÀÄ�Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç�¿ ÆKÈbÇ�¾�Í�Ç (M, e) → (M, e′)

Ù
1. e = (λx : τ

φ,I
−→ e1)v2Í�ÈCÏ

e′ =
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

([x 7→ v2]e1)
Ô�Í�È�Ï

e′′ = [x 7→ v2]e1

� Ì 
�Ä�ÊEÊEÍ � Ù ðÀÙ ×KÙ²ÜZð�Þ�Í�È�Ï.Ü�½©à ��� Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©ÄÃäTÈÀÆ�ß
Ψ; Φ; ∅; ∅;

Ç�Â­ÑÀÄ
; i ` (λx : τ

φ,I
−→ e1)v2 : τb

Ô
Ψ1; Φ1; ∅; ∅;

Ç­Â�ÑÀÄ
; if ` e1 : τa

f
−→ τb

ÔÀÍ�ÈCÏáÜ
i > if

Þ
Ψ2; Φ2; ∅; ∅;

Ç­Â�ÑÀÄ
; i ` v2 : τa

� Ì 
�¿²ÊE¿�Ç­à�ì�¾CÍ�ÈÀâKÄ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ Ψ2; Φ2; ∅; ∅;
Ç�Â­Ñ�Ä

; if ` v2 : τa

� Ìb½mÄ"Â�Ê=îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È 
�Ä�Ê_Ê¥Í�ÔÀß�Ä
ÆKÓ«Ç�Í�¿ È�ñ
Ψ; Φ; ∅; ∅;

Ç�Â­ÑÀÄ
; if ` [x 7→ v2]e1 : τb

Ψ; Φ; ∅; ∅;
Ç�Â­ÑÀÄ

; if ` e′′ : τb

# Æ�ß
É"ÍKÁ§Ä_×
Æ�Ò3Ç­¾ÀÄ�Ë²Ä"ÊEÊ¥Í_ß�¿ Ë²Ë�ÓPÄ
Ç­Â�ÑÀÄ�Ù

2. e = (λx : τ
φ,∞
−→ e1)v2

ß©Æ�È
�
Ç�Ç�ÌTÅPÄxà�Éu¾ÀÄ�Éuä�ÔTÓCÄhÉ"Í�Ñ�Á§Ä
¿ Ò3Ë²¿²Ê_¿ Ç

f = ∞
ÔTÇ­¾ÀÄ�ÈÛË ¿²ÊE¿�Ç

C = ∞
Ù

3. e =
Ë²ÄxÇ

x1, · · · , xn = e1
¿ È

e2 (e1 = φ〈v1, · · · , vn〉)
e′ = [x1 7→ v1, · · · , xn 7→ vn]e2Ú�È�íSÂ­ÄhÁ§Ä�Â­ã�Í�Ç­¿²Æ�È�
�Ä"ÊEÊ¥Í_ß�Ä
¾�ÍYãKÄ$Å�Â­Æ�ãKÄ�Ï*Ô

Ψ; Φ; ∅; ∅;
Ç�Â­ÑÀÄ

; i ` e′ : τëÀÂ�Æ�Ê Ë Ä�Ê_Ê¥Í�×�Ô«ß©Ä�äTÈÀÆ�ß�Ï«Ä�Å«Ç­¾
([x1 7→ v1, · · · , xn 7→ vn]e2) ≤ e2
¦ÈCÏ�ÏÀÄ"Å«Ç�¾

(
Ë²ÄxÇ

x1, · · · , xn = e1
¿ È

e2) =
Ê¥Í�Î

(
Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e1), 1 +
Ï«Ä"ÅÀÇ­¾

(e2))
Ô

Á­Æ_Ï«Ä�Å«Ç­¾
(e′) <

Ï«Ä�Å«Ç­¾
(
Ë²ÄxÇ

x1, · · · , xn = e1
¿ È

e2)
# Æ�ß
É"ÍKÁ§Ä�ð�Æ�Ò3Ç­¾ÀÄ�Ë²Ä"ÊEÊ¥Í_ß�¿ Ë²Ë�ÓPÄ
Ç­Â�ÑÀÄ�Ù

4. e =
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2

e′ = [α 7→ τ0, x 7→ v]e2Ú�È�íSÂ­ÄhÁ§Ä�Â­ã�Í�Ç­¿²Æ�È�
�Ä"ÊEÊ¥Í_ß�Ä
¾�ÍYãKÄ$Å�Â­Æ�ãKÄ�Ï*Ô
Ψ; Φ; ∅; ∅;

Ç�Â­ÑÀÄ
; i ` e′ : τëÀÂ�Æ�Ê Ë Ä�Ê_Ê¥Í�×�Ô«ß©Ä�äTÈÀÆ�ß�Ï«Ä�Å«Ç­¾

([α 7→ τ0, x 7→ v]e2) ≤ e2
¦ÈCÏ�ÏÀÄ"Å«Ç�¾
(
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2) =
ÊEÍ�Î

(
Ï«Ä"ÅÀÇ­¾

(e1), 1 +
ÏÀÄ"Å«Ç�¾

(e2))
Ô

Á­Æ_Ï«Ä�Å«Ç­¾
(e′) <

Ï«Ä�Å«Ç­¾
(
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2)
# Æ�ß
É"ÍKÁ§Ä�ð�Æ�Ò3Ç­¾ÀÄ�Ë²Ä"ÊEÊ¥Í_ß�¿ Ë²Ë�ÓPÄ
Ç­Â�ÑÀÄ�Ù

5.

AË Ë�Æ�Ç­¾�Ä"Â¦É"ÍKÁ§ÄhÁ"Ù3Ú�ÈÛíSÂ�Ä�Á­Ä"Â�ãYÍ�Ç­¿²Æ�È�
�Ä�Ê_Ê¥Í_ß©ÄÃ¾CÍYã�ÄÃÅÀÂ­Æ�ãKÄ�Ï*Ô

Ψ; Φ; ∅; ∅;
Ç�Â­Ñ�Ä

; i ` e′ : τ
Ù

Á­¿ è�Ä
(
Ë²ÆKÍKÏ

(i,
Ò�ÍKÉ�Ç

)) = 1 +
Á§¿²è"Ä

(i) +
Á­¿²è"Ä

(
Ò�Í�É�Ç

) >
Á­¿ è�Ä

(∧〈M(i),
Ò�Í�ÉxÇ

〉) = 1
Ô�ÓPÄ�É"Í�Ñ�Á­Ä

M(i)
¿²ÁAÍ¥ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ô�Á­Æ

∧〈M(i),
Ò�ÍKÉ�Ç

〉
¿²Á

Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ô�Í�È�ÏbÇ­¾ÀÄ®Á­¿ è�Ä
Æ�Ò6Í�ã�Í�Ë ÑÀÄ
¿�Á¦Ï«Ä%��ÈÀÄ�ÏIÇ�Æ_ÓPÄ¥×�Ù
Á­¿ è�Ä

(
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(v)) = 1 +
Á­¿ è�Ä

(v) >
Á§¿²è"Ä

(v) = 1Á­¿ è�Ä
((Λα : K; B.v)τ) = 1 +

Á­¿ è�Ä
(v) >

Á§¿²è"Ä
(v) = 1Á­¿ è�Ä

(
¿ Ò

v1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3) = 1 +
Á§¿²è"Ä

(v1) +
Á­¿²è"Ä

(e2) +
Á§¿²è"Ä

(e3) >
Á­¿ è�Ä

(e2)
Æ�Â�Á­¿²è"Ä

(e2)Á­¿ è�Ä
(
¿ Ò

B
Ç­¾ÀÄ�È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3) = 1 +
Á§¿²è"Ä

(e2) +
Á­¿ è�Ä

(e3) >
Á­¿ è�Ä

(e2)
ÆKÂ�Á§¿²è"Ä

(e2)Á­¿ è�Ä
(
ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë

(
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](v))) = 1 + 1 +
Á§¿²è"Ä

(v) >
Á§¿²è"Ä

(v)Á­¿ è�Ä
(
�ÀÎ

x : τ.v) = 1 +
Á­¿²è"Ä

(v) >
Á§¿²è"Ä

([x 7→
�ÀÎ

x : τ.v]v) = 1
Ü � Ì 
�Ä"ÊEÊ¥Í¥ð�ÞÁ­¿ è�Ä

(
É�Í�Á­Ä

(b,
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v))) = 1 + 1 +
Á­¿²è"Ä

(b) +
Á­¿ è�Ä

(v) +
Á§¿²è"Ä

(b) >
Á§¿²è"Ä

(v) = 1Á­¿ è�Ä
(
¿²È
�
Ï«ÆKÊEÍ�¿ È

(I1, I2,
Ò�ÍKÉ�Ç

,
Ò�Í�ÉxÇ

)) = 1 +
Á­¿ è�Ä

(I1) +
Á­¿²è"Ä

(I2) +
Á­¿ è�Ä

(
Ò�Í�É�Ç

) +
Á­¿²è"Ä

(
Ò�Í�É�Ç

) >
Á­¿²è"Ä

(e′) = 1Á­¿ è�Ä
(
Ï«¿�Á§Ç­¿²ÈÀâ�ÑÀ¿�Á­¾

(I1, I2,
Ò�Í�É�Ç

,
Ò�ÍKÉ�Ç

)) =
Á­¿ è�Ä

(I1) +
Á­¿ è�Ä

(I2) +
Á­¿ è�Ä

(
Ò�ÍKÉ�Ç

) +
Á­¿ è�Ä

(
Ò�ÍKÉ�Ç

) >
Á­¿ è�Ä

(e′) = 1Á­¿ è�Ä
(
Ê¥Í�äKÄ

�
Ä
	

(τ)) >
Á­¿²è"Ä

(
Ò�Í�ÉxÇ

) = 1Á­¿ è�Ä
(
Í�ÅÀÅÀË²Ì

�
Ä�	

(τ,
Ò�ÍKÉ�Ç

, v)) >
Á­¿²è"Ä

(v) = 1Á­¿ è�Ä
(
ÈÀÄ�ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(K)) >
Á§¿²è"Ä

(e′) = 1Á­¿ è�Ä
(
Ï«¿�Á�É"Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�Í�ÉxÇ

)) >
Á­¿ è�Ä

(·〈〉) = 1Á­¿ è�Ä
(
Ï«Ä%��ÈÀÄ

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�Í�É�Ç

, τ)) >
Á­¿ è�Ä

(∧〈
Ò�Í�É�Ç

,
Ò�ÍKÉ�Ç

,
Ò�Í�ÉxÇ

〉) = 1
# Æ�Ç­¿�ÉxÄAÇ­¾�Í�Ç e

É"Í�È�ÈÀÆ�Ç¯ÓPÄ$Í�Á�Ç�Æ�Â�Ä�ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È�ÔKÓCÄhÉ"Í�Ñ�Á§Ä$Á�Ç�Æ�Â�Ä¦ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�ÈCÁSÏ«Æ®ÈÀÆ�ÇSÇ�ÌTÅCÄ"à�Éu¾�Ä�Éuä_¿ ÈbÍ�È¥Ä"ÈTãT¿ Â�Æ�È�Ê_Ä�ÈiÇSß�¿�Ç�¾eË ¿²ÊE¿�Ç

ï �



i
Ù6Ú�ÈbÇ�¾ÀÄ®Í�ÓCÁ§Ä�È�ÉxÄ
Æ�Ò3Ç­¾�Ä®Á�Ç�Æ�Â�ÄÃÍ�È�ÏÛÉxÆ�È�â�Â�ÑÀÄ"È�É"Ä$Ä�ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈbÂ�ÑÀË ÄhÁ"Ô«È�Æ¥Ä"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈIÂ�ÑÀË²Ä�Í�Ë Ç­Ä"ÂuÁ©ÊEÄ"ÊEÆ�Â�Ì�ÔÀÁ­Æ

M ′ = M
Ù

� ��� ���(
�& �#
 � ��� � �#& ��� � & ��� �����  � � � & �('
Ú�Ò

ΨMe; ΦMe; ∅; ∅;
Ç­Â�ÑÀÄ

; i ` (M, e : τ)
ÔTÇ­¾ÀÄ�È

e
Ê�Ñ�Á�Ç�Á§Ç­Ä"ÅbÇ­Æ_Í�ã�Í�Ë²ÑÀÄÃ¿ È�Í ��È�¿�Ç�ÄÃÁ­Ä
	iÑÀÄ�È�ÉxÄ$Æ�Ò�è�Ä"Â�Æ�Æ�Â©ÊEÆ�Â�Ä$Á§Ç­Ä�Å�Á"ÔTß�¿ Ç­¾ÀÆKÑ«Ç

Éu¾�Í�ÈÀâ�¿²ÈÀâ_Ê_Ä�ÊEÆ�Â�ÌPñ
(M, e) → (M, e1) → · · · → (M, en) → (M, v).

Ü # Æ�ÇuÍ�Ç�¿ ÆKÈ�ñ (M, e)
∗
→ (M, v)

ÞxÙ
�$Ó�Á­Ä"Â�ã�ÄÃÇ­¾CÍ�ÇAÓTÌeÇ�¾ÀÄ�Â�ÑÀË²Ä
Ò¤Æ�Â�Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâ

(M, e)
ÔCß�Ä®äTÈÀÆ�ß]Ç­¾CÍ�Ç

ΨMe = Ψspare, Ψ
Í�È�Ï

ΦMe = Φspare, Φ
Í�ÈCÏ

C ` e : τ
Ô

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
C = Ψ; Φ; ∅; ∅; B;

Ë²¿ ÊE¿ Ç"Ù

Proof :
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ�Ë²¿²Ê_¿ Ç i

Ù��åÄ®ÍKÁ­Á­ÑÀÊEÄÃÇ­¾ÀÄ�Æ�Â�Ä"Ê:¿�Á©Ç­Â�ÑÀÄÃÒ¤Æ�Â¦Í�Ë Ë
i′ < iëÀÆKÂ

i′ = i
ÓTÌb¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈ�Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e)
Ù��áÄ®Í�Á�Á§Ñ�Ê_ÄÃÇ�¾ÀÄ"ÆKÂ­Ä�Ê:¿²Á�Ç­Â�ÑÀÄÃÒ¤Æ�Â¦Í�Ë²Ë

i′ = i
ÔÀÍ�È�ÏÛÏ«Ä"ÅÀÇ­¾

(e′) <
Ï«Ä"ÅÀÇ­¾

(e)ëÀÆKÂ
i′ = i

ÔÃÍ�È�Ï
Ï«Ä"Å«Ç�¾
(e′) =

Ï«Ä"ÅÀÇ­¾
(e)
ÓTÌ ¿ ÈCÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈ]ÆKÈ]Á­¿ è�ÄKÜ

e
ÞxÙ �áÄ�Í�Á�Á§ÑÀÊEÄÐÇ­¾ÀÄ�Æ�Â�Ä"Ê ¿�Á�Ç­Â�ÑÀÄÐÒ¤ÆKÂ7Í�Ë²Ë

i′ = i
Ô

Ï«Ä�Å«Ç­¾
(e′) =

Ï«Ä"ÅÀÇ­¾
(e)
Ô�Í�È�ÏÛÁ­¿ è�Ä

(e′) <
Á§¿²è"Ä

(e)
Ù

Ú�Ò
e
¿�ÁAÍ¥Í�Ë Â�Ä�ÍKÏ«ÌIÍEã�Í�Ë²ÑÀÄ

v
ÔÀÇ�¾ÀÄ"È7¿²È#è"Ä�Â­Æ¥Á§Ç­Ä�Å�Á"Ô

(M, e)
Á§Ç­Ä�Å�Á�Ç�Æ

(M, v)
Ù
�AÇ�¾ÀÄ"Â�ß�¿�Á§ÄKÔÀß�Ä

�
Ë²ËmÁ­¾ÀÆ�ß]Ç­¾�Í�Ç

(M, e)
Á�Ç�Ä"Å�Á�Ç�Æ

(M, v)
¿²ÈÛÇ�ß©ÆeÁ�ÇuÍ�â�ÄhÁ"ñ ��Â�Á§Ç�ÔCÑ�Á­Ä®Í�ÈTÌIÍ�ÅÀÅÀË²¿²É�Í�ÓÀË²Ä®ÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ"ÈCÉxÄ
Â­Ñ�Ë ÄhÁ�¿�Ò

e = E[e0]
Ò¤ÆKÂ$Á­Æ�ÊEÄ

E
Í�È�Ï

e0
Ù 
¦ÒÝÇ­Ä"ÂÃÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ"ÈCÉxÄ
¿²Á

ÄxÎ«¾�Í�Ñ�Á§Ç­Ä�Ï�Ô«Ñ�Á§Ä
Ç�¾ÀÄ®Á­¿ ÈÀâKË Ä"à�Á§Ç­Ä�ÅIÁ­¿ è�Ä
Â­ÄhÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈÛË Ä�Ê_Ê¥Í�Ù
½�¾ÀÄ�É"Æ�ÈÀâKÂ­Ñ�Ä"È�É"Ä
Á§Ç�Í�â�Ä�¿�Á�Ç�¾ÀÄ�Á�Í�ÊEÄ�Å�Í�Ç§Ç­Ä�Â­ÈÛÒ¤ÆKÂAÍ�Ë²Ë�Ä"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È�Á�Ô�Á­Æ¥ß�Ä�Í�Â­Ó�¿�Ç�Â�Í�Â­¿²Ë ÌbÅÀ¿²Éuä

e =
Ë ÆiÍ�Ï

(e1, e2)
Ç­Æe¿²Ë²Ë Ñ�Á§Ç­ÂuÍ�Ç�Ä

Ç­¾�Ä�Å�Í�Ç­Ç­Ä"Â�È'(TÇ�¾ÀÄ
ÅÀÂ­ÆTÆ�Òm¿�Á©Ç­¾ÀÄ�Á�Í�ÊEÄÃÒ¤Æ�Â�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â�Ä"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ�Á�Ù�îTÑ�ÅÀÅCÆiÁ§Ä
e1
¿�Á�ÈÀÆ�Ç�Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄKÙ � Ì¥Ç�¾ÀÄ�Â�ÑÀË ÄÃÒ¤ÆKÂ�Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâ (M, e)

Ô«ß�Ä
äTÈÀÆ�ßMÇ­¾�Í�Ç

ΨMe = Ψspare, Ψ
Í�È�Ï

ΦMe = Φspare, Φ
Í�È�Ï

C ` e : τ
Ôiß�¾ÀÄ�Â­Ä

C = Ψ; Φ; ∅; ∅; B; i
Ô�Í�È�ÏEÓTÌ�¿²È�Á­ÅCÄhÉ�Ç�¿ ÆKÈeÆ�Ò�Ç­¾�Ä

Ç�ÌTÅCÄ_Éu¾ÀÄ�ÉuäT¿²ÈÀâ¥Â�ÑÀË ÄhÁ"ÔCß�Ä_ÉxÆKÈ�ÉxË²Ñ�Ï«Ä�Ç�¾�Í�Ç$Ç­¾ÀÄ�Â­Ä�¿²Á$Á§ÆKÊ_Ä
C1 = Ψ1; Φ1; ∅; ∅; B; i1

ÔCß�¾ÀÄ�Â­Ä
i1 ≤ i

ÔPÁ­Æ¥Ç�¾�Í�Ç
C1 ` e1 : τ1

ÜÝÒ¤Æ�Â
e =
Ë²ÆKÍKÏ

(e1, e2)
Ô�ß©Ä�ÍKÉ�Ç­ÑCÍ�Ë²Ë Ì�äTÈÀÆ�ß

i1 = i
ÔPÓÀÑ«Ç
ÊEÆ�Â�Ä®â�Ä�ÈÀÄ"ÂuÍ�Ë²Ë ÌKÔ�ß©Ä�É"Í�È#Æ�È�Ë Ì7Á�ÍYÌ

i1 ≤ i
ÔPÁ­¿²È�ÉxÄ

e =
ÉxÆTÄ�Â�É"Ä

(e1)
Â�Ä
	iÑÀ¿²Â­ÄhÁ

i1 < i
Þ�Ù¥îT¿²È�ÉxÄ

e1
¿²Á
ÍÛÁ­ÑÀÓCÄ"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�ÈÐ¿²È�Á­¿²ÏÀÄ

e
Ô*¿ Ç®¿²ÁÃÄhÍ�Á­ÌÛÇ­Æ7Á§¾�Æ�ß-Ç­¾�Í�Ç®Ï«Ä"Å«Ç�¾

(e1) ≤
Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e)
Ô�Í�È�ÏåÁ­¿²è"Ä

(e1) <
Á§¿²è"Ä

(e)
Ù

½�¾ÀÄ�Â­Ä"Ò¤Æ�Â�Ä�Ô"Ä�¿�Ç�¾ÀÄ"Â
i1 < i

Ô�ÆKÂ
i1 = i

Í�ÈCÏ�Ï«Ä"Å«Ç�¾
(e1) <

Ï«Ä�Å«Ç­¾
(e)
ÔYÆ�Â

i1 = i
Í�È�Ï�Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e1) =
Ï«Ä�Å«Ç­¾

(e)
Í�È�Ï
Á­¿ è�Ä

(e1) <
Á§¿²è"Ä

(e)
Ô

Á­Æ�¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈáÇ�Ä"Ë²Ë²Á
Ñ�Á�Ç­¾�Í�Ç
(M, e1)

∗
→ (M, v1)

Ù � Ì#Â­Ä�ÅCÄhÍ�Ç�Ä�ÏáÍ�ÅÀÅÀË²¿�É"Í�Ç�¿ ÆKÈåÆ�Ò�Ç�¾ÀÄ¥ÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ"ÈCÉxÄ_Â­ÑÀË²Ä�Ô (M,
Ë²ÆKÍKÏ

(e1, e2))
∗
→

(M,
Ë ÆiÍ�Ï

(v1, e2))
Ù��åÄ_É"Í�È7Â­Ä�ÅCÄhÍ�Ç¦Ç�¾À¿²ÁÃÍ�Â�â�Ñ�Ê_Ä�ÈiÇ�Ò¤Æ�Â

e2
Ç­ÆbÁ­¾ÀÆ�ß]Ç­¾�Í�Ç

(M,
Ë ÆiÍ�Ï

(v1, e2))
∗
→ (M,

Ë²ÆKÍKÏ
(v1, v2))

ÙA½�¾TÑ�Á�Ô�ß©Ä
Á§Ç­Ä"ÅÐÇ­ÆÛÍ�È#Ä"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È

ec =
Ë²ÆKÍ�Ï

(v1, v2)
ß�¾ÀÄ�Â­Ä�ÈÀÆ�É"Æ�ÈÀâKÂ­Ñ�Ä"È�É"Ä®Â­Ñ�Ë ÄhÁÃÍ�ÅÀÅÀË²Ì�Ù
Ú�Ò¯Ç�¾À¿�Á$Ä"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È7¿�ÁÃÍIã�Í�Ë²ÑÀÄIÜ�ÈÀÆ�Ç
ÅPÆKÁ�Á§¿²ÓÀË²Ä

Ò¤Æ�Â�Ë ÆiÍ�Ï
(v1, v2)

Ô6Ó�Ñ«Ç�ÅPÆKÁ�Á§¿²ÓÀË²Äe¿²È Æ�Ç�¾ÀÄ"Â�É�Í�Á­Ä�Á�Ô6Á§Ñ�Éu¾ ÍKÁ
Ç­Ñ�ÅÀË ÄhÁ�ÞxÔ�Ç­¾ÀÄ�È ß©Ä
�
ã�ÄeÅÀÂ�Æ�ã�ÄhÏ#Ç�¾�Í�Ç

(M, e)
Á�Ç�Ä"Å�Á®Ç­ÆÐÁ­Æ�ÊEÄ

(M, v)
Ù

�AÇ­¾�Ä"Â�ß�¿²Á­Ä�Ô¯Ç�ÌiÅPÄ7ÅÀÂ�Ä�Á­Ä"Â�ã�Í�Ç­¿²Æ�ÈÖÇ­Ä�Ë Ë�Á¥Ñ�Á_Ç�¾�Í�Ç
(M, ec)

¿²ÁEß©Ä"Ë²Ë�àZÇ�ÌTÅCÄhÏlß�¿�Ç�¾MÇ�¾ÀÄ#Á�Í�ÊEÄÛË ¿²ÊE¿�Ç
i
ñ

Ψ′
Me; Φ

′
Me; ∅; ∅;

Ç�Â­ÑÀÄ
; i `

(M, ec : τ)
Ù

�$È�É"ÄAß©Ä
�
ã�Ä$Á§Ç­Ä�ÅÀÅPÄ�Ï

(M, e)
∗
→ (M, ec)

ÔTß�¾ÀÄ�Â­Ä
ec

¿²Á©ÈÀÆ�Ç�Í�ãYÍ�Ë Ñ�ÄÃÍ�È�ÏeÈÀÆEÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ�È�ÉxÄ¦Â�ÑÀË²Ä�Á�Í�Å�ÅÀË Ì_Ç�Æ
ec

ÔiÇ�ÌiÅPÄ
ÅÀÂ�Æ�â�Â�Ä�Á�Á
Ç­Ä�Ë Ë�Á
Ñ�ÁÃÇ�¾�Í�Ç

(M, ec) → (M ′, e′)
Ò¤Æ�Â®Á­Æ�ÊEÄ

(M ′, e′)
ÙE½�¾ÀÄ"ÈåÇ­¾ÀÄ¥Á­¿ È�â�Ë²Äxà�Á�Ç�Ä"ÅåÁ­¿²è"Ä_Â­ÄhÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈåË²Ä"ÊEÊ¥Í�Á­ÍYÌ«Á$Ç­¾�Í�Ç

(M, ec) →
(M, e′)

ÔÀß�¾ÀÄ"Â�Ä
Æ�ÈÀÄ
Æ�ÒmÇ�¾ÀÂ­Ä�Ä�É"Í�Á­Ä�Á�Ê�Ñ�Á§Ç�ÓPÄ
Ç­Â�ÑÀÄKñ
1. e′ =

ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ
(e′′)

Í�È�Ï
i′ < i

Ô
Ψ′; Φ′; ∅; ∅;

Ç�Â­ÑÀÄ
; i′ ` e′′ : τ

2. Ψ′; Φ′; ∅; ∅;
Ç­Â�ÑÀÄ

; i ` e′ : τ
Ô�Í�È�ÏÛÏ«Ä"ÅÀÇ­¾

(e′) <
ÏÀÄ"Å«Ç�¾

(ec)
3. Ψ′; Φ′; ∅; ∅;

Ç­Â�ÑÀÄ
; i ` e′ : τ

Ô�Í�È�ÏÛÏ«Ä"ÅÀÇ­¾
(e′) =

ÏÀÄ"Å«Ç�¾
(ec)
Ô�Í�È�Ï�Á­¿ è�Ä

(e′) <
Á­¿ è�Ä

(ec)Ú�È�Ä�Í�Éu¾ÛÉ"ÍKÁ§ÄKÔ«ß�Ä
ÅÀÂ�Æ�ã�Ä$Ç­¾CÍ�Ç
(M, ec)

∗
→ (M, v)

ñ
1. e′ =

ÉxÆTÄ�Â�É"Ä
(e′′)

Í�È�Ï
i′ < i

Ô
Ψ′; Φ′; ∅; ∅;

Ç­Â�ÑÀÄ
; i′ ` e′′ : τ

Ù¯Ú�È�Ç­¾�¿²Á¦É�Í�Á­Ä�Ô
e′′
Ç�ÌTÅCÄ"à�Éu¾�Ä�Éuä«Á�¿ È7Í�ÈIÄ�ÈiãT¿²Â­ÆKÈÀÊEÄ"ÈiÇ�ß�¿�Ç�¾7Í

Á­ÊEÍ�Ë Ë²Ä"ÂmË ¿²ÊE¿�Ç
i′ < i

Ù � Ì
¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È®ÆKÈ i
Ôhß©ÄSäTÈÀÆ�ß

(M, e′′)
∗
→ (M, v)

Ù � Ì
Â�Ä"ÅPÄ�Í�Ç­Ä�Ï�Í�ÅÀÅÀË²¿²É�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Á�Æ�Ò«Ç­¾ÀÄ�ÉxÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ"ÈCÉxÄ6Â�ÑÀË Ä¯Ò¤Æ�ÂÉxÆTÄ�Â�É"Ä
(e′′)
Ô�ß©Ä¦ÉxÆKÈ�ÉxË²Ñ�Ï«Ä©Ç­¾CÍ�Ç

(M,
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e′′))
∗
→ (M,

ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ
(v))
Ù � à§ì � � �¦ì � Ç­¾ÀÄ�ÈEÁ�ÍYÌ«ÁmÇ­¾�Í�Ç (M,

É"ÆiÄ�Â�É"Ä
(v)) → (M, v)

Ù
íSÑ«Ç­Ç­¿²ÈÀâ�Ç­¾ÀÄ

(M, ec) → (M, e′)
Í�È�Ï

(M,
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(e′′))
∗
→ (M,

É"ÆiÄ�Â�É"Ä
(v))

Í�È�Ï
(M,
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(v)) → (M, v)
Á§Ç­Ä�Å�ÁSÇ�Æ�âKÄxÇ­¾�Ä"ÂhÔ�ß©Ä

ÉxÆKÈ�ÉxË²Ñ�Ï«Ä
(M, ec)

∗
→ (M, v)

Ù
2. Ψ′; Φ′; ∅; ∅;

Ç­Â�ÑÀÄ
; i ` e′ : τ

Ô*Í�È�Ï7Ï«Ä"ÅÀÇ­¾
(e′) <

Ï«Ä"Å«Ç�¾
(ec)
Ù � ÌI¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È7ÆKÈ#Ï«Ä"Å«Ç�¾ (e) ÔCß©Ä®äTÈÀÆ�ß (M, e′)

∗
→ (M, v)

Ù
íSÑ«Ç­Ç­¿²ÈÀâEÇ­¾�¿²Á�Ç�Æ�âKÄxÇ­¾�Ä"Â�ß�¿ Ç­¾

(M, ec) → (M, e′)
ÔÀß©Ä�ÉxÆ�ÈCÉxË²Ñ�Ï«Ä

(M, ec)
∗
→ (M, v)

Ù
3. Ψ′; Φ′; ∅; ∅;

Ç­Â�ÑÀÄ
; i ` e′ : τ

Ô�Í�È�Ï�ÏÀÄ"Å«Ç�¾
(e′) =

Ï«Ä�Å«Ç­¾
(ec)
Ô6Í�È�Ï.Á­¿ è�Ä

(e′) <
Á­¿²è"Ä

(ec)
Ù � Ìå¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Æ�È Á­¿ è�Ä (e) Ô3ß�ÄäTÈÀÆ�ß

(M, e′)
∗
→ (M, v)

ÙSí¯Ñ«Ç§Ç�¿ ÈÀâEÇ�¾À¿�Á�Ç­ÆKâ�ÄxÇ�¾ÀÄ"Â�ß�¿ Ç­¾
(M, ec) → (M, e′)

ÔÀß©Ä
É"Æ�È�É"Ë ÑCÏ«Ä
(M, ec)

∗
→ (M, v)

Ù

¦Ë²Ë*Ç�¾ÀÂ­Ä�Ä�É"Í�Á­Ä�Á©ÅÀÂ�Æ�ã�Ä

(M, ec)
∗
→ (M, v)

Ù¯½�¾À¿�Á�ÔTÇ­Æ�âKÄxÇ�¾ÀÄ"Â�ß�¿ Ç­¾
(M, e)

∗
→ (M, ec)

Ô�Á­¾ÀÆ�ß¦Á
(M, e)

∗
→ (M, v)

Ù

ç �



� � ·�¸���· � � � � �h¶ � · � ��
�� � ·�� � ºI· �
½�¾À¿�Á¦Á­Ä�É�Ç�¿ ÆKÈIÅ�Â­Æ�ãKÄ�Á¯Ç­¾�Í�Ç¦ÅÀÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á¯¾�Æ�Ë�ÏÀÁ�Í�ÒÝÇ�Ä"Â�Ç�ÌTÅPÄÃÄ�Â�ÍKÁ§Ñ�Â­ÄKÙ
Ú�Ò

e
¿�ÁEÍÐÉxË²ÆKÁ­Ä�Ï�ÔSß�Ä�Ë Ë àZÇ�ÌiÅPÄ�Ï ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È

(C ` e : τ
Ò¤Æ�Â¥Á­Æ�ÊEÄ

τ
Í�È�Ï

C = Ψ; Φ; ∅; ∅; B;
Ë²¿ ÊE¿ Ç

)
ÔSÇ­¾ÀÄ�ÈÖÇ�¾ÀÄbÒ¤ÆKË Ë²Æ�ß�¿²ÈÀâ

Á§Ç�Í�Ç�Ä"ÊEÄ"ÈiÇuÁ�¾ÀÆ�Ë�Ï*ñ
×KÙ®Ü � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�àu×hÞ3Ú�Ò (M, e) 7→ (M ′, e′)

Ç­¾ÀÄ�È]Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e))

?
7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′))
Ù

ðÀÙ®Ü � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð�Þ3Ú�Ò_Ä"ÂuÍ�Á­Ä (e) ¿�ÁÀÍ6ã�Í�Ë²ÑÀÄÃÇ­¾�Ä"È (M, e)
∗
7→ (M ′, v),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, v))

Ù
ï�Ù®Ü � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ïKÞ3Ú�Ò_Ä"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e)) 7→ (L′, d′)

Ç­¾ÀÄ�È
(M, e)

+
7→ (M ′, e′),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′)) = (L′, d′)

Ù
Ú�È Ç�¾ÀÄ7É"ÍKÁ§ÄhÁ�ß�¾ÀÄ�Â­Ä

e
Ï«ÆTÄ�Á_ÈÀÆ�Ç_Ä �PÄhÉ�Ç¥ÊEÄ"ÊEÆ�Â�Ì

(M = M ′)
Ô
(M, e) 7→ (M ′, e′)

¿�ÁEÍ�ÓÀÂ�Ä"ãT¿�Í�Ç�Ä�Ï.Ç�Æ
e 7→ e′

ÙÖ½�¾ÀÄÛÉ"ÍKÁ§ÄhÁ
¿²ÈiãKÆ�Ë²ãT¿ ÈÀâ_Ë²ÆKÍ�Ï�Á"ÔÀÁ§Ç­ÆKÂ­ÄhÁ"Ô«Í�ÈCÏIÉ"Æ�ÈÀâKÂ­ÑÀÄ�È�ÉxÄ
Â�ÑÀË²Ä�Á�¾�ÍYãKÄAÇ�¾ÀÄ�ÅCÆ�Ç­Ä�ÈKÇ�¿²Í�Ë�Ç­ÆeÍ �PÄhÉ�Ç�ÊEÄ"ÊEÆ�Â�ÌbÍ�ÈCÏIÉ�Í�ÈÀÈÀÆ�Ç¦ÓCÄ®Á­¾ÀÆKÂ§Ç�Ä"ÈÀÄhÏ*Ù

� ��� � � ��� 	�


��
��

�� � ��������� ��"�� � � �!� �)� . � � � ,�&
Ú�Ò3Á­¿²Ê_Å�Ë ¿ Ò¤Ì

(e)
Ä"ÎT¿�Á§Ç�Á�ÔTÇ­¾ÀÄ�È�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Á­¿ ÊEÅÀË²¿�Ò¤Ì

(e)) =
Á­¿ ÊEÅÀË²¿ Ò¤Ì

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e))
Ù6íSÂ­ÆTÆ�Ò�ÓTÌeÉ"Í�Á­Ä�Á�Æ�Ò

e
Ò¤Æ�Â�ß�¾À¿�Éu¾IÁ­¿ ÊEÅÀË²¿�Ò¤Ì

(e)
¿�Á©ÏÀÄ!��ÈÀÄhÏ

Ü¤¿²È7Í�Ë²Ë�Á§ÑCÉu¾ÛÉ�Í�Á­Ä�Á�Ô
e =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e)
Þ�Ù

��
��

+* � ��������� ��"�� � � �uò �$"%� �!����� ��ò � ò �Iò �  � &
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

([x 7→ v]e) = [x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
Ù¯íSÂ­ÆTÆ�ÒmÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ�Ä"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È

e
Ù

��
��

�� � ��������� ��"�� � � �uò-,�. � � �$��� ��ò � ò ��ò �  � &
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

([α 7→ τ ]e) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
Ù6í¯Â­ÆTÆ�Ò�ÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ�Ä"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È

e
Ù

��
��

�� � ����������� � � � � � �$"%� � � � ��� � � � &

 ã�Í�Ë²ÑÀÄ
ß�¿ Ë²Ë�Í�Ë ß�ÍYÌ«Á�Ä�Â�ÍKÁ§Ä$Ç­Æ¥ÍEã�Í�Ë²ÑÀÄKÙ3í¯Â­ÆTÆ�Ò�ÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ�ã�Í�Ë ÑÀÄhÁ"Ù
×KÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(i) = i
ÓTÌÐÜ � ��à�¿�ÞxÙ

ðÀÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(b) = b

ÓTÌÐÜ � ��àZÓCÞxÙ
ï�ÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(Λα : K; B.v) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
ÓiÌáÜ � ��à�½�ë ��# Þ�Ù 
¦ÈÀÆ�Ç­¾ÀÄ�Â�ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ä"ÂuÍ�Á­Ä$Â�ÑÀË²ÄÃß�¿²Ë²Ë�Á§Ñ�Ó�Á§Ä�	iÑÀÄ"ÈiÇ­Ë²ÌbÍ�ÅÀÅÀË²Ì�Ù

çCÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(
Å�Í�Éuä

[τ1, v]
Í�Á

∃α : K; B.τ2) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
ÓTÌåÜ � ��à�í 
Aì �®ÞxÙ 
AÈÀÆ�Ç�¾ÀÄ"Â�ã�Í�Ë²ÑÀÄ
Ä"ÂuÍ�Á­Ä
Â­Ñ�Ë Ä
ß�¿²Ë Ë�Á­ÑÀÓ�Á­Ä
	iÑÀÄ�ÈiÇ­Ë²ÌbÍ�ÅÀÅ�Ë ÌKÙ

æÀÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(
Â­ÆKË Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](v)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
ÓTÌbÜ � ��à �
��
$
3Þ�Ù 
AÈÀÆ�Ç�¾ÀÄ"Â6ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä©Â­ÑÀË²Ä©ß�¿ Ë²Ë�Á­ÑÀÓ�Á­Ä
	iÑÀÄ"ÈiÇ�Ë Ì®Í�ÅÀÅÀË²Ì�Ù

� ÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(λx : τ

φ,I
−→ e) = 〈〉

ÓTÌÐÜ � ��à�ë ��# Ú§ÞxÙ
� ÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(λx : τ
φ,∞
−→ e) = λx −→

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e)
ÓTÌ#Ü � ��à�ë � # ÞxÙ�
¦ÈÀÆ�Ç­¾ÀÄ�Â�Ä"ÂuÍ�Á­ÄAÂ�ÑÀË ÄÃß�¿²Ë Ë�Í�ÅÀÅÀË²Ì¥ÓÀÑ«Ç�Ç­¾À¿�Á©¿²Á�Í�Ë Â�Ä�ÍKÏ«Ì¥Í�ã�Í�Ë²ÑÀÄKÙ

� ÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(φ〈−→v 〉) = 〈

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v1),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v2), . . . ,

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(vn)〉

ÓTÌeÜ � ��à�½ � í�
 � ÞxÙ �AÇ­¾ÀÄ�Â�ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ä�Â�ÍKÁ§Ä�Â­ÑÀË²Ä�Ámß�¿²Ë ËÀÁ­ÑÀÓ�Á­Ä
	iÑÀÄ�ÈKÇ�Ë ÌÍ�ÅÀÅÀË²Ì�Ù
� ÙIÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
ÓTÌÐÜ � ��à � # Ú � # ÞxÙ 
AÈÀÆ�Ç�¾ÀÄ"Â¦ã�Í�Ë ÑÀÄ
Ä�Â�ÍKÁ§ÄÃÂ­Ñ�Ë Ä
ß�¿²Ë Ë�Á­ÑÀÓ�Á­Ä
	iÑÀÄ�ÈiÇ­Ë²ÌbÍ�ÅÀÅ�Ë ÌKÙ

×���ÙbÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(
Ò�Í�ÉxÇ

) = 〈〉
ÓTÌåÜ � ��à�ë 
Aì©½¦ÞxÙ


¦Ë²Ë*Ç�¾ÀÄ�ã�Í�Ë²ÑÀÄ
Ä"ÂuÍ�Á­ÄÃÂ�ÑÀË²Ä�Á�ÅÀÂ�Æ«Ï«Ñ�É"ÄÃÄ�¿�Ç�¾ÀÄ"Â�ã�Í�Ë ÑÀÄhÁ�Æ�Â�Ç�¾ÀÄ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä$Æ�Ò�Í�ÈÀÆ�Ç�¾ÀÄ"Â�ã�Í�Ë²ÑÀÄKÙ

ç�×



��
��

�� � ����������� �$"  
�
��"�� � � � � � � � � &

Ú�Ò
C ` v : τ

Ç�¾ÀÄ"È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v : t :

φ

0) = 〈〉
Ù 
 ãYÍ�Ë Ñ�ÄÃß�¿ Ç­¾ �
¿²È�Ï φ

0
ß�¿ Ë²Ë�Ä�Â�ÍKÁ§Ä$Ç­Æ

〈〉.
íSÂ�ÆTÆ�Ò3ÓiÌb¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�ÆKÈbÇ�¾ÀÄ�ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Á�Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ

i
Ù � ÌeÚ�ÈTã�Ä�Â�Á­¿²Æ�ÈIÍ�È�Ï.Ü�½©à�Ú # ½¦ÞxÔ i :

Ú�ÈiÇ
(i)
Ù � ÌÐÜ �ÃàZÚ # ½¦Þ�Ô i :

Ú�ÈiÇ
(i) :

·
1
ÙS½�¾À¿�Á¦Ï«ÆTÄhÁ�ÈÀÆ�Ç�¾�ÍYãKÄ �
¿²È�Ï φ

0
Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ

b
Ù � ÌbÚ�ÈiãKÄ"ÂuÁ§¿²Æ�È�Í�È�Ï.ÜX½©à � � ��
mÞxÔ b : � ÆTÆKË (b) Ù � ÌåÜ �Ãà � � ��
mÞxÔ b : � ÆTÆ�Ë (b) :

·
1
ÙS½�¾À¿�Á�Ï«ÆTÄ�Á�ÈÀÆ�Ç¦¾�ÍYã�Ä �
¿ ÈCÏ φ

0
Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ

Λα : K; B.v
Ù � Ì.Ü � ��à�½�ë ��# Þ7Ä�Â�ÍKÁ§Ä (Λα : K; B.v) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v)
Ù � ÌáÜX½©à�½�
 � îÀÞxÔ v : τ

Í�È�Ï
(Λα : K; B.v) :

∀α : K; B.τ
Ù � ÌÛ¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô*¿ Ò v : t :

φ

0
Ô
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v) = 〈〉
Ù � Ì�Ü �Ãà 
�
$
3Þ�Ô (∀α : K; B.τ) : K2

Í�È�Ï
τ : K2

ÙÃ½�¾ÀÄ�Â­Ä"Ò¤Æ�Â�Ä
(Λα : K; B.v) : (∀α : K; B.τ) : K2

Í�È�Ï
v : τ : K2

Ù¯Ú�Ò
K2 =

φ

0
Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((Λα : K; B.v) : (∀α : K; B.τ) :
φ

0)=
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v :

τ :
φ

0) = 〈〉
Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ¯ÅCÍ�Éuä

[τ1, v]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2
Ù � ÌIÚ�ÈTã�Ä�Â�Á­¿²Æ�ÈÛÍ�È�Ï�ÜX½©àZí 
Aì �®Þ�ÔCÅ�Í�Éuä [τ1, v]

Í�Á
∃α : K; B.τ2 : K; B.τ2

Í�È�Ï
τ1 : KÍ�È�Ï

v : [α 7→ τ1]τ2
Ù � Ì Ü � ��à�í 
Aì �®ÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( Å�ÍKÉuä [τ1 : K, v]

Í�Á
∃α : K; B.τ2 : K; B.τ2) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v : τ1 : K)

Ù � Ì¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�ÔÀ¿ Ò
v : t :

φ

0
Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v) = 〈〉
ÙSÚ�Ò

K =
φ

0
Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Å�Í�Éuä

[τ1 :
φ

0, v]
ÍKÁ

∃α :
φ

0; B.τ2 :
φ

0; B.τ2)=
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v : τ1 :
φ

0) = 〈〉
Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ�Â­ÆKË Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](v)
Ù � ÌAÚ�ÈTã�Ä�Â�Á­¿ ÆKÈÃÍ�È�ÏEÜ�½©à �
��
$
mÞxÔxÂ�Æ�Ë²Ë [(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](v) : ((µα : K.τ0)τ1 . . . τn)Í�È�Ï

v : ([α 7→ µα : K.τ0]τ0)τ1 . . . τn

Í�È�Ï
τ0 : K

Ù � Ì�Ü � �
� � ì�Þ�Ô (µα : K.τ0) : K

Ù9½�¾ÀÄ�Â­Ä"Ò¤Æ�Â�Ä�Ô
v : ([α 7→

µα : K.τ0]τ0)τ1 . . . τn : K
Í�È�Ï9Â­ÆKË Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](v) : ((µα : K.τ0)τ1 . . . τn) : K
Ù � Ì-Ü � ��à �
��
 
mÞ�ÔÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(
Â�Æ�Ë²Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](v)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
Ù � Ì®¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô�¿�Ò v : t :

φ

0
Ô6Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v) = 〈〉
Ù3Ú�Ò

K =
φ

0
Ô6Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Â­ÆKË Ë

[(µα :
φ

0

.τ0)τ1 · · · τn](v) : ((µα :
φ

0 .τ0)τ1 . . . τn) :
φ

0)=
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v([α 7→ µα :
φ

0 .τ0]τ0)τ1 . . . τn :
φ

0) = 〈〉
Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ

λx : τ
φ,
* & � &  
−→ e

Ù � Ì�Ü�½©à 
 � îÀÞ�Ô λx : τ
φ,
* & � &  
−→ e : τ1

φ,
* & � &  
7→ τ2

Ù¦Ú�Ò6Ë²¿ ÊE¿ Ç
= ∞

ÔPÓiÌ.Ü �Ãà 
 � îÀÞxÔ τ1
φ,∞
7→ τ2 :

φ

1
Ù¦½�¾À¿²Á

Ï«ÆTÄ�Á�ÈÀÆ�Ç�¾CÍYã�Ä �
¿ ÈCÏ φ

0
Ù6Ú�Ò3Ë²¿ ÊE¿ Ç

= I
ÔÀÓTÌÐÜ �Ãà 
 � îÀÞxÔ τ1

φ,∞
7→ τ2 :

φ

0
Í�ÈCÏbÓTÌåÜ � ��à�ë ��# Ú§Þ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä (λx : τ

φ,I
−→ e) = 〈〉

Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ

φ〈−→v 〉
Ù � �:Ü � ��à�½ � í�
 � ã �KÞxÔ¦Ä"ÂuÍ�Á­Ä (φ〈−→v 〉 : τ :

φ

0) = 〈〉
Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñÃÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v)
Ù � ÌÖÜX½©à � # Ú � # ÞxÔ τ1 : K

Í�È�Ï
τ2 : K

Í�È�Ï
v : τi

ß�¾ÀÄ"Â�Ä
i = 1

¿ Ò
b
Í�ÈCÏ

i = 2
¿ Ò
¬b
Í�È�Ï

ÑÀÈÀ¿²Æ�È
(b, τ1, τ2, v) : � È�¿ ÆKÈ (b, τ1, τ2)

Ù�½�¾ÀÄ"Â�ÄxÒ¤ÆKÂ­Ä
v : τi : K

Ù � Ì
¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô�¿ Ò v : t :
φ

0
Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v) = 〈〉
Ù � ÌEÜ �Ãà � # Ú � # Þ�Ô

� ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2) : K
Ù � ÌáÜ � ��à ��# Ú � # Þ�ÔAÄ"ÂuÍ�Á­Ä ( ÑÀÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2, v)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v)
Ù�Ú�Ò

K =
φ

0
Ô¦Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v) :

� ÈÀ¿²Æ�È (b, τ1, τ2) :
φ

0) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v : τi :
φ

0) = 〈〉
Ù

•
ì©Í�Á­Ä�ñ3Ò�Í�ÉxÇ�Ù � ÌÐÜ � ��à�ë 
Aì©½¦ÞIÄ�Â�ÍKÁ§Ä ( Ò�ÍKÉ�Ç ) = 〈〉

Ù
��
��

 	 � ��������� ò-,�. � � �$��� ��ò � ò ��ò �  � � � � � � � &
[α 7→ τ ]v

¿²ÁAÍ�ã�Í�Ë ÑÀÄKÙ6íSÂ�ÆiÆ�ÒmÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾�Ä�ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Á�Ù
��
��

�� � ��������� ò �$"%� �!����� ��ò � ò �Iò �  � � ��� � � � &
[x 7→ v]v

Í�È�Ï
[x 7→

�ÀÎ
x.v]v

Í�Â­Ä
ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Á�Ù�íSÂ�ÆiÆ�Ò3ÓTÌe¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�ÈÛÆKÈbÇ�¾ÀÄ�ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Á�Ù
� ��� ���(
�& �#
 � � 
 �
	�
 ����� � � ��� � ����
 
�� � '

C ` (M, e : τ) (M, e) 7→ (M ′, e′)Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e))

?
7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′))Ú�Ò
(M, e)

Ä"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�Ä�ÁÃ¿²ÈáÆKÈÀÄEÁ�Ç�Ä"ÅåÇ­Æ
(M ′, e′)

Ô�Ç­¾ÀÄ�È�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e))

Ä"ã�Í�Ë Ñ�Í�Ç­ÄhÁ$¿²È.è"Ä�Â­ÆIÆ�Â
Æ�ÈÀÄ¥Á§Ç­Ä�Å�ÁÃÇ­Æ
Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′))

Ù
íSÂ�ÆTÆ�Ò$ÓTÌM¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈlÆKÈÖÇ�¾ÀÄÛÇ�ÌTÅCÄhÏlÄ"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈMÂ�ÑÀË²Ä�Á�Ù9½�¾ÀÄ"Â�Ä7Í�Â�Ä�Á­Ä"ãKÄ"ÂuÍ�Ë�É"ÍKÁ§ÄhÁ_Ò¤Æ�ÂEÇ�¾À¿²ÁeÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�Ù ë�Æ�Â¥ÄhÍ�Éu¾�Ô©ß�ÄÛË²¿²Á§Ç¥Ç­¾�Ä
Ä"ã�Í�Ë Ñ�Í�Ç­¿²Æ�È#Â�ÑÀË²Ä�ÁÃß�¾À¿�Éu¾#Ò¤ÆKË Ë²Æ�ß Ç­¾ÀÄEÉ"ÍKÁ§ÄEÍ�ÈCÏ#Á§¾�Æ�ß-Æ�ÈÀÄ_ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Ù®½�¾ÀÄ_Æ�Ç­¾�Ä"ÂÃÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�ÁA¿²ÈåÄhÍ�Éu¾ÐÉ�Í�Á­Ä�É�Í�ÈÐÓPÄ_Æ�Ó«ÇuÍ�¿²ÈÀÄ�ÏÐÑ�Á§¿²ÈÀâ�Í
Á­¿ ÊE¿²Ë²Í�Â�ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�Ç­Æ_Ç�¾ÀÄ�ÄxÎÀÍ�ÊEÅÀË²Ä�Ù

çið



��
+*'
�� � ùÀ÷hõPþ (M, e) 7→ (M ′, e′) �m÷hû�ý3ÿ ùMúuó*ô¯õ � õiøÀù����mùÀú�û�üPý
ö � �Xõ ùÀý�� õKö�ùÀ÷hõ ((M, e)) 7→ õiö�ùÀ÷hõ ((M ′, e′)) �3÷hû�ý3ÿ
ú��mõ ,Kü�öYö�õT÷"ô�üCý��mûXýmÿ �3ý�úuó*ô¯õ ����üCöeúuó*ô¯õ ����õiøÀù����mù«úhû�üPýlö�� ��õ 


×KÙ
(E − LOAD)

Ú�Ò
e

(E−LOAD)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
(M, e) = (M,

Ë ÆiÍ�Ï
(i,
Ò�Í�É�Ç

))
Í�È�Ï

(M ′, e′) = (M,∧ 〈M(i),
Ò�Í�ÉxÇ

〉)
Ù

ðÀÙ
(E − STORE)

Ú�Ò
e

(E−STORE)
7→ e′

Ç­¾ÀÄ�È
(M, e) = (M,

Á§Ç­Æ�Â�Ä
(i,
Ò�Í�É�Ç

, v))
Í�È�Ï

(M ′, e′) = ([i 7→ v]M,
Ò�ÍKÉ�Ç

)
Ù

ï�Ù
(E − ABSAPP2)

Ú�Ò
e

(E−ABSAPP2)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
e = (λx : τ

φ,∞
−→ e1)v2

Í�È�Ï
e′ = [x 7→ v2]e1

Ù
çCÙ

(E − LET )
Ú�Ò

e
(E−LET )

7→ e′
Ç­¾ÀÄ�È

e =
Ë²ÄxÇ

〈x1, . . . , xn〉 = φ〈v1,...,vn
〉
¿ È

e1
Í�ÈCÏ

e′ = [x1 7→ v1, . . . , xn 7→ vn]e1
Ù

æÀÙ
(E − SIMPLIFY 1)

Ú�Ò
e

(E−SIMPLIFY 1)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
e = v1

ÆKÅ
v2
Í�È�Ï

e′ =
Á­¿²Ê_Å�Ë ¿ Ò¤Ì

(v1
ÆKÅ

v2)
Ù

� Ù
(E − SIMPLIFY 2)

Ú�Ò
e

(E−SIMPLIFY 2)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
e = ¬v

Í�ÈCÏ
e′ =

Á­¿ ÊEÅÀË²¿�Ò¤Ì
(¬v)

Ù
� Ù

(E − IF1)
Ú�Ò

e
(E−IF1)

7→ e′
Ç­¾ÀÄ�È

e =
¿ Ò

true
Ç�¾ÀÄ"È

e1
Ä"Ë�Á§Ä

e2
Í�ÈCÏ

e′ = e1
Ù

� Ù
(E − IF2)

Ú�Ò
e

(E−IF1)
7→ e′

Ç­¾ÀÄ�È
e =
¿ Ò

false
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä"Ë�Á­Ä

e2
Í�È�Ï

e′ = e2
Ù

Proof :

(E − ABSAPP2)
Ú�Ò

e
(E−ABSAPP2)

7→ e′
Ç­¾ÀÄ�È

e = (λx : τ
φ,∞
−→ e1)v2

Í�È�Ï
e′ = [x 7→ v2]e1

ÙÐÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((λx :

τ
φ,∞
−→ e1)v2)=

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(λx : τ

φ,∞
−→ e1)

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v2)

ÓTÌ Ü � ��à 
AíSí�Þ�Ù¦½�¾�¿²ÁbÄ
	iÑ�Í�Ë�Á (λx −→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1))
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v2)
ÓTÌ]Ü � ��àë ��# Þ�ÙeÄ�Â�ÍKÁ§Ä (e′) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
([x 7→ v2]e1)= [x 7→

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v2)]

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1)

ÓTÌ � Â�ÍKÁ§Ä"à�½mÄ"Â�Ê_à�îTÑ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�È�Ù ë3¿²È�Í�Ë²Ë²Ì�Ô (λx −→Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1))

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v2)

(U−ABSAPP )
7→ [x 7→

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v2)]

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)

Á­ÆlÄ"ÂuÍ�Á­Ä
(e) 7→

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e′)
Ù

��
+*'
+* � ùÀ÷hõPþåõiö�ùÀ÷hõ (e) = õiöYù�÷�õ (e′) 

×KÙ

(E − TAPPTABS)
Ú�Ò

e
(E−TAPPTABS)

7→ e′
Ç­¾ÀÄ�È

e = (Λα : K; B.v)τ
Í�È�Ï

e′ = [α 7→ τ ]v
Ù

ðÀÙ
(E − UNROLL)

Ú�Ò
e

(E−UNROLL)
7→ e′

Ç­¾ÀÄ�È
e =
ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë

(
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](v))
Í�È�Ï

e′ = v
Ù

ï�Ù
(E − CASE)

Ú�Ò
e

(E−CASE)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
e =
É"ÍKÁ§Ä

(b,
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v))
Í�È�Ï

e′ = v
Ù

çCÙ
(E − MAKEEQ)

Ú�Ò
e

(E−MAKEEQ)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
e =
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä
	

(τ)
Í�È�Ï

e′ =
Ò�ÍKÉ�ÇhÙ

æÀÙ
(E − NEWFUN)

Ú�Ò
e

(E−NEWFUN)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
e =
ÈÀÄ"ß

�
Ò¤Ñ�È

(K)
Í�È�Ï

e′ =
Å�ÍKÉuä

[F K ,
Ò�Í�ÉxÇ

]
Í�Á

∃α :
¿²ÈKÇ

7→ K.
ë�ÑÀÈ � Ä�È (α, 0),

ß�¾ÀÄ�Â­Ä�ë K ¿�Á«Ò¤Â�Ä�Á­¾*Ù

Proof :

(E − TAPPTABS)
Ú�Ò

e
(E−TAPPTABS)

7→ e′
Ç�¾ÀÄ"È

e = (Λα : K; B.v)τ
Í�È�Ï

e′ = [α 7→ τ ]v
Ù#Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((Λα :
K; B.v)τ)=

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(Λα : K; B.v)

ÓTÌ.Ü � ��à 
¦í¯í¯½¦Þ�Ù*½�¾À¿�ÁAÄ�	iÑ�Í�Ë�ÁÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä (v)
ÓTÌ.Ü � ��à�½�ë ��# Þ�ÙÃÄ"ÂuÍ�Á­Ä (e′) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
([α 7→ τ ]v)

=
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
ÓTÌ � Â�ÍKÁ§Ä"à�½�ÌTÅCÄ"à�îTÑ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�È�Á§ÆlÄ"ÂuÍ�Á­Ä (e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e′)
Ù

��
+*'
�� � ùÀ÷hõPþåõiö�ùÀ÷hõ ((M, e)) 7→ õKö�ùÀ÷hõ ((M ′, e′)) �m÷hû�ý3ÿ�� � � � � ò�� 

×KÙ

(E − ABSAPP1)
Ú�Ò

e
(E−ABSAPP1)

7→ e′
Ç�¾ÀÄ"È

e = (λx : τ
φ,I
−→ e1)v2

Í�È�Ï
e′ =

ÉxÆTÄ�Â�É"Ä
([x 7→ v2]e1)

Ù
ðÀÙ

(E − APPLY EQ)
Ú�Ò

e
(E−APPLY EQ)

7→ e′
Ç­¾ÀÄ�È

e =
Í�Å�ÅÀË Ì

�
Ä
	

(τ,
Ò�ÍKÉ�Ç

, v)
Í�È�Ï

e′ = v
Ù

ï�Ù
(E − INDOMAIN)

Ú�Ò
e

(E−INDOMAIN)
7→ e′

Ç­¾�Ä"È
e =
¿²È
�
Ï«ÆKÊ¥Í�¿²È

(I1, I2,
Ò�Í�É�Ç

,
Ò�ÍKÉ�Ç

)
Í�È�Ï

e′ =∧ 〈
äTÈÀÆ�ß

(0 ≤ I1 ∧ I1 < I2),
Ò�Í�ÉxÇ

〉
Ù

çKï



çCÙ
(E − DISTINGUISH)

Ú�Ò
e

(E−DISTINGUISH)
7→ e′

Ç­¾ÀÄ�È
e =
ÏÀ¿²Á§Ç­¿²ÈÀâ�Ñ�¿²Á­¾

(I1, I2,
Ò�Í�ÉxÇ

,
Ò�ÍKÉ�Ç

)
Í�È�Ï

e′ =∧ 〈
äTÈÀÆ�ß

(I1 6= I2),
Ò�Í�ÉxÇ

,
Ò�ÍKÉ�Ç

〉
Ù

æÀÙ
(E − DISCARDFUN)

Ú�Ò
e

(E−DISCARDFUN)
7→ e′

Ç�¾ÀÄ"È
e =
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�Í�É�Ç

)
Í�È�Ï

e′ = ·〈〉
Ù

� Ù
(E − DEFINEFUN)

Ú�Ò
e

(E−DEFINEFUN)
7→ e′

Ç­¾ÀÄ�È
e =
Ï«Ä%��ÈÀÄ

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�ÍKÉ�Ç

, τ)
Í�ÈCÏ

e′ =∧ 〈
Ò�ÍKÉ�Ç

,
Ò�Í�ÉxÇ

,
Ò�ÍKÉ�Ç

〉
Ù

Proof :

(E−DEFINEFUN)
Ú�Ò

e
(E−DEFINEFUN)

7→ e′
Ç�¾ÀÄ"È

e =
ÏÀÄ!��ÈÀÄ

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�Í�É�Ç

, τ)
Í�È�Ï

e′ =∧ 〈
Ò�Í�É�Ç

,
Ò�ÍKÉ�Ç

,
Ò�Í�ÉxÇ

〉
Ù�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e) =Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
Ï«Ä!��È�Ä

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�Í�ÉxÇ

, τ))=
Ë Ä"Ç

x =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Ò�Í�ÉxÇ

)
¿²È
〈〉
ÓTÌeÜ � ��à � � ë3Ú # � ë ��# Þ�ÙT½�¾À¿�ÁmÄ�	iÑ�Í�Ë�Á�Ë²ÄxÇ x = 〈〉

¿ È
〈〉
ÓTÌ¥Ü � ��à�ë 
Aì©½¦ÞÍ�ÈCÏMÄ�ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�Ä�Á_Ç­Æ

〈〉
Ñ�Á­¿ ÈÀâ Ü � à 
 � ½¦Þ�ÙbÄ"ÂuÍ�Á­Ä (e′) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(∧〈
Ò�Í�ÉxÇ

,
Ò�Í�ÉxÇ

,
Ò�ÍKÉ�Ç

〉) = 〈〉
ÓTÌ�Ü � ��à�½ � í 
 � ã �iÞ¥Á­Æ Ä�Â�ÍKÁ§Ä (e) 7→Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′)
Ù

��
+*'
�� � ùÀ÷hõPþåõiö�ùÀ÷hõ ((M, e))
?
7→ õiö�ùÀ÷�õ ((M ′, e′)) �m÷hû�ý3ÿ ,�üPýmÿCö �mõTý ,�õ 


×KÙ
(Congruence rule)E[e] = eτ |

ÅCÍ�Éuä
[τ1, e]

Í�Á
∃α : K; B.τ2 |

ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä
α, x = e

¿²È
e2

|
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](e) |
ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(e) | ee2 | v1e |φ〈v1, · · · , vk−1, e, ek+1, · · · , en〉 |
Ë Ä"Ç −→x = e

¿²È
e2

| e
Æ�Å

e2 | v1
ÆKÅ

e | ¬e |
¿ Ò

e
Ç�¾ÀÄ"È

e2
Ä�Ë²Á­Ä

e3 |
Ñ�ÈÀ¿ ÆKÈ

(b, τ1, τ2, e) |
É�Í�Á­Ä

(b, e) |
Ë²ÆKÍ�Ï

(e, e � ��� )
|
Á§Ç­Æ�Â�Ä

(e, e � ��� , ev) |
Á§Ç­ÆKÂ­Ä

(
ã �! �� , ã � ��� , e) | Í�ÅÀÅÀË²Ì � Ä
	 (τ, e, e2) |

Í�ÅÀÅ�Ë Ì
�
Ä
	

(τ,
ã��

, e) |
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e)
|
Ë²ÆKÍ�Ï

(v �! �� , e) | Á§Ç­Æ�Â�Ä ( ã �% �� , e, ev) |
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(e)

Proof :

(Congruence rule)
Ú�Ò

(M, e)
(congruence rule)E[e]=e τ

7→ (M ′, e′)
Ç­¾�Ä"È

e = e1τ
Í�ÈCÏ

e′ = e′1τ
Í�È�Ï

(M, e1) 7→ (M ′, e′1)
Ù

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô­Ä"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e1))
?
7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′1))
ÙEÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e1τ))= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1 τ)
= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1))
ÓiÌEÜ � ��à �åÞ�Í�È�ÏeÜ � ��à 
AíSí¯½¦ÞxÙ3Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M ′, e′)) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M ′, e′1τ))= (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M ′),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e′1 τ) =

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1))
ÓTÌ_Ü � ��à �ÐÞ*Í�È�ÏEÜ � ��à 
AíSí¯½¦Þ�Ù�ë3¿²È�Í�Ë²Ë ÌKÔ§Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e1)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1))

Í�È�ÏåÄ"ÂuÍ�Á­Ä
(M ′, e′1) =

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1)
ÓTÌ�Ü � ��à �åÞ�ÔYÁ§Æ (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1))

?
7→ (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1))
Í�È�ÏÐÄ�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e))
?
7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′))
Ù

��
+*'
�� � ùÀ÷hõPþåõiö�ùÀ÷hõ ((M, e)) = õiöYù�÷�õ ((M ′, e′)) �3÷�ûXýmÿ � õKö�ü � � ö�ùÀ÷�õ � � ù ���3õ 

×KÙ

(E − COERCE)
Ú�Ò

e
(E−COERCE)

7→ e′
Ç�¾ÀÄ"È

e =
ÉxÆTÄ�Â�É"Ä

(v)
Í�È�Ï

e′ = v
Ù

Proof :Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(v)) = 〈〉
ÓTÌ.Ü � ��à§ì � � �¦ì � Þ�ÙÃÄ"ÂuÍ�Á­Ä (e′) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v) = 〈〉

ÓTÌ���Ä"Â�Æ�à � Â�ÍKÁ§Ä"à��SÍ�Ë Ñ�Ä�Ù 〈〉 = 〈〉
Á­Æ

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e′)
Ù

��
+*'
 	 � ùÀ÷hõPþåõiö�ùÀ÷hõ ((M, e))
?,(congruence rule)E[e]= ����� x=e �	� e2

7→ õiö�ùÀ÷hõ ((M ′, e′))



×KÙ
(Congruence rule)E[e] =

Ï«¿²Á§Ç­¿²ÈÀâKÑÀ¿²Á­¾
(I1, I2, e, e2) |

Ï«¿�Á�Ç�¿ ÈÀâKÑÀ¿�Á§¾
(I1, I2,

ã
1, e) |

Ï«Ä%��ÈÀÄ
�
Ò¤ÑÀÈ

(e, τ)
|
¿²È
�
Ï«Æ�Ê¥Í�¿²È

(I1, I2, e, e2) |
¿ È
�
ÏÀÆ�Ê¥Í�¿²È

(I1, I2,
ã �

, e)

Proof :

(Congruence rule)
Ú�Ò

(M, e)
(congruence rule)E[e]= $ & �  & ��
�+ & � � (I1,I2,e,e2)

7→ (M ′, e′)
Ç�¾ÀÄ"È

e =
Ï«¿²Á§Ç­¿²ÈÀâKÑÀ¿²Á­¾

(I1, I2, e1, e2)
Í�È�Ï

e′ =
Ï«¿²Á§Ç­¿²ÈÀâKÑÀ¿²Á­¾

(I1, I2, e
′
1, e2)

Í�È�Ï
(M, e1) 7→ (M ′, e′1)

Ù � ÌA¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô3Ä"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e1))
?
7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′1))
Ù®Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) =Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M,

Ï«¿�Á§Ç­¿²ÈÀâ�ÑÀ¿�Á­¾
(I1, I2, e1, e2)))= (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(
Ï«¿�Á�Ç�¿ ÈÀâKÑÀ¿�Á§¾

(I1, I2, e1, e2)))
ÓTÌÐÜ � ��à �åÞ�ÙC½�¾�¿²Á�Ä�	KÑCÍ�Ë�Á

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

〈x, y〉 = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)
ÓTÌÐÜ � ��à �$Ú§î«½�Ú # ��� Ú§î � ÞxÙAÄ�Â�ÍKÁ§Ä ((M ′, e′))

=
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′,
Ï«¿�Á§Ç­¿²ÈÀâ�ÑÀ¿�Á­¾

(I1, I2, e
′
1, e2))) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M ′),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
Ï«¿�Á§Ç­¿²ÈÀâ�ÑÀ¿�Á­¾

(I1, I2, e1, e2)))
ÓTÌÐÜ � ��à �åÞ�ÙC½�¾�¿²Á�Ä�	KÑCÍ�Ë�Á

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ë²ÄxÇ

〈x, y〉 = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)
ÓiÌ_Ü � ��à �$Ú§î«½�Ú # ��� Ú§î � ÞxÙhë3¿²È�Í�Ë²Ë²Ì�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e1)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1))Í�ÈCÏ9Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′, e′1) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′1)
ÓTÌåÜ � ��à �ÐÞ�Ô�Á­Æ (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1))

?
7→ (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1))
Í�È�Ï

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉)
?,(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→ (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′), 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉)Á­Æ�Ô
(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

〈x, y〉 = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)

?,(congruence rule)E[e]= * �  x=e & � e2

7→
(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ë²ÄxÇ

〈x, y〉 = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)
Ù

ç�ç



��
+*'
�� � ùÀ÷hõPþ �3ýmô3ù�, � 

×KÙ

(E − UNPACK)
Ú�Ò

e
(E−UNPACK)

7→ e′
Ç­¾ÀÄ�È

e =
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

α, x = (
ÅCÍ�Éuä

[τ1, v1]
Í�Á

τ2)
¿²È

e2
Í�È�Ï

e′ = [α 7→ τ1, x 7→
v1]e2

Ù

Proof :Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

α, x = (
ÅCÍ�Éuä

[τ1, v1]
Í�Á

τ2)
¿²È

e2)
Ä�	KÑCÍ�Ë�Á¥Ë Ä"Ç

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
ÅCÍ�Éuä

[τ1, v1]
Í�Á

τ2)
¿²È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
ÓTÌ

Ü � ��à � # í 
Aì �®Þ�Ùm½�¾À¿²ÁÃÄ�	KÑCÍ�Ë�Á$Ë²ÄxÇ x =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v1)
¿ ÈÛÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
ÓiÌ Ü � ��í 
Aì �®Þ�Ù�Ä�Â�ÍKÁ§Ä (e′) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
([α 7→ τ1, x 7→ v1]e2)=

[x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
ÓTÌ � Â�ÍKÁ§Ä"à�½mÄ"Â�Ê_à�î«ÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ
Í�È�Ï � ÂuÍ�Á­Äxà�½¯ÌTÅPÄxà�îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ�Ù�ë3¿²È�Í�Ë²Ë ÌKÔ�Ë²ÄxÇ x =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v1)
¿²ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
(E−LET )

7→ [x 7→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v1)]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
Á­ÆMÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(e) 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′)
Ù

��
+*'
�� � ùÀ÷hõPþåõiö�ùÀ÷hõ ((M, e))
(U−FIX)

7→ õiö�ùÀ÷hõ ((M ′, e′))



×KÙ
(E − FIX)

Ú�Ò
e

(E−FIX)
7→ e′

Ç­¾ÀÄ�È
e =

�ÀÎ
x : τ.v

Í�È�Ï
e′ = [x 7→

�ÀÎ
x : τ.v]v

Ù

� ÌÛÇ­¾ÀÄ_Ç�ÌTÅPÄ_Éu¾ÀÄhÉuäT¿ ÈÀâIÂ­Ñ�Ë ÄhÁ"Ô x Í�ÈCÏ v
Í�Â�Ä�Ç�¾ÀÄEÁ­Í�Ê_ÄEÁ­¿ è�Ä�Ù®Ú�Ò

x : t :
φ

0
Ô
e =

��Î
x : t :

φ

0 .v
Í�È�Ï

e′ = [x 7→
��Î

x : t :
φ

0 .v]v.Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
�ÀÎ

x : t :
φ

0 .v) = 〈〉
ÓTÌáÜ � ��à�ë3Ú�" �KÞxÙ7Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

([x 7→
��Î

x : t :
φ

0 .v]v) = [x 7→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
�ÀÎ

x : t :
φ

0
.v)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
ÓTÌ � Â�ÍKÁ§Ä"à�½mÄ"Â�Ê_à�îTÑ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�È�ÙÃ½�¾À¿�ÁÃÄ
	iÑ�Í�Ë²Á [x 7→ 〈〉]〈〉

ÓiÌ�Ü � ��à�ëmÚ�" �KÞÃÍ�ÈCÏ �PÄ�Â­Æ�à � ÂuÍ�Á­Äxà �SÍ�Ë²ÑÀÄKÙ$½�¾À¿�ÁÃÄ
	iÑ�Í�Ë�Á
〈〉
Ù¯½�¾ÀÄ�Â­Ä"Ò¤Æ�Â�Ä�Ô©Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′)
Ù

Ú�Ò
x : t :

φ

i
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

i > 0
Ô

e =
��Î

x : t :
φ

i .v
Í�È�Ï

e′ = [x 7→
�ÀÎ

x : t :
φ

i .v]v.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
��Î

x : t :
φ

i

.v) =
�ÀÎ

x.
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
ÓTÌ Ü � ��à�ë3Ú�"ÃÞxÙEÄ"ÂuÍ�Á­Ä (e′) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
([x 7→

�ÀÎ
x : t :

φ

i .v]v) = [x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
��Î

x : t :
φ

i .v)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)ÓTÌ � Â�ÍKÁ§Ä"à�½mÄ"Â�Ê_à�îTÑ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�È�Ù ½�¾�¿²ÁbÄ
	iÑ�Í�Ë�Á [x 7→
�ÀÎ

x.v]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
ÓTÌ Ü � ��à�ë3Ú�"ÃÞxÙ 
AÈ�Ï �ÀÎ

x.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
(U−FIX)

7→ [x 7→�ÀÎ
x.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
Á­ÆlÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e) 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′)
Ù

��
+*'
�� � ùÀ÷hõPþÃò �mõT÷hõ#üCý �¤óMù«ômô�õiùÀöIû�ý ,Kü�õiöY÷hû�üPý � �mý ,�úhû�üPým÷EùÀý�� õiöYù�÷�õ �3ü�õT÷EýmüCúEù«ômô �¤óMú�ü.ú��mõ(� 

×KÙ

(E − IFB1)
Ú�Ò

e
(E−IFB1)

7→ e′
Ç­¾ÀÄ�È

` B
.
= true

Í�È�Ï
e =
¿ Ò

B
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä�Ë²Á­Ä

e2
Í�È�Ï

e′ = e1
Ù

ðÀÙ
(E − IFB2)

Ú�Ò
e

(E−IFB2)
7→ e′

Ç­¾ÀÄ�È
` B

.
= false

Í�È�Ï
e =
¿ Ò

B
Ç­¾�Ä"È

e1
Ä"Ë�Á§Ä

e2
Í�ÈCÏ

e′ = e2
Ù

� � � � � � �

c
¿²Á©Ç�¾ÀÄ®Á­ÄxÇ¦Æ�Ò3ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�ÈCÁ

e
ß�¾�¿²Éu¾ÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä$Ç­Æ¥Í_ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ù

c = i | b | cτ |φ〈−→c 〉 : −→τ :
φ

i
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

i > 0 |φ〈−→v 〉 : −→τ :
φ

0 |λx : τ
φ,
* & � &  
−→ e

|Λα : K; B.v |
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, c) |
Å�Í�Éuä

[τ1, c]
Í�Á

∃α : K; B.τ2

|
É"ÍKÁ§Ä

(b, c) |
Â�Æ�Ë²Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](c) |
ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(c) |
�ÀÎ

x : τ :
φ

0 .
ã

|
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e) |
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä
	

(τ) |
ÈÀÄ"ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(K) |
Ò�ÍKÉ�Ç

��
���
�� � ��������� �
�
�$"%� � � � � � � � � &

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(c) = u

Ù3í¯Â­ÆTÆ�Ò3ÓTÌb¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�È
c
Ù

×KÙ � ÌåÜ � ��à�¿ÝÞ�Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä (i) = i
Ù

ðÀÙ � ÌåÜ � ��à�ÓCÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä (b) = b
Ù

ï�Ù � ÌåÜ � ��à 
¦í¯í¯½¦Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä (cτ) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(c)
Ù

çiæ



çCÙ � ÌåÜ � ��à�½ � í�
 � ÞxÔ¦Ä"ÂuÍ�Á­Ä (φ〈−→c 〉 : −→τ :
φ

i) = 〈
−−−−−→Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(c)〉
Ù

æÀÙ � ÌåÜ � ��à�½ � í�
 � ã �KÞxÔ¦Ä"ÂuÍ�Á­Ä (φ〈−→v 〉 : −→τ :
φ

0) = 〈〉
Ù

� Ù � ÌåÜ � ��à�ë ��# Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä (λx : τ
φ,∞
−→ e) = λx −→

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e)
Ù

� Ù � ÌåÜ � ��à�ë ��# Ú§Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä (λx : τ
φ,I
−→ e) = 〈〉

Ù
� Ù � ÌåÜ � ��à�½�ë ��# Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä (Λα : K; B.v) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v)
Ù � Ì �SÍ�Ë²ÑÀÄxà � ÂuÍ�Á­Äxà �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Ô©Ä"ÂuÍ�Á­Ä (v) = u

Ù
� Ù � ÌåÜ � ��à ��# Ú � # ÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( ÑÀÈ�¿ ÆKÈ (b, τ1, τ2, c)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(c)
Ù

×���Ù � ÌåÜ � ��à�í 
Aì �®Þ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( Å�Í�Éuä [τ1, c]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(c)
Ù

×�×KÙ � ÌåÜ � ��à§ì 
$î � Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( É"ÍKÁ§Ä (b, c)) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(c)
Ù

×hðÀÙ � ÌåÜ � ��à �
��
$
3Þ�Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( Â�Æ�Ë²Ë [(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](c)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(c)
Ù

×�ï�Ù � ÌåÜ � ��à ��# �
��
$
mÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë (c)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(c)
Ù

×"çCÙ � ÌåÜ � ��à�ë3Ú�" �iÞ�Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
�ÀÎ

x : τ :
φ

0 .
ã
) = 〈〉

Ù
×hæÀÙ � ÌåÜ � ��à§ì � � �¦ì � ÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( É"ÆiÄ�Â�É"Ä (e)) = 〈〉

Ù
× � Ù � ÌåÜ � ��à � 
 � � ��� Þ�ÔAÄ"ÂuÍ�Á­Ä ( Ê¥Í�äKÄ � Ä
	 (τ)) = 〈〉

Ù
× � Ù � ÌåÜ � ��à # � �9ë � # ÞxÔAÄ"ÂuÍ�Á­Ä ( È�Ä"ß � Ò¤ÑÀÈ (K)) = 〈〉

Ù
× � Ù � ÌåÜ � ��à�ë 
Aì©½¦Þ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( Ò�Í�ÉxÇ ) = 〈〉

Ù
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(c)
¿²Á©Ä�¿�Ç�¾ÀÄ"Â�Í®ã�Í�Ë²ÑÀÄ$Æ�Â�Í�ÈÀÆ�Ç­¾ÀÄ�ÂeÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(c)
Ù6Ú�ÈeÇ­¾�ÄÃÉ�Í�Á­Ä¦Æ�Ò

〈
−−−−−→Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(c)〉
ÔTÄhÍ�Éu¾ Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(c)
ß�¿²Ë Ë�Ä"ãKÄ"ÈiÇ­ÑCÍ�Ë²Ë Ì_Ä"ÂuÍ�Á­Ä�Ç­Æ_Í®ã�Í�Ë²ÑÀÄ

Í�ÈCÏIÍ_Ç�ÑÀÅÀË²Ä�Æ�Òmã�Í�Ë ÑÀÄhÁ�¿²ÁAÍ�ã�Í�Ë ÑÀÄKÙ
��
���
+* � ��������� �� �

�
�
�
��"�� � � � �� � � � � � � � &

Ú�Ò
e 6= c

Ç­¾�Ä"È�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e) 6= u

Ù6íSÂ�ÆTÆ�Ò3ÓiÌb¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�ÆKÈ�Ç­¾ÀÄ�Ä"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ�Á�Ù
×KÙ � ÌåÜ � ��àZÎ�Þ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä (x) = x

Ù
ðÀÙ � ÌåÜ � ��à 
¦í¯í�Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä (e1 : (τ1

φ,∞
7→ τ2) e2) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ù

ï�Ù � ÌåÜ � ��à 
¦í¯íSÚ§Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä (e1 : (τ1
φ,I
7→ τ2) e2) =

Ë Ä"Ç
x = 〈

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e2)〉

¿ È
〈〉
Ù

çCÙ � ÌåÜ � ��à�½ � í�
 � Ä �KÞ�ÔAÄ"ÂuÍ�Á­Ä (φ〈−→e 〉 : −→τ :
φ

0) =
Ë Ä"Ç

x = 〈
−−−−−→Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)〉
¿ È
〈〉
Ù

æÀÙ � ÌåÜ � ��à �$í�ÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä (e1
ÆKÅ

e2) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ù

� Ù � ÌåÜ � ��à # �Ã½¦ÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä (¬e) = ¬
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)
Ù

� Ù � ÌåÜ � ��à�
 � ½¦Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( Ë Ä"Ç 〈−→x 〉 = e1
¿²È

e2) =
Ë Ä"Ç

〈−→x 〉 =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
¿²ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ù

� Ù � ÌåÜ � ��à�Ú�ë6Þ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( ¿�Ò e1
Ç�¾ÀÄ"È

e2
Ä�Ë²Á­Ä

e3) =
¿ Ò6Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Ç­¾ÀÄ�ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e3)
Ù

� ÙAîT¿ ÈCÉxÄ
¿�Ò
B
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä�Ë²Á­Ä

e2
¿²Á¦Æ�ÈÀË²Ì¥Ò¤Æ�Ñ�È�Ï�¿ È�Á­¿�Ï«Ä®ÉxÆTÄ"ÂuÁ­¿ ÆKÈeÒ¤ÑÀÈ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Á�ÔÀÄ�Â�ÍKÁ§Ä
Ï«ÆTÄ�Á�ÈÀÆ�ÇAÍ�ÅÀÅ�Ë Ì¥Ç�ÆE¿�ÇhÙ

×���Ù � ÌåÜ � ��à ��# Ú � # ÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( ÑÀÈ�¿ ÆKÈ (b, τ1, τ2, e))
ß�¾ÀÄ�Â­Ä

e 6= c =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)
ß�¾�Ä"Â�Ä

e 6= c
Ù

×�×KÙ � ÌåÜ � ��à�í 
Aì �®Þ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( Å�Í�Éuä [τ1, e]
Í�Á

∃α : K; B.τ2)
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

e 6= c =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
ß�¾ÀÄ�Â­Ä

e 6= c
Ù

×hðÀÙ � ÌåÜ � ��à ��# í 
Aì �®Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä α, x = e1
¿ È

e2) =
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿ ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ù

ç �



×�ï�Ù � ÌåÜ � ��à§ì 
$î � Þ�Ô¦Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( É"ÍKÁ§Ä (b, e)) ß�¾ÀÄ"Â�Ä e 6= c =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

e 6= c
Ù

×"çCÙ � ÌåÜ � ��à �
��
$
3Þ�Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( Â�Æ�Ë²Ë [(µα : K.τ0)τ1 . . . τn](e))
ß�¾ÀÄ�Â­Ä

e 6= c =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

e 6= c
Ù

×hæÀÙ � ÌåÜ � ��à ��# �
��
$
mÞxÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë (e)) ß�¾�Ä"Â�Ä e 6= c =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

e 6= c
Ù

× � Ù � ÌåÜ � ��à�ë3Ú�"ÃÞxÔ¦Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( �ÀÎ x : τ :
φ

i .
ã¯ß�¾�Ä"Â�Ä

i > 0) =
�ÀÎ

x.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
Ù

× � Ù � ÌåÜ � ��à�
�� 
 �
Þ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä ( Ë²ÆKÍ�Ï (e �! �� , e � ��� )) =
Ë ÆiÍ�Ï

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eptr),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas))
Ù

× � Ù � ÌåÜ � ��à�î«½�� � � Þ�Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ( Á�Ç�Æ�Â�Ä (e �! �� , e � ��� , Ä ' )) =
Á§Ç­Æ�Â�Ä

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eptr),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(ev))
Ù

× � Ù � ÌåÜ � ��à �$Ú§î«½�Ú # ��� Ú§î � ÞxÔAÄ"ÂuÍ�Á­Ä ( ÏÀ¿²Á§Ç­¿²ÈÀâ�Ñ�¿²Á­¾ (I1, I2, e1, e2)) =
Ë²ÄxÇ

〈x, y〉 = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉
Ù

ð ��Ù � ÌåÜ � ��à 
¦í¯í 
�� ��� ÞxÔAÄ�Â�ÍKÁ§Ä ( Í�ÅÀÅÀË²Ì � Ä
	 (τ, e1, e2)) =
Ë Ä"Ç

〈x, y〉 = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿ È

y
Ù

ð«×KÙ � ÌåÜ � ��à �$Ú§î�ì 
 � �Ãë ��# Þ�ÔAÄ�Â�ÍKÁ§Ä ( Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ � Ò¤ÑÀÈ (e)) =
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿²È
〈〉
Ù

ð�ðÀÙ � ÌåÜ � ��à � � ë3Ú # � ë ��# Þ�ÔÃÄ"ÂuÍ�Á­Ä ( Ï«Ä%��ÈÀÄ � Ò¤ÑÀÈ (e, τ)) =
Ë Ä"Ç

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿²È
〈〉
Ù

ð�ï�Ù � ÌåÜ � ��à�Ú # � ��� 
AÚ # Þ�ÔAÄ"ÂuÍ�Á­Ä ( ¿²È � Ï«Æ�Ê¥Í�¿ È (I1, I2, e1, e2)) =
Ë Ä"Ç

〈x, y〉 = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿ È
〈〉
Ù


¦Ë²Ë�Ä"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ�Á©ß�¾À¿�Éu¾�Í�Â­Ä
ÈÀÆ�Ç�¿²È
c
Ä"ÂuÍ�Á­ÄAÇ�Æ_È�Æ�ÈÛã�Í�Ë²ÑÀÄ�Á�Ü�Æ�Â¦Ï«ÆEÈÀÆ�Ç¦Ä"ÂuÍ�Á­ÄhÞ�Ù

��
���
�� ,K÷�û���õ � �3ý ,�ú�û�üPý
�$Ä!��ÈÀÄ®É�Á§¿²è"Ä

(c)
ÍKÁ"ñ

•
É"Á­¿ è�Ä

(cτ) = 1 +
É�Á§¿²è"Ä

(c)

•
É"Á­¿ è�Ä

(φ〈−→c 〉 : −→τ :
φ

i)
ß�¾ÀÄ"Â�Ä

i > 0 = 1 +
É"Á­¿²è"Ä

(c)

•
É"Á­¿ è�Ä

(
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, c)) = 1 +
É�Á§¿²è"Ä

(c)

•
É"Á­¿ è�Ä

(
Å�ÍKÉuä

[τ1, c]
Í�Á

∃α : K; B.τ2) = 1 +
É�Á§¿²è"Ä

(c)

•
É"Á­¿ è�Ä

(
É"ÍKÁ§Ä

(b, c)) = 1 +
É"Á­¿²è"Ä

(c)

•
É"Á­¿ è�Ä

(
Â�Æ�Ë²Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](c)) = 1 +
É�Á§¿²è"Ä

(c)

•
É"Á­¿ è�Ä

(
ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(c)) = 1 +
É�Á§¿²è"Ä

(c)

•
É"Á­¿ è�Ä

(
�ÀÎ

x : τ :
φ

0 .
ã
) = 1

•
É"Á­¿ è�Ä

(
ÉxÆTÄ�Â�É"Ä

(e)) = 1

•
É"Á­¿ è�Ä

(
Ê¥Í�äKÄ

�
Ä
	

(τ)) = 1

•
É"Á­¿ è�Ä

(
ÈÀÄ�ß

�
Ò¤ÑÀÈ

(K)) = 1

•
É"Á­¿ è�Ä

(
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e)) = 1

•
É"Á­¿ è�Ä

(v) = 0

ç �
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Ú�Ò
C ` c : τ

Ô*ß�¾ÀÄ"Â�Ä
C
¾�ÍKÁ$Í�È7Ä"ÊEÅ«Ç�Ì

∆
Í�È�Ï

Γ
Ô�Í�È�Ï

(M, c)
Á�Ç�Ä"Å�Á�ÔPÇ­¾ÀÄ�È7Ç­¾�Ä"Â�Ä�¿�Á$Á­Æ�ÊEÄ

c′
Á§ÆeÇ­¾�Í�Ç

(M, c)
+
7→ (M, c′)

Í�È�Ï
É"Á­¿²è"Ä

(c) >
É"Á­¿ è�Ä

(c′)
Ù®íSÂ�ÆTÆ�ÒSÓTÌ7¿ ÈCÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈÐÆKÈ#Ç­¾�Ä�ÅPÆKÁ�Á§¿²ÓÀË²Ä�Ä�ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç�¿ ÆKÈ#Â­Ñ�Ë ÄhÁ"Ù�Ú�ÈáÍ�Ë²Ë�É�Í�Á­Ä�Á$ÄxÎÀÉxÄ�Å«Ç�ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ"à�É"Æ�ÈÀâKÂ­ÑÀÄ�È�ÉxÄKÔÀß©Ä

Â�Ä�Í�Éu¾
c′
ÓTÌ7ÇuÍ�äT¿²ÈÀâ7Æ�ÈÀË²Ì#ÆKÈÀÄeÁ�Ç�Ä"Å�ÙI½�¾ÀÄeÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ"à�É"Æ�ÈÀâKÂ­Ñ�Ä"È�É"Ä�É"ÍKÁ§ÄEÂ�Ä"Ë²¿ ÄhÁ
Æ�È.Á�Ç�Â­ÆKÈÀâÛÈÀÆ�Â�Ê¥Í�Ë²¿ èhÍ�Ç�¿ ÆKÈ�Ô�Í�ÈCÏÐÊ¥ÍYÌ#ÇuÍ�äKÄ_Ê¥Í�ÈiÌ

Á§Ç­Ä"ÅCÁ"Ù
×KÙ¦ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(v)
(E−COERCE)

7→ v
ÙSÉ"Á­¿ è�Ä

(
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

(v)) >
É"Á­¿ è�Ä

(v)
Ù

ðÀÙ
(Λα : K; B.v)τ

(E−TAPPTABS)
7→ [α 7→ τ ]v

Ù�É"Á­¿ è�Ä
((Λα : K; B.v)τ) = 1

Ù � ÌI½�ÌTÅCÄ"à�îTÑ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�ÈÀà��SÍ�Ë ÑÀÄKÔ [α 7→ τ ]v
¿�Á

Í�ã�Í�Ë ÑÀÄ�Á­Æ¥É"Á­¿ è�Ä
([α 7→ τ ]v) = 0

Ù
ï�Ù�ÑÀÈÀÂ�Æ�Ë²Ë

(
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](v))
(E−UNROLL)

7→ v
ÙSÉ�Á§¿²è"Ä

(
ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë

(
Â�Æ�Ë²Ë

[τ ](v))) > 0
Ù

çCÙ��ÀÎ
x : t :

φ

0 .v
(E−FIX)

7→ [x 7→
�ÀÎ

x : t :
φ

0 .v]v
Ù � Ì�½�Ä�Â­Ê_à�îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Ô [x 7→

�ÀÎ
x : t :

φ

0 .v]v
¿�Á�ÍÐã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù

É"Á­¿ è�Ä
(
�ÀÎ

x : t :
φ

0) = 1 > 0

æÀÙ¦É"Í�Á­Ä
(b,
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v))
(E−CASE)

7→ v
ÙSÉ"Á­¿ è�Ä

(
É�Í�Á­Ä

(b,
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v))) = 2 > 0
Ù

� Ù�ÊEÍ�ä�Ä
�
Ä�	

(τ)
(E−MAKEEQ)

7→
Ò�Í�ÉxÇ�ÙSÉ"Á­¿²è"Ä

(
ÊEÍ�ä�Ä

�
Ä�	

(τ)) = 1 > 0
Ù

� Ù�ÈÀÄ"ß
�
Ò¤ÑÀÈ

(K)
(E−NEWFUN)

7→
Å�Í�Éuä

[F K ,
Ò�Í�ÉxÇ

]
ÍKÁ

∃α :
¿ ÈiÇ

7→ K.
ë�ÑÀÈ � Ä"È (α, 0),

ß�¾ÀÄ�Â­Ä�ë K ¿�ÁTÒ¤Â­ÄhÁ§¾�ÙmÉ"Á­¿²è"Ä ( ÈÀÄ"ß � Ò¤ÑÀÈ (K)) =
1 > 0

Ù
� Ù¦Ï«¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�ÍKÉ�Ç

)
(E−DISCARDFUN)

7→ ·〈〉
Ù¯É�Á§¿²è"Ä

(
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(
Ò�Í�É�Ç

)) = 1 > 0
Ù

� Ù
c

(congruence rule)c=E[c1]
7→ c′

Ù � Ì�¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ô (M, c1) 7→ (M, c′1)
Í�ÈCÏ
É�Á§¿²è"Ä

(c1) >
É�Á§¿²è"Ä

(c′1)
Á§Æ É�Á§¿²è"Ä

(E[c1]) >É"Á­¿ è�Ä
(E[c′1])

Ù
×���Ù�ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e1)
(congruence rule)e=E[e1]

7→
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e′1)
Ù � ÌI¿ ÈTãKÄ"ÂuÁ§¿²Æ�È�Ô e1

Ç�ÌTÅCÄ"à�Éu¾�Ä�Éuä«Á�¿ È7Í�È�Ä�ÈTãi¿²Â�Æ�ÈÀÊEÄ"ÈiÇ�ß�¿ Ç­¾
limit = i

Ò¤Æ�Â
Á§ÆKÊ_Ä

i
Ùm½�¾ÀÄ�Â­Ä"Ò¤Æ�Â�Ä¯ß©Ä�É"Í�È®Ñ�Á­Ä©Á§Ç­Â�Æ�È�â¦ÈÀÆ�Â�Ê¥Í�Ë²¿ èhÍ�Ç�¿ ÆKÈ�Ç­ÆÃÁ­ÍYÌ

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

Ù � Ì�É"Æ�ÈÀâKÂ­ÑÀÄ�È�ÉxÄKÔ (M,
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(e1))
∗
7→

(M,
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(v1))
Ù
Ú�ÈÐÆ�È�Ä�Í�ÏÀÏÀ¿�Ç�¿ ÆKÈ�Í�Ë�Á�Ç�Ä"Å�Ô

(M,
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(v1))
(E−COERCE)

7→ (M, v1)
Ù 
�ÄxÇ

c′ = v1
Ô*Á§ÆeÇ­¾�Í�Ç
É�Á§¿²è"Ä

(c) =É"Á­¿ è�Ä
(
É"ÆiÄ�Â�É"Ä

(e1)) >
É"Á­¿ è�Ä

(v1) =
É�Á§¿²è"Ä

(c′)
Ù

��
���
�� � ��������� �
��� ��ò � . � ��� � � � &

Ú�Ò
C ` c : τ

Ô�ß�¾ÀÄ�Â­Ä
C
¾�Í�Á�Í�ÈIÄ�ÊEÅ«Ç�Ì

∆
Í�È�Ï

Γ
ÔTÇ­¾�Ä"È

(M, c)
∗
7→ (M, v)

Ù
íSÂ�ÆTÆ�Ò�ñ � Ì_íSÂ�Ä�Á­Ä"Â�ã�Í�Ç­¿²Æ�ÈeÍ�È�ÏEíSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á�Ô�Ç�¾ÀÄ
ì¯à�îT¿²è"Äxà �$Ä�ÉxÂ�Ä�ÍKÁ§ÄhÁ 
�Ä�Ê_Ê¥Í�ß�¿ Ë²ËCÂ�Ä"ÅPÄ�Í�Ç­ÄhÏ«Ë ÌEÍ�Å�ÅÀË ÌEÑÀÈiÇ�¿ Ë�Í�ã�Í�Ë²ÑÀÄA¿�ÁSÂ�Ä�ÍKÉu¾ÀÄ�Ï�Ù½�¾À¿�Á�Ê�ÑCÁ�Ç�¾�Í�ÅÀÅCÄ�ÈÛÄ"ã�Ä�ÈiÇ­Ñ�Í�Ë Ë²ÌeÓPÄ�É"Í�Ñ�Á­Ä
É�Á§¿²è"Ä

()
É"Í�ÈÛÆ�ÈÀË²ÌbÏ«ÄhÉxÂ�Ä�Í�Á­Ä���ÈÀ¿ Ç­Ä"Ë²ÌbÊ¥Í�ÈiÌeÇ­¿²Ê_ÄhÁ�Í�È�Ï�ÆKÈÀË ÌIÉ"Á­¿ è�Ä

(v) = 0
Ù

� � � ���(
�& �#
 � � 
 � � �!���#
�� � �#&#� �#
�� � � � '
C ` (M, e : τ)

ß�¾�Ä"Â�Ä
C
¾�Í�ÁÛÍ�È]Ä"ÊEÅ«Ç�Ì

∆
Í�È�Ï

Γ
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿�ÁÀÍ6ã�Í�Ë ÑÀÄ

(M, e)
∗
7→ (M, v),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, v))

Ú�Ò�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e)
¿�Á�Í�ã�Í�Ë ÑÀÄKÔiÇ­¾ÀÄ�È�ÓTÌ � ÂuÍ�Á­Äxà§ì¯à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Ô e = c

Ù � ÌIì¯à���îiÇ­Ä�Å«à��SÍ�Ë Ñ�Ä�Ô (M, e)
∗
7→ (M, v)

Ù � Ì¥í¯Â­ÄhÁ§Ä�Â­ã�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Ô e : τ
Í�È�Ï

v : τ
Ù � ¿ Ç­¾ÀÄ�Â e = v

Í�È�Ï�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, v))

Æ�Â
e 6= v

Í�È�Ï
(M, e)

+
7→ (M, v)

ÙeÚ�Ò
e 6= v

Ô
e 7→ e1

���������) ���$
* "
7→

en 7→ v
Ù � Ì � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ�Æ�â�Â�Ä�Á�Á§à�×KÔ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e))

?
7→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e1))
?,
���������� ���$%* "
7→

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, en))

?
7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, v))
ÙeîT¿²È�ÉxÄ

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e)
¿�Á¦Í_ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e1))=
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, en))=
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, v))
Ù

ç �



��
�� 
�� � ��������� � � ò ,�. � �
�
�� �

�
��� � � � � �!��ò � . &

Ú�Ò
C ` (M, e : τ)

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
C
¾CÍ�ÁAÍ�È7Ä"ÊEÅ«Ç�Ì

∆
Í�È�Ï

Γ
Í�È�Ï
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿�ÁAÍ¥È�Æ�È7ã�Í�Ë²ÑÀÄ�ÔCÇ­¾�Ä"È Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) 7→ (L′, d′)
Ù�íSÂ�ÆTÆ�Ò

ÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ�Ä"Î«ÅÀÂ­ÄhÁ­Á­¿²Æ�È�Á�Ù
×KÙ$ì©Í�Á­Ä�ñ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)
¿²Á�Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù

e = i | b |φ〈−→v 〉 : τ :
φ

0 |λx : τ
φ,
* & � &  
−→ e1

|Λα : K; B.v |
��Î

x : τ :
φ

0 .v |
ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ

(e1)

|
Ê¥Í�äKÄ

�
Ä
	

(τ) |
ÈÀÄ"ß

�
Ò¤Ñ�È

(K) |
Ò�ÍKÉ�Ç

ðÀÙ$ì©Í�Á­Ä�ñ
e = x

ÙS½�¾À¿�Á�ß�ÆKÈ
�
Ç©Ç�ÌTÅPÄ�Éu¾ÀÄhÉuäe¿²ÈÛÍ�ÈIÄ�ÊEÅ«Ç�ÌbÄ�ÈiãT¿²Â­ÆKÈÀÊEÄ"ÈiÇ�Ù

ï�Ù$ì©Í�Á­Ä�ñ
e =
¿ Ò

B
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä"Ë�Á­Ä

e2
Ù¦½�¾À¿�Á¦ÆKÈÀË ÌÛÍ�Å�ÅCÄhÍ�ÂuÁ�¿ ÈCÁ§¿�Ï«Ä�É"ÆiÄ�Â�Á­¿²Æ�È�Ò¤ÑÀÈ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÁÃÍ�È�ÏÛß�¿²Ë²Ë�ÓPÄ�Â�Ä"ÊEÆ�ã�ÄhÏIÓTÌ�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
Æ�Ò6Ç­¾�Ä

ÉxÆTÄ"ÂuÁ§¿²Æ�ÈbÒ¤ÑÀÈ�ÉxÇ­¿²Æ�È7Á§ÆEÄ�Â�ÍKÁ§Ä
Ï«ÆTÄ�Á�ÈÀÆ�ÇAÍ�ÅÀÅ�Ë Ì¥Ç�Æ_Ç­¾À¿�Á¦É"ÍKÁ§ÄKÙ
çCÙ$ì©Í�Á­Ä�ñ

e = e1 τ |
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, e1) |
ÅCÍ�Éuä

[τ1, e1]
Í�Á

∃α : K; B.τ2 |
É"ÍKÁ§Ä

(b, e) |
Â­ÆKË Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](e) |
Ñ�ÈÀÂ­ÆKË Ë

(e)
Ù

½�¾ÀÄ
ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�Á©Ò¤Æ�Â¦Í�Ë²Ë*Æ�Ò3Ç­¾�Ä�Á­Ä
Í�Â­Ä�Á­¿ ÊE¿²Ë²Í�Â¦Á§ÆEß©Ä
ß�¿ Ë²Ë*Æ�ÈÀË²ÌIÁ­¾ÀÆ�ß9ÆKÈÀÄ�Ù
e = e1 τ

Ù � ÌåÜ � ��à 
¦í¯í¯½¦Þ�Ô$Ä"ÂuÍ�Á­Ä (e1 τ) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Ù6Ú�Ò

e1 = c
ÔÀÓTÌÛì¯à � ÂuÍ�Á­Äxà �SÍ�Ë²ÑÀÄÐÄ�Â�ÍKÁ§Ä (e1) = u

Á§ÆlÄ"ÂuÍ�Á­Ä
(e) = u

Ù
Ú�Ò

e1 6= c
Ô
e1
¿�Á6ÈÀÆ�Ç�Í
ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù � Ì # ÆKÈ«à§ì¯à � ÂuÍ�Á­Äxà # ÆKÈ«à �SÍ�Ë²ÑÀÄbÄ�Â�ÍKÁ§Ä (e1) 6= u

Ù � Ì�¿ ÈCÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ô¯Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e1)) 7→ (L′, d′)
Ù

½�¾ÀÄ"Â�ÄxÒ¤ÆKÂ­ÄKÔ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e)) 7→ (L′, d′)

Ù
æÀÙ$ì©Í�Á­Ä�ñ

e = e1 e2
Ù

Ú�Ò
e1 : (τ1

φ,∞
7→ τ2)

Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2))
ÓTÌÐÜ � ��à �ÐÞ�Í�È�ÏåÜ � ��à 
¦íSí©Þ�ÙÚ�Ò

e1
¿�Á*¿²È
Ç­¾ÀÄ�Á§Ä"Ç

c
Ô"Ç�¾ÀÄ"È�ÓTÌ�ì¯à���îiÇ­Ä�Å«à��SÍ�Ë Ñ�Ä�Ô

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

Ù
(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
∗,(congruence rule)E[e]=e e2

7→

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
Ù � Ì Ú�ÈTãKÄ"ÂuÁ§¿²Æ�È9Í�È�Ï]ì©Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËÃë�Æ�Â�ÊEÁ�Ô v1 = λx : τ1

φ,∞
−→ e11

Ù Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v1) =

λx −→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e11)
Ù Ú�Ò Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
¿�ÁÐÍ ã�Í�Ë ÑÀÄKÔ�Ç­¾�Ä"È

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), (λx −→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e11))
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2))
(U−ABSAPP )

7→
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), [x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e11))
Ù6Ú�Ò
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
¿�Á6ÈÀÆ�Ç©Í
ãYÍ�Ë Ñ�Ä�ÔKÇ­¾ÀÄ�È¥ÓiÌ_¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e2)) 7→ (L′, d2)
Ù

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
(congruence rule)E[e]=v e

7→ (L′,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1) d2)
Ù

Ú�Ò
e1
¿�Á�ÈÀÆ�Ç�¿²È®Ç­¾�Ä�Á­ÄxÇ

c
Ô�Ç�¾ÀÄ"È�ÓTÌ # Æ�Ç­à�ì¯à � ÂuÍ�Á­Äxà # Æ�Ç§à �SÍ�Ë²ÑÀÄ¥Ä"ÂuÍ�Á­Ä (e1)

¿�Á�ÍAÈ�Æ�È�ã�Í�Ë ÑÀÄKÙ � Ì�¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e1)) 7→

(L′, d1)
Ù
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
(congruence rule)E[e]=e e2

7→ (L′, d1
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
Ù

Ú�Ò
e1 : (τ1

φ,I
7→ τ2)

Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ë²ÄxÇ
x = 〈

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e2)〉

¿ È
〈〉)
ÓTÌÐÜ � ��à �ÐÞ�Í�ÈCÏåÜ � ��à 
¦íSíSÚ§ÞxÙÚ�ÒEÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
¿²ÁÃÍ¥ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ô�¿ Ò¥Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
¿²ÁÃÍ¥ã�Í�Ë²ÑÀÄKÔCÇ�¾ÀÄ"ÈÐË Ä"Ç

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉

(E−LET )
7→ 〈〉

ÙÃÚ�Ò¥Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e2)¿²Á�ÈÀÆ�ÇAÍ_ãYÍ�Ë Ñ�Ä�ÔTÇ­¾�Ä"ÈÛÓTÌb¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e2)) 7→ (L′, d2)
Ù
(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)

(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉
7→ (L′,

Ë²ÄxÇ
x = 〈

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1), d2〉

¿²È
〈〉)
Ù

Ú�Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
¿�Á*ÈÀÆ�Ç�Í�ã�Í�Ë ÑÀÄKÔ"Ç�¾ÀÄ"È�ÓTÌ$¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈáÄ�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e1)) 7→ (L′, d1)
Ù
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë Ä"Ç

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿ È
〈〉)

(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉
7→ (L′,

Ë²ÄxÇ
x = 〈d1,

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e2)〉

¿²È
〈〉)
Ù

� Ù$ì©Í�Á­Ä�ñ
e = φ〈−→e1〉

Ù6Ú�Ò
e = φ〈−→e1〉 : −→τ1 :

φ

i
ß�¾ÀÄ�Â­Ä

i > 0
Ô«ÓTÌÐÜ � ��à�½ � í 
 � Þ¦Í�È�ÏåÜ � ��à �ÐÞIÄ"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e)) =

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e11), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1n)〉)
Ù6Ú�Ò®Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿�Á©Í�ÈÀÆKÈbã�Í�Ë²ÑÀÄ$Ç­¾ÀÄ�È�Á­Æ�ÊEÄ#Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1i)
¿²Á�Í�ÈÀÆ�ÈIãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ù � Ì¥¿ È«àÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e1i)) 7→ (L′, d1i)
Ù
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e11), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1n)〉)
(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→

(L′, 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e11), . . . , d1i, . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1n)〉)
Ù3Ú�Ò

e = φ〈−→e1〉 : −→τ1 :
φ

0
Ô�ÓTÌeÜ � ��à�½ � í�
 � Ä �KÞ�Í�ÈCÏIÜ � ��à �ÐÞ®Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e)) =

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë Ä"Ç

x = φ〈
−−−−−−→Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)〉
¿ È
〈〉)
ß�¾�Ä"Â�ÄeÁ§ÆKÊ_Ä Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1i)
¿�Á®ÈÀÆ�Ç�ÍÛã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù � Ìá¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e1i)) 7→

(L′, d1i)
Ù
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e11), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1n)〉)
(congruence rule)E[e]=φ〈v1 ,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→
(L′, 〈

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e11), . . . , d1i, . . . ,

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1n)〉)

Ù
� Ù$ì©Í�Á­Ä�ñ

e = e1
Æ�Å

e2 | ¬e1 |
¿�Ò

e1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3 |
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

α, x = e1
¿²È

e2

|
Ë²ÆKÍ�Ï

(e �! �� , e � ��� ) | Á§Ç­ÆKÂ­Ä (e �! �� , e � ��� , e ' ) | Ï«¿�Á�Ç�¿ ÈÀâKÑÀ¿�Á§¾ (I1, I2, e1, e2) |
Í�ÅÀÅÀË²Ì

�
Ä�	

(τ, e1, e2) |
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e1) |
ÏÀÄ!��ÈÀÄ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e1, τ)
|
¿²È
�
Ï«Æ�Ê¥Í�¿²È

(I1, I2, e1, e2)
Ù

ç �



Proof :
e =
¿ Ò

e1
Ç­¾ÀÄ�È

e2
Ä"Ë�Á§Ä

e3
Ù � Ì�Ü � ��à�Ú�ë�Þ�Í�È�Ï¥Ü � ��à �ÐÞ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

¿ Ò6Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
Ç�¾ÀÄ"È7Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
Ä"Ë�Á­Ä�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3))
Ù

Ú�Ò
e1
¿�Á�¿²È®Ç­¾�Ä�Á­ÄxÇ

c
Ô�Ç­¾ÀÄ�È�ÓTÌeÜZì¯à ��îTÇ­Ä"ÅÀà��SÍ�Ë ÑÀÄYÞ

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

ÙSîT¿²È�É"Ä
v1 : Bool(B)

Ô
v1 = b

ÓTÌ�ì©Í�ÈÀÆ�ÈÀ¿�É"Í�Ë«ëÀÆ�Â�Ê¥Á"Ù
îTÆ�ÔEÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(v1) = b
ÓiÌ9Ü � ��à�ÓCÞ�ÙMÚ�Ò b = true

Ç­¾�Ä"È
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
¿�Ò6Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Ç­¾ÀÄ�ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e3))
(E−IF1)

7→

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
Ù6Ú�Ò

b = false
Ç­¾ÀÄ�È

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
¿�Ò6Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Ç­¾ÀÄ�È7Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e3))
(E−IF2)

7→
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3))
ÙÐÚ�Ò

e1
¿²Á�ÈÀÆ�Ç�¿ È�Ç�¾ÀÄIÁ­ÄxÇ

c
Ô3Ç­¾ÀÄ�È Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿²Á�ÈÀÆ�Ç_Í7ã�Í�Ë²ÑÀÄIÍ�È�Ï Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e1)) 7→ (L′, d′)ÓiÌÛ¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ù®½�¾�Ä"Â�ÄxÒ¤Æ�Â�Ä
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
¿�Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Ç­¾�Ä"ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e3))
(congruence rule)E[e]= & � e  � ��� e2

��* ���
e3

7→
(L′,
¿ Ò

d′
Ç­¾ÀÄ�ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3)).

� Ù$ì©Í�Á­Ä�ñ
e =

�ÀÎ
x : τ :

φ

i .
ãåß�¾�Ä"Â�Ä

i > 0
Ù � ÌMÜ � ��à�ë3Ú�"ÃÞ.Ä�Â�ÍKÁ§Ä (e) =

�ÀÎ
x.
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
Ù �ÀÎ

x.
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
(U−FIX)

7→ [x 7→�ÀÎ
x.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)
Ù

� Ù$ì©Í�Á­Ä�ñ
e =

Ë²ÄxÇ
〈−→x 〉 = e1

¿²È
e2
Ù � Ì Ü � ��à 
 � ½¦ÞáÄ"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ë²ÄxÇ
〈−→x 〉 =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1)
¿ ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
ÙÛÚ�Ò

e1
¿�Á�¿²ÈåÇ�¾ÀÄeÁ­ÄxÇ

c
Ô�ÓTÌÖÜ�ì¯à���îiÇ­Ä�Å«à �SÍ�Ë²ÑÀÄhÞ

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

ÙbîT¿ ÈCÉxÄ
e
¿�Á�ß�Ä�Ë Ë àZÇ�ÌiÅPÄ�Ï�Ô

e1 : 〈
−→
t 〉
Í�È�Ïáß�ÄEäTÈÀÆ�ß −−→x : τÓiÌ ÜX½©à 
 � ½¦Þ�Ù � ÌMì©Í�ÈÀÆKÈÀ¿�É"Í�Ë©ëÀÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1 = 〈−→v 〉

Í�ÈCÏ −−→x : τ
ÊEÄ�Í�ÈCÁ

v1
¾�ÍKÁ®Ç�¾ÀÄ�Á�Í�ÊEÄ�ÈTÑÀÊ�ÓPÄ"Â_Æ�ÒAÄ�Ë Ä�ÊEÄ"ÈiÇ�Á_Í�Á

〈−→x 〉
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(v1) = 〈

−−−−−→Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v)〉

Í�È�Ï
(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

〈−→x 〉 = 〈
−−−−−→Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)〉
¿ ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
(E−LET )

7→ [〈−→x 〉 7→ 〈
−−−−−→Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)〉]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2).

� � � ���(
�& �#
 � � 
 � � �!���#
�� � �#&#� �#
�� � � � '
C ` (M, e : τ)

ß�¾ÀÄ"Â�Ä
C
¾�Í�ÁÛÍ�È�Ä"ÊEÅ«Ç�Ì

∆
Í�È�Ï

Γ
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) 7→ (L′, d′)

(M, e)
+
7→ (M ′, e′),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M ′, e′)) = (L′, d′)Ú�Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿�Á_ÈÀÆ�ÇEÍ#ã�Í�Ë²ÑÀÄIÇ­¾ÀÄ�È�ÔSÓTÌ � ÈiÇ�ÌTÅCÄhÏTà # Æ�ÈÀà��SÍ�Ë ÑÀÄhÁ�à�îiÇ�Ä"Å�ÔEÄ"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e))

Ä"ã�Í�Ë Ñ�Í�Ç­ÄhÁ®Ç�Æ
(L′, d′)

Ù 
�ÏÀÏ«¿ Ç­¿²Æ�È�Í�Ë Ë²Ì�Ô
(M, e)

Ä"ã�Í�Ë²Ñ�Í�Ç­Ä�Á¯¿ ÈIÆ�ÈÀÄAÆ�Â¯ÊEÆKÂ­ÄAÁ§Ç­Ä�Å�Á¯Ç­Æ
(M ′, e′)

Ô«Í�È�ÏlÄ"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′))= (L′, d′)

Ù�íSÂ�ÆTÆ�Ò�ÓTÌ_¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈbÆ�ÈEÇ�¾ÀÄÃÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È
Â�ÑÀË ÄhÁ"Ù�½�¾ÀÄ�Â­Ä_Í�Â�Ä�Á­Ä"ãKÄ"ÂuÍ�ËmÉ�Í�Á­Ä�ÁAÒ¤Æ�Â$Ç­¾À¿�ÁÃÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Ù�ëÀÆ�ÂÃÄ�ÍKÉu¾�Ô�ß�Ä�Ë ¿�Á§Ç$Ç�¾ÀÄEÂ­ÑÀË²Ä�Á$ß�¾À¿�Éu¾#Ò¤ÆKË Ë²Æ�ß Ç­¾ÀÄEÉ"ÍKÁ§Ä_Í�È�ÏÐÁ§¾ÀÆ�ß-ÆKÈÀÄ_ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�Ù
½�¾ÀÄ�Æ�Ç­¾ÀÄ�Â�ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�Á�¿²ÈÛÄ�ÍKÉu¾�É�Í�Á­Ä
É�Í�È�ÓCÄ�ÆKÓ«Ç�Í�¿ È�Ä�ÏIÑ�Á§¿²ÈÀâ¥ÍEÁ§¿²ÊE¿ Ë�Í�Â�Å�Â­ÆTÆ�ÒmÇ­Æ_Ç­¾�Ä�ÄxÎÀÍ�ÊEÅÀË²Ä�Ù
��
��'
�� � ùÀ÷hõPþÃò �mõ7øÀù ���3õi÷Kþ

e = i | b |Λα : K; B.v |
Å�Í�Éuä

[τ1, v]
ÍKÁ

∃α : K; B.τ2 |λx : τ
φ,limit
−→ e1

|
Â�Æ�Ë²Ë

[(µα : K.τ0)τ1 . . . τn](v) |φ〈−→v 〉 |
ÑÀÈÀ¿²Æ�È

(b, τ1, τ2, v) |
Ò�Í�É�Ç

� Ì �SÍ�Ë²ÑÀÄ"à � ÂuÍ�Á­Äxà �SÍ�Ë²ÑÀÄKÔ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä (v) = u
Í�È�Ï � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ï�Ï«ÆTÄ�Á¦ÈÀÆ�Ç¦Í�Å�ÅÀË ÌKÙ

��
��'
+* � ùÀ÷hõPþ � üC÷�ú_ü � ú��mõ#ý3üPýMøÀù ���3õi÷Kþ
e = e1 τ | ¬e1 |

Ñ�ÈÀ¿ ÆKÈ
(b, τ1, τ2, e1) |

Å�Í�Éuä
[τ1, e1]

ÍKÁ
∃α : K; B.τ2

|
É�Í�Á­Ä

(b, e1) |
Â­ÆKË Ë

[(µα : K.τ0)τ1 · · · τn](e1) |
ÑÀÈ�Â­ÆKË Ë

(e1)½�¾ÀÄ$ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�ÁSÒ¤ÆKÂ©Í�Ë ËPÆ�Ò�Ç�¾ÀÄ�Á­ÄAÑCÁ§Ä$Ç­¾ÀÄ
Á�Í�ÊEÄ¦Ò¤ÆKÂ­Ê¥Í�Ç©ß�¿�Ç�¾eÇ�¾ÀÄ�ì�ÆKÈÀâ�Â�ÑÀÄ�È�ÉxÄ¦Â�ÑÀË²Ä$Í�È�Ïe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Á�Ç�Ä"Å�Á¯Ç­¾�Í�Ç�Í�ÅÀÅÀË²Ì_Ç­Æ_Ä�Í�Éu¾�Ù

�Ä"Ç

e = e1 τ
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1 τ) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1)

ÓTÌåÜ � ��à 
¦íSí¯½¦ÞxÙ

•
Ú�Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿²Á¦Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄKÔTÇ­¾ÀÄ�È�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e)
¿²Á�Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄ®Í�È�Ï � Â�ÍKÁ§ÑÀÂ�Äxà�íSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ï�ÏÀÆiÄhÁ�ÈÀÆ�Ç�Í�ÅÀÅÀË²Ì�Ù

•
Ú�Ò$Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿�Á¯Í
ÈÀÆKÈ_ã�Í�Ë ÑÀÄKÔ�Ç�¾ÀÄ"È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e)
¿²Á�Í
ÈÀÆ�ÈEã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù_Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e1)) 7→ (L′, d′1)
ÓiÌ � ÈiÇ�ÌTÅCÄhÏTà # Æ�ÈÀà��SÍ�Ë ÑÀÄhÁ�à�îiÇ�Ä"ÅÍ�È�Ï

(M, e1)
+
7→ (M ′, e′1)

Ô®Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′1)) = (L′, d′1)

ÓTÌ#¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È�Ù
(M, e) = (M, e1 τ)

+,(congruence rule)E[e]=e τ
7→

(M ′, e′1 τ) = (M ′, e′)
Á§Æ

(M, e)
+
7→ (M ′, e′)

Ù]Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e))= (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)) 7→

(L′, d′1) = (L′, d′)
Á­ÆÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) 7→ (L′, d′)
Ù®Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′, e′)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1 τ)) =
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′1))= (L′, d′1) = (L′, d′)
ÓTÌÐÜ � ��à �ÐÞ�Í�ÈCÏåÜ � ��à 
¦íSí¯½¦ÞAÁ§ÆlÄ"ÂuÍ�Á­Ä ((M ′, e′)) = (L′, d′)

Ù

æ �



��
��'
�� � ùÀ÷hõPþ � õiú e = �3ý�ô�ù�, � α, x = e1 û�ý e2



Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = e1
¿²È

e2) =
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿²È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
ÓiÌåÜ � ��à ��# í 
Aì �®Þ�Ù

•

�ÄxÇCÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓPÄ®Í_ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ù

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

ÔSÍ�È�Ï�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, v1))

ÓTÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ­Ä"àZí¯Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«Ù (M, e) = (M,
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x =
e1
¿²È

e2)
∗,(congruence rule)E[e]= +
�%�%��� � α,x=e & � e2

7→ (M,
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = v1
¿²È

e2)
Ù � Ì�ì©Í�ÈÀÆKÈÀ¿²É�Í�ËTëÀÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1=

ÅCÍ�Éuä
[τ1, v11]

Í�Á
∃α1 :

K; B.τ2
Ù�îTÆ

(M,
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = v1
¿ È

e2) = (M,
Ñ�ÈÀÅ�Í�Éuä

α, x =
Å�Í�Éuä

[τ1, v11]
Í�Á

∃α1 : K; B.τ2
¿²È

e2)
(E−UNPACK)

7→

(M, [α 7→ τ1, x 7→ v11]e2) = (M, e′)
Ù Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ë Ä"Ç

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿ ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
(E−LET )

7→
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), [x 7→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)) = (L′, d′)
ÙÛÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(v1) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
Å�Í�Éuä

[τ1, v11]
ÍKÁ

∃α1 : K; B.τ2) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v11)ÓiÌáÜ � ��àZí 
Aì �®Þ�Ù$Ä"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e′)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, [α 7→ τ1, x 7→ v11]e2)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

([α 7→ τ1, x 7→ v11]e2))=
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), [x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v11)]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2))
ÓTÌ Ü � ��à �ÐÞ�Ô � ÂuÍ�Á­Äxà�½�Ä�Â­Ê_à�îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­ÑÀÇ­¿²Æ�È-Í�È�Ï � Â�ÍKÁ§Ä"à�½�ÌTÅCÄ"à�îTÑ�Ó�Á�Ç�¿�Ç�Ñ«Ç­¿²Æ�È�Ù

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), [x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v11)]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2))= (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), [x 7→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v1)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), [x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
= (L′, d′)

Ù
•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓPÄ®Í_ÈÀÆ�ÈÛã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) 7→ (L′, d1)

ÓTÌ � ÈiÇ�ÌiÅPÄ�Ï«à # Æ�È«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Á§à�îiÇ­Ä�Å Í�È�Ï (M, e1)
+
7→ (M ′, e′1)

ÔÛÄ�Â�ÍKÁ§Ä
((M ′, e′1)) = (L′, d1)ÓiÌ�¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È�Ù

(M, e) = (M,
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = e1
¿²È

e2)
+,(congruence rule)E[e]= +
�%�%��� � α,x=e & � e2

7→ (M ′,
Ñ�ÈÀÅ�Í�Éuä

α, x =

e′1
¿²È

e2) = (M ′, e′)
Ù Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿²ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
(congruence rule)E[e]= * �  x=e & � e2

7→
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ë Ä"Ç

x = d1
¿ È�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)) = (L′, d′)
ÙlÄ�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′, e′)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x = e′1
¿²È

e2)) =
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ë Ä"Ç

x =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′1)
¿²ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
ÓTÌ�Ü � ��à �ÐÞ*Í�ÈCÏ¥Ü � ��à ��# í 
Aì �®Þ�Ù ( Ä�Â�ÍKÁ§Ä (M ′),

Ë Ä"Ç
x =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e′1)
¿²ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)) =
(L′,
Ë²ÄxÇ

x = d1
¿²È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)) = (L′, d′)
Ù

��
��'
�� � ùÀ÷hõPþ � õiú e = x



Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(x) = x

ÓTÌ.Ü � ��àZÎ�Þ�ÙA½�¾�¿²ÁA¿²ÁAÈÀÆ�Ç$ÍeãYÍ�Ë Ñ�Ä®ÓÀÑ«ÇhÔ x Ï«ÆTÄ�Á¦È�Æ�ÇAÅÀÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á©Ç�ÆbÍ�È�Æ�Ç­¾�Ä"Â¦Ä"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ7Á§Æ � Â�ÍKÁ§ÑÀÂ�ÄxàíSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ï�Ï«ÆTÄ�Á�ÈÀÆ�Ç¦Í�ÅÀÅÀË²Ì�Ù
��
��'
�� � ùÀ÷hõPþ � õiú e = e1 e2



îT¿²È�ÉxÄ�Ä
¿�Á�ß©Ä"Ë²Ë�Ç�ÌiÅPÄ�Ï�Ô

e1 : (τ1
φ,
* & � &  
7→ τ2)

¾�ÍKÁ�Ë ¿²ÊE¿�Ç
I
ÆKÂ

∞
Ù

•

�ÄxÇ�Ë²¿ ÊE¿ Ç

= ∞
Á­Æ�Ô

e1 : (τ1
φ,∞
7→ τ2)

Ù
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1 : (τ1
φ,∞
7→ τ2) e2) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
ÓTÌáÜ � ��à 
¦í¯í�Þ�Ù

•
Ú�Ò�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
¿�Á�ÈÀÆ�Ç�Í#ãYÍ�Ë Ñ�Ä�ÔEÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e1)) 7→ (L′, d1)
ÓTÌ � ÈiÇ�ÌiÅPÄ�Ï«à # Æ�È«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Á§à�îiÇ­Ä�Å Í�È�Ï (M, e1)

+
7→ (M ′, e′1)

Ô
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′1)) = (L′, d1)
ÓTÌ�¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È�Ù�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
(congruence rule)E[e]=e e2

7→
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′), d1
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))

= (L′, d′)
Ù
(M, e) = (M, e1 e2)

+,(congruence rule)E[e]=e e2

7→ (M ′, e′1 e2) = (M ′, e′)
Ù®Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′, e′)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1 :

(τ1
φ,∞
7→ τ2) e2)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M ′),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e′1)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
ÓTÌåÜ � ��à 
¦íSí©Þ�ÙC½�¾�¿²Á�Ä�	iÑ�Í�Ë�Á (L′, d1

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e2)) = (L′, d′)

Ù
•
Ú�ÒåÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿²ÁeÍáã�Í�Ë²ÑÀÄ#Í�È�Ï:Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
¿�Á¥ÈÀÆ�ÇeÍ.ã�Í�Ë²ÑÀÄKÔ¯Ç�¾ÀÄ"È ÓTÌlì¯à � Â�ÍKÁ§Ä"à��SÍ�Ë Ñ�Ä�Ô e = c

Í�È�ÏMÓTÌ ì¯à ��îiÇ�Ä"Å«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Ô
(M, e1)

∗
7→ (M, v1)

Ù�½�¾ÀÄ"È
Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e2)

Á�Ç�Ä"Å�Á�Ô
e2
Á§Ç­Ä"ÅCÁ"ÔPÍ�È�Ï

e
Á§Ç­Ä�Å�Á�ÓTÌIÉ"Æ�ÈÀâKÂ­Ñ�Ä"È�É"Ä�ÔÀÑ�Á­¿²ÈÀâ_Ç­¾ÀÄ�Á�Í�ÊEÄ®Í�Â­âKÑÀÊEÄ"ÈiÇ¦Í�Á�¿²È

Ç­¾ÀÄ�ÅÀÂ�Ä"ãT¿²Æ�Ñ�Á�É�Í�Á­Ä�Ù
•
Ú�Ò
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
¿²Á©Í®ã�Í�Ë ÑÀÄÃÍ�È�Ï Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
¿²Á©Í®ã�Í�Ë²ÑÀÄKÔKÇ�¾ÀÄ"ÈIÓTÌeì¯à � ÂuÍ�Á­Äxà �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Ô e = c

Í�È�ÏbÓiÌbì¯à ��îiÇ�Ä"Å«à �SÍ�Ë²ÑÀÄKÔ
(M, e1)

∗
7→

(M, v)
Ù � ÌbÚ�ÈTã�Ä�Â�Á­¿²Æ�ÈÛÍ�È�Ï#ì©Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�Ë�ëÀÆKÂ­Ê¥Á�Ô v = λx : τ

φ,
* & � &  
−→ e11

Ù � Ì � Â�ÍKÁ§ÑÀÂ�Äxà�íSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ðáÄ�Â�ÍKÁ§Ä (e1) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)Á§ÆSÄ�Â�ÍKÁ§Ä
(e1) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(v) = λx −→

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e11)

Ù=Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) = (λx −→

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e11))

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e2)

(U−ABSAPP )
7→ [x 7→Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e11) = d′
Ù

e = (λx : τ1
φ,∞
−→ e11) e2

(E−ABSAPP2)
7→ [x 7→ e2]e11 = e′

Ù9Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e′) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
([x 7→

e2]e11) = [x 7→
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e11) = d′
ÓTÌ � ÂuÍ�Á­Äxà�½�Ä�Â­Ê_à�îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ�Ù

æ«×



•

�ÄxÇ�Ë²¿ ÊE¿ Ç

= I
Á­Æ�Ô

e1 : (τ1
φ,I
7→ τ2)

Ù
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1 : (τ1
φ,I
7→ τ2) e2) =

Ë²ÄxÇ
x = 〈

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e2)〉

¿²È
〈〉
ÓTÌåÜ � ��à 
¦íSí¯Ú§Þ�Ù

•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Í�È�Ï�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
ÓCÄ�ã�Í�Ë²ÑÀÄhÁ"Ù

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

ÔhÍ�È�Ï�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, v1))

ÓiÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ­Ä"àZí¯Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«Ù (M, e2)
∗
7→ (M, v2)

Ô�Í�È�Ï�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e2)) =Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, v2))
ÓTÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«ÙÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)

(E−LET )
7→ (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M), 〈〉) = (L′, d′)

Ù Ü
L′ =Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M)
ÞxÙ

(M, e) = (M, e1 e2)
∗,(congruence rule)E[e]=e e2

7→ (M, v1 e2)
∗,(congruence rule)E[e]=v e

7→ (M, v1 v2)
Ù � Ì�Ú�ÈTãKÄ"ÂuÁ§¿²Æ�ÈÖÍ�È�Ï ì©Í�ÈÀÆKÈÀ¿²É�Í�Ë�ëÀÆKÂ­Ê¥Á�Ô e1 = λx : τ

φ,I
−→ e11

Ù
(M, v1 v2) =

(M, (λx : τ
φ,I
−→ e11)v2)

(E−ABSAPP1)
7→ (M,

ÉxÆTÄ"ÂuÉxÄ
([x 7→ v2]e11)) = (M, e′)

Ù
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e′)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M)
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
É"ÆTÄ"ÂuÉxÄ

([x 7→ v2]e11)))= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), 〈〉) = (L′, d′)
ÓTÌÐÜ � ��à�ì � � ��ì � Þ�Ù

•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓCÄ®Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Í�ÈCÏ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
ÓCÄ®Í_ÈÀÆKÈÛãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ù

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

Ô3Í�È�Ï�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e1)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, v1))

ÓTÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ�Æ�â�Â�Ä�Á�Á§à�ðÀÙÐÄ"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e2)) 7→ (L′
2, d2)

ÓTÌ
� ÈiÇ�ÌTÅCÄhÏTà # Æ�È«à �SÍ�Ë²ÑÀÄhÁ�à�îiÇ­Ä�ÅåÍ�È�Ï (M, e2)

+
7→ (M ′

2, e
′
2)
Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′
2, e

′
2)) = (L′

2, d2)
ÓiÌÐ¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ù Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) =
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë Ä"Ç

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿ È
〈〉)
ÓTÌÐÜ � ��à �ÐÞ�Ù�îT¿ ÈCÉxÄ (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M), 〈

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e2)〉)

(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉
7→ (L′

2, 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1), d2〉)
Ô
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)

(congruence rule)E[e]= * �  −→x =e & � e2

7→ (L′
2,
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1), d2〉
¿²È
〈〉) = (L′, d′)

Ù¦Ü
L′ = L′

2

ÞxÙ
(M, e) = (M, e1 e2)

∗,(congruence rule)E[e]=e e2

7→ (M, v1 e2)
+,(congruence rule)E[e]=v e

7→ (M ′
2, v1 e′2) = (M ′, e′)

Ù©Ü
M ′ = M ′

2

ÞxÙ � Ì$Ú�ÈiãKÄ"ÂuÁ§¿²Æ�È
Í�ÈCÏ�ì©Í�ÈÀÆKÈÀ¿²É�Í�Ë�ë�Æ�Â�Ê¥Á"Ô v1 = λx : τ
φ,I
−→

e11
ÙÐÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1 e′2))= (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((λx : τ
φ,I
−→ e11)e

′
2))= (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M ′),

Ë Ä"Ç
x =

〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′2)〉
¿ È
〈〉)
ÓTÌÐÜ � ��à 
¦íSíSÚ§ÞxÙP½�¾�¿²Á�Ä�	KÑCÍ�Ë�Á (L′

2,
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1), d2〉
¿²È
〈〉) = (L′, d′)

Ù
•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓCÄ®Í_ÈÀÆKÈIã�Í�Ë ÑÀÄKÙ

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) 7→ (L′, d1)

ÓTÌ � ÈKÇ�ÌTÅPÄ�ÏTà # ÆKÈ«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Á§à�îTÇ­Ä"ÅåÍ�È�Ï (M, e1)
+
7→ (M ′, e′1)

Ô
Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′1)) = (L′, d1)

ÓTÌ
¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ù�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

x =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
¿ È
〈〉)
Ù�îT¿ ÈCÉxÄ

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)〉)
(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→ (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′), 〈d1,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉)
Ô
(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿ È
〈〉)

(congruence rule)E[e]= * �  −→x =e & � e2

7→ (L′,
Ë Ä"Ç

x = 〈d1,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿ È
〈〉) = (L′, d′)

Ù
(M, e) = (M, e1 e2)

+,(congruence rule)E[e]=e e2

7→

(M ′, e′1 e2) = (M ′, e′)
Ù � Ì
íSÂ�Ä�Á­Ä"Â�ã�Í�Ç­¿²Æ�È�Ô e′1 : (τ1

φ,I
7→ τ2)

Ù Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M ′),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e′1 e2))=

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ë Ä"Ç

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)〉
¿²È
〈〉)= (L′,

Ë Ä"Ç
x = 〈d1,

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e2)〉

¿ È
〈〉) = (L′, d′)

Ù
��
��'
 	 � ùÀ÷hõPþ � õiú e = φ〈−→e 〉




•

�ÄxÇ

e = φ〈e1, e2, . . . , en〉 : t :
φ

i
ß�¾ÀÄ�Â­Ä

i > 0Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(φ〈e1, e2, . . . , en〉 : t :

φ

i) = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1), . . . ,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(en)〉
ÓTÌ Ü � ��à�½ � í 
 � ÞxÙ�Ú�Ò�Ç­¾À¿�Á
¿²Á�ÍIã�Í�Ë²ÑÀÄ_Ç­¾ÀÄ�È

� Â�ÍKÁ§Ñ�Â­Ä"àZíSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ï©ÏÀÆiÄhÁ3ÈÀÆ�ÇSÍ�Å�ÅÀË ÌKÙmÚ�ÒCÇ­¾À¿�Á�¿�ÁmÈ�Æ�ÇSÍAã�Í�Ë ÑÀÄKÔ�Ç­¾�Ä"È�Ò¤Æ�Â6Á§ÆKÊEÄ k
Ô­Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, ek)) 7→ (L′, dk)
ÓTÌ � ÈKÇ�ÌTÅPÄ�ÏTà

# Æ�ÈÀà��SÍ�Ë ÑÀÄhÁ�à�îiÇ�Ä"ÅIÍ�È�Ï (M, ek)
+
7→ (M ′, e′k)

Ô©Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M ′, e′k)) = (L′, dk)

ÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ù
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . ,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(en)〉)
(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→ (L′, 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . , dk, . . . ,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(en)〉) = (L′, d′)
Ù

(M, e) = (M, φ〈e1, . . . , ek, . . . , en〉 : t :
φ

i)
+,(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→ (M ′, φ〈e1, . . . , e
′
k, . . . , en〉 :

t :
φ

i) = (M ′, e′)
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M ′),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(φ〈e1, . . . , ek, . . . , en〉 : t :

φ

i))= (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′), 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(ek), . . . ,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(en)〉)
= (L′, 〈

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1), . . . , dk, . . . ,

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(en)〉) = (L′, d′)

ÓiÌåÜ � ��à �ÐÞ�Í�È�ÏáÜ � ��à�½ � í�
 � ÞxÙ

•

�ÄxÇ

e = φ〈e1, e2, . . . , en〉 : t :
φ

0Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(φ〈e1, e2, . . . , en〉 : t :

φ

0) =
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(en)〉
¿²È
〈〉
ÓTÌ�Ü � ��à�½ � í 
 � Ä��iÞ�Ù Ú�Ò

æ�ð



Ç­¾À¿�Á�¿�Á_Í7ã�Í�Ë²ÑÀÄeÇ�¾ÀÄ"È � Â�ÍKÁ§Ñ�Â­Ä"àZíSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ïbÏ«ÆTÄ�Á�ÈÀÆ�Ç_Í�Å�ÅÀË ÌKÙÐÚ�Ò�Ç�¾À¿²Á_¿�Á�È�Æ�Ç_Í#ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ô�Ç­¾�Ä"È�Ç�¾ÀÄ"Â�Äb¿�Á�Á­Æ�ÊEÄ k
Á­Æ#Ç�¾�Í�Ç

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, ek)) 7→ (L′, dk)

ÓTÌ � ÈKÇ�ÌTÅPÄ�ÏTà # ÆKÈ«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Á§à�îTÇ­Ä"Å#Í�È�Ï (M, ek)
+
7→ (M ′, e′k)

ÔAÄ�Â�ÍKÁ§Ä
((M ′, e′k)) = (L′, dk)

ÓTÌ
¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�ÙEÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ë Ä"Ç

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1), . . . ,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(en)〉
¿²È
〈〉)
Ù�îT¿²È�ÉxÄ

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . ,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(en)〉)
(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→ (L′, 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . , dk, . . . ,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(en)〉)

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë Ä"Ç

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(en)〉
¿²È
〈〉)

(congruence rule)E[e]= * �  −→x =e & � e2

7→

(L′,
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2), . . . , dk, . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(en)〉
¿ È
〈〉) = (L′, d′)

Ù
(M, e) = (M, φ〈e1, e2, . . . , en〉 : t :

φ

0)
+,(congruence rule)E[e]=φ〈v1,··· ,vk−1,e,ek+1,··· ,en〉

7→ (M ′, φ〈e1, . . . , e
′
k, . . . , en〉 : t :

φ

0) = (M ′, e′)
ÙEÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′))

= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(φ〈e1, . . . , e
′
k, . . . , en〉 : t :

φ

0))= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′k), . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(en)〉
¿²È
〈〉)=

(L′,
Ë²ÄxÇ

x = 〈
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1), . . . , dk, . . . ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(en)〉
¿ È
〈〉) = (L′, d′)

ÓTÌÐÜ � ��à �ÐÞ�Í�ÈCÏåÜ � ��à�½ � í 
 � Ä��iÞ�Ù
��
��'
�� � ùÀ÷hõPþ � õiú e = e1 üCô e2 | ��õiú x = e1 ûXý e2



½�¾ÀÄhÁ§Ä�É"ÍKÁ§ÄhÁ�Í�Â�ÄÃÁ­¿²Ê_¿²Ë�Í�Â¦Á­Æ_ß©Ä
Æ�ÈÀË²ÌbÁ­¾ÀÆ�ß�ÆKÈÀÄ�Ù


�Ä"Ç
e = e1

ÆKÅ
e2
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1
Æ�Å

e2) =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Æ�ÅÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
ÓTÌÐÜ � ��à �$í�Þ�Ù

•

�ÄxÇCÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Í�È�Ï�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
ÓCÄ�ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Á�Ù

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

Í�ÈCÏ Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, v1))

ÓTÌ � Â�ÍKÁ§Ñ�Â­Ä"àZíSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ð«Ù�îT¿²ÊE¿ Ë�Í�Â�Ë ÌKÔ (M, e2)
∗
7→ (M, v2)Í�È�Ï
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e2)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, v2))
ÓTÌ � Â�ÍKÁ§ÑÀÂ�Äxà�íSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ðÀÙ (M, e) = (M, e1

Æ�Å
e2)

∗,(congruence rule)E[e]=e
���

e2

7→

(M, v1
Æ�Å

e2)
Í�È�Ï

(M, v1
Æ�Å

e2)
∗,(congruence rule)E[e]=v

���
e

7→ (M, v1
ÆKÅ

v2)
Ù � ÌeÉ�Í�ÈÀÆKÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤Æ�Â�Ê¥Á"Ô v1

Í�ÈCÏ
v2
Í�Â�Ä$ÓPÆ�Ç�¾

¿ ÈiÇ­Ä�â�Ä�Â�Á�Ò¤Æ�Â¦Í�ÈI¿²ÈiÇ­Ä�â�Ä"Â�ÆKÅ�Ô«Æ�Â�ÓPÆTÆ�Ë²Ä�Í�È�Á©Ò¤Æ�Â¦Í_ÓPÆiÆKË ÄhÍ�È�Æ�Å�ÔÀÁ­Æ_Ç­¾�Í�ÇAÁ§¿²ÊEÅÀË²¿�Ò¤Ì
(v1
Æ�Å

v2)
ÄxÎ«¿²Á§Ç�Á�Í�È�Ï

(M, v1
Æ�Å

v2)
(E−SIMPLIFY 1)

7→ (M,
Á­¿ ÊEÅÀË²¿�Ò¤Ì

(v1
ÆKÅ

v2)) = (M, e′)
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1)
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
(E−SIMPLIFY 1)

7→ ((
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Á§¿²ÊEÅÀË²¿�Ò¤Ì

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))) =
(L′, d′)

Ù
Ü�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M) = L′ Þ�ÙEÄ"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e′)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Á­¿ ÊEÅÀË²¿ Ò¤Ì

(v1
Æ�Å

v2)))
= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Á­¿²Ê_Å�Ë ¿ Ò¤Ì

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1)
ÆKÅIÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(v2)))
ÓTÌÐÜ � ��à �ÐÞ�Í�ÈCÏ � ÂuÍ�Á­Äxà�îT¿²ÊEÅÀË ¿ Ò¤Ì�ÙS½�¾�¿²Á�Ä�	KÑCÍ�Ë�Á

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Á§¿²ÊEÅÀË²¿�Ò¤Ì

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v1)
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Á­¿ ÊEÅÀË²¿ Ò¤Ì

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÆKÅIÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(e2))) = (L′, d′)
Ù

•

�ÄxÇCÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓPÄ®Í_ãYÍ�Ë Ñ�Ä®Í�È�Ï�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
ÓCÄ®Í_ÈÀÆKÈIã�Í�Ë ÑÀÄKÙ

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

Í�È�Ï=Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, v1))

ÓiÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ­Ä"àZí¯Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«Ù:Ä�Â�ÍKÁ§Ä ((M, e2)) 7→ (L′
2, d2)ÓiÌ � ÈiÇ�ÌiÅPÄ�Ï«à # Æ�È«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Á§à�îiÇ­Ä�ÅåÍ�ÈCÏ (M, e2)

+
7→ (M ′

2, e
′
2)
Í�È�Ï-Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′
2, e

′
2)) = (L′

2, d2)
ÓiÌ7¿²È�Ï«ÑCÉ�Ç­¿²Æ�È�Ù

(M, e) =
(M, e1

ÆKÅ
e2)

∗,(congruence rule)E[e]=e
���

e2

7→ (M, v1
Æ�Å

e2)
Í�È�Ï

(M, v1
ÆKÅ

e2)
+,(congruence rule)E[e]=v

���
e

7→ (M ′
2, v1

Æ�Å
e′2) = (M ′, e′)

Ù
Ü
M ′

2 = M ′ ÞxÙ®Ä"ÂuÍ�Á­Ä ((M, e)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÆKÅ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2))
(congruence rule)E[e]=v

���
e

7→ (L′
2,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Æ�Å

d2) =
(L′, d′)

Ù�Ü
L′

2 = L′ ÞxÙ Ä"ÂuÍ�Á­Ä ((M ′, e′)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1
ÆKÅ

e′2))= (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v1)
ÆKÅÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e′2))
ÓTÌ

Ü � ��à �ÐÞ�Í�È�Ï.Ü � ��à �$í�ÞxÙ�½�¾À¿�Á�Ä
	iÑ�Í�Ë²Á (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′
2),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1)
ÆKÅ�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′2))= (L′
2,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Æ�Å

d2) = (L′, d′)
Ù

•

�ÄxÇCÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓPÄ®Í_ÈÀÆ�ÈÛã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) 7→ (L′, d1)

ÓTÌ � ÈKÇ�ÌTÅPÄ�ÏTà # ÆKÈ«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Á§à�îTÇ­Ä"ÅåÍ�È�Ï (M, e1)
+
7→ (M ′, e′1)

Ô
Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′1)) = (L′, d1)

ÓTÌ
¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ù

(M, e) = (M, e1
Æ�Å

e2)
+,(congruence rule)E[e]=e

���
e2

7→ (M ′, e′1
Æ�Å

e2) = (M ′, e′).
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) =

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
(congruence rule)E[e]=e

���
e2

7→ (L′, d1
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)) = (L′, d′)
Ù�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′, e′)) =
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e′1
Æ�Å

e2))= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1)
Æ�Å�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2))
ÓTÌåÜ � ��à �ÐÞ�Í�È�Ï.Ü � ��à �$í�Þ�Ù�½�¾�¿²Á�Ä�	iÑ�Í�Ë�Á

(L′, d1
ÆKÅIÄ�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)) = (L′, d′)
Ù

��
��'
�� � ùÀ÷hõPþ � õiú e = û � e1 ú��mõTý e2 õ(�X÷�õ e3



Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(
¿�Ò

e1
Ç�¾ÀÄ"È

e2
Ä�Ë²Á­Ä

e3) =
¿�Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
Ç­¾�Ä"ÈÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e3)
ÓTÌ � ��à�Ú�ë©Ù

•

�ÄxÇCÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓCÄ®ÍEã�Í�Ë²ÑÀÄKÙ

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

Í�È�Ï9Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e1)) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, v1))

ÓTÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«Ù
� ÌIÉ"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�ËCÒ¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô v1

Ê�Ñ�Á§Ç¦ÓPÄ®Í�ÓPÆTÆ�Ë²Ä�Í�È�Ù

æ�ï



•

�ÄxÇ

v1
ÓPÄ
Ç­Â�ÑÀÄ�Ù

(M, e) = (M,
¿ Ò

e1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á§Ä

e3)
∗,(congruence rule)E[e]= & � e  � ��� e2

��* ���
e3

7→ (M,
¿ Ò

v1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3)
Í�ÈCÏ

(M,
¿ Ò

v1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3)
(E−IF1)

7→ (M, e2) = (M, e′)
Ù(Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v1) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Ç­Â�ÑÀÄ

) =
Ç­Â�ÑÀÄ Á§Æ Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿�Á�Ç­Â�ÑÀÄ�Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

¿�Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
Ç­¾ÀÄ�È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
Ä�Ë²Á­Ä
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3))
(E−IF1)

7→ (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)) = (L′, d′)
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e′))= (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e2)) = (L′, d′)

Ù
•

�ÄxÇ

v1
ÓPÄ
Ò�Í�Ë�Á§ÄKÙ

(M, e) = (M,
¿ Ò

e1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á§Ä

e3)
∗,(congruence rule)E[e]= & � e  � ��� e2

��* ���
e3

7→ (M,
¿ Ò

v1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3)
Í�ÈCÏ

(M,
¿ Ò

v1
Ç­¾�Ä"È

e2
Ä"Ë�Á­Ä

e3)
(E−IF2)

7→ (M, e3) = (M ′, e′)
Ù Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v1) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
Ò�Í�Ë�Á­Ä

) =
Ò�Í�Ë²Á­ÄÐÁ­Æ Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
¿�Á¥Ò�Í�Ë²Á­Ä�Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

¿�Ò�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
Ç­¾ÀÄ�È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
Ä�Ë²Á­Ä
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3))
(E−IF2)

7→ (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3)) = (L′, d′)
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′))= (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e3)) = (L′, d′)

Ù
•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓCÄ®Í_ÈÀÆKÈIã�Í�Ë ÑÀÄKÙ

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) 7→ (M ′, d1)

ÓTÌ � ÈiÇ�ÌTÅCÄhÏTà # Æ�ÈÀà��SÍ�Ë ÑÀÄhÁ�à�îiÇ�Ä"ÅÖÍ�È�Ï (M, e1)
+
7→ (M ′, e′1)

ÔbÄ"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′1)) = (L′, d1)ÓiÌå¿ ÈCÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ù

(M, e) = (M,
¿�Ò

e1
Ç­¾ÀÄ�È

e2
Ä"Ë�Á§Ä

e3)
+,(congruence rule)E[e]= & � e  � ��� e2

��* ���
e3

7→ (M ′,
¿�Ò

e′1
Ç�¾ÀÄ"È

e2
Ä�Ë²Á­Ä

e3) =

(M ′, e′)
Ù®Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, e)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
¿ Ò3Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
Ç­¾ÀÄ�È7Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e3))
(congruence rule)E[e]= & � e  � ��� e2

��* ���
e3

7→
(L′,
¿ Ò

d1
Ç­¾ÀÄ�È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
Ä�Ë²Á­Ä
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3)) = (L′, d′)
Ù�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M ′, e′)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(
¿�Ò

e′1
Ç�¾ÀÄ"È

e2
Ä�Ë²Á­Ä

e3))=
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
¿�Ò6Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1)
Ç­¾ÀÄ�È7Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e2)
Ä"Ë�Á§Ä�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e3))
ÓTÌÐÜ � ��à �ÐÞ�Í�ÈCÏáÜ � ��à�Ú�ë6Þ�ÙC½�¾�¿²Á�Ä�	KÑCÍ�Ë�Á

(L′,
¿ Ò

d1
Ç­¾ÀÄ�È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e2)
Ä�Ë²Á­Ä
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e3)) = (L′, d′)
Ù

��
��'
�� � ùÀ÷hõPþ � õiú e = û � B ú��mõTý e1 õ �X÷�õ e2



½�¾À¿�Á�ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á­¿ ÆKÈåÆKÈÀË ÌÐÆTÉ�ÉxÑÀÂuÁ
¿²È�Á§¿�Ï«ÄEÇ�ÌTÅPÄbÉxÆTÄ"ÂuÁ­¿ ÆKÈ#Ò¤ÑÀÈ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Á�Á§ÆÛ¿ Ò
B
Ç­¾ÀÄ�È

e1
Ä"Ë�Á§Ä

e2
ß�¿²Ë²ËSÓCÄbÂ­Ä�Ê_Æ�ãKÄ�ÏÐÓiÌáÍ�È�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

()
Æ�Ò�Í

¾À¿²â�¾ÀÄ�Â�ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È�Í�È�Ï�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(
¿�Ò

B
Ç�¾ÀÄ"È

e1
Ä�Ë²Á­Ä

e2)
¿�Á�ÑÀÈ�ÏÀÄ!��ÈÀÄhÏ*Ù

��
��'
���� � ùÀ÷�õPþ � õiú e = � � x : t :
φ

i .v



•

�ÄxÇ

i > 0Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
�ÀÎ

x : t :
φ

i .v) =
�ÀÎ

x.
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
ÓTÌ9Ü � ��à�ë3Ú�"ÃÞxÙ e =

�ÀÎ
x : t :

φ

i .v
(E−FIX)

7→ [x 7→
�ÀÎ

x : t :
φ

i

.v]v = e′
Ù Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e) =
�ÀÎ

x.
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v)
(U−FIX)

7→ [x 7→
�ÀÎ

x.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)]
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v) = d′ Ù Ä"ÂuÍ�Á­Ä (e′) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

([x 7→
�ÀÎ

x : t :
φ

i .v]v) = [x 7→
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
�ÀÎ

x : t :
φ

i .v)]
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(v) = d′ ÓTÌ � ÂuÍ�Á­Äxà�½�Ä�Â­Ê_à�îTÑÀÓ�Á§Ç­¿ Ç­Ñ«Ç�¿ ÆKÈ�Ù.½�¾À¿²Á�Ä
	iÑ�Í�Ë²Á [x 7→�ÀÎ
x.
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(v)]v = d′ Ù
•

�ÄxÇ

i = 0Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
�ÀÎ

x : t :
φ

0 .v) = 〈〉
ÓTÌåÜ � ��à�ë3Ú�" �KÞ�ÙS½�¾�¿²Á�¿�Á�Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄ®Á§Æ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ�Æ�â�Â�Ä�Á�Á§à�ï�Ï«ÆTÄhÁ�ÈÀÆ�ÇAÍ�ÅÀÅÀË²Ì�Ù

��
��'
��
� � ùÀ÷�õPþ � õiú (M, e) = (M, ��üPù � (eptr, eHas)) | (M, ÷�ú�üCöYõ (eptr, eHas, ev))½�¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Á�Ò¤Æ�Â�Ç�¾ÀÄ�Á­Ä®É"ÍKÁ§ÄhÁ�Í�Â�Ä
Á­¿²Ê_¿²Ë�Í�ÂhÙ �áÄ�ß�¿²Ë Ë�ÆKÈÀË²ÌbÁ§¾�Æ�ß9Æ�ÈÀÄ�Æ�Ò�Ç�¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Á"Ù

�Ä"Ç

(M, e) = (M,
Ë²ÆKÍKÏ

(eptr, eHas))
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M,

Ë ÆiÍ�Ï
(eptr, eHas)))= (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(
Ë ÆiÍ�Ï

(eptr, eHas)))
= (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë ÆiÍ�Ï

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eptr),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas)))
ÓTÌÐÜ � ��à �åÞ�Í�È�Ï.Ü � ��à 
 � 
 �ÃÞxÙ

•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(eptr)
Í�È�Ï�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas)
ÓPÄ�ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Á�Ù

(M, eptr)
∗
7→ (M, vptr)

Í�È�Ï
Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, eptr)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, vptr))

ÓTÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«Ù (M, eHas)
∗
7→ (M, vHas)Í�È�Ï�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, eHas)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M, vHas))
Í�Ë�Á§ÆlÓTÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ­Ä"àZí¯Â­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«Ù � Ì9É"Í�È�Æ�ÈÀ¿�É"Í�Ë$Ò¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô vptr = i

Í�ÈCÏ
vHas =

Ò�ÍKÉ�ÇhÙ-Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ë²ÆKÍKÏ
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eptr),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas)))
(U−LOAD)

7→ (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), 〈M(i), 〈〉〉) =
(L′, d′)

Ù
(M, e) = (M,

Ë²ÆKÍKÏ
(eptr, eHas))

∗,(congruence rule)E[e]= * ����$ (e,eHas)
7→ (M,

Ë²ÆKÍ�Ï
(i, eHas))

Í�È�Ï
(M,
Ë²ÆKÍKÏ

(i, eHas))
∗,(congruence rule)E[e]= * ����$ (vptr,e)

7→

(M,
Ë²ÆKÍKÏ

(i,
Ò�ÍKÉ�Ç

))
Í�È�Ï

(M,
Ë ÆiÍ�Ï

(i,
Ò�Í�ÉxÇ

))
(E−LOAD)

7→ (M,∧〈M(i),
Ò�ÍKÉ�Ç

〉) = (M, e′)
Ù_Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e′))
=
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M,∧〈M(i),
Ò�Í�ÉxÇ

〉))= (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), 〈M(i), 〈〉〉)= (L, d′)
ÓTÌáÜ � ��à �ÐÞxÔ�Ü � ��à �ÐðKÞ�Ô�Ü � ��à�¿�ÞxÔCÍ�È�ÏåÜ � ��à�ë 
Aì©½¦Þ�Ù

æ�ç



•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(eptr)
ÓCÄ®Í_ã�Í�Ë²ÑÀÄ�Í�È�Ï�Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas)
ÓPÄ®Í_ÈÀÆ�ÈÛã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù

(M, eptr)
∗
7→ (M, vptr)

Í�È�Ï:Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, eptr)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, vptr))

ÓTÌ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ­ÆKâ�Â�Ä�Á�Á�à�ð«Ù � ÌÖÉ�Í�ÈÀÆKÈÀ¿�É"Í�Ë©Ò¤ÆKÂ­Ê¥Á�Ô
vptr = i

Ù�Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M, eHas)) 7→ (L′

2, dHas)
ÓiÌ � ÈiÇ�ÌTÅCÄhÏTà # Æ�È«à �SÍ�Ë²ÑÀÄhÁ�à�îiÇ­Ä�Å�Í�È�Ï

(M, eHas)
+
7→ (M ′

2, e
′
Has)

Ô�Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′

2, e
′
Has)) = (L′

2, dHas)
ÓTÌb¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) = (

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(M),

Ë ÆiÍ�Ï
(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eptr),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas)))
(congruence rule)E[e]= * ����$ (vptr ,e)

7→
(L′

2,
Ë²ÆKÍKÏ

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eptr), dHas)) = (L′
2,
Ë²ÆKÍKÏ

(i, dHas)) = (L′, d′)
ÙAÜ

L′
2 = L′ Þ�Ù (M, e) = (M,

Ë²ÆKÍ�Ï
(eptr, eHas))

∗,(congruence rule)E[e]= * ����$ (e,eHas)
7→ (M,

Ë²ÆKÍ�Ï
(i, eHas))

Í�È�Ï
(M,
Ë²ÆKÍKÏ

(i, eHas))
+,(congruence rule)E[e]= * ����$ (vptr,e)

7→
(M ′

2,
Ë²ÆKÍ�Ï

(i, e′Has)) = (M ′, e′)
Ù¦Ü

M ′
2 = M ′ Þ�ÙÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′
2,
Ë ÆiÍ�Ï

(i, e′Has))) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′
2),
Ë²ÆKÍKÏ

(i,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′Has))
ÓTÌÖÜ � ��à �åÞ�Ô¯Ü � ��à�
�� 
 �
Þ�Ô�Í�È�ÏÜ � ��à�¿ÝÞ�ÙS½�¾À¿�Á�Ä
	iÑ�Í�Ë²Á (L′

2,
Ë²ÆKÍ�Ï

(i, dHas) = (L′, d′)
Ù

•

�ÄxÇÛÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(eptr)
ÓCÄ®Í_ÈÀÆKÈIã�Í�Ë²ÑÀÄKÙ

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, eptr)) 7→ (L, dptr)

ÓTÌ � ÈiÇ�ÌTÅCÄhÏTà # Æ�ÈÀà��SÍ�Ë ÑÀÄhÁ�à�îiÇ�Ä"Å�Í�È�Ï (M, eptr)
+
7→ (M ′, e′ptr)

Ô#Ä�Â�ÍKÁ§Ä
((M ′, e′ptr)) =

(L′, dptr)
ÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ù

e′ptr = i
Á§ÆlÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e′ptr) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(i) = i = dptr

ÙEÄ�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e)) =

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M),
Ë ÆiÍ�Ï

(
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eptr),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas)))
(congruence rule)E[e]= * ����$ (e,eHas)

7→ (L′,
Ë²ÆKÍKÏ

(dptr ,
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(eHas))) = (L′, d′)
Ù

(M, e) = (M,
Ë²ÆKÍ�Ï

(eptr, eHas))
+,(congruence rule)E[e]= * ����$ (e,eHas)

7→ (M ′,
Ë ÆiÍ�Ï

(i, eHas)) = (M ′, e′)
ÙÖÄ"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′)) =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′,
Ë²ÆKÍ�Ï

(i, eHas))) =
(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ë ÆiÍ�Ï

(i,
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(eHas)))
ÓiÌEÜ � ��à �åÞ�ÔKÜ � ��à�
�� 
 �
Þ�ÔhÍ�È�ÏEÜ � ��àZ¿ÝÞ�Ù�½�¾À¿�Á*Ä
	iÑ�Í�Ë²Á (L′,

Ë ÆiÍ�Ï
(dptr,

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(eHas))) =

(L′, d′)
Ù

��
��'
�� * � ùÀ÷�õPþ � õiú e = ,�ü�õiö ,�õ (e) | � ù � õ��Eõ � (τ) | ýmõ���� � �mý (K)




¦Ë²Ë�Æ�ÒmÇ�¾ÀÄ�Á­Ä
Ä"ÂuÍ�Á­ÄAÇ�Æ¥ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Á�Ù�½�¾�Ä�Á­ÄÃÅ�Â­ÆTÆ�Ò�Á�Í�Â­Ä�Á­¿ ÊE¿²Ë²Í�Â©Ç­¾ÀÄ�Â­Ä"Ò¤Æ�Â�ÄÃß©Ä
ß�¿ Ë²Ë�ÆKÈÀË ÌIÁ§¾ÀÆ�ß]Æ�ÈÀÄKÙ

�Ä"Ç

e =
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä
	

(τ)
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(
Ê¥Í�ä�Ä

�
Ä�	

(τ)) = 〈〉
ÓTÌåÜ � ��à � 
 � � ��� Þ�ÙP½�¾À¿²Á�¿�Á�ÍEã�Í�Ë²ÑÀÄ�Á§Æ � ÂuÍ�Á­ÑÀÂ�Äxà�íSÂ�Æ�â�Â�Ä�Á�Á§à�ï�Ï«ÆTÄhÁ�ÈÀÆ�ÇAÍ�ÅÀÅÀË²Ì�Ù

��
��'
�� � � ùÀ÷�õPþ e = �mûX÷"úhû�ý3ÿ��3û�÷�� (I1, I2, e1, e2) | ù«ô3ô �¤ó��Eõ � (τ, e1, e2) | �3û�÷�,�ù«ö ��� � �mý (e1) | �3õ ��ý3õ�� � �3ý (e1, τ)
| ûXý	� �3ü�� ù�û�ý (I1, I2, e1, e2)



½�¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Á�Ò¤Æ�Â�Ç�¾ÀÄ�Á­Ä®Í�Â�Ä
Í�Ë²Ë�Á§¿²ÊE¿ Ë�Í�ÂhÙ �åÄ�ß�¿²Ë²Ë�Á§¾�Æ�ß9Æ�ÈÀË²ÌeÆKÈÀÄ�Æ�ÒmÇ­¾ÀÄhÁ§Ä�ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Á�Ù


�Ä"Ç
e =
ÏÀ¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤ÑÀÈ

(e1)
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(
Ï«¿�Á�É"Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e1)) =
Ë²ÄxÇ

x =
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(e1)
¿²È
〈〉
ÓTÌlÜ � ��à �$Ú§î�ì 
 � �Ãë ��# Þ�Ù � Ì � ÈiÇ�ÌTÅCÄhÏTà # Æ�ÈÀà��SÍ�Ë ÑÀÄhÁ�àîiÇ�Ä"Å�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e)) 7→ (L′, d′)
Ù

•

�ÄxÇCÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓPÄ®Í_ãYÍ�Ë Ñ�Ä�Ù

(M, e1)
∗
7→ (M, v1)

Í�È�ÏÐÄ�Â�ÍKÁ§Ä
((M, e1)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, v1))

ÓTÌ � Â�ÍKÁ§Ñ�Â­Ä"àZíSÂ�Æ�âKÂ­ÄhÁ­Á§à�ð«Ù � Ì �SÍ�Ë²ÑÀÄxà � ÂuÍ�Á­Äxà �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Ô�Ä�Â�ÍKÁ§Ä (v1)¿²ÁÛÍ ã�Í�Ë ÑÀÄKÙ Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, 〈〉))

Ù Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) = (

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ë Ä"Ç
x =

Ä�Â�ÍKÁ§Ä
(e1)
¿ È
〈〉)

(E−LET )
7→

(
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M), 〈〉)= (L′, d′)
Ù
(M, e) = (M,

ÏÀ¿²Á�É"Í�Â�Ï
�
Ò¤ÑÀÈ

(e1))
∗,(congruence rule)E[e]= $ & � ������$ � � +%� (e)

7→ (M,
ÏÀ¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤ÑÀÈ

(v1))
(E−DISCARDFUN)

7→ (M, ·〈〉) = (M, e′)
ÙáÄ�Â�ÍKÁ§Ä

((M, e′)) = (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M),
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(·〈〉))
Ù

= (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M), 〈〉) = (L′, d′)
ÓTÌ

Ü � ��à �ÐÞ�Í�È�Ï.Ü � ��à�½ � í�
 � Þ�ÆKÂ®Ü � ��à�½ � í 
 � ã �iÞ�Ù
•

�ÄxÇCÄ"ÂuÍ�Á­Ä

(e1)
ÓPÄ®Í_ÈÀÆ�ÈÛã�Í�Ë²ÑÀÄ�Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e1)) 7→ (L′, d1)

ÓTÌ � ÈKÇ�ÌTÅPÄ�ÏTà # ÆKÈ«à �SÍ�Ë²ÑÀÄ�Á§à�îTÇ­Ä"ÅåÍ�È�Ï (M, e1)
+
7→ (M ′, e′1)

Ô
Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M ′, e′1)) = (L′, d1)

ÓTÌ
¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ�Ù

(M, e) = (M,
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e1))
+,(congruence rule)E[e]= $ & � ������$�� � +
� (e)

7→ (M ′,
Ï«¿�Á­É�Í�ÂuÏ

�
Ò¤ÑÀÈ

(e′1)) = (M ′, e′)
Ù

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
((M, e)) =(

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(M),

Ë Ä"Ç
x =

Ä"ÂuÍ�Á­Ä
(e1)
¿ È
〈〉

(congruence rule)E[e]= * �  x=e & � e2

7→ (L′,
Ë²ÄxÇ

x = d1
¿ È
〈〉)= (L′, d′)

Ù
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

((M ′, e′)) = (
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(M ′),
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(
ÏÀ¿²Á�É"Í�Â�Ï

�
Ò¤ÑÀÈ

(e′1)))= (
Ä�Â�ÍKÁ§Ä

(M ′),
Ë²ÄxÇ

x =
Ä"ÂuÍ�Á­Ä

(e′1)
¿ È
〈〉)
ÓiÌ Ü � ��à �åÞeÍ�ÈCÏÜ � ��à �$Ú§î�ì 
 � �Ãë ��# Þ�Ù�½�¾À¿²Á�Ä�	iÑ�Í�Ë�Á (L′,

Ë Ä"Ç
x = d1

¿²È
〈〉)= (L′, d′)

Ù

æ�æ



� � ¸�µ � � ·m¶m¼xµ��
λ

C ¶m¸
λ

low

�áÄ
ÏÀÄ!��ÈÀÄ�Í�Ç­ÂuÍ�È�Á­Ë�Í�Ç­¿²Æ�ÈeÒ¤Â­ÆKÊ
λC
Ç­Æ

λlow
ÔÀÍ�È�ÏeÅÀÂ�Æ�ã�ÄAÇ­¾ÀÄ�É"Æ�Â�Â­ÄhÉ�Ç­È�Ä�Á�ÁSÆ�ÒmÇ­¾ÀÄÃÇ�Â�Í�È�Á§Ë�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Ù�½�¾ÀÄ
Ë²Í�ÈÀâ�Ñ�Í�â�Ä

λC
ß©ÍKÁ©ÏÀÄ!��ÈÀÄhÏ

ÓTÌ �7ÆKÂ­Â�¿²Á­ÄxÇ­Ç�ÄxÇAÍ�ËZÕ ïYØ�Í�Á©Ò¤ÆKË Ë²Æ�ß¦Á"ñ
τ = α |

¿²ÈiÇ
| ∀[−→α ].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
| 〈−→τ 〉 | ∃α.τ

e = v(−→v ) |
¿ Ò
0(v, e1, e2) |

¾�Í�Ë�Ç
[τ ]v |

Ë Ä"Ç
x = v

¿ È
e |
Ë²ÄxÇ

x = πiv
¿ È

e
|
Ë Ä"Ç

x = v1 p v2
¿²È

e |
Ë Ä"Ç

[α, x] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

v
¿²È

e

v = x | i | 〈−→v 〉 | v[τ ] |
Å�Í�Éuä

[τ, v]
Í�Á

∃α.τ ′

| fixcode x[−→α ](−−→x : τ ).e

p = + | − | ∗

½�¾ÀÄÃË²Í�ÈÀâ�ÑCÍ�â�ÄhÁ
λC2
Ç­Æ

λflat ÔÀÏ«Ä!��È�Ä�ÏeÓPÄ"Ë²Æ�ß�Ô«Í�Â�ÄA¿²ÈiÇ­Ä"Â�ÊEÄ�Ï«¿�Í�Ç�Ä$Ë�Í�È�â�Ñ�Í�â�Ä�ÁSÇ­ÆEÍ�Á�Á§¿�Á§Ç¯Ç­¾�ÄÃÑ�Ë�Ç�¿ Ê¥Í�Ç�ÄAÇ�Â�Í�È�Á­Ë²Í�Ç­¿²Æ�È¥Ò¤Â�Æ�Ê λCÇ­Æ
λlow

Ù
� ��� $ ��
������	����
 �

λ
C � �

λ
C2

½�¾ÀÄ�Ë�Í�ÈÀâKÑ�Í�âKÄ
λC2

Ä"ÎTÇ­Ä"ÈCÏÀÁ
λC
ß�¿ Ç­¾�Ç�ß©ÆEÏÀ¿²Á§Ç­¿²È�É�Ç¦äT¿²È�ÏÀÁ®Ü�ÅCÆK¿ ÈiÇ�Ä"Â¦Í�ÈCÏbÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�ÄYÞ�ñ

K =
Å«Ç­Â���ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä

τ = α |
¿²ÈiÇ

| ∀[
−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï
| 〈−→τ 〉 | ∃α : K.τ

e = v(−→v ) |
¿ Ò
0(v, e1, e2) |

¾�Í�Ë�Ç
[τ ]v |

Ë Ä"Ç
x = v

¿ È
e

|
Ë Ä"Ç

x = v1 p v2
¿²È

e |
Ë Ä"Ç

[α, x] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

v
¿²È

e

v = x | i | 〈−→v 〉 | v[τ ] |
Å�Í�Éuä

[τ, v]
Í�Á

∃α : K.τ ′ |πiv

| fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e

p = + | − | ∗

½mÆ_Ê¥Í�ä�Ä$Ç­¾ÀÄ
λC
àZÇ­Æ�à

λC2
Ç­ÂuÍ�ÈCÁ§Ë�Í�Ç�¿ ÆKÈbÈÀÄhÍ�Ç­Ä�Â�Ô

λC2
Ï«Ä!��È�Ä�Á

πiv
Ç�Æ¥ÓCÄ®Í

v
ÙS½�¾�Ä�Ë²Í�Ç­Ä"Â

λC2
àZÇ­Æ�à

λflat
Ç�Â�Í�È�Á§Ë�Í�Ç�¿ ÆKÈbÂ�Ä"ÊEÆ�ã�ÄhÁ

πiv
Ò¤Â�Æ�Ê

v
Ù

TypeCheckingRules forλC2

ñ
Ü � �Aà ��
 �AÞ

∆, α : K ` α : K

Ü � �Aà�Ú # ½¦Þ ∆ `
¿²ÈiÇ�ñ ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

Ü � �Aà 
�
$
3Þ ∆,
−−−→
α : K ` τi : Ki

∆ ` ∀[
−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
:
ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

Ü � �Aà�½ � í 
 � Þ ∆ ` τi : Ki

∆ ` 〈−→τ 〉 :
Å«Ç­Â

Ü � �Aà�î ��� � Þ ∆, α : K ` τ : K ′

∆ ` (∃α : K.τ) : K ′

Ü�½ �Aà 
¦íSí�Þ ∆; Γ ` v : (τ1, · · · , τn) →
ã�Æ�¿�Ï

∆; Γ ` vi : τi

∆; Γ ` v(−→v )

Ü�½ �Aà�Ú�ë�Þ ∆; Γ ` v :
¿²ÈKÇ

∆; Γ ` e1 ∆; Γ ` e2

∆; Γ `
¿ Ò
0(v, e1, e2)

æ �



Ü�½ �Aà � 
�
«½¦Þ ∆; Γ ` v : τ

∆; Γ `
¾�Í�Ë Ç

[τ ]v

Ü�½ �Aà�î � � Þ ∆; Γ ` v : τ ∆; Γ, x : τ ` e

∆; Γ `
Ë Ä"Ç

x = v
¿ È

e

Ü
x /∈ Γ

Þ

Ü�½ �Aà�í �
��� � ì©½¦Þ ∆; Γ ` v : 〈τ1, · · · , τn〉

∆; Γ ` πiv : τi

Ü
1 ≤ i ≤ n

Þ

Ü�½ �Aà ��# í 
Aì �®Þ ∆; Γ ` v : ∃α : K.τ (∆, α : K); (Γ, x : τ) ` e

∆; Γ `
Ë Ä"Ç

[α, x] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

v
¿²È

e

Ü
x /∈ Γ ∧ α /∈ ∆

Þ

Ü�½ �Aà �$í�Þ ∆; Γ ` v1 :
¿²ÈiÇ

∆; Γ ` v2 :
¿ ÈiÇ

∆; Γ, x :
¿²ÈKÇ

` e

∆; Γ `
Ë Ä"Ç

x = v1 p v2
¿²È

e

Ü
x /∈ Γ

Þ
Ü�½ �Aà ��
 �AÞ

∆; Γ, x : τ ` x : τ

Ü�½ �Aà�Ú # ½¦Þ ∆; Γ ` i :
¿²ÈiÇ

Ü�½ �Aà�½

AíSí�Þ ∆ ` τ0 : K ∆; Γ ` v : ∀[α : K,
−−−→
β : K ′].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
∆; Γ ` v[τ0] : (∀[

−−−→
β : K ′].(−→τ [τ0/α]) →

ã�Æ�¿�Ï
)

Ü�½ �Aà�½ � í 
 � Þ ∆; Γ ` vi : τi

∆; Γ ` 〈−→v 〉 : 〈−→τ 〉

Ü
x0 /∈ Γ

Þ

Ü�½ �Aà�í 
Aì �®Þ ∆ ` τ : K ∆; Γ ` v : τ ′[τ/α]

∆; Γ `
Å�ÍKÉuä

[τ, v]
Í�Á

∃α : K.τ ′ : ∃α : K.τ ′

Ü�½ �Aà�ëmÚ�"
Þ −−−→
α : K ` τi : K ′

i

−−−→
α : K; x : ∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
, x1 : τ1, · · · , xn : τn ` e

∆; Γ ` fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e : ∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï
Ü�½ �Aà � # �
Þ ∆ ` τi : Ki

∆ ` {x1 7→ τ1, . . . , xn 7→ τn}½�¾ÀÄÃÇ­ÂuÍ�ÈCÁ§Ë�Í�Ç�¿ ÆKÈeÒ¤Â�Æ�Ê
λC
Ç­Æ

λC2
ÓPÆYÎTÄhÁ�Í�Ë²Ë*ÈÀÆ�ÈÀàZÅPÆ�¿²ÈiÇ­Ä"Â�Ç�ÌTÅPÄ�Á�ñ

B({α1, . . . , αn}) = {α1 7→
Å«Ç­Â

, . . . , αn 7→
ÅÀÇ­Â

}

B({x1 7→ τ1, . . . , xn 7→ τn}) = {x1 7→ B(τ1), . . . , xn 7→ B(τn)}

B(α) = α

B(
¿²ÈKÇ

) = 〈
¿²ÈiÇ

〉

B(∀−→α .−→τ →
ãKÆ�¿�Ï

) = 〈∀
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

.
−−−→
B(τ) →

ã�Æ�¿�Ï
〉

B(〈−→τ 〉) = 〈
−−−→
B(τ)〉

B(∃α.τ ′) = ∃α :
Å«Ç�Â

.B(τ ′)

B(v(−→v )) = (π1(B(v)))(
−−→
B(v))

B(
¿ Ò
0(v, e1, e2)) =

¿�Ò
0(π1(B(v)),B(e1),B(e2))

B(
¾�Í�Ë�Ç

[τ ]v) =
¾�Í�Ë Ç

[B(τ)]B(v)

B(
Ë²ÄxÇ

x = v
¿ È

e) =
Ë Ä"Ç

x = B(v)
¿ È
B(e)

æ �



B(
Ë²ÄxÇ

x = πi(v)
¿ È

e) =
Ë²ÄxÇ

x = πi(B(v))
¿ È
B(e)

B(
Ë²ÄxÇ

x = v1 p v2
¿²È

e) =
Ë²ÄxÇ

x = 〈(π1(B(v1))) p (π1(B(v2)))〉
¿²È
B(e)

B(
Ë²ÄxÇ

[α, x] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

v
¿²È

e) =
Ë²ÄxÇ

[α, x] =
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

B(v)
¿²È
B(e)

B(x) = x

B(i) = 〈i〉

B(〈−→v 〉) = 〈
−−→
B(v)〉

B(v[τ ]) = 〈(π1(B(v)))[B(τ)]〉

B(
Å�ÍKÉuä

[τ, v]
Í�Á

∃α : K.τ ′) =
Å�Í�Éuä

[B(τ), B(v)]
Í�Á

∃α :
Å«Ç�Â

.B(τ ′)

B(fixcode x[−→α ](−−→x : τ ).e) = 〈fixcode x0[
−−−−→
α :
Å«Ç�Â

](
−−−−−→
x : B(τ)).

Ë Ä"Ç
x = 〈x0〉

¿²È
B(e)〉

Lemma1
ñ6Ú�Ò

B(∆);B(Γ) `C2
e : B(τ [τ ′/α])

Ô«Ç­¾ÀÄ�È
B(∆);B(Γ) `C2

e : B(τ)[B(τ ′)/α]

Proof :

1a. τ = α
B(τ [τ ′/α]) = B(τ ′)
B(τ)[B(τ ′)/α] = B(α)[B(τ ′)/α] = α[B(τ ′)/α] = B(τ ′)½�¾TÑ�Á�Ô

B(τ [τ ′/α]) = B(τ)[B(τ ′)/α]
Ù

1b. τ = β 6= α
B(τ [τ ′/α]) = B(β) = β
B(τ)[B(τ ′)/α] = B(β)[B(τ ′)/α] = β[B(τ ′)/α] = β½�¾TÑ�Á�Ô

B(τ [τ ′/α]) = B(τ)[B(τ ′)/α]
Ù

2. τ =
¿²ÈiÇ

B(τ [τ ′/α]) = B(
¿²ÈiÇ

[τ ′/α]) = B(
¿²ÈiÇ

) = 〈
¿²ÈKÇ

〉
B(τ)[B(τ ′)/α] = B(

¿²ÈiÇ
)[B(τ ′)/α] = 〈

¿²ÈiÇ
〉[B(τ ′)/α] = 〈

¿ ÈiÇ
〉½�¾TÑ�Á�Ô

B(τ [τ ′/α]) = B(τ)[B(τ ′)/α]
Ù

3. τ = ∀[
−→
β ].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
B(τ [τ ′/α]) = B((∀[

−→
β ].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï
)[τ ′/α]) = B(∀[

−→
β ].(

−−−−→
τ [τ ′/α]) →

ã�Æ�¿�Ï
)

= 〈∀
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

.
−−−−−−−→
B(τ [τ ′/α]) →

ã�Æ�¿�Ï
〉

B(τ)[B(τ ′)/α] = B(∀[
−→
β ].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï
)[B(τ ′)/α] = 〈∀

−−−−→
α :
Å«Ç�Â

.
−−−→
B(τ) →

ã�ÆK¿²Ï
〉[B(τ ′)/α]

= 〈∀
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

.
−−−−−−−−−−→
B(τ)[B(τ ′)/α] →

ã�ÆK¿²Ï
〉

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
äTÈÀÆ�ß B(τ)[B(τ ′)/α] = 〈∀
−−−−→
α :
Å«Ç�Â

.
−−−−−−−→
B(τ [τ ′/α]) →

ãKÆ�¿�Ï
〉½�¾TÑ�Á�Ô

B(τ [τ ′/α]) = B(τ)[B(τ ′)/α]
Ù

4. τ = 〈−→τ 〉

B(τ [τ ′/α]) = B(〈−→τ 〉[τ ′/α]) = B(〈
−−−−→
τ [τ ′/α]〉) = 〈

−−−−−−−→
B(τ [τ ′/α])〉

B(τ)[B(τ ′)/α] = B(〈−→τ 〉)[B(τ ′)/α] = 〈
−−−→
B(τ)〉[B(τ ′)/α] = 〈

−−−−−−−−−−→
B(τ)[B(τ ′)/α]〉

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä�É"Í�ÈIâKÄxÇ B(τ)[B(τ ′)/α] = 〈
−−−−−−−→
B(τ [τ ′/α])〉
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½�¾TÑ�Á�Ô
B(τ [τ ′/α]) = B(τ)[B(τ ′)/α]

Ù

5. τ = ∃β.τ0

B(τ [τ ′/α]) = B((∃β.τ0)[τ
′/α]) = B(∃β :

Å«Ç­Â
.(τ0[τ

′/α])) = ∃β :
Å«Ç­Â

.B((τ0[τ
′/α]))

B(τ)[B(τ ′)/α] = B(∃β.τ0)[B(τ ′)/α] = ∃β :
Å«Ç­Â

.B(τ0)[B(τ ′)/α] = ∃β :
Å«Ç�Â

.(B(τ0)[B(τ ′)/α])
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È B(τ)[B(τ ′)/α] = ∃β :

Å«Ç­Â
.(B(τ0)[B(τ ′)/α]) = ∃β :

Å«Ç­Â
.B((τ0[τ

′/α]))½�¾TÑ�Á�Ô
B(τ [τ ′/α]) = B(τ)[B(τ ′)/α]

Ù

ì�Æ�Â�Â�Ä�É�Ç�ÈÀÄ�Á�Á
:

×KÙ�Ú�Ò
∆ `C τ

Ô�Ç­¾ÀÄ�È
B(∆) `C2

B(τ) :
Å«Ç�Â

ðÀÙ�Ú�Ò
∆ `C Γ

Ô«Ç­¾�Ä"È
B(∆) `C2

B(Γ)

ï�Ù�Ú�Ò
∆; Γ `C e

Ô«Ç�¾ÀÄ"È
B(∆);B(Γ) `C2

B(e)

çCÙ�Ú�Ò
∆; Γ `C v : τ

Ô«Ç­¾ÀÄ�È
B(∆);B(Γ) `C2

B(v) : B(τ)

Proof :

½�¾ÀÄÛÅÀÂ�ÆTÆ�Ò$Æ�Ò
B(∆) `C2

B(Γ)
É"Æ�ÊEÄ�Á¥ÏÀ¿ Â�Ä�ÉxÇ­Ë²Ì�Ò¤Â­ÆKÊ

B(∆) `C2
B(τ) :

Å«Ç�Â�Ù9½�¾�Ä�Æ�Ç­¾ÀÄ�Â¥ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Á¥Í�Â�ÄÛÓiÌMÁ�Ç�Â­Ñ�ÉxÇ­ÑÀÂuÍ�Ë
¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ
Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâ¥Í�ÈCÏIäT¿²È�Ï«¿²ÈÀâ¥Ï«Ä"Â�¿²ãYÍ�Ç­¿²Æ�È�Á�ñ

1. τ = α
Ô
B(τ) = α

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä ∆ `C τ
Ü
FTV (τ) ⊆ ∆

Þ�Ô
B(∆) = ∆′, α :

Å«Ç­Â
� Ì¥Ç­¾�ÄeÜ � �Aà���
 �AÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
äiÈ�Æ�ß ∆′, α :

ÅÀÇ­Â
`C2

α :
ÅÀÇ­Â

½�¾TÑ�Á�Ô
B(∆) `C2

B(τ) :
Å«Ç�Â

2. τ =
¿²ÈiÇ�Ô

B(τ) = 〈
¿²ÈKÇ

〉ëÀÂ�Æ�Ê&Ü ��ì¯àZÚ # ½¦Þ�Ô ∆ `C

¿²ÈiÇ
� ÌÐÜ � �Aà�Ú # ½¦Þ�Ô B(∆) `C2

¿²ÈKÇ
:
ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

� Ì¥Ç­¾�ÄeÜ � �Aà�½ � í 
 � ÞxÔ�ß©Ä
äiÈ�Æ�ß B(∆) `C2
〈
¿ ÈiÇ

〉 :
Å«Ç­Â

½�¾TÑ�Á�Ô
B(∆) `C2

B(τ) :
Å«Ç�Â

3. τ = ∀−→α .−→τ →
ãKÆ�¿�Ï�Ô

B(τ) = 〈∀
−−−−→
α :
Å«Ç�Â

.
−−−→
B(τ) →

ã�Æ�¿�Ï
〉

∆ `C ∀−→α .−→τ →
ã�ÆK¿²ÏIß�¾ÀÄ�Â­Ä

∆,−→α `C τi

Ù
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆,−→α ) `C B(τi) :

Å«Ç�Â�Ù
� ÌÐÜ � �Aà 
�
$
3Þ�Ô B(∆) `C (∀

−−−−→
α :
Å«Ç�Â

.
−−−→
B(τ) →

ã�ÆK¿²Ï
) :
ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

� Ì¥Ç­¾�ÄeÜ � �Aà�½ � í 
 � Þ�Â­ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
äTÈÀÆ�ß B(∆) `C2
〈∀
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

.
−−−→
B(τ) →

ãKÆ�¿�Ï
〉 :
Å«Ç�Â

½�¾TÑ�Á�Ô
B(∆) `C2

B(τ) :
Å«Ç�Â

4. τ0 = 〈−→τ 〉
Ô
B(τ0) = 〈

−−−→
B(τ)〉

∆ `C 〈−→τ 〉
Ô�Í�È�Ï

∆ `C τi

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆) `C2
B(τi) : KiëÀÂ�Æ�Ê:Ç­¾ÀÄeÜ � �¦à�½ � í 
 � Þ©Â�ÑÀË ÄKÔÀß©ÄÃäTÈÀÆ�ß B(∆) `C2

〈
−−−→
B(τ)〉 :

Å«Ç�Â
½�¾TÑ�Á�Ô

B(∆) `C2
B(τ0) :

Å«Ç­Â

5. τ = ∃α.τ ′ Ô B(τ) = ∃α :
Å«Ç�Â

.B(τ ′)
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä ∆ `C ∃α.τ ′ Ô«Ç�¾ÀÄ"È ∆, α `C τ ′

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
äTÈÀÆ�ß B(∆), α :
Å«Ç�Â

`C2
B(τ ′) :

Å«Ç­Â
� Ì¥Ç­¾�ÄeÜ � �Aà�î ��� � Þ�Ô ∆ `C2

∃α :
Å«Ç�Â

.B(τ ′) :
Å«Ç�Â

æ �



6. e = v(−→v )
Ô
B(e) = (π1(B(v)))(

−−→
B(v))

� Ì¥Ç­¾�ÄeÜ�½Aì¯à 
¦íSí�ÞxÔ ∆; Γ `C v : (τ1, · · · , τn) →
ã�ÆK¿²Ï�Í�È�Ï

∆; Γ `C vi : τi

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2
B(v) : 〈

−−→
B(τ) →

ãKÆ�¿�Ï
〉Í�ÈCÏ

B(∆);B(Γ) `C2
B(vi) : B(τi)

� ÌÐÜ�½ �Aà�í �
��� � ì©½¦ÞxÔ B(∆);B(Γ) `C2
π1(B(v)) :

−−→
B(τ) →

ãKÆ�¿�ÏÐÔ
� ÌÐÜ�½ �Aà 
¦íSí�ÞxÔ B(∆);B(Γ) `C2

(π1(B(v)))(
−−→
B(v))

7. e =
¿ Ò
0(v, e1, e2)

Ô
B(e) =

¿�Ò
0(π1(B(v)),B(e1),B(e2))

� Ì¥Ç­¾�ÄeÜ�½Aì¯à�Ú�ë�ÞxÔ ∆; Γ `C v :
¿ ÈiÇAÍ�ÈCÏ

∆; Γ `C e1
Ô
∆; Γ `C e2

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2
B(v) : 〈

¿²ÈiÇ
〉
Ô

Í�ÈCÏ
B(∆);B(Γ) `C2

B(e1)
Ô
B(∆);B(Γ) `C2

B(e2)
� ÌÐÜ�½ �Aà�í �
��� � ì©½¦ÞxÔ ∆; Γ `C2

π1(B(v)) :
¿²ÈKÇ

� ÌÐÜ�½ �Aà�Ú�ë�ÞxÔ B(∆);B(Γ) `C2

¿�Ò
0(π1(B(v)),B(e1),B(e2))

8. e =
¾�Í�Ë�Ç

[τ ]v
Ô
B(
Ä
) =
¾�Í�Ë�Ç

[B(τ)]B(v)
� ÌÐÜ�½Aì¯à � 
 
«½¦Þ�Ô ∆; Γ `C v : τ
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2

B(v) : B(τ)
Ô

� ÌÐÜ�½ �Aà � 
�
«½¦ÞxÔ B(∆);B(Γ) `C2

¾�Í�Ë Ç
[B(τ)]B(v)

9. e0 =
Ë Ä"Ç

x = v
¿ È

e
Ô
B(e0) =

Ë Ä"Ç
x = B(v)

¿²È
B(e)

� Ì¥Ç­¾�ÄeÜ�½Aì¯à�î � � Þ�Ô ∆; Γ `C v : τ
Í�È�Ï

∆; Γ; x : τ `C e
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2

B(v) : B(τ)
Í�È�Ï

B(∆);B(Γ), x : B(τ) `C2
B(e)

� ÌÐÜ�½ �Aà�î � � Þ©Â�ÑÀË ÄKÔ B(∆);B(Γ) `C2

Ë Ä"Ç
x = B(v)

¿²È
B(e)

10. e0 =
Ë²ÄxÇ

x = πi(v)
¿ È

e
Ô
B(e0) =

Ë²ÄxÇ
x = πi(B(v))

¿²È
B(e)

� ÌÐÜ�½Aì¯à�í �
��� � ì©½¦Þ�Ô ∆; Γ `C v : 〈τ1, · · · , τn〉
Ô�Í�ÈCÏ

∆; Γ, x : τi `C e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2
B(v) : 〈

−−−→
B(τi)〉

Í�È�Ï
B(∆);B(Γ), x : B(τi) `C2

B(e)
� ÌÐÜ�½ �Aà�í �
��� � ì©½¦Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô B(∆);B(Γ) `C2

Ë Ä"Ç
x = πi(B(v))

¿ È
B(e)

11. e0 =
Ë²ÄxÇ

x = v1 p v2
¿²È

e
Ô
B(e0) =

Ë²ÄxÇ
x = 〈(π1(B(v1))) p (π1(B(v2)))〉

¿ È
B(e)

� ÌÐÜ�½Aì¯à �$í�ÞxÔÀß�Ä
äTÈÀÆ�ß ∆; Γ `C v1 :
¿²ÈKÇhÔ

∆; Γ `C v2 :
¿²ÈiÇ�Ô

Í�ÈCÏ
∆; Γ, x :

¿²ÈiÇ
`C e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2
B(v1) : 〈

¿ ÈiÇ
〉
Ô

B(∆);B(Γ) `C2
B(v2) : 〈

¿²ÈiÇ
〉
Ô
B(∆);B(Γ), x : 〈

¿²ÈiÇ
〉 `C2

B(e)
� ÌÐÜ�½ �Aà�í �
��� � ì©½¦ÞxÔ B(∆);B(Γ) `C2

π1(B(v1)) :
¿²ÈKÇ

� ÌÐÜ�½ �Aà�í �
��� � ì©½¦ÞxÔ B(∆);B(Γ) `C2
π1(B(v2)) :

¿²ÈKÇ
� ÌÐÜ�½ �Aà�½ � í 
 � Þ�Í�ÈCÏåÜX½ �¦à �$í�Þ�Ô B(∆);B(Γ) `C2

〈(π1(B(v1))) p (π1(B(v2)))〉 : 〈
¿²ÈiÇ

〉
� ÌÐÜ�½ �Aà ��
 �AÞ�Ô B(∆);B(Γ) `C2

B(e0)

12. e0 =
Ë²ÄxÇ

[α, x] =
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

v
¿ È

e
Ô
B(e0) =

Ë Ä"Ç
[α, x] =

ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä
B(v)

¿ È
B(e)ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½Aì¯à ��# í 
Aì �®ÞxÔÀß�Ä
äTÈÀÆ�ß ∆; Γ `C v : ∃α.τ

ÔPÍ�È�Ï
(∆, α); (Γ, x : τ) `C e
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2

B(v) : ∃α :
Å«Ç�Â

.B(τ)
B(∆), α :

Å«Ç­Â
;B(Γ), x : B(τ) `C2

B(e)
� ÌÐÜ�½ �Aà ��# í 
Aì �®Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô B(∆);B(Γ) `C2

Ë Ä"Ç
[α, x] =

ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä
B(v)

¿ È
B(e)

13. v = x
Ô
B(v) = xëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½Aì¯à ��
 �AÞ�Ô

∆; Γ, x : τ `C x : τ

� �



ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà���
 �AÞxÔ
B(∆);B(Γ), x : B(τ) `C2

x : B(τ)

14. v = i
Ô
B(v) = 〈i〉

� ÌÐÜ�½Aì¯à�Ú # ½¦ÞxÔ ∆; Γ `C i :
¿ ÈiÇ

� ÌÐÜ�½ �Aà�Ú # ½¦Þ�Ô B(∆);B(Γ) `C2
i :
¿ ÈiÇ�Ô

Í�ÈCÏbÓTÌÐÜX½ �¦à�½ � í 
 � Þ�Ô B(∆);B(Γ) `C2
〈i〉 : 〈

¿²ÈKÇ
〉

15. v = 〈−→v 〉
Ô
B(v) = 〈

−−→
B(v)〉

� ÌÐÜ�½Aì¯à�½ � í�
 � ÞxÔ ∆; Γ `C 〈−→v 〉 : 〈−→τ 〉
Ô�Í�È�Ï

∆; Γ `C vi : τi

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2
B(vi) : B(τi)

� ÌÐÜ�½ �Aà�½ � í 
 � Þ�Â�ÑÀË ÄKÔ B(∆);B(Γ) `C2
〈
−−→
B(v)〉 : 〈

−−→
B(τ)〉

16. v0 = v[τ ]
Ô
B(v0) = 〈(π1(B(v)))[B(τ)]〉ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½Aì¯à�½

AíSí�Þ�Ô

∆; Γ `C v : ∀[α,
−→
β ].

−→
τ ′ →

ã�Æ�¿�Ï�Ô�Í�È�Ï
∆ `C τ

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô B(∆);B(Γ) `C2
B(v) : 〈∀[α :

Å«Ç�Â
,
−−−−→
β :
Å«Ç�Â

].
−−−→
B(τ ′) →

ãKÆ�¿�Ï
〉
Ô

Í�ÈCÏ
B(∆) `C2

B(τ) :
Å«Ç­Â

� ÌÐÜ�½ �Aà�í �
��� � ì©½¦ÞxÔ B(∆);B(Γ) `C2
(π1B(v)) : ∀[α :

Å«Ç�Â
,
−−−−→
β :
Å«Ç�Â

].
−−−→
B(τ ′) →

ãKÆ�¿�Ï
� ÌÐÜ�½ �Aà�½

AíSí�Þ�ÔCß�Ä�ÆKÓ«Ç�Í�¿ È
B(∆);B(Γ) `C2

π1(B(v))[B(τ)] : ∀
−−−−→
β :
Å«Ç�Â

.
−−−→
B(τ ′)[B(τ)/α] →

ã�ÆK¿²Ï
� Ì¥Ç­¾�Ä 
�Ä"ÊEÊ¥ÍEÍ�ÓPÆ�ã�ÄKÔ ∀−−−−→β :

Å«Ç­Â
.
−−−→
B(τ ′)[B(τ)/α] →

ã�ÆK¿²Ï
= ∀

−−−−→
β :
Å«Ç�Â

.
−−−−−−−→
B([τ/α]τ ′) →

ã�ÆK¿²Ï
Í�ÈCÏ

〈∀
−−−−→
β :
Å«Ç�Â

.
−−−−−−−→
B([τ/α]τ ′) →

ã�ÆK¿²Ï
〉 = B(∀

−→
β .

−−−−→
[τ/α]τ ′ →

ãKÆ�¿�Ï
)½�¾TÑ�Á�ÓTÌÐÜ�½ �Aà�½ � í 
 � Þ�Ô B(∆);B(Γ) `C2

〈(π1(B(v)))[B(τ)]〉 : B(∀
−→
β .

−−−−→
[τ/α]τ ′ →

ã�Æ�¿�Ï
)

17. e = fixcode x[−→α ](−−→x : τ).e
Ô
B(e) = 〈fixcode x0[

−−−−→
α :
ÅÀÇ­Â

](
−−−−−→
x : B(τ)).

Ë²ÄxÇ
x = 〈x0〉

¿²È
B(e)〉ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½Aì¯à�ëmÚ�"
Þ�Ô −→α `C τi

Ô −→α ; x : ∀[−→α ].(−→τ ) →
ãKÆ�¿�Ï

, x1 : τ1, · · · , xn : τn `C e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô −−−−→
α :
Å«Ç­Â

`C2
B(τi) :

Å«Ç�Â Ô
−−−−→
α :
ÅÀÇ­Â

; x : 〈∀[
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

].(
−−→
B(τ)) →

ãKÆ�¿�Ï
〉, x1 : B(τ1), · · · , xn : B(τn) `C2

B(e)ß©ÄÃäTÈÀÆ�ß
x0 : ∀[

−−−−→
α :
Å«Ç­Â

].(
−−→
B(τ)) →

ã�ÆK¿²Ï
`C2

〈x0〉 : 〈∀[
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

].(
−−→
B(τ)) →

ã�ÆK¿²Ï
〉

� ÌÐß©Ä�Í�ä�Ä"È�¿ ÈÀâÛË²Ä"ÊEÊ¥ÍÀÔ −−−−→α :
Å«Ç�Â

; x : 〈∀[
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

].(
−−→
B(τ)) →

ã�ÆK¿²Ï
〉, x1 : B(τ1), · · · , xn : B(τn), x0 : ∀[

−−−−→
α :
Å«Ç­Â

].(−→τ ) →ã�ÆK¿²Ï
`C2

B(e)

� ÌÐÜ�½ �Aà�î � � Þ�Ô −−−−→α :
Å«Ç�Â

; x1 : B(τ1), · · · , xn : B(τn), x0 : ∀[
−−−−→
α :
Å«Ç­Â

].(
−−→
B(τ)) →

ã�ÆK¿²Ï
`C2

Ë²ÄxÇ
x = 〈x0〉

¿²È
B(e)

� ÌÐÜ�½ �Aà�ëmÚ�"
Þ�Ô B(∆);B(Γ) `C2
fixcode x0[

−−−−→
α :
Å«Ç­Â

](
−−−−−→
x : B(τ)).

Ë²ÄxÇ
x = 〈x0〉

¿²È
B(e) : ∀[

−−−−→
α :
Å«Ç�Â

].(−→τ ) →
ã�Æ�¿�Ï

� ÌÐÜ�½ �Aà�½ � í 
 � Þ�Ô B(∆);B(Γ) `C2
〈fixcode x0[

−−−−→
α :
Å«Ç�Â

](
−−−−−→
x : B(τ)).

Ë²ÄxÇ
x = 〈x0〉

¿ È
B(e)〉 : 〈∀[

−−−−→
α :
ÅÀÇ­Â

].(−→τ ) →
ã�ÆK¿²Ï

〉

18. e =
Å�ÍKÉuä

[τ, v]
ÍKÁ

∃α : K.τ ′, B(e) =
Å�Í�Éuä

[B(τ), B(v)]
ÍKÁ

∃α :
Å«Ç­Â

.B(τ ′)ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½Aì¯à�í 
Aì �®ÞxÔ
∆ `C τ

Ô
∆; Γ `C v : τ ′[τ/α]

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
â�Ä"Ç B(∆) `C2
B(τ) :

Å«Ç­Â Ô
B(∆);B(Γ) `C2

B(v) : B(τ ′[τ/α])
� ÌeË²Ä"ÊEÊ¥ÍI×KÔ«ß�Ä®É�Í�È�ß�Â­¿ Ç­Ä B(∆);B(Γ) `C2

B(v) : B(τ ′)[B(τ)/α]
� ÌÐÜ�½ �Aà�í 
Aì �®Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô B(∆);B(Γ) `C2

B(e) : ∃α :
Å«Ç�Â

.B(τ ′)

� ��� $ ��
������	����
 �
λ

C2
� �

λ
flat

½mÂ�Í�È�Á§Ë�Í�Ç�¿ È�â
λC2

Ç­Æ
λlow

Â�Ä
	iÑÀ¿²Â�Ä�Á�Á­Æ�ÊEÄ�Ä ��Æ�Â­Ç¦Ç­Æ¥Ó�Â­ÄhÍ�äbÑ�Å7ÈÀÄ�Á§Ç­ÄhÏ�Ç­ÑÀÅÀË²Ä�Í�Ë Ë²Æ«É"Í�Ç�¿ ÆKÈ�Á�Ô�Á§Æ¥ß©Ä®Ï«Ä%��ÈÀÄ�Í é �CÍ�Ç§Ç­Ä�ÈÀÄ�ÏTê
ã�Í�Â�¿�Í�ÈiÇ
Æ�Ò

λC2
É"Í�Ë Ë²Ä�Ï

λflat
Ç­Æ_Ò�ÍKÉ�Ç­ÆKÂ�Æ�Ñ«Ç�Ç­¾�¿²Á�Ä �PÆKÂ§Ç¦Í�¾ÀÄ�ÍKÏeÆ�ÒmÇ­¿²ÊEÄ�Ù

λflat
¿�Á�Á�Ç�Â­¿�É�Ç�Ë ÌIÍ_Á­ÑÀÓ�Á­ÄxÇ�Æ�Ò

λC2
ñ�Ç­¾ÀÄ�ÌbÁ§¾CÍ�Â�ÄAÇ�¾ÀÄ�Á­Í�Ê_Ä
äT¿²È�Ï

� ×



Í�ÈCÏeÇ�ÌTÅPÄ®Á§Ì«Á§Ç­Ä"Ê¥Á�ÔÀÍ�È�ÏÛÍ�ÈiÌ
λflat

ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�ÈI¿²Á�Í�Ë²Á­Æ¥Í
λC2

ÄxÎ«ÅÀÂ�Ä�Á�Á§¿²Æ�È�ñ

K �
ÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�Ä �©Å«Ç�Â

τ = α |
¿²ÈiÇ

| ∀[
−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï
| 〈−→τ 〉 | ∃α : K.τ

e = x(−→x ) |
¿ Ò
0(x, e1, e2) |

¾�Í�Ë Ç
[τ ]x |

Ë Ä"Ç
x = t

¿ È
e |
Ë²ÄxÇ

x0 = πix
¿ È

e
|
Ë Ä"Ç

[α, x] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

x0
¿²È

e |
Ë Ä"Ç

x0 = 〈−→x 〉
¿²È

e

t = x | i |x[τ ] |
Å�ÍKÉuä

[τ, x]
ÍKÁ

∃α : K.τ ′ |x1 p x2

| fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e

p = + | − | ∗

TypeCheckingRulesForλFlat

Ü ��ëmà ��
 �AÞ
∆, α : K ` α : K

Ü ��ëmà�Ú # ½¦Þ ∆ `
¿²ÈiÇ�ñ ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä

Ü ��ëmà 
�
 
mÞ ∆,
−−−→
α : K ` τi : Ki

∆ ` ∀[
−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
:
ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

Ü ��ëmà�½ � í 
 � Þ ∆ ` τi : Ki

∆ ` 〈−→τ 〉 :
Å«Ç­Â

Ü ��ëmà�î ��� � Þ ∆, α : K ` τ : K ′

∆ ` (∃α : K.τ) : K ′

Ü�½�ëmà 
¦íSí©Þ ∆; Γ ` x : (τ1, · · · , τn) →
ã�Æ�¿�Ï

∆; Γ ` xi : τi

∆; Γ ` x(−→x )

Ü�½�ëmà�Ú�ë6Þ ∆; Γ ` x :
¿²ÈiÇ

∆; Γ ` e1 ∆; Γ ` e2

∆; Γ `
¿ Ò
0(x, e1, e2)

Ü�½�ëmà � 
 
«½¦Þ ∆; Γ ` x : τ

∆; Γ `
¾�Í�Ë�Ç

[τ ]x

Ü�½�ëmà�
 � ½¦Þ ∆; Γ ` t : τ ∆; Γ, x : τ ` e

∆; Γ `
Ë²ÄxÇ

x = t
¿ È

e

Ü
x /∈ Γ

Þ

Ü�½�ëmà�í �
��� � ì©½¦Þ ∆; Γ ` x : 〈τ1, · · · , τn〉 ∆; Γ, x0 : τi ` e

∆; Γ `
Ë Ä"Ç

x0 = πix
¿²È

e

Ü
x /∈ Γ ∧ 1 ≤ i ≤ n

Þ

Ü�½�ëmà ��# í 
Aì �®Þ ∆; Γ ` x0 : ∃α : K.τ (∆, α : K); (Γ, x : τ) ` e

∆; Γ `
Ë Ä"Ç

[α, x] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

x0
¿²È

e

Ü
x /∈ Γ ∧ α /∈ ∆

Þ

Ü�½�ëmà�½ � í 
 � Þ ∆; Γ ` xi : τi ∆; Γ, x0 : 〈τ1, · · · , τn〉 ` e

∆; Γ `
Ë Ä"Ç

x0 = 〈−→x 〉
¿²È

e

Ü
x0 /∈ Γ

Þ

Ü�½�ëmà �$í�Þ ∆; Γ ` x1 :
¿²ÈKÇ

∆; Γ ` x2 :
¿ ÈiÇ

∆; Γ ` x1 p x2 : & �  
Ü�½�ëmà ��
 �AÞ

∆; Γ, x : τ ` x : τ

Ü�½�ëmà�Ú # ½¦Þ ∆; Γ ` i :
¿ ÈiÇ

Ü�½�ëmà�½

AíSí�Þ ∆ ` τ0 : K ∆; Γ ` x : ∀[α : K,
−−−→
β : K ′].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
∆; Γ ` x[τ0] : (∀[

−−−→
β : K ′].(−→τ [τ0/α]) →

ã�Æ�¿�Ï
)

� ð



Ü�½�ëmà�í 
Aì �®Þ ∆ ` τ : K ∆; Γ ` x : τ ′[τ/α]

∆; Γ `
Å�ÍKÉuä

[τ, x]
Í�Á

∃α : K.τ ′ : ∃α : K.τ ′

Ü�½�ëmà�ë3Ú�"ÃÞ −−−→
α : K ` τi : K ′

i

−−−→
α : K; x : ∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï
, x1 : τ1, · · · , xn : τn ` e

∆; Γ ` fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e : ∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï
Ü�½�ëmà � # �
Þ ∆ ` τi : Ki

∆ ` {x1 7→ τ1, . . . , xn 7→ τn}½mÆEÍ�¿²ÏbÇ­¾�Ä®ÉxÆ�ÈTãKÄ"ÂuÁ§¿²Æ�È�ÔTÏ«Ä%��ÈÀÄ®ÍEÏ«Ä�É"Ë²Í�Â�Í�Ç­¿²Æ�È
d
Í�Á�ñ

d = x = t |x = πix
′ |x = 〈−→x 〉

î«ÍYÌEÇ�¾�Í�Ç
(
Ë Ä"Ç

d1, . . . , dn

¿²È
e)
¿�Á¦Á­¾ÀÆ�Â­Ç�Ò¤Æ�Â

(
Ë Ä"Ç

d1
¿ È

. . .
Ë Ä"Ç

dn

¿²È
e)
Ù


¦Ë�Á­ÆEÏÀÄ!��ÈÀÄ®Í�ÓÀÓÀÂ�Ä"ãT¿�Í�Ç­¿²Æ�ÈCÁSÒ¤ÆKÂ�Ç�ÌiÅ�¿ ÈÀâeÏÀÄ�ÉxË�Í�ÂuÍ�Ç�¿ ÆKÈ�Á©Í�È�ÏIÇ�ÌTÅÀ¿²ÈÀâ_Ç­Ä"Â�Ê¥Á�ÅÀÂ�Ä!�ÀÎ«Ä�ÏIÓTÌIÁ­Ä
	iÑÀÄ�È�ÉxÄhÁ�Æ�Ò�ÏÀÄ�ÉxË�Í�ÂuÍ�Ç�¿ ÆKÈ�Á�ñ

∆; Γ ` (x = t) : (x 7→ τ) ⇔ ∆; Γ ` t : τ

∆; Γ ` (x = πix
′) : (x 7→ τ) ⇔ ∆; Γ ` x′ : 〈τ1, · · · , τn〉 τ = τi

∆; Γ ` (x = 〈−→x 〉) : (x 7→ 〈−→τ 〉) ⇔ ∆; Γ ` xi : τi

∆; Γ ` d1, . . . , dn, t : τ ⇔ (∆; Γ ` d1 : (x1 7→ τ1))

∧(∆; Γ, (x1 7→ τ1) ` d2, . . . , dn, t : τ)

½�¾ÀÄ�ÉxÆKÈTã�Ä"ÂuÁ­¿ ÆKÈ¥Ò¤Â­ÆKÊ
λC2
Ç�Æ

λflat
Éu¾�Í�È�â�Ä�Á©Ä"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ�Á

e
Ç­ÆEÄ"ÎTÅ�Â­ÄhÁ­Á­¿ ÆKÈ�Á

F(e)
Í�È�Ï

Éu¾�Í�ÈÀâ�ÄhÁ�ã�Í�Ë ÑÀÄhÁ
v
Ç­Æ¥Ï«ÄhÉxË�Í�ÂuÍ�Ç�¿ ÆKÈ�Á�Ò¤Æ�Ë²Ë Æ�ß©Ä�ÏbÓiÌbÇ­Ä�Â­Ê¥Á

F(v) =
−→
d , t
Ù6Ú�ÇAÏ«ÆTÄ�Á�È�Æ�Ç¦ÊEÆ«Ï«¿�Ò¤ÌbÇ�ÌTÅCÄhÁ�Æ�Â�äT¿ ÈCÏÀÁ"Ù

F(x) = x

F(i) = i

F(v[τ ]) =
−→
d , x = t, x[τ ]ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(v) =
−→
d , t

F(〈−→v 〉) =
−→
d ,

−−−→
x = t, x0 = 〈−→x 〉, x0ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(vi) =
−→
di , ti

F(πiv) =
−→
d , x1 = t, x2 = πix1, x2ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(v) =
−→
d , t

F(
Å�Í�Éuä

[τ, v] as ∃α : K.τ ′) =
−→
d , x = t,

Å�ÍKÉuä
[τ, x] as ∃α : K.τ ′ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(v) =
−→
d , t

F(fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ).e) = fixcode x[

−−−→
α : K](−−→x : τ).F(e)

F(v(−→v )) =
Ë Ä"Ç −→

d ,
−→
d1, · · · ,

−→
dn, x = t,

−−−→
x = t

¿²È
x(−→x )ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(vi) =
−→
di , ti

Ô
F(v) =

−→
d , t

F(
¿�Ò
0(v, e1, e2)) =

Ë Ä"Ç −→
d , x = t

¿²È�¿�Ò
0(x, F(e1), F(e2))

� ï



ß�¾ÀÄ�Â­Ä
F(v) =

−→
d , t

F(
¾�Í�Ë Ç

[τ ]v) =
Ë Ä"Ç −→

d , x = t
¿ È�¾�Í�Ë�Ç

[τ ]xß�¾ÀÄ�Â­Ä
F(v) =

−→
d , t

F(
Ë Ä"Ç

x = v
¿²È

e) =
Ë Ä"Ç −→

d
¿ È�Ë²ÄxÇ

x = t
¿ È
F(e)ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(v) =
−→
d , t

F(
Ë Ä"Ç

x0 = v1 p v2
¿ È

e) =
Ë Ä"Ç −→

d1,
−→
d2, x1 = t1, x2 = t2

¿²È�Ë²ÄxÇ
x0 = x1 p x2

¿²È
F(e)ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(v1) =
−→
d1, t1

Ô
F(v2) =

−→
d2, t2

F(
Ë Ä"Ç

[α, x] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

v
¿ È

e) =
Ë²ÄxÇ −→

d , x0 = t
¿ È�Ë²ÄxÇ

[α, x] =
Ñ�ÈÀÅ�Í�Éuä

x0
¿ È
F(e)ß�¾ÀÄ�Â­Ä

F(v) =
−→
d , t

Correctness :

×KÙ�Ú�Ò
∆ `C2

τ : K
ÔTÇ­¾ÀÄ�È

∆ `F τ : K

ðÀÙ�Ú�Ò
∆ `C2

Γ
ÔTÇ­¾ÀÄ�È

∆ `F Γ

ï�Ù�Ú�Ò
∆; Γ `C2

e
ÔTÇ­¾ÀÄ�È

∆; Γ `F F(e)

çCÙ�Ú�Ò
∆; Γ `C2

v : τ
Ô«Ç�¾ÀÄ"È

∆; Γ `F F(v) : τ

Proof :íSÂ�Æ�ã�ÄÃÓTÌe¿ ÈCÏ«Ñ�É�Ç�¿ ÆKÈÛÆ�ÈIÇ�ÌiÅ�¿ ÈÀâ¥Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Á"Ù

1. τ
Í�È�Ï

Γ½�¾ÀÄ
Â�ÑÀË ÄhÁ©Ò¤Æ�Â
`F

Í�Â­ÄÃÇ�¾ÀÄ®Á­Í�ÊEÄ
ÍKÁ�Ò¤Æ�Â
`C2

Ô�Á­Æ
∆ `C2

τ : K
¿²ÊEÅÀË²¿ ÄhÁ

∆ `F τ : K
Ô

Í�ÈCÏ
∆ `C2

Γ
¿²ÊEÅÀË ¿²Ä�Á

∆ `F Γ

2. v = x
ñ�Ç�¾ÀÄ®½ �Aà���
 � Í�ÈCÏI½�ëmà ��
 �]Â�ÑÀË²Ä�Á�Í�Â­Ä
¿�Ï«Ä"ÈiÇ­¿�É"Í�Ë

3. v = i
Ô
F(v) = i

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä ∆ `C2
i :
¿²ÈKÇhÔ«Ç­¾�Ä"È

∆ `F F(v) :
¿ ÈiÇ

4. v0 = v[τ0]
Ô
F(v[τ0]) =

−→
d , x = t, x[τ0]

ÔÛß�¾ÀÄ"Â�Ä
F(v) =

−→
d , tëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà�½�
¦íSí©Þ�Ô�ß©Ä
äTÈÀÆ�ß

∆ `C2
τ0 : K

Ô
Í�ÈCÏ

∆; Γ `C2
v : ∀[α : K,

−−−→
β : K ′].(−→τ ) →

ã�ÆK¿²Ï
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆ `F τ0 : K

ÔÀÍ�È�Ï
∆; Γ `F

−→
d , t : ∀[α : K,

−−−→
β : K ′].(−→τ ) →

ã�ÆK¿²Ï
� ÌÐÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Ô ∆; Γ `F

−→
d , x = t, x : ∀[α : K,

−−−→
β : K ′].(−→τ ) →

ã�ÆK¿²Ï
� ÌÐÜ�½�ëmà�½

AíSí�ÞxÔ ∆; Γ `F

−→
d , x = t, x[τ0] : (∀[

−−−→
β : K ′].(−→τ [τ0/α]) →

ãKÆ�¿�Ï
)

5. v = 〈−→v 〉
Ô
F(〈−→v 〉) =

−→
d ,

−−−→
x = t, x0 = 〈−→x 〉, x0

(
F(vi) =

−→
di , tiëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà�½�
¦íSí©Þ�Ô�ß©Ä
äTÈÀÆ�ß

∆; Γ `C2
vi : τi

Ù
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `F

−→
di , ti : τi

Ù
� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâCÔ ∆; Γ `F

−→
d , ti : τi

Ù
� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâEÍ�È�ÏáÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Ô ∆; Γ `F

−→
d ,

−−−→
x = t, xi : τi

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Ô ∆; Γ `F

−→
d ,

−−−→
x = t, x0 = 〈−→x 〉, x0 : 〈−→τ 〉

6. v =
Å�ÍKÉuä

[τ, v] as ∃α : K.τ ′ Ô
F(
Å�Í�Éuä

[τ, v] as ∃α : K.τ ′) =
−→
d , x = t,

Å�ÍKÉuä
[τ, x] as ∃α : K.τ ′ ( F(v) =

−→
d , t

� ç



ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �AàZí 
Aì �®Þ�Ô�ß�Ä
äTÈÀÆ�ß
∆ `C2

τ : K
Ô
∆; Γ `C2

v : τ ′[τ/α]
Ù

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆ `F τ : K
Ô
∆; Γ `F

−→
d , t : τ ′[τ/α]

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Ô ∆; Γ `F

−→
d , x = t, x : τ ′[τ/α]

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà�í 
Aì �®Þ�Ô ∆; Γ `F

−→
d , x = t,

Å�Í�Éuä
[τ, x]

Í�Á
∃α : K.τ ′ : ∃α : K.τ ′

7. v = fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ).e

Ô
F(v) = fixcode x[

−−−→
α : K](−−→x : τ ).F(e)ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà�ë3Ú�"ÃÞxÔ −−−→

α : K `C2
τi : K ′

i

Ô
Í�ÈCÏ −−−→

α : K; x : ∀[
−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
, x1 : τ1, · · · , xn : τn `C2

e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
â�Ä"Ç −−−→
α : K `F τi : K ′

i

Ô
Í�ÈCÏ −−−→

α : K; x : ∀[
−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
, x1 : τ1, · · · , xn : τn `F F(e)

� ÌÐÜ�½�ëmà�ë3Ú�"ÃÞ©Â�ÑÀË ÄKÔ ∆; Γ `F fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).F(e) : ∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�Æ�¿�Ï

8. e = v(−→v )
Ô
F(e) =

Ë Ä"Ç −→
d ,

−→
d1, · · · ,

−→
dn, x = t,

−−−→
x = t

¿²È
x(−→x )

(
F(vi) =

−→
di , ti

Ô
F(v) =

−→
d , tëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà 
AíSí�Þ�ÔCß�Ä�É�Í�ÈÛâ�Ä"Ç

∆; Γ `C2
v : (τ1, · · · , τn) →

ãKÆ�¿�Ï
∆; Γ `C2

vi : τi

Ù
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `F

−→
d , t : (τ1, · · · , τn) →

ãKÆ�¿�Ï
∆; Γ `F

−→
di , ti : τi

Ù
� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâCÔ ∆; Γ `F

−→
d ,

−→
d1, · · · ,

−→
dn, t : (τ1, · · · , τn) →

ã�Æ�¿�Ï
∆; Γ `F

−→
d ,

−→
d1, · · · ,

−→
dn, ti : τi

Ù
� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâEÍ�È�ÏáÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Ô ∆; Γ `F

−→
d ,

−→
d1, · · · ,

−→
dn, x = t,

−−−→
x = t, x : (τ1, · · · , τn) →

ãKÆ�¿�Ï
Í�ÈCÏ

∆; Γ `F

−→
d ,

−→
d1, · · · ,

−→
dn, , x = t,

−−−→
x = t, x : τi

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà�
 � ½���½�ëmàZí �
��� � ì©½���½�ëmà�½ � í 
 � Þ�Í�ÈCÏåÜX½�ë�à 
¦í¯í�Þ�Ô ∆; Γ `F

Ë²ÄxÇ −→
d ,

−→
d1, · · · ,

−→
dn, x = t,

−−−→
x = t

¿ È
x(−→x )

Ù

9. e =
¿ Ò
0(v, e1, e2)

Ô
F(e) =

Ë Ä"Ç −→
d , x = t

¿²È�¿ Ò
0(x, F(e1), F(e2))

(
F(v) =

−→
d , tëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �AàZÚ�ë6Þ�Ô�ß�Ä
äTÈÀÆ�ß

∆; Γ `C2
v :
¿ ÈiÇ®Ô

∆; Γ `C2
e1 ∆; Γ `C2

e2
Ù

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `F

−→
d , t :

¿ ÈiÇ®Ô
∆; Γ `F F(e1)

Ô
∆; Γ `F F(e2)

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Í�ÈCÏIß©Ä�Í�ä�Ä�ÈÀ¿ È�â�Ô ∆; Γ `F

−→
d , x = t, x :

¿²ÈiÇ®Ù
� ÌAß©Ä�Í�ä�Ä"È�¿ ÈÀâCÔiÜX½�ëmà 
 � ½���½�ëmà�í �
��� � ì©½���½�ëmà�½ � í 
 � ÞxÔ�Í�È�Ï¥Ü�½�ëmà�Ú�ë�ÞxÔ ∆; Γ `F

Ë²ÄxÇ −→
d , x = t

¿ È
¿�Ò
0(x, F(e1), F(e2))

10. e =
¾�Í�Ë�Ç

[τ ]v
Ô
F(
¾�Í�Ë Ç

[τ ]v) =
Ë Ä"Ç −→

d , x = t
¿²È©¾CÍ�Ë Ç

[τ ]x
(
F(v) =

−→
d , tëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà � 
�
«½¦Þ�Ô�ß�Ä�äTÈÀÆ�ß ∆; Γ `C2

v : τ
Ù

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `F

−→
d , t : τ

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Í�ÈCÏIß©Ä�Í�ä�Ä�ÈÀ¿ È�â�Ô ∆; Γ `F

−→
d , x = t, x : τ

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà�
 � ½���½�ëmàZí �
��� � ì©½���½�ëmà�½ � í 
 � Þ�Í�ÈCÏåÜX½�ë�à � 
 
«½¦Þ�Ô ∆; Γ `F

Ë Ä"Ç −→
d , x = t

¿ È
¾�Í�Ë Ç
[τ ]x

11. e =
Ë²ÄxÇ

x = v
¿²È

e
Ô
F(
Ë²ÄxÇ

x = v
¿ È

e) =
Ë²ÄxÇ −→

d
¿²È�Ë Ä"Ç

x = t
¿²È
F(e)

(
F(v) =

−→
d , tëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà�î � � Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô ∆; Γ `C2

v : τ
Ô
∆; Γ, x : τ `C2

e
Ù

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `C2

−→
d , t : τ

Ô
∆; Γ, x : τ `C2

F(e)
Ù

� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâEÍ�È�ÏáÜ�½�ëmà�
 � ½���½�ëmàZí �
��� � ì©½���½�ëmà�½ � í 
 � Þ�Ô ∆; Γ ` F(
Ë Ä"Ç

x = v
¿ È

e)

12. v0 = πiv
Ô
F(v0) =

−→
d , x1 = t, x2 = πix1, x2

(
F(v) =

−→
d , tëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �AàZí �
��� � ì©½¦Þ©Â�ÑÀË ÄKÔ ∆; Γ `C2

v : 〈τ1, · · · , τn〉
Ù

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `F

−→
d , t : 〈τ1, · · · , τn〉

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Ô ∆; Γ `F

−→
d , x1 = t, x1 : 〈τ1, · · · , τn〉

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà ��
 �AÞ�Ô ∆; Γ `F

−→
d , x1 = t, x2 = πix1, x2 : τi

Ù

13. e0 =
Ë²ÄxÇ

x0 = v1 p v2
¿²È

e
Ô
F(e0) =

Ë²ÄxÇ −→
d1,

−→
d2, x1 = t1, x2 = t2

¿²È�Ë Ä"Ç
x0 = x1 p x2

¿ È
F (e)

Ô
F(v1) =

−→
d1, t1

Ô
F(v2) =

−→
d2, t2ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà��$í�ÞxÔ

∆; Γ `C2
v1 :
¿²ÈiÇ

∆; Γ `C2
v2 :
¿ ÈiÇ Ô

∆; Γ, x0 :
¿²ÈiÇ

`C2
e
Ù

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `F

−→
d1, t1 :

¿ ÈiÇ
∆; Γ `F

−→
d2, t2 :

¿ ÈiÇ

� æ



∆; Γ, x0 :
¿²ÈiÇ

`F F(e)
Ù

� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâCÔ ∆; Γ `F

−→
d1,

−→
d2, t1 :

¿²ÈiÇ
∆; Γ `F

−→
d1,

−→
d2, t2 :

¿²ÈiÇ Ù
� ÌAß©Ä�Í�ä�Ä"È�¿ ÈÀâ�Í�ÈCÏ_ÜX½�ëmà���
 �AÞxÔ ∆; Γ `F

−→
d1,

−→
d2, x1 = t1, x2 = t2, x1 :

¿²ÈiÇ
∆; Γ `F

−→
d1,

−→
d2, x1 = t1, x2 = t2, x2 :

¿²ÈKÇ Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà�
 � ½���½�ëmàZí �
��� � ì©½���½�ëmà�½ � í 
 � Þ�Ô�ß�ÄhÍ�ä�Ä�ÈÀ¿²ÈÀâ�Ô«Í�ÈCÏåÜX½�ë�à �$í�ÞxÔ ∆; Γ `F F(e0)

Ù

14. e0 =
Ë²ÄxÇ

[α, x] =
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

v
¿ È

e
Ô
F(e0) =

Ë²ÄxÇ −→
d , x0 = t

¿²È�Ë Ä"Ç
[α, x] =

ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä
x0
¿²È
F(e)

(
F(v) =

−→
d , tëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½ �Aà � # í 
Aì �®Þ�Ô ∆; Γ ` v : ∃α : K.τ, (∆, α : K); (Γ, x : τ) ` e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô ∆; Γ `
−→
d , t : ∃α : K.τ, (∆, α : K); (Γ, x : τ) ` F(e)

� Ìeß©Ä�Í�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâCÔ ∆; Γ `
−→
d , x0 = t, x0 : ∃α : K.τ

Ù
� ÌÐÜ�½�ëmà�
 � ½���½�ëmàZí �
��� � ì©½���½�ëmà�½ � í 
 � Þ�Ô�ß�ÄhÍ�ä�Ä�ÈÀ¿²ÈÀâ�Ô«Í�ÈCÏåÜX½�ë�à ��# í 
Aì �®Þ�Ô ∆; Γ ` F(e0)

� � � $ ��
������	����
 �
λ

flat �	�
λ

low

� û�ý�� ,�üPý�øCõiö�÷�ûXüCý

KR =
¿²ÈKÇ

→
¿²ÈiÇ

→
¿²ÈiÇ

→
·
1

A(
Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

) =
·
1

A(
ÅÀÇ­Â

) =
·
1

Atyarg(
ÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�Ä

) =
·
1

Atyarg(
Å«Ç�Â

) =
¿ ÈiÇ

→ KR →
¿²ÈiÇ

→
¿²ÈKÇ

→
·
0

ò$ó*ô¯õ ,�üPý�øCõiö�÷hû�üPý
�áÄ�Í�Á�Á§Ñ�Ê_Ä
Ç�¾�Í�ÇÃÁ§ÆKÑÀÂ�É"ÄÃÇ�ÌiÅPÄ�ÁA¾�ÍYã�Ä�ÓPÄ"Ä�È#Éu¾ÀÄ�ÉuäKÄ�ÏbÒ¤Æ�Â¦ß©Ä"Ë²Ë àXÒ¤ÆKÂ­ÊEÄ�ÏÀÈÀÄ�Á�Á"ÔCÍ�È�Ï�ß©Ä®Â­Ä�Ë ÌIÆ�È�Ç­¾�Ä®Â­ÄhÁ§Ñ�Ë�Ç�¿ ÈÀâ¥äT¿²È�Ï7Í�È�ÈÀÆ�ÇuÍ�Ç­¿²Æ�ÈCÁ
Ç­ÆEâKÑÀ¿²ÏÀÄ
Ç­¾ÀÄ
Ç�Â�Í�È�Á§Ë�Í�Ç�¿ ÆKÈ�Ù

A(τ :
Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

) = λR : KR.λE :
¿²ÈiÇ

.Aprim(τ)
Atyarg(τ :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
) = Aprim(τ)

A(τ :
ÅÀÇ­Â

) = λR : KR.λE :
¿²ÈKÇ

.∃L :
¿ ÈiÇ

; L ≥ 0.(GcPtr(Aptr(τ) L R) E)
Atyarg(τ :

Å«Ç�Â
) = A0(τ :

Å«Ç�Â
)

Aptr(τ) = µα : Atyarg(
ÅÀÇ­Â

).λL :
¿²ÈiÇ

.λR : KR.λE :
¿ ÈiÇ

.λI :
¿²ÈKÇ

. · 〈A0(τ) L R E I, GcCoerce L R (α L R)〉

A0(α) = α
A0(∃α : K.τ) = λL :

¿²ÈKÇ
.λR : KR.λE :

¿²ÈiÇ
.λI :

¿ ÈiÇ
.∃α : Atyarg(K); L ≥ 1.(Aptr(τ) (L − 1) R E I)

A0(〈τ1 : K1, · · · , τn : Kn〉) = λL :
¿²ÈiÇ

.λR : KR.λE :
¿²ÈiÇ

.λI :
¿ ÈiÇ

.

·〈∃F :
¿ ÈiÇ

→
¿²ÈiÇ

→
·
1 . · 〈 � 	 (F 0,A(τ1) R), ..., � 	 (F (n − 1),A(τn) R), (GcWord R E I (GcHdr R F Tag n))〉,

(GcWord R E (I + 1) (A(τ1) R)), ..., (GcWord R E (I + n) ((A(τn) R)))〉
where Tag = (

∑n

i=1 2i−1 ∗ tag(Ki)), where tag(
ÅÀÂ�¿ Ê

) = 0 and tag(
Å«Ç�Â

) = 1

Aprim(∃α : K.τ) = ∃α : Atyarg(K).Aprim(τ)
Aprim(α) = α
Aprim(

¿²ÈiÇ
) = τint

Aprim(∀[〈
−−−→
α : K〉].〈−→τ 〉 →

ãKÆ�¿�Ï
) = ∀〈

−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K)〉.∀R : KR.∀E :

¿²ÈiÇ
.∧〈τg(R, E), 〈

−−−−−−→
A(τ) R E〉〉 → τhalt

τint = ∃I :
¿ ÈiÇ

.Int(I)

� �



� ý�ø�û¤ö�üCý � õTý�ú ,�üPý�øCõiö�÷�ûXüCý�þ

Atyarg({α1 7→ K1, . . . , αn 7→ Kn}) = {α1 7→ Atyarg(K1), . . . , αn 7→ Atyarg(Kn)}

A({x1 7→ τ1, . . . , xn 7→ τn}) R E = {x1 7→ (A(τ1) R E), . . . , xn 7→ (A(τn) R E)}

� �*ômö�õT÷�÷hû�üPý ,�üPý�øCõiö�÷�ûXüCý�þ

A(x) R E g = x
A(i) R E g =

Å�ÍKÉuä
(i, i)

Í�Á
τint

A(x1 p x2) R E g = OPp · 〈x1, x2〉
Ô

A(x[τ ]) R E g = x[Atyarg(τ)]

A(
ÅCÍ�Éuä

[τ, x]
ÍKÁ

∃β : K.τ ′ :
ÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�Ä

) R E g =
Å�Í�Éuä

Atyarg(τ), x
ÍKÁ

∃β : Atyarg(K).A(τ ′) R E
A(
ÅCÍ�Éuä

[τ, x]
ÍKÁ

∃β : K.τ ′ :
Å«Ç�Â

) R E g = ptr � packK R E (λβ : Atyarg(K).Atyarg(τ
′))Atyarg(τ)x

A(fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e) R E g = fix x : ∀

−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).∀R′ : KR.∀E′ :

¿ ÈiÇ
.∧〈τg(R

′, E′),
−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 →

τhalt(R
′).

Λ
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).ΛR′ : KR.ΛE′ :

¿²ÈiÇ
.λy :∧ 〈τg(R′, E′),

−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 →

Ë²ÄxÇ
〈g′, −→x 〉 = y

¿ È
A(e) R′ E′ g′

A(x(−→x )) R E g = x R E ∧〈g,−→x 〉
A(
¿ Ò
0(x, e1, e2)) R E g =

ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä
β, x1 = x

¿²È�¿�Ò
x1 = 0

Ç�¾ÀÄ"È
A(e1) R E g

Ä"Ë�Á§Ä
A(e2) R E g

A(
¾CÍ�Ë Ç

[τ ]x) R E g = halt R E (A(τ) R E) ∧〈g, x〉
A(
Ë²ÄxÇ

x = t
¿²È

e) R E g =
Ë²ÄxÇ

x = A(t) R E g
¿²È
A(e) R E g

A(
Ë²ÄxÇ

x0 = πi(x1 : 〈
−−−→
τ : K〉)

¿²È
e) R E g =

Ë Ä"Ç
〈g′, x0〉 = obj � load−→

K,i
R E

−−−−−−→
Atyarg(τ) ∧〈g, x1〉

¿²È
A(e) R E g′

A(
Ë²ÄxÇ

[α : K, x0 : τ0 :
ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä

] =
ÑÀÈ�Å�Í�Éuä

x1 : ∃β : K.τ
¿ È

e) R E g =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

α, x0 = x1
¿²È
A(e) R E g

A(
Ë²ÄxÇ

[α : K, x0 : τ0 :
Å«Ç�Â

] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

x1 : ∃β : K.τ
¿²È

e) R E g =ÑÀÈ�Å�Í�Éuä
α, x0 = ptr � unpackKR E (λβ : Atyarg(K).Atyarg(τ)) x1

¿²È
A(e) R E g

A(
Ë²ÄxÇ

x0 = 〈−−−→x : τx〉
¿ È

e) R E g =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

E′, z = alloc−→
K,n

R E
−−−−−−−→
Atyarg(τx)

−−−−−−−→
Atyarg(τy) ∧〈g,−→x ,−→y 〉

¿ È
Ë²ÄxÇ

〈g′, x0,
−→y 〉 = z

¿ È
A(e) R E′ g′

(;ß�¾ÀÄ"Â�Ä
{y1, · · · , yn} = {y : τy :

Å«Ç�Â
∈ FV (e)} − {x0}

ò$ó*ô¯õT÷¥ü � λlow
" �3ý �­ú�û�� õ �*ó�÷�ú�õ(� � �mý ,�úhû�üPým÷Kþ

½mÆ�Á­¿ ÊEÅÀË²¿ Ò¤Ì#Ç­¾�Ä�Ò¤ÆKÂ­Ê¥ÁÃÆ�Ò¯Ç­¾ÀÄEÇ�ÌTÅPÄ�ÁÃÓCÄ�Ë Æ�ß�Ô�ß�Ä�Ç­Â�Ä�Í�Ç$Ç�ÌTÅPÄEÍ�ÅÀÅÀË²¿²É�Í�Ç�¿ ÆKÈ
(α β)

Í�ÁÃ¿ Ò�¿ Ç®ß�Ä�Â­Ä_Í
λflat

Ç�ÌiÅPÄEÆ�Ò©äi¿²È�ÏåÅ«Ç­ÂhÔ�Á­Æ
Ç­¾CÍ�Ç¦ß©Ä
É�Í�È�Ñ�Á­Ä�Æ�ÑÀÂ�Ï«Ä%��ÈÀ¿ Ç­¿²Æ�È�Á�Æ�Ò

A(τ)
Ò¤Æ�Â

(α β)
Ô�Ë²ÄxÇ§Ç�¿ È�â

A0(α β) = α β
ÜXÍ¥Á§Ë²¿²â�¾iÇ�ÈÀÆ�ÇuÍ�Ç­¿²Æ�ÈCÍ�Ë*Í�ÓÀÑCÁ§ÄYÞ�Ù

KW =
¿²ÈiÇ

→
·
1

KA =
¿²ÈKÇ

→
¿²ÈiÇ

→
·
0

KF =
¿²ÈiÇ

→
¿ ÈiÇ

→
·
1

KR =
¿²ÈKÇ

→
¿²ÈiÇ

→
¿²ÈiÇ

→
·
1

τint = ∃I :
¿ ÈiÇ

.Int(I)

∅; R : KR, E :
¿²ÈiÇ

`L τg(R, E) : Kg

Ô.Ü
Kg =

∧

ig
Þ

∅; ∅ `L τhalt : Khalt

Ô.Ü
Khalt =

∧

ihalt

Þ

� �



∅; ∅ `L GcWord : KR →
¿ ÈiÇ

→
¿²ÈiÇ

→ KW →
·
0

∅; ∅ `L GcPtr : KA →
¿²ÈKÇ

→
·
1

∅; ∅ `L GcCoerce :
¿²ÈiÇ

→ KR → KA →
·
0

∅; ∅ `L GcHdr : KR → KF →
¿ ÈiÇ

→
¿²ÈiÇ

→
¿²ÈKÇ

→
·
1

∅; ∅; ∅; ∅; true;∞`L halt : ∀R : KR.∀E :
¿²ÈiÇ

.∀α :
·
1 .∧〈τg(R, E), α〉 → τhalt

∅; ∅; ∅; ∅; true;∞`L OPp : ·〈τint, τint〉 → τint

∅; ∅; ∅; ∅; true;∞`L

ptr � packK : ∀R : KR.∀E :
¿²ÈKÇ

.∀α : Atyarg(K) → Atyarg(
ÅÀÇ­Â

).∀β : Atyarg(K).A(α β) R E → A(∃γ : K.(α γ)) R E

∅; ∅; ∅; ∅; true;∞`L

ptr � unpackK : ∀R : KR.∀E :
¿²ÈiÇ

.∀α : Atyarg(K) → Atyarg(
Å«Ç­Â

).A(∃β : K.(α β)) R E → ∃β : Atyarg(K).(A(α β) R E)

∅; ∅; ∅; ∅; true;∞`L

obj � load−→
K,i

: ∀R : KR.∀E :
¿²ÈKÇ

.∀
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).∧〈τg(R, E), A(〈

−−−→
α : K〉) R E〉 →∧ 〈τg(R, E), A(αi : Ki) R E〉

∅; ∅; ∅; ∅; true;∞`L

alloc−→
K,n

: ∀R : KR.∀E :
¿ ÈiÇ

.∀
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).∀β1 : Atyarg(

Å«Ç­Â
). · · ·

∀βn : Atyarg(
Å«Ç­Â

).∧〈τg(R, E),
−−−−−−−−−→
A(α : K) R E,

−−−−−−−−−−→
A(β :

Å«Ç­Â
) R E〉 → ∃E′.∧〈τg(R, E′), A(〈

−−−→
α : K〉) R E′,

−−−−−−−−−−→
A(β :

Å«Ç­Â
) R E′〉

Lemma2 :Ú�Ò
∆ ` τ0 : K0

Í�È�Ï
∆, α 7→ K0 ` τ : K

ÔTÇ�¾ÀÄ"È�ñ

• A(τ)[Atyarg(τ0)/α] = A(τ [τ0/α])

• Aprim(τ :
ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

)[Atyarg(τ0)/α] = Aprim((τ [τ0/α]) :
ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä

)

• Aptr(τ :
Å«Ç�Â

)[Atyarg(τ0)/α] = Aptr((τ [τ0/α]) :
ÅÀÇ­Â

)

• A0(τ :
ÅÀÇ­Â

)[Atyarg(τ0)/α] = A0((τ [τ0/α]) :
Å«Ç�Â

)

• Atyarg(τ)[Atyarg(τ0)/α] = Atyarg((τ [τ0/α]))

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
A(τ [τ0/α]),Aprim(τ [τ0/α]),Aptr(τ [τ0/α]),A0(τ [τ0/α])

Í�Â�ÄÃÏÀÄ!��ÈÀÄhÏ�Ó�Í�Á­Ä�ÏIÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ ��ÑCÏ«â�ÊEÄ"ÈiÇ
∆ ` τ [τ0/α] : K

Ù
íSÂ�ÆTÆ�Ò¯ÓTÌ7¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈáÆ�È

τ
ÙEëÀÆKÂ
Ä�Í�Éu¾

τ
Ô�Ç­¾ÀÄ

A(τ)
É"Í�Á­Ä_Â­Ä�Ë ¿²Ä�Á$Æ�ÈåÇ­¾ÀÄ

Aptr(τ)
Í�È�Ï

Aprim(τ)
É"Í�Á­Ä�Á�Ô*Í�È�Ï#Ç­¾ÀÄ

Aptr(τ)É"ÍKÁ§Ä
Â�Ä"Ë²¿ ÄhÁ©Æ�È�Ç­¾ÀÄ
A0(τ)

É�Í�Á­Ä�Ù6½�¾ÀÄ
Atyarg(τ)

É"Í�Á­ÄÃÒ¤Æ�Ë²Ë Æ�ß¦Á�Ï«¿²Â�Ä�É�Ç�Ë ÌbÒ¤Â­ÆKÊ Ç­¾�Ä
Aprim(τ)

Í�ÈCÏ
A0(τ)

É"Í�Á­Ä�Á�Ù
1. A(τ :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
)[Atyarg(τ0)/α]

= (λR : KR.λE :
¿²ÈiÇ

.Aprim(τ))[Atyarg(τ0)/α]
= λR : KR.λE :

¿²ÈKÇ
.(Aprim(τ)[Atyarg(τ0)/α])

= λR : KR.λE :
¿²ÈKÇ

.Aprim((τ [τ0/α]) :
Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

)
ÓTÌ¥Ç­¾�Ä

Aprim(τ)
É�Í�Á­Ä

= A(τ [τ0/α])

2. A(τ :
Å«Ç­Â

)[Atyarg(τ0)/α]
= (λR : KR.λE :

¿²ÈiÇ
.∃L :

¿²ÈKÇ
; L ≥ 0.(GcPtr(Aptr(τ) L R) E))[Atyarg(τ0)/α]

= λR : KR.λE :
¿²ÈKÇ

.∃L :
¿ ÈiÇ

; L ≥ 0.(GcPtr((Aptr(τ)[Atyarg(τ0)/α]) L R) E)
= λR : KR.λE :

¿²ÈKÇ
.∃L :

¿ ÈiÇ
; L ≥ 0.(GcPtr(Aptr((τ [τ0/α]) :

Å«Ç�Â
) L R) E)

ÓTÌeÇ�¾ÀÄ
Aptr(τ)

É�Í�Á­Ä
= A(τ [τ0/α])

3. Aptr(τ :
Å«Ç�Â

)[Atyarg(τ0)/α′]
= (µα : Atyarg(

Å«Ç­Â
).λL :

¿ ÈiÇ
.λR : KR.λE :

¿ ÈiÇ
.λI :

¿²ÈiÇ
. · 〈A0(τ) L R E I, GcCoerce L R (α L R)〉)[Atyarg(τ0)/α′]

= µα : Atyarg(
Å«Ç�Â

).λL :
¿²ÈiÇ

.λR : KR.λE :
¿²ÈiÇ

.λI :
¿ ÈiÇ

. · 〈(A0(τ)[Atyarg(τ0)/α′]) L R E I, GcCoerce L R (α L R)〉

� �



= µα : Atyarg(
Å«Ç�Â

).λL :
¿²ÈiÇ

.λR : KR.λE :
¿²ÈiÇ

.λI :
¿ ÈiÇ

. · 〈A0(τ [τ0/α]) L R E I, GcCoerce L R (α L R)〉
ÓTÌ�Ç­¾ÀÄ

A0(τ)É"ÍKÁ§Ä
= Aptr(τ [τ0/α])

ç�Ô�æ«Ô � ñ �áÄ®Á§¾ÀÆ�ß
Á§Ä�ã�Ä�Â�Í�ËPÉ�Í�Á­Ä�Á©Ò¤Æ�Â
A0(τ)

Í�È�Ï
Aprim(τ)

Ù©½�¾ÀÄ
ÅÀÂ�ÆiÆ�Ò�Á©Ò¤Æ�Â�Ç�¾ÀÄ�Æ�Ç�¾ÀÄ"Â¦É�Í�Á­Ä�Á�Í�Â�Ä�Á§¿²ÊE¿ Ë�Í�ÂhÙ

4. A0(α :
Å«Ç�Â

)[Atyarg(τ0)/α] = α[Atyarg(τ0)/α] = Atyarg(τ0)
Ù

� Æ�Ç�¾ α
Í�È�Ï

τ0
¾�ÍYãKÄAÇ�¾ÀÄ®Á­Í�ÊEÄÃäT¿²È�Ï

K0 =
ÅÀÇ­ÂhÔ�Á§Æ

Atyarg(τ0 :
Å«Ç�Â

) = A0(τ0)
Ù

ë3¿ ÈCÍ�Ë²Ë ÌKÔ
A0(α[τ0/α]) = A0(τ0)

Ù

5. Aprim(α :
ÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�Ä

)[Atyarg(τ0)/α] = α[Atyarg(τ0)/α] = Atyarg(τ0)
Ù

� Æ�Ç�¾ α
Í�È�Ï

τ0
¾�ÍYãKÄAÇ�¾ÀÄ®Á­Í�ÊEÄÃäT¿²È�Ï

K0 =
Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ�ÔÀÁ­Æ

Atyarg(τ0 :
Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

) = Aprim(τ0)
Ù

ë3¿ ÈCÍ�Ë²Ë ÌKÔ
Aprim(α[τ0/α]) = Aprim(τ0)

Ù

6. A0(∃β : Kβ .τ)[Atyarg(τ0)/α]
= (λL :

¿ ÈiÇ
.λR : KR.λE :

¿ ÈiÇ
.λI :

¿²ÈiÇ
.∃β : Atyarg(Kβ); L ≥ 1.(Aptr(τ) (L − 1) R E I))[Atyarg(τ0)/α]

= λL :
¿²ÈKÇ

.λR : KR.λE :
¿²ÈiÇ

.λI :
¿ ÈiÇ

.∃β : Atyarg(Kβ); L ≥ 1.((Aptr(τ)[Atyarg(τ0)/α]) (L − 1) R E I)
= λL :

¿²ÈKÇ
.λR : KR.λE :

¿²ÈiÇ
.λI :

¿ ÈiÇ
.∃β : Atyarg(Kβ); L ≥ 1.(Aptr(τ [τ0/α]) (L − 1) R E I)

ÓiÌb¿ È�ÏÀÑ�É�Ç�¿ ÆKÈ
= A0(∃β : Kβ.τ [τ0/α])

Correctness :

1.
Ú�Ò

∆ `F τ : K,Ç­¾�Ä"È
∅;Atyarg(∆) `L A(τ) : KR →

¿²ÈiÇ
→

·
1Ü�É"Æ�Â�Æ�Ë²Ë²Í�Â­Ì�ñ

∅;Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

`L A(τ) R E :
·
1
Þ

Í�ÈCÏ
∅;Atyarg(∆) `L Aprim(τ :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
) :

·
1Í�ÈCÏ

∅;Atyarg(∆) `L Aptr(τ :
Å«Ç­Â

) :
¿²ÈKÇ

→ KR →
¿ ÈiÇ

→
¿²ÈiÇ

→
·
0Í�ÈCÏ

∅;Atyarg(∆) `L A0(τ :
Å«Ç­Â

) :
¿²ÈiÇ

→ KR →
¿ ÈiÇ

→
¿²ÈiÇ

→
·
0Í�ÈCÏ

∅;Atyarg(∆) `L Atyarg(τ) : Atyarg(K)
2.
Ú�Ò

∆ `F Γ
Í�È�Ï

∆; Γ `F t : τÇ­¾�Ä"È
∅; ∅;Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
;A(Γ) R E, {g : τg(R, E)}; true;∞ `L A(t) R E g : A(τ) R E,

3.
Ú�Ò

∆ `F Γ
Í�È�Ï

∆; Γ `F e
ÔÃÇ­¾�Ä"È

∅; ∅;Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}; true;∞ `L

A(e) R E g : τhalt

Proof :

íSÂ�ÆTÆ�Ò�ÓiÌ�¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È7Æ�ÈÛÇ�¾ÀÄ®Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâeÍ�È�ÏÛäT¿ È�ÏÀ¿ ÈÀâIÏ«Ä"Â�¿ ã�Í�Ç­¿²Æ�È�Á�Æ�Ò
t
Ô
e
ÔCÍ�È�Ï

τ
Ù¦ëÀÆKÂ¦Ä�ÍKÉu¾

τ
ÔCÇ­¾�Ä

A(τ)
É"ÍKÁ§Ä�Â�Ä"Ë²¿²Ä�Á�ÆKÈÛÇ­¾ÀÄ

Aptr(τ)
Í�È�Ï

Aprim(τ)
É�Í�Á­Ä�Á�ÔÀÍ�È�ÏbÇ­¾�Ä

Aptr(τ)
É�Í�Á­Ä
Â­Ä�Ë ¿²Ä�Á©Æ�ÈIÇ­¾�Ä

A0(τ)
É"ÍKÁ§ÄKÙ3Ú�ÈÛÆKÂ�Ï«Ä�Â¯Ç�Æ¥ß�Â­¿ Ç­ÄÃÇ�¾ÀÄ
ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò3ÉxÆKÈ�Éx¿�Á­Ä"Ë²Ì�ÔTß�Ä

Ï«Ä�Ë Ä"Ç­Ä
Ψ = ∅, Φ = ∅, B = true, Limit = ∞

Ò¤Â­ÆKÊ:Ä"ÈTãT¿ Â�Æ�È�Ê_Ä�ÈiÇ�¿²ÈIÇ­¾ÀÄ�ÅÀÂ�ÆTÆ�Ò�Ù

1. ∆ `F τ : K,

A(
Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

) =
·
1

A(
ÅÀÇ­Â

) =
·
1

case 1 :A(τ :
Å«Ç­Â

) = λR : KR.λE :
¿ ÈiÇ

.∃L :
¿²ÈiÇ

; L ≥ 0.(GcPtr(Aptr(τ) L R) E)

� Ì¥Ç­¾�Ä Aptr(τ)
É�Í�Á­Ä�Ô

Atyarg(∆) `L Aptr(τ) :
¿²ÈiÇ

→ KR →
¿²ÈiÇ

→
¿ ÈiÇ

→
·
0
Ù

îTÆ
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
, L :

¿²ÈiÇ
`L GcPtr(Aptr(τ) L R) E :

·
1
Ù

� ÌÐÜ �Ãà�î ��� � Þ�Ô Atyarg(∆) `L A(τ :
Å«Ç­Â

) : KR →
¿²ÈKÇ

→
·
1
Ù

� �



case 2 :A(τ :
ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä

) = λR :
¿²ÈKÇ

.λE :
¿²ÈKÇ

.Aprim(τ)

� Ì¥Ç­¾�Ä Aprim(τ)
É"ÍKÁ§ÄKÔ

Atyarg(∆) `L Aprim(τ) :
·
1
Ù

îTÆ
Atyarg(∆) `L A(τ :

ÅÀÇ­Â
) : KR →

¿ ÈiÇ
→

·
1
Ù

case 3 :Aptr(τ :
ÅÀÇ­Â

) = µα : Atyarg(
Å«Ç�Â

).λL :
¿²ÈKÇ

.λR : KR.λE :
¿²ÈiÇ

.λI :
¿ ÈiÇ

. ·〈A0(τ) L R E I, GcCoerce L R (α L R)〉

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆) `L A0(τ :
Å«Ç�Â

) :
¿ ÈiÇ

→ KR →
¿²ÈiÇ

→
¿ ÈiÇ

→
·
0
Ù

� Ì¥Ç­¾�Ä�äi¿²È�Ï«¿²ÈÀâEÂ�ÑÀË ÄhÁ"Ô Atyarg(∆) `L Aptr(τ) :
¿ ÈiÇ

→ KR →
¿²ÈiÇ

→
¿ ÈiÇ

→
·
0
Ù

É"ÍKÁ§ÄhÁ©ç�Ô�æ«Ô � ñ �åÄ�Á­¾ÀÆ�ß]Á­Ä"ãKÄ"ÂuÍ�Ë*É"ÍKÁ§ÄhÁ�Ò¤Æ�Â
A0(τ)

Í�È�Ï
Aprim(τ)

Ù¯½�¾�Ä�ÅÀÂ­ÆTÆ�Ò�Á¯Ò¤ÆKÂ�Ç­¾ÀÄ�Æ�Ç­¾ÀÄ�Â¦É"ÍKÁ§ÄhÁ�Í�Â�ÄÃÁ­¿ ÊE¿²Ë²Í�Â�Ù

case 4 :
Aprim((∃α : K.τ) :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
) = ∃α : Atyarg(K).Aprim(τ)

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆, α : K) `L Aprim(τ :
ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ

) :
·
1
Ù

îTÆ
Atyarg(∆), α : Atyarg(K) `L Aprim(τ) :

·
1
Ù

ëÀÂ�Æ�Ê&Ü �Ãà�î ��� � Þ�Â�ÑÀË ÄKÔ Atyarg(∆) `L Aprim(∃α : K.τ) :
·
1

case 5 :
Aprim(α :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
) = αëÀÂ�Æ�Ê&Ü ��ëmà�½ ��
 �$Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô

∆′, α :
ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä

`F α :
ÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�Ä

� ÌÐÜ �Ãà�½ ��
 �AÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Atyarg(∆
′), α : Atyarg(

Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ
) `L α : Atyarg(

ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ
)½�¾TÑ�Á�Ô

Atyarg(∆
′, α :

ÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�Ä
) `L α :

·
1

case 6 :
A0(α :

Å«Ç­Â
) = αëÀÂ�Æ�Ê&Ü ��ëmà�½ ��
 �$Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô

∆′, α :
Å«Ç­Â

`F α :
Å«Ç­Â

� ÌÐÜ �Ãà�½ ��
 �AÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô Atyarg(∆
′), α : Atyarg(

ÅÀÇ­Â
) `L α : Atyarg(

Å«Ç�Â
)½�¾TÑ�Á�Ô

Atyarg(∆
′, α :

Å«Ç�Â
) `L α :

¿ ÈiÇ
→ KR →

¿²ÈiÇ
→
¿ ÈiÇ

→
·
0

2. A(x) R E g = x
� ÌÐÜ�½©à ��
 �AÞxÔ Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}, x : A(τ)RE `L x : A(τ)REîTÆ

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ, x : τ)RE, {g : τg(R, E)} `L x : A(τ)RE

3. A(i) R E g =
Å�Í�Éuä

(i, i)
Í�Á

∃I :
¿²ÈiÇ

.Int(I)ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmàZÚ # ½¦Þ�Ô ∆; Γ `F i :
¿²ÈKÇ

� Ä�É"Ñ�Í�Á­Ä$ÓTÌÐÜ �ÃàZÚ���
 �$Þ Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L i :
¿ ÈiÇhÔ

ÓTÌ Ü�½©à�í 
Aì �®Þ�Ô
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈKÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

Å�Í�Éuä
(i, i)

Í�Á
∃I :

¿ ÈiÇ
.Int(I) : ∃I :¿²ÈKÇ

.Int(I)½�¾TÑ�Á�Ô
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(i) R E g : A(

¿ ÈiÇ
)RE

4. A(x1 p x2) R E g = OPp · 〈x1, x2〉
Ô
(∆′; Γ′ `L OPp : ·〈τint, τint〉 → τint)ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà��$í©Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô

∆; Γ `F x1 :
¿²ÈiÇ�Ô�Í�È�Ï

∆; Γ `F x2 :
¿²ÈiÇ

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x1 : τint

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x2 : τint

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L OPp : ·〈τint, τint〉 → τint

� ÌÐÜ�½©à 
¦í¯í�Þ�Â�ÑÀË ÄKÔ Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(x1 p x2) R E g : τint

5. A(x[τ0]) R E g = x[Atyarg(τ0)]ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà�½�
¦í¯í�Þ�Â�ÑÀË ÄKÔ«ß�Ä
äTÈÀÆ�ß
∆ `F τ0 : K

Ô
∆; Γ `F x : ∀[α : K,

−−−→
β : K ′].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
`L Atyarg(τ0) : Atyarg(K)

� �



Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

x : ∀α : Atyarg(K),
−−−−−−−−−−→
β : Atyarg(K

′).∀R : KR.∀E :
¿²ÈiÇ

. ∧ 〈τg(R, E),
−−−→
A(τ)〉 → τhalt

� ÌÐÜ�½©à�½�
¦íSí�Þ�Â­ÑÀË²Ä�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

x[Atyarg(τ0)] : ∀
−−−−−−−−−−→
β : Atyarg(K

′).∀R : KR.∀E :
¿²ÈiÇ

.(∧〈τg(R, E),
−−−→
A(τ)〉 → τhalt)[Atyarg(τ0)/α]

� Á­¿²ÈÀâ 
�Ä"ÊEÊ¥ÍKðÀÔ Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

x[Atyarg(τ0)] : ∀
−−−−−−−−−−→
β : Atyarg(K

′).∀R : KR.∀E :
¿²ÈiÇ

. ∧ 〈τg(R, E),
−−−−−−−→
A(τ [τ0/α])〉 → τhalt½�¾TÑ�Á�Ô

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

A(x[τ0]) R E g : A(∀[
−−−→
β : K ′].(−→τ [τ0/α]) →

ã�ÆK¿²Ï
)RE

6.
case 1. A(

Å�Í�Éuä
[τ, x]

Í�Á
∃β : K.τ ′ :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
) R E g =

ÅCÍ�Éuä
Atyarg(τ), x

Í�Á
∃β : Atyarg(K).A(τ ′) R EëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmàZí 
Aì �®Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô

∆ `F τ : K, ∆; Γ `F x : τ ′[τ/β]Í�ÈCÏ
∆; Γ `F

ÅCÍ�Éuä
[τ, x]

ÍKÁ
∃β : K.τ ′ : ∃β : K.τ ′

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

`L Atyarg(τ) : Atyarg(K)
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x : A(τ ′[τ/β]) R EÑ�Á­¿ È�â_Ë²Ä"ÊEÊ¥ÍKðÀÔ«ß�Ä
¾�ÍYãKÄ

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x : A(τ ′)[Atyarg(τ)/β] R E
� ÌÐÜ�½©à�í 
Aì �®Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `LÅ�ÍKÉuä

Atyarg(τ), x
Í�Á

∃β : Atyarg(K).A(τ ′) R E : ∃β : Atyarg(K).A(τ ′) R E

case 2. A(
Å�Í�Éuä

[τ, x]
Í�Á

∃β : K.τ ′ :
Å«Ç�Â

) R E g = ptr � packK R E (λβ : Atyarg(K).Atyarg(τ
′))Atyarg(τ)x�áÄ
Í�Ë Â�Ä�ÍKÏ«ÌeäTÈÀÆ�ß�Ô

∆; Γ `F

Å�ÍKÉuä
[τ, x]

Í�Á
∃β : K.τ ′ :

Å«Ç­Â
: ∃β : K.τ ′

∆; Γ `F x : τ ′[τ/β]
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
`L Atyarg(τ) : Atyarg(K)

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x : A(τ ′[τ/β]) R E
�Ä�ÊEÊEÍið.Ç�Ä"Ë²Ë²ÁÛÑ�ÁIÇ�¾�Í�Ç
(λβ : Atyarg(K).Atyarg(τ

′))Atyarg(τ) ≡ Atyarg(τ
′)[Atyarg(τ)/β] = Atyarg(τ

′[τ/β]) =
A0(τ

′[τ/β])
Í�È�Ï

(λβ : Atyarg(K).Atyarg(τ
′))Atyarg(γ) ≡ Atyarg(τ

′)[Atyarg(γ)/β] = Atyarg(τ
′[γ/β]) = A0(τ

′[γ/β])
Ù

� Á­¿²ÈÀâ_Ç­¾À¿�Á�ß�¿ Ç­¾�Ç­¾ÀÄ
Ç�ÌTÅPÄ�Æ�Ò ptr � packK

Ç�Ä"Ë²Ë²Á�ÑCÁ©Ç­¾�Í�Ç
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

ptr � packK R E (λβ : Atyarg(K).Atyarg(τ
′))Atyarg(τ) : A(τ ′[τ/β]) R E → A(∃γ : K.(τ ′[γ/β])) R E

Ù
ëÀÂ�Æ�Ê:Ç­¾À¿�Á�ß�Ä®É"Æ�È�É"Ë ÑCÏ«Ä

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

ptr � packK R E (λβ : Atyarg(K).Atyarg(τ
′))Atyarg(τ)x : A(∃γ : K.(τ ′[γ/β])) R E

Ù

¦ÈCÏ

∃γ : K.(τ ′[γ/β]) = ∃β : K.τ ′ Ù

7. A(fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e) R E g = fix x : ∀

−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).∀R′ : KR.∀E′ :

¿ ÈiÇ
. ∧ 〈τg(R

′, E′),
−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 →

τhalt(R
′).

Λ
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).ΛR′ : KR.ΛE′ :

¿²ÈiÇ
.λy : ∧〈τg(R

′, E′),
−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 →

Ë²ÄxÇ
〈g′, −→x 〉 = y

¿²È
A(e) R′ E′ g′ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà�ë3Ú�"
Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô −−−→

α : K `F τi : K ′
i

Ô −−−→
α : K; x : ∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�ÆK¿²Ï
, x1 : τ1, · · · , xn : τn `F eÍ�ÈCÏ

∆; Γ `F fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e : ∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(

−−−→
α : K), R′ : KR, E′ :

¿²ÈiÇ
`L A(τi)R

′E′ :
·
1

Atyarg(
−−−→
α : K), R′ : KR, E′ :

¿ ÈiÇ
; x : A(∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ã�ÆK¿²Ï
)R′E′, x1 : A(τ1)R

′E′, · · · , xn : A(τn)R′E′,
{g : τg(R

′, E′)} `L A(e) R′ E′ g : τhaltÓTÌÐÜ�½©à ��
 �AÞxÔ
y : ∧〈τg(R′, E′),

−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 `L y : ∧〈τg(R′, E′),

−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉

� Ì�ÜX½©à 
 � ½¦ÞPÂ­Ñ�Ë ÄKÔ Atyarg(
−−−→
α : K), R′ : KR, E′ :

¿²ÈiÇ
; x : A(∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
)R′E′, y : ∧〈τg(R′, E′),

−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 `LË²ÄxÇ

〈g′, −→x 〉 = y
¿²È
A(e) R E′ g′ : τhalt

� ÌÐÜ�½©à 
 � îÀÞ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä
Æ�Ó«ÇuÍ�¿²È Atyarg(
−−−→
α : K), R′ : KR, E′ :

¿²ÈiÇ
; x : A(∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
)R′E′ `L

λy : ∧〈τg(R
′, E′),

−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 →

Ë Ä"Ç
〈g′, −→x 〉 = y

¿²È
A(e) R′ E′ g′ : ∧〈τg(R

′, E′),
−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 → τhalt

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä −−−−−−−−−→α : Atyarg(K) `L

−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K)

Ô
E′ :
¿ ÈiÇ

`L E′ :
¿ ÈiÇ�ÔCÍ�È�Ï

R′ : KR `L R′ : KR

Ô
ÓTÌÐÜ�½©à�½�
 � îÀÞ©Â�ÑÀË ÄKÔ ∅; x : A(∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
)R′E′ `L

Λ
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).ΛR′ : KR.ΛE′ :

¿²ÈiÇ
.λy : ∧〈τg(R

′, E′),
−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 →

Ë²ÄxÇ
〈g′, −→x 〉 = y

¿²È
A(e) R′ E′ g′ :

� ×



∀
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).∀R′ : KR.∀E′ :

¿²ÈiÇ
. ∧ 〈τg(R

′, E′),
−−−−−−−→
A(τ) R′ E′〉 → τhalt

� ÌÐÜ�½©à�ë3Ú�"ÃÞ©Â�ÑÀË²Ä
Í�È�Ï�ß�ÄhÍ�äKÄ"ÈÀ¿²ÈÀâ_Ë Ä�Ê_Ê¥Í�Ô Atyarg(∆), R′ : KR, E′ :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)R′E′, {g : τg(R
′, E′)} `L

A(fixcode x[
−−−→
α : K](−−→x : τ ).e) R E g : A(∀[

−−−→
α : K].(−→τ ) →

ãKÆ�¿�Ï
)R′E′

8. A(x(−→x )) R E g = x R E ∧ 〈g,−→x 〉ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà 
AíSí�Þ�Â�ÑÀË²Ä�Ô
∆; Γ `F xi : τi

Ô
∆; Γ `F x : (τ1, · · · , τn) →

ã�Æ�¿�ÏåÔ
Í�ÈCÏ

∆; Γ `F x(−→x )
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L xi : A(τi)RE

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x : ∀R : KR.∀E :
¿ ÈiÇ

. ∧ 〈τg(R, E),
−−−−−−→
A(τ) R E〉 → τhalt

� ÌÐÜ�½©à 
¦í¯í�Þ�Â�ÑÀË ÄKÔ«ß�Ä
âKÄxÇ Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x R E ∧ 〈g,−→x 〉 : τhalt

9. A(
¿�Ò
0(x, e1, e2)) R E g =

ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä
β, x1 = x

¿²È�¿ Ò
x1 = 0

Ç­¾ÀÄ�È
A(e1) R E g

Ä�Ë²Á­Ä
A(e2) R E gëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmàZÚ�ë6Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô

∆; Γ `F x :
¿²ÈiÇ®Ô

∆; Γ `F e1 ∆; Γ `F e2
Ô

Í�ÈCÏ
∆; Γ `F

¿ Ò
0(x, e1, e2)

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg}RE `L x : τint

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(e1) R E g : τhalt

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(e2) R E g : τhalt

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

, β :
¿ ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}, x1 : Int(β) `L (x1 = 0) : Bool(β = 0)ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½©à�Ú�ë � Þ©Â­ÑÀË²ÄEÔÀß©ÄÃäTÈÀÆ�ß
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
, β :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}, x1 : Int(β) `L

¿ Ò
x1 = 0

Ç­¾ÀÄ�È
A(e1) R E g

Ä�Ë²Á­Ä
A(e2) R E g :

τhalt

� ÌÐÜ�½©à ��# í 
Aì �®Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(
¿�Ò
0(x, e1, e2)) R E g : τhalt

10. A(
¾�Í�Ë Ç

[τ ]x) R E g = halt RE (A(τ) R E)∧ < g, x >
Ô

ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà � 
�
«½¦Þ©Â�ÑÀË²Ä�Ô«ß©Ä�äiÈ�Æ�ß ∆; Γ `F x : τ
ÔÀÍ�ÈCÏ

∆; Γ `F

¾�Í�Ë Ç
[τ ]x

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x : A(τ) R E

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä ∅; ∅; ∅; ∅; true;∞ `L halt : ∀R : KR.∀E :
¿ ÈiÇ

.∀α :
·
1 .∧ < τg(R, E), α >→ τhalt

� ÌÐÜ�½©à 
¦í¯í�Þ�Â�ÑÀË ÄKÔ Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L halt R E (A(τ) R E)∧ < g, x >: τhalt

11. A(
Ë Ä"Ç

x = t
¿ È

e) R E g =
Ë Ä"Ç

x = A(t) R E g
¿ È
A(e) R E gëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà�î � � Þ©Â­Ñ�Ë ÄKÔ ∆; Γ `F t : τ

Ô
∆; Γ, x : τ `F e

ÔÀÍ�È�Ï
∆; Γ `F

Ë Ä"Ç
x = t

¿²È
e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(t) : A(τ) R E
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}, x : A(τ) R E `L A(e) : τhalt

� ÌÐÜ�½©à�
 � ½¦Þ�ÔÀß©Ä
â�ÄxÇ Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(
Ë²ÄxÇ

x = t
¿²È

e) R E g : τhalt

12. A(
Ë Ä"Ç

x0 = πi(x1 : 〈
−−−→
τ : K〉)

¿²È
e) R E g =

Ë²ÄxÇ
〈g′, x0〉 = obj � load−→

K,i
R E

−−−−−−→
Atyarg(τ) ∧ 〈g, x1〉

¿ È
A(e) R E g′ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmàZí � ��� � ì©½¦ÞxÔ ∆; Γ `F x1 : 〈τ1, · · · , τn〉

Ô
∆; Γ, x0 : τi `F e

Ô
Í�ÈCÏ

∆; Γ `F

Ë²ÄxÇ
x0 = πix1

¿²È
e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x1 : A(〈
−−−→
τ : K〉) R E

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g′ : τg(R, E)}, x0 : A(τi) R E `L A(e) R E g′ : τhalt

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä ∅; ∅ `L obj � load−→
K,i

: ∀R : KR.∀E :
¿²ÈKÇ

.∀
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).∧〈τg(R, E), A(〈

−−−→
α : K〉) R E〉 → ∧〈τg(R, E), A(αi :

Ki) R E〉
� ÌÐÜ�½©à 
¦í¯í�Þ�Â�ÑÀË Ä�Í�È�ÏbË²Ä"ÊEÊ¥ÍKðÀÔ Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

obj � load−→
K,i

R E
−−−−−−→
Atyarg(τ) ∧ 〈g, x1〉 : ∧〈τg(R, E), A(τi : Ki) R E〉

� ÌÐÜ�½©à�
 � ½¦Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

� ð



A(
Ë²ÄxÇ

x0 = πi(x1 : 〈
−−−→
τ : K〉)

¿²È
e) R E g : τhalt

13.
case 1. A(

Ë Ä"Ç
[α : K, x0 : τ0 :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
] =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

x1 : ∃α : K.τ
¿ È

e) R E g =
ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

α, x0 = x1
¿ È
A(e) R E gëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà � # í 
Aì �®Þ©ß©ÄÃäTÈÀÆ�ß ∆; Γ `F x1 : ∃α : K.τ, (∆, α : K); (Γ, x0 : τ) `F e,Í�ÈCÏ

∆; Γ `F

Ë²ÄxÇ
[α, x0] =

ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä
x1
¿²È

e
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x1 : A(∃α : K.τ) R E

Atyarg(∆, α : K), R : KR, E :
¿ ÈiÇ

;A(Γ, x0 : τ)RE, {g : τg(R, E)} `L A(e) R E g : τhalt

� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä ∆; Γ `F τ :
Å�Â­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ�Ô

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x1 : ∃α : Atyarg(K).Aprim(τ)
Atyarg(∆), α : Atyarg(K), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}, x0 : Aprim(τ) R E `L A(e) R E g : τhalt

� ÌÐÜ�½©à ��# í 
Aì �®Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä
α, x0 = x1

¿ È
A(e) R E g : τhalt

case 2. A(
Ë Ä"Ç

[α : K, x0 : τ0 :
Å«Ç­Â

] =
Ñ�ÈÀÅ�Í�Éuä

x1 : ∃α : K.τ
¿²È

e) R E g =ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä
α, x0 = ptr � unpackK R E (λα : Atyarg(K).Atyarg(τ)) x1

¿²È
A(e) R E gëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà � # í 
Aì �®Þ©ß©ÄÃäTÈÀÆ�ß ∆; Γ `F x1 : ∃α : K.τ, (∆, α : K); (Γ, x0 : τ) `F e,Í�ÈCÏ

∆; Γ `F

Ë²ÄxÇ
[α, x0] =

ÑÀÈÀÅCÍ�Éuä
x1
¿²È

e
� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L x1 : A(∃α : K.τ) R E

Atyarg(∆), Atyarg(α) : Atyarg(K), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}, x0 : A(τ) R E `L A(e) R E g : τhaltëÀÂ�Æ�Ê=Ï«Ä!��È�¿�Ç�¿ ÆKÈ�ß©Ä
äTÈÀÆ�ß
∅; ∅ `L

ptr � unpackK : ∀R : KR.∀E :
¿ ÈiÇ

.∀α : Atyarg(K) → Atyarg(
Å«Ç�Â

).A(∃β : K.(α β)) R E → ∃β : Atyarg(K).(A(α β) R E)
�Ä�ÊEÊEÍiðEÇ�Ä"Ë²Ë²Á
Ñ�ÁÃÇ�¾�Í�Ç
(λα : Atyarg(K).Atyarg(τ))Atyarg(α) ≡ Atyarg(τ)[α/α] = Atyarg(τ) = A0(τ)

Ù � Á§¿²ÈÀâ�Ç­¾�¿²Áß�¿ Ç­¾�Ç­¾ÀÄ
Ç�ÌTÅPÄ�Æ�Ò
ptr � unpackK

Ç­Ä"Ë²Ë�Á�Ñ�Á©Ç­¾CÍ�Ç
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

ptr � unpackK R E (λα : Atyarg(K).Atyarg(τ)) : A(∃α : K.τ) R E → ∃α : Atyarg(K).(A(τ) R E)
Ù

½�¾TÑ�Á�Ô
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L

ptr � unpackK R E (λα : Atyarg(K).Atyarg(τ)) x1 : ∃α : Atyarg(K).(A(τ) R E)
� Ä�É�Í�Ñ�Á­Ä Atyarg(∆), Atyarg(α) : Atyarg(K), R : KR, E :

¿ ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)}, x0 : A(τ) R E `L A(e) R E g :

τhalt

� ÌÐÜ�½©à ��# í 
Aì �®Þ©Â­ÑÀË²Ä�Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `LÑÀÈÀÅCÍ�Éuä
α, x0 = ptr � unpackK R E (λα : Atyarg(K).Atyarg(τ)) x1

¿²È
A(e) R E g : τhalt

14. A(
Ë Ä"Ç

x0 = 〈−−−→x : τx〉
¿²È

e) R E g =
ÑÀÈÀÅ�ÍKÉuä

E′, z = alloc−→
K,n

R E
−−−−−−−→
Atyarg(τx)

−−−−−−−→
Atyarg(τy) ∧ 〈g,−→x ,−→y 〉

¿²È
Ë²ÄxÇ

〈g′, x0,
−→y 〉 = z

¿ È
A(e) R E′ g′

( ß�¾ÀÄ"Â�Ä
{y1, · · · , yn} = {y : τy :

Å«Ç­Â
∈ FV (e)} − {x0}ëÀÂ�Æ�Ê&Ü�½�ëmà�� � ì�Þ©Â�ÑÀË ÄKÔÀß©ÄÃäTÈÀÆ�ß ∆; Γ `F xi : τi, ∆; Γ, x0 : 〈τ1, · · · , τn〉 `F e

Ô
∆; Γ `F

Ë²ÄxÇ
x0 = 〈−→x 〉

¿ È
e

� Ìe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�È�ÔÀß©Ä
â�Ä"Ç Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L xi : A(τi) R E
Ô

Í�ÈCÏ
Atyarg(∆), R : KR, E′ :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE′, {g′ : τg(R, E′)}, x0 : A(〈−→τx〉) R E′ `L A(e) R E′ g′ : τhaltëÀÂ�Æ�Ê=Ï«Ä!��È�¿�Ç�¿ ÆKÈ�Ô

∅; ∅ `L alloc−→
K,n

: ∀R : KR.∀E :
¿ ÈiÇ

.∀
−−−−−−−−−→
α : Atyarg(K).∀β1 : Atyarg(

Å«Ç�Â
). · · ·

∀βn : Atyarg(
Å«Ç­Â

).∧〈τg(R, E),
−−−−−−−−−→
A(α : K) R E,

−−−−−−−−−−→
A(β :

Å«Ç�Â
) R E〉 → ∃E′.∧〈τg(R, E′), A(〈

−−−→
α : K〉) R E′,

−−−−−−−−−−→
A(β :

Å«Ç­Â
) R E′〉

� Á­¿²ÈÀâ.Ë Ä�Ê_Ê¥Íið«Ô Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `L alloc−→
K,n

R E
−−−−−−−→
Atyarg(τx)

−−−−−−−→
Atyarg(τy) ∧

〈g,−→x ,−→y 〉 :

∃E′. ∧ 〈τg(R, E′), A(〈−→τx〉) R E′,
−−−−−−−→
A(τy) R E′〉�áÄÃäTÈÀÆ�ß

Atyarg(∆), R : KR, E′ :
¿²ÈKÇ

;A(Γ)RE′, {g′ : τg(R, E′)}, x0 : A(〈−→τx〉) R E′ `L A(e) R E′ g′ : τhalt

Ù
î«ÍYÌEÇ�¾�Í�Ç

Γ = Γptr ∪ Γptrextra ∪ Γprim

ß�¾ÀÄ�Â­Ä
Γptr, Γptrextra, Γprim

¾�ÍYãKÄ
ÏÀ¿²Á ��Æ�¿²ÈiÇ�ÏÀÆ�Ê¥Í�¿²È�Á�Í�ÈCÏ*ñ
Γptr = {y1 7→ τy1

:
ÅÀÇ­Â

, . . . , yn 7→ τyn
:
ÅÀÇ­Â

}
Γptrextra = {y′

1 7→ τy′

1
:
Å«Ç�Â

, . . . , y′
n′ 7→ τy′

n′
:
Å«Ç�Â

}

Γprim = {z 7→ τz1
:
Å�Â­¿²Ê

, . . . , zm 7→ τzm
:
ÅÀÂ�¿ Ê

}

� ï




¦Ë²Ë3Ò¤Â­Ä�Ä�ÅPÆ�¿²ÈiÇ­Ä"ÂÃã�Í�Â�¿²Í�ÓÀË²Ä�Á¦¿²È
e
Í�Â­Ä�¿ È

Γptr

Ô�Á­ÆbÈÀÆbÒ¤Â­Ä�Ä�ã�Í�Â�¿²Í�ÓÀË²Ä�Á¦Æ�Ò
e
Í�ÅÀÅPÄ�Í�Â$¿²È

Γptrextra

Ù
Ú�Ç
�
ÁÃÄ�ÍKÁ§Ì�Ç�ÆIÁ­¾ÀÆ�ß Ç­¾�Í�Ç

eÇ�ÌTÅCÄhÉu¾ÀÄ�Éuä«Á6ß�¿ Ç­¾�Æ�Ñ«Ç
Γptrextra

Ü�ÓTÌ�¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈeÆKÈ_Ç­¾ÀÄAÇ�ÌiÅ�¿ ÈÀâ®ÏÀÄ"Â�¿ ã�Í�Ç�¿ ÆKÈCÞ�ÔTÍ�ÈCÏ_Ç­¾�Í�Ç¯Ä�ÍKÉu¾�Ò¤Â�Ä"ÄAÅCÆK¿ ÈiÇ­Ä�Â¯ã�Í�Â�¿�Í�ÓÀË²Ä
yi

¿²È
e
Ê�Ñ�Á§Ç

Í�Å�ÅCÄhÍ�Â�¿²È
Γ
ÜXÍ�Ë�Á§ÆEÓTÌe¿²È�Ï«Ñ�ÉxÇ­¿²Æ�ÈÛÆ�ÈIÇ­¾ÀÄ
Ç�ÌTÅÀ¿²ÈÀâ¥Ï«Ä�Â­¿²ã�Í�Ç­¿²Æ�ÈPÞ�ñ

Atyarg(∆), R : KR, E′ :
¿²ÈiÇ

;A(Γptr ∪ Γprim)RE′, {g′ : τg(R, E′)}, x0 : A(〈−→τx〉) R E′ `L A(e) R E′ g′ : τhalt

Ù
½�¾ÀÄ�ÈIÓTÌåÜX½©à 
 � ½¦Þ�Í�ÈCÏåÜX½©à���
 �AÞxñ
Atyarg(∆), R : KR, E′ :

¿²ÈiÇ
;A(Γprim)RE′, z : ∧〈τg(R, E′), A(〈−→τx〉) R E′,

−−−−−−−→
A(τy) R E′〉 `LË²ÄxÇ

〈g′, x0,
−→y 〉 = z

¿ È
A(e) R E′ g′ : τhaltëÀÆKÂÐÅÀÂ�¿²Ê_¿ Ç­¿²ã�Ä Ç�ÌiÅPÄ�Á�Ô
A(τ :

ÅÀÂ­¿²ÊE¿�Ç�¿ ãKÄ
) = λR : KR.λE :

¿²ÈiÇ
.Aprim(τ)

Ô¥Á­Æ
A(τ :

ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä
) R E′ = A(τ :ÅÀÂ�¿ ÊE¿ Ç­¿²ã�Ä

) R E
Ù�½�¾�¿²Á
ÊEÄ�Í�È�ÁAÇ­¾�Í�Ç

A(Γprim) R E′ = A(Γprim) R E
Ô�ß�¾À¿�Éu¾Ðß©ÄEÉ"Í�ÈåÑ�Á­Ä_Í�ÒÝÇ­Ä"Â
ß©Ä�Í�äi¿²ÈÀâbÇ­¾ÀÄ_Ä"ÈTãT¿ Â�Æ�È�Ê_Ä�ÈiÇ

ß�¿ Ç­¾
E
ñ

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

, E′ :
¿²ÈiÇ

;A(Γprim)RE, z : ∧〈τg(R, E′), A(〈−→τx〉) R E′,
−−−−−−−→
A(τy) R E′〉 `LË²ÄxÇ

〈g′, x0,
−→y 〉 = z

¿ È
A(e) R E′ g′ : τhalt�áÄ
É�Í�ÈÛß©Ä�Í�äKÄ"È

Γprim

Ç�Æ�Ç�¾ÀÄ®Á­ÑÀÅCÄ�Â�Á­ÄxÇ
Γ
ñ

Atyarg(∆), R : KR, E :
¿²ÈiÇ

, E′ :
¿²ÈiÇ

;A(Γ)RE, z : ∧〈τg(R, E′), A(〈−→τx〉) R E′,
−−−−−−−→
A(τy) R E′〉 `LË²ÄxÇ

〈g′, x0,
−→y 〉 = z

¿ È
A(e) R E′ g′ : τhalt

� ÌÐÜ�½©à ��# í 
Aì �®Þ�ÔÀß©Ä
â�ÄxÇ
Atyarg(∆), R : KR, E :

¿²ÈiÇ
;A(Γ)RE, {g : τg(R, E)} `LÑÀÈÀÅCÍ�Éuä

E′, z = alloc−→
K,n

R E
−−−−−−−→
Atyarg(τx)

−−−−−−−→
Atyarg(τy) ∧ 〈g,−→x ,−→y 〉

¿²È�Ë²ÄxÇ
〈g′, x0,

−→y 〉 = z
¿²È
A(e) R E′ g′ : τhalt
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