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Introduccion general

Este Trabajo Fin de Master (TFM) tiene como obgesgtudiar la aplicacion de las de-
rivadas por los estudiantes de primero de bachilgpecialidad ciencias y tecnologia,
en el horario nocturno.

El trabajo se estructura en dos partes. En |la pairparte se realiza un estudio longitu-
dinal del curriculo y en los libros de texto ertegcer ciclo de Primaria, en ESO y en
Bachillerato con relacion al tema indicado.

En la segunda parte se propone un proceso de @silatie la aplicacion de las deriva-
das por los estudiantes que se ha puesto en mamchia aula de primero de bachiller,
especialidad ciencias y tecnologia, en el horamicturno en el marco del Practicum Il
del Master. Los resultados extraidos de esta erpatacion se fundamentan en un
cuestionario construido ad hoc, teniendo en cuasitgismo las restricciones institu-
cionales.

El trabajo concluye con una sintesis, unas coratesi y unas cuestiones abiertas.
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Parte I:
Las derivadas y su aplicacion en el curriculo
vigente y en los libros de texto
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En esta primera parte del Trabajo Fin de Mastelizznedmo se aborda el tratamiento
de las derivadas y su aplicaciéon en el curricudm yos libros de texto en el tercer ciclo
de Primaria, en ESO y, en Bachillerato.

El andlisis se divide en cuatro capitulos. En eher y segundo capitulo se muestran en
forma de tabla los contenidos y criterios de eva@@radel curriculo vigente que hacen

referencia a las derivadas y su aplicacion en cadade los grados. En el tercero se
presentan ejemplos de las actividades (ejercipimt)lemas, cuestiones y situaciones)
tipo propuestas en un libro de texto de 1° de Hachasi como en dos cursos anteriores
y el Unico posterior.

Las conclusiones que se extraen del analisis catiparde los contenidos de ambas
fuentes (curriculo y libro de texto) se exponerekouarto capitulo. El objetivo aqui es
valorar la coherencia de los manuales con relaalGrurriculo vigente y resaltar las
presencias o ausencias de conocimientos matemétiedisos al tema objeto de andli-
Sis.






Laura LOpez Jiméne

Capitulol

Las Derivadas y su aplicacion en el curriculo vigge

z

En este primer capitulo se va a analizar el codtede minimos que hay en el curriculo
oficial, para la educacion Primaria, Secundariaagtlerato, para el tema de deriva-

das.

Estos contenidos de minimos aparecen recogidosseBdletines Oficiales del Estado,
encontrandose en B.O.E. nimero 293 (Real Decreitd/2606), en el B.O.E. nimero 5
(Real Decreto 1631/2006) y en el B.O.E. niumero (&l Decreto 1467/2007).

Dichos contenidos han sido agrupados en tres griolhgacion Primaria, Secundaria y

Bachiller.

1.1. Contenidos en Educacion primaria

Tabla 1l
Primaria
Descriptor
Primer ciclo Segundo ciclo Tercer ciclo
Derivadas

Tasa de variacion

Pendiente de una
recta

Blogue 3. Geometria. L
situacién en el espaci
distancias y giros. Uso d
vocabulario geomeétric
para describir itinerariog
lineas abiertas y cerradg
rectas y curvas. Interpre
tacion 'y  descripcion
verbal de croquis d
itinerarios y elaboracior
de los mismos.

aBloque 3. Geometria. L
D,Situacion en el espaci
edistancias, angulos

D giros. Las lineas com
:recorrido: rectas y cur
svas, interseccion de re
>-tas y rectas paralelas.

Limites

Andlisis de funcio-
nesy graficas

Bloque 3. Geometria.
-Sistema de coordenad
cartesianas. Descripcig

de posiciones y movir

mientos por medio d
coordenadas, distancia
angulos, giros...

- La representacion ele-
mental del espacio, escg
las y graficas sencillas.

Uso de tecnologias

Utilizar de forma adecuada los medios tecnoldgianto en el calculo como en |
busgueda, tratamiento y representacion de infoonasidiversas.

11



Aplicaciéon de las derivadas por estudiantes deXaghiller (ciencias y tecnologia)

1.2. Contenidos en ESO

Tabla 2
E.S.O.
Descriptor Primer ciclo
1°E.S.O. 2°E.S.O.
Bloque 3. Algebra. Bloque 3. Algebra.
-Empleo de letras para simboliz| -El lenguaje algebraico para generali-
nameros inicialmente desconocidog zar propiedades y simbolizar relacio-
nameros sin concretar. Traduccién | nes. Obtencién de formulas y términos
expresiones del lenguaje cotidiano| generales basada en la observacion de
algebraico y viceversa. Obtencion | pautas y regularidades.
valores numéricos en formulas sen -Obtencién del valor numérico de upa
. llas. Valoracion de la precisién y sin expresion algebraicas.
Derivadas o . . S .
plicidad del lenguaje algebraico pq -Significado de las ecuaciones y de las

representar y comunicar diferent
situaciones de la vida cotidiana.

soluciones de la ecuacion.
-Resolucién de ecuaciones de prin
grado. Transformacion de ecuaciorn
en otras equivalentes. Interpretacién
la solucién.

-Utilizacién de las ecuaciones para
resolucion de problemas.

ner
es
de

a

Tasa de variacion

Pendiente de una
recta

Limites

Analisis de funciones
y gréaficas

Bloque 5. Funciones y graficas.
-Coordenadas cartesianas. Represe
cion de puntos en un sistema de ejes
coordenados. Identificacion de puntd
a partir de sus coordenadas.

- Interpretacion puntual y global de
informaciones presentadas en una
tabla o representadas en una graficq
- Deteccion de errores en las grafica
que pueden afectar a su interpretaci

Bloque 5. Funciones y graficas.
-Descripcion local y global de feno-

menos presentados de forma gréfica.

- Aportaciones del estudio grafico al
analisis de una situacion: crecimient
y decrecimiento. Continuidad y dis-
continuidad. Cortes con los ejes.
Méaximos y minimos relativos.

- Representacién grafica de una sit
cion que viene dada a partir de u
tabla de valores, de un enunciado o
una expresion algebraica sencilla.

- Interpretacion de las graficas como
relacion entre dos magnitudes. Obsg
vacion y experimentacion en casos
practicos.

na
de

Uso de tecnologias

Utilizar de forma adecuada los distintos medioadé&igicos (calculadoras,
ordenadores, etc.) tanto para realizar calculosquema buscar, tratar y repre-

sentar informaciones de indole diversa y tambidénccayuda en el aprendizajg.

12
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Tabla 3a
E.S.O.
Descriptor Segundo ciclo
3°E.S.O. 4°E.S.0.-A 4°E.S.O.-B
Bloque 3. Algebra.
-Traduccién de situacio-
. nes del lenguaje verbal g
Derivadas --- ---

algebraico. Transforma-
cion de expresiones alge
braicas.

Tasa de variacion

Bloque 5. Funciones

graficas.

- La tasa de variaci6
media como medida de
variacion de una funcio
en un intervalo. Analisis
de distintas formas d
crecimiento en tablas
graficas y enunciado
verbales.

Bloque 5. Funciones Yy
graficas.

- La tasa de variacion
media como medida de |a
variacion de una funcion
en un intervalo. Analisis
de distintas formas de
crecimiento en tablas,
gréaficas y enunciados
verbales.

Pendiente de una
recta

Blogue 5. Funciones
graficas.

- Utilizacién de las distin/
tas formas de represent
la ecuacion de la recta.

Limites

Andlisis de fun-
ciones y gréficas

Blogue 5. Funciones
gréficas.

- Andlisis y descripcion
cualitativa de gréfica
que representan feném
nos del entorno cotidian
y de otras materias.

- Analisis de una situd
cion a partir del estudi
de las caracteristicg
locales y globales de |
grafica correspondiente
dominio, continuidad
monotonia, extremos
puntos de corte.

- Formulacion de conje
turas sobre el comportg
miento del fendmeno qu
representa una gréafica

su expresion algebraica.

Bloque 5. Funciones

gréficas.

-Interpretacion de u
fendbmeno descrito meg
diante un enunciadd
tabla, grafica o expresié
analitica. Andlisis de lo
resultados.

Bloque 5. Funciones Yy
gréficas.
-Interpretacion de unm
fenébmeno descrito me
diante un enunciadd
tabla, grafica o expresié
analitica. Analisis de lo
resultados.

=
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Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Tabla 3b
E.S.O.
Descriptor Segundo ciclo
3°E.S.O. 4°E.S.O.— A 4°E.S.0.-B
Bloque 5. Funcionesy | Bloque 5. Funciones | Bloque 5. Funciones Yy
gréficas. gréficas. gréficas.
-Uso de las tecnologias | -Estudio y utilizacién de | -Reconocimiento de otros
de la informacion para el otros modelos funciona- | modelos funcionales:

Uso de tecnologias

andlisis conceptual y
reconocimiento de pro-
piedades de funciones y
graficas.

les no lineales: exponen-
cial y cuadratica. Utiliza-
cién de tecnologias de Ig
informacion para su ana
lisis.

1%

funcion cuadratica, d
proporcionalidad inversa,
exponencial

y logaritmica. Aplicacio-
nes a contextos y situa-
ciones reales.
Uso de las tecnologias de

la informacion en I3
representacion,
simulaciéon y analisis
gréfico.

Utilizar de forma adecuada los distintos medioadéigicos (calculadoras, orde-
nadores, etc.) tanto para realizar célculos comma Ipascar, tratar y representar
informaciones de indole diversa y también como aymel aprendizaje.

1.3. Contenidos en Bachillerato

Contenidos en Matematicas de Bachillerato aplicadakas Ciencias

Tabla 4
Bachillerato
Descriptor Ciencias
1° 2°
Analisis: Analisis:
-Aproximacion al concepto de derivj -Interpretacion geométrica y fisica d
da. Extremos relativos en un interval| concepto de derivada en un punto.
-Funcion derivada. Calculo de derivia-
. das. Derivada de la suma, el produgcto
Derivadas

y el cociente de funciones y de la fu

cion compuesta. Aplicacion de la deri-

vada al estudio de las propiedag
locales de una funcién. Problemas
optimizacion.

Tasa de variacion

Pendiente de una
recta

Geometria.
-Ecuaciones de la recta.

Geometria:
-Ecuaciones de la recta.

Limites

Andlisis:
-Aproximacion al concepto de limit
de una funcién, tendencia y continl

dad.

Andlisis

-Concepto de limite de una funcign.

Calculo de limites.

14
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Tabla 5
Bachillerato
Descriptor Ciencias
1° 2°
Andlisis: Andlisis:

- Funciones reales de variable reg -Continuidad de una funcién. Tipos de
clasificacién y caracteristicas basiq discontinuidad.
de las funciones polinébmicas, racior|
les sencillas, valor absoluto, pal
entera, trigonométricas, exponencial
y logaritmicas.

- Dominio, recorrido y extremos d
una funcion.
- Operaciones y composicion de fu
ciones.

-Interpretacion y analisis de funcion
sencillas, expresadas de manera ar
tica o grafica, que describan situac
nes reales.

Andlisis de funciones
y graficas

Emplear los recursos aportados por las tecnolagiagles para obtener y pro-
Uso de tecnologias | cesar informacion, facilitar la comprension de faeéos dindmicos, ahorrar
tiempo en los célculos y servir como herramientiagrsolucion de problemas.

Contenidos en Matematicas de Bachillerato aplicagakas Ciencias Sociales
Tabla 6a

Bachillerato
Descriptor Ciencias Sociales
1° 2°

Andlisis:
-Derivada de una funcién en un punto.
Aproximacion al concepto e interpre-
tacién geométrica.
-Aplicacién de las derivadas al estudio
de las propiedades locales de fungio-
nes habituales y a la resolucion de
problemas de optimizacion relaciona-
dos con las ciencias sociales y la eco-

Derivadas ---

nomia.
Tasa de variacion
Pendiente de una
recta
Analisis:
- Aproximacion al concepto de limite|a
partir de la interpretacién de la tenden-
. cia de una funcién. Concepto de conti-
Limites

nuidad. Interpretacion de los diferentes
tipos de discontinuidad y de las ten-
dencias asintoticas en el tratamiento| de
la informacion.

15



Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Tabla 6b

Descriptor

Bachillerato

Ciencias Sociales

10

20

Andlisis de funciones
y graficas

Analisis:
-Expresion de una funcion en forn
algebraicas, por medio de tablas o
gréficas. Aspectos globales de u
funcién. Utilizacion de las funcione
como herramienta para la resoluci
de problemas y la interpretacion
fendbmenos sociales y econémicos.

- Identificacion de la expresion anali
ca y grafica de las funciones polinén
cas, exponencial y logaritmica, val
absoluto, parte entera y racional
sencillas a partir de sus caracteristiq
Las funciones definidas a trozos.

- Tasa de variacion. Tendencias.

Analisis:
-Estudio y representacién grafica

una funcién polinbmica o raciona
sencilla a partir de sus propiedad

globales.

de

es

Uso de tecnologias

Emplear los recursos aportados por las tecnolagiamles para obtener y pro-

cesar informacién, facilitar la comprension de feedos dinamicos, ahorrar
tiempo en los célculos y servir como herramientiagrsolucion de problemas.

16
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Capitulo 2
Criterios de evaluacion de las derivadas y su aphcion en el curriculo
vigente

En este segundo capitulo se recopilan los critat@®valuacién que existen para el
tema de derivadas en los Reales Decretos antenteragalizados.

2.1. Criterios de evaluacién en Educacion Primaria

Tabla 7a
) Primaria
Descriptor - - - -
Primer ciclo Segundo ciclo Tercer ciclo
Derivadas

Tasa de variacion

Reconocer en el entornoObtener informacion
inmediato  objetos Yy puntual y describir un
espacios con formasrepresentacion  espacigl
rectangulares, triangula-(croquis de un itinerari
res, circulares, cubicas [yplano de una pista..)
esféricas. Este criteriptomando como referenci
pretende valorar la capa-objetos familiares y utili

Pendiente de una
recta

cidad de reconocer en
entorno las formas ge
omeétricas planas o esp
ciales mas elementale
Es importante valorar |
capacidad de recibir
emitir informaciones de
modo oral o  escritg
sobre los espacios fam
liares, utilizando con
propiedad los término
propios del ciclo.

ekarlas nociones basicas gde
-movimientos geomeétrico
apara describir y comprern-
sder situaciones de la vida
a cotidiana y para valorar
y expresiones artisticas.
» Este  criterio  pretend
evaluar capacidades

i-orientacién y presentacion
espacial, teniendo e

objetos y contextos cerca-
nos, valorando la utilizaf
cion de propiedades ge-
ométricas (alineamientaq,
paralelismo, perpendicula-
ridad...) como elementos
de referencia para descri-
bir situaciones espaciales.
Asimismo, se pretende
apreciar la adecuada utilj-
zacion de los movimientos
en el plano tanto parg
emitir y recibir informa-
ciones sobre situaciones
cotidianas, como parp
identificar y reproducir
manifestaciones artisticas
que incluyan simetrias y
traslaciones.

Limites

17




Aplicaciéon de las derivadas por estudiantes deXaghiller (ciencias y tecnologia)

Tabla 7b

Descriptor

Primaria

Primer ciclo

Segundo ciclo

Tercer ciclo

Analisis de funciones
y gréaficas

6. Interpretar una repre
sentacion espacial (crg
quis de un itinerario

plano de casas y m
gquetas) realizada
partir de un sistema d
referencia y de objet
o situaciones familia
res.

Este criterio pretend
evaluar el desarrollo d
capacidades espacial
en relacién con punto
de referencia, dista
cias, desplazamient
Y, en ciertos casos, €j
de coordenadas, m
diante representacion
de espacios familiares.

e

S

S
S

Uso de tecnologias

2.2. Criterios de evaluacién en ESO

Tabla 8a

Descriptor

E.S.O.

Primer ciclo

1°E.S.O.

2°E.S.O.

Derivadas

3. Identificar y describir regularidade
pautas y relaciones en conjuntos
nameros, utilizar letras para simboliz
distintas cantidades y obtener exp
siones algebraicas

como sintesis en secuencias num
cas, asi como el valor numérico

férmulas sencillas.

Este criterio pretende comprobar

capacidad para percibir en un conjut
numérico aquello que es comdun,
secuencia logica con que se ha cg
truido, un criterio que permita orden
sus elementos y, cuando sea posi
expresar algebraicamente la regulg
dad percibida.
Se pretende, asimismo, valorar el
del signo igual como asignador y
manejo de la letra en sus diferen
acepciones. Forma parte de este ci
rio también la obtencion del valg
numérico en férmulas simples de u

sola letra.

3. Utilizar el lenguaje algebraico para

simbolizar, generalizar e incorporar
planteamiento y resolucién de ecy
ciones de primer grado como u
herramienta mas con la que abordg
resolver problemas.
Se pretende comprobar la capacidag
utilizar el lenguaje algebraico pal
generalizar propiedades sencillas
simbolizar relaciones, asi como pla
tear ecuaciones de primer grado p
resolverlas por métodos algebraicos
también por métodos de ensayo
error. Se pretende evaluar, también
capacidad para poner en practica es
tegias personales como alternativa
algebra a la hora de plantear y resol
los problemas. Asimismo, se ha

procurar valorar la coherencia de |
resultados.

el
a-
na
ry

de
ra
y
n_
ara
b Y
y
la
tra-
al
ver
de
0s
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Descriptor

E.S.O.

Primer ciclo

1°E.S.O.

2°E.S.O.

Tasa de variacion

Pendiente de una
recta

Limites

Analisis de funciones
y de graficas

6. Organizar e interpretar informaci
nes diversas mediante tablas y grg
cas, e identificar relaciones de dep
dencia en situaciones cotidianas.
Este criterio pretende valorar la caf
cidad de identificar las variables q
intervienen en una situacion cotidiarn
la relacion de dependencia entre e
y visualizarla graficamente. Se trata
evaluar, ademas, el uso de las tal
como instrumento para recoger infg
macién y transferirla a unos ejes co
denados, asi como la capacidad p
interpretar de forma cualitativa
informacion presentada en forma
tablas y graficas.

5. Interpretar relaciones funcional

sencillas dadas en forma de tah

grafica, a través de una expres
algebraica o mediante un enuncia

es
la,
on
jo,

obtener valores a partir de ellas y ex-
traer conclusiones acerca del fenéme-

no estudiado.

Este criterio pretende valorar el marn

e_

jo de los mecanismos que relaciorjan

los distintos tipos de presentacion de
informacion, en especial el paso de

gréfica correspondiente a una relac
de proporcionalidad a cualquiera

los otros tres: verbal, numérico o alg
braico. Se trata de evaluar también
capacidad de analizar una grafica

relacionar el resultado de ese anél

con el significado de las variablgs

representadas.

la
a
6n
de
e_
la

y
sis

Representacion e
interpretacion grafi-
ca

6. Organizar e interpretar informaci
nes diversas mediante tablas y grg
cas, e identificar relaciones de dep
dencia en situaciones cotidianas.
Este criterio pretende valorar la caf
cidad de identificar las variables q
intervienen en una situacion cotidiarn
la relacion de dependencia entre e
y visualizarla graficamente. Se trata
evaluar, ademas, el uso de las tal
como instrumento para recoger infg
macion y transferirla a unos ejes co
denados, asi como la capacidad p
interpretar de forma cualitativa
informacion presentada en forma
tablas y gréficas.

5. Interpretar relaciones funcional

sencillas dadas en forma de tak

gréfica, a través de una expres
algebraica o mediante un enuncia

es
la,
on
Ho,

obtener valores a partir de ellas y ex-
traer conclusiones acerca del fenéme-

no estudiado.

Este criterio pretende valorar el mar

jo de los mecanismos que relacionan

los distintos tipos de presentacion de
informacion, en especial el paso de
grafica correspondiente a una relac
de proporcionalidad a cualquiera

los otros tres: verbal, numérico o alg
braico. Se trata de evaluar también
capacidad de analizar una gréfical
relacionar el resultado de ese andl

con el significado de las variablgs

representadas.

)

6n
de
e_

la

y
sis

Uso de tecnologias
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Tabla 9a

Descriptor

E.S.O.

Segundo ciclo

3°E.S.O.

4°E.S.O.-A

4°E.S.O.-B

Derivadas

2. Expresar mediante ¢
lenguaje algebraico un
propiedad o relaciéon dad
mediante un enunciado
observar regularidades ¢
secuencias numeérica
obtenidas de situacione
reales mediante la obte
cion de la ley de formal
cion y la formula corres
pondiente, en casos s€
cillos.
A través de este criterig
se pretende comprobar
capacidad de extraer
informacion relevante d
un fendbmeno para tran
formarla en una expre
sibn algebraica. En |
referente al tratamient
de pautas numéricas,
valora si se esta capacit
do para analizar regular
dades y obtener expre
siones simbdlicas, inclu
yendo formas iterativas
recursivas.
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Laura LOpez Jiméne

z

Tabla 9b
E.S.O.
Descriptor Segundo ciclo
3°E.S.O. 4°E.S.O.— A 4°E.S.O.-B

Tasa de variacion

2. Aplicar porcentajes
tasas a la resolucion ¢
problemas cotidianos

financieros, valorando |
oportunidad de utilizar I
hoja de célculo en fun
cion de la cantidad
complejidad de los niime
ros.
Este criterio va dirigido &
comprobar la capacida
para aplicar porcentaje
tasas, aumentos y dism
nuciones porcentuales
problemas vinculados
situaciones  financiera
habituales y a valorar |
capacidad de utilizar Ia
tecnologias de la infor
macion para realizar lo
calculos,

cuando sea preciso.

4. ldentificar relaciones

cuantitativas en una s
tuacion

y determinar el tipo d¢
funcién que puede repre
sentarlas, y aproximar
interpretar la tasa d
variaciéon media

a partir de una grafica, d
datos numéricos 0 mg
diante el estudio de lo
coeficientes de la expre
sion algebraica.

Este criterio pretend
evaluar la capacidad d
discernir a qué tipo d
modelo de entre los est
diados, lineal,
cuadratico, de proporcid
nalidad inversa, expg
nencial o logaritmica
responde un fendmen
determinado y de extrag
conclusiones razonablg
de la situacién asociad
al mismo, utilizando par

su analisis, cuando s€
preciso, las tecnologid
de la informacion.

Ademas, a la vista de
comportamiento de un
grafica o de los valore
numericos

de una tabla, se valora
la capacidad de extrag
conclusiones sobre ¢
fenémeno estudiado. Pal
ello ser4d preciso |
aproximacién e interpre
tacion de la tasa de vari
cién media a partir de lo
datos graficos, numeéricg
o valores concretos a
canzados por la expresid
algebraica.

D @ o P n

n

D .

2

2

pa

h

0D =

ra
By
2|

a

[

n

Pendiente de una
recta

Limites
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Aplicaciéon de las derivadas por estudiantes deXaghiller (ciencias y tecnologia)

Tabla 9c
E.S.O.
Descriptor Segundo ciclo
3°E.S.O. 4°E.S.O.— A 4°E.S.O.-B
5. Utilizar modelos lineaj 4. Utilizar instrumentos

Andlisis de fun-
ciones y de gréfi-

cas

les para estudiar difere
tes situaciones real€
expresadas mediante |
enunciado, una tabla, un
grafica o una expresio
algebraica.

Este criterio valora Ig
capacidad de analiza
fenébmenos fisicos, socig
les o provenientes de

vida cotidiana que pug
den ser expresados m
diante una funcion linea
construir la tabla de valg
res, dibujar la graficq
utiizando las escald
adecuadas en los ejes
obtener la expresio
algebraica de la relacior
Se pretende evaluar tar
bién la capacidad paf
aplicar los medios técn
cos al analisis de lo
aspectos mas relevant
de una gréfica y extrae
de ese modo, la informa
cién que permita profun
dizar en el conocimient
del fendmeno estudiado.

férmulas y técnicas apropig
das para obtener medid
directas e indirectas en g
tuaciones reales.

Se pretende comprobar
desarrollo de estrategia
para calcular magnitudg
desconocidas a partir (@
otras conocidas, utilizar lo
instrumentos de medid
disponibles, aplicar la
férmulas apropiadas y de
arrollar las técnicas y destr
zas adecuadas para reali
la medicion propuesta.

5. Identificar relaciones
cuantitativas en una situs
cion y determinar el tipo d
funcién que puede represe
tarlas.

Este criterio pretende evi
luar la capacidad de disce
nir a qué tipo de modelo d
entre los estudiados, lineg
cuadratico o exponencia
responde un fenomeno d
terminado y de extraer cof
clusiones razonables de
situacion asociada al mism
utilizando para su analisis
cuando sea preciso, las te
nologias de la informacién
6. Analizar tablas y gréfica
que representen relacion
funcionales asociadas
situaciones reales para obl
ner informaciéon sobre s
comportamiento.

A la vista del comporta
miento de una grafica o d
los valores numéricos de uf
tabla, se valorara la capag
dad de extraer conclusion
sobre el fendmeno estudi
do.

Para ello serad preciso
aproximaciéon e interpretg
cion de las tasas de vari
cion a partir de los datg
graficos o numéricos.

Uso de tecnologias
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2.3. Criterios de evaluacion en Bachillerato
Bachillerato aplicado a las ciencias

Tabla 10a

Laura LOpez Jiméne

z

Descriptor

Bachillerato

Ciencias

10

20

Derivadas

5. Aplicar el concepto y el calculo d
limites y derivadas al estudio de fer
menos naturales y tecnolégicos y a
resolucién de problemas de optimiz
cion.

Este criterio pretende evaluar la ca
cidad para interpretar y aplicar a situy
ciones del mundo natural, geométri

y tecnoldgico, la informacion suminis

trada por el estudio de las funcion
En concreto, se pretende comprobal
capacidad de extraer conclusion
detalladas y precisas sobre su comy
tamiento local o global, traducir Ig
resultados del andlisis al contexto

fenébmeno, estatico o dinamico, y €
contrar valores que optimicen alg
criterio establecido.

6. Aplicar el calculo de integrales en
medida de éareas de regiones pla
limitadas por rectas y curvas sencil
gue sean facilmente representables.
Este criterio pretende evaluar la ca
cidad para medir el area de una reg
plana mediante el calculo integr
utilizando técnicas de integracid
inmediata, integracion por partes
cambios de variables sencillos.

e

6-
la

a_

Da-
a_
co
;-
pS,
rla
es
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S
lel
n_
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la
nas
as

Da-
i6n
al,

n

Tasa de variacion

Pendiente de una
recta

Limites

5. Aplicar el concepto y el calculo d
limites y derivadas al estudio de fer
menos naturales y tecnolégicos y a
resolucion de problemas de optimiz
cion.

Este criterio pretende evaluar la ca
cidad para interpretar y aplicar a situy
ciones del mundo natural, geométri
y tecnolégico, la informacién sumini
trada por el estudio de las funcion
En concreto, se pretende comprobal
capacidad de extraer conclusion
detalladas y precisas sobre su comy
tamiento local o global, traducir Ig
resultados del analisis al contexto
fendbmeno, estatico o dindmico, y €
contrar valores que optimicen alg
criterio establecido.

e

o-
la
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Da-
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pS,
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Aplicaciéon de las derivadas por estudiantes deXaghiller (ciencias y tecnologia)

Tabla 11b

Descriptor

Bachillerato

Ciencias

10

20

Andlisis de funcio-
nes y de gréficas

2. ldentificar las funciones habitual
dadas a través de enunciados, tablg
gréficas, y aplicar sus caracteristicag
estudio de fenédmenos naturales y t
noldégicos.

Este criterio pretende evaluar la caj
cidad para interpretar y aplicar a sity
ciones del mundo natural, geomeétricq
tecnologico, la informacidon suminig
trada por el estudio de las funcion
Particularmente, se pretende comp
bar la capacidad de traducir los resu
dos del andlisis al contexto del fen
meno, estatico o dinamico, y extrg
conclusiones sobre su comportamie
local o global.

5. Utilizar los conceptos, propiedades
procedimientos adecuados para eng
trar e interpretar caracteristicas deq
cadas de funciones expresadas anal
y graficamente.

Se pretende comprobar con este critg
la capacidad de utilizar adecuadame|
la terminologia y los conceptos basiq
del andlisis para estudiar las caracte
ticas generales de las funciones y a
carlas a la construccion de la grafica
una funcién concreta. En especial,
capacidad para identificar regularid
des, tendencias y tasas de variac
locales y globales, en el comportamig
to de la funcién, reconocer las carg
teristicas propias de la familia y I
particulares de la funcion, y estimar |
cambios graficos que se producen
modificar una constante en la expres
algebraica.

3. Transcribir problemas reales a
lenguaje gréafico o algebraico, utiliz
conceptos,

propiedades y técnigas

matematicas especificas en cada daso

para resolverlos y dar una interpre
cion de las soluciones obtenidas aj
tada al contexto.

Este criterio pretende evaluar la capa-

cidad de representar un problema
lenguaje algebraico o gréafico y res
verlo aplicando procedimientos ad
cuados e interpretar criticamente
solucién obtenida. Se trata de eval
la capacidad para elegir y emplear
herramientas adquiridas en algeb
geometria y analisis, y combinarl
adecuadamente.

4. Utilizar los conceptos, propiedad
y procedimientos adecuados para
contrar e interpretar caracteristic
destacadas de funciones expresa
algebraicamente en forma explicita.
Se pretende comprobar con este cr
rio que los alumnos son capaces

as
das

ite-
de

utilizar los conceptos basicos del anali-

sis y que han adquirido el conocimie
to de la terminologia adecuada y |
aplican adecuadamente al estudio
una funcién concreta.

n-
oS
de

Uso de tecnologias
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Bachillerato aplicado a las Ciencias Sociales

Tabla 11

Laura LOpez Jiméne

z

Descriptor

Bachillerato

Ciencias Sociales

10

20

Derivadas

2. Transcribir problemas expresad
en lenguaje usual al lenguaje algeb

co y resolverlos utilizando técnicas

algebraicas determinadas: matric
ecuaciones y programacion ling
bidimensional, interpretando critic
mente el significado de las solucion
obtenidas.
Este criterio esta dirigido a comprob
la capacidad de utilizar con eficacia
lenguaje algebraico tanto para plant
un problema como para resolver
aplicando las técnicas adecuadas.
se trata de valorar la destreza a la h

0s
ai-

es,
al
i_
es

ar
el
par
o,
No
ora

de resolver de forma mecanica ejerci-

cios de aplicacién inmediata, sino

medir la competencia para seleccio
las estrategias y herramientas algeb)|
cas; asi como la capacidad de interg
tar criticamente el significado de |
soluciones obtenidas.

4. Utilizar el calculo de derivads
como herramienta para obtener c
clusiones acerca del comportamie
de una funcién y resolver problem
de optimizacién extraidos de situac
nes reales de caracter econdmicg
social.

Este criterio no pretende medir

habilidad de los alumnos en complej
calculos de funciones derivadas, s
valorar su capacidad para utilizar
informacion que proporciona su calc
lo y su destreza a la hora de empl
los recursos a su alcance para dete
nar relaciones y restricciones en for
algebraica, detectar valores extrem
resolver problemas de optimizacion
extraer conclusiones de fenomen
relacionados con las ciencias socialg

de
har
rai-
re-
AS

bN-
nto
0_
la
oS
no

la

ear
mi-

0S,

0s
S.

Tasa de variacion

Pendiente de una
recta

Limites
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Aplicaciéon de las derivadas por estudiantes deXaghiller (ciencias y tecnologia)

Tabla 12

Bachillerato

Descriptor

Ciencias Sociales

10

20

Andlisis de fun-
ciones y de grafi-

cas

2. Transcribir a lenguaje algebraico
gréfico una situacién relativa a las cig
cias sociales y utilizar técnicas matemg
cas apropiadas para resolver probler
reales, dando una interpretacion de

soluciones obtenidas.

Este criterio pretende evaluar la caps
dad para traducir algebraica o grafiq
mente una situacion y llegar a su resd
cién haciendo una interpretacion contg
tualizada de los resultados obtenid
mas alld de la resolucion mecéanica
ejercicios que solo necesiten la apli
cion inmediata de una férmula, un alg
ritmo o un procedimiento determinado.
4. Relacionar las gréaficas de las famil
de funciones con situaciones que se a|
ten a ellas; reconocer en los fendme
econémicos y sociales las funciones n
frecuentes e interpretar situaciones p
sentadas mediante relaciones funciong
expresadas en forma de tablas numéri
graficas o expresiones algebraicas.

Se trata de evaluar la destreza para r¢
zar estudios del comportamiento glok
de las funciones a las que se refierg
criterio: polinébmicas; exponenciales

logaritmicas; valor absoluto; parte ente
y racionales sencillas, sin necesidad
profundizar en el estudio de propiedac
locales desde un punto de vista analit
La interpretacion, cualitativa y cuantit
tiva, a la que se refiere el enuncia
exige apreciar la importancia de la sel
cion de ejes, unidades, dominio y escal
5. Utilizar las tablas y graficas coni
instrumento para el estudio de situag
nes empiricas relacionadas con fendi
nos sociales y analizar funciones que
se ajusten a ninguna férmula algebrai
propiciando la utilizacion de métodq
numéricos para la obtencion de valo
no conocidos.

Este criterio esta relacionado con el n
nejo de datos numéricos y en general
relaciones no expresadas en forma a
braica. Se dirige a comprobar la caps
dad para ajustar a una funcién conoc
los datos extraidos de experimentos ¢
cretos y obtener informaciéon suplemen
ria mediante técnicas numeéricas.

3. Analizar e interpretar fenémenos

habituales en las ciencias sociales
susceptibles de ser descritos medignte
una funcion, a partir del estudio cual
tativo y cuantitativo de sus propieda-
des mas caracteristicas.

Este criterio pretende evaluar la ca
cidad para traducir al lenguaje de

funciones determinados aspectos
las ciencias sociales y para extraer,
esta interpretacion matematica, infor-
macién que permita analizar con crite-
rios de objetividad el fenbmeno esfu-
diado y posibilitar un andlisis critico|a

partir del estudio de las propiedades
globales y locales de la funcién.

Da-

as
de
de

Uso de tecnologias
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Laura Lopez Jiménez

Capitulo 3
Ejercicios, problemas y cuestiones tipo sobre lakerivadas y su aplica-
cion en libros de texto.

En este apartado se ha procedido a analizar lus lde textos de los niveles de ESO 3°
y 4°, y de Bachiller 1° y 2° que se emplean ereefro en el que he realizado las practi-
cas docentes. Se han identificado los problemessieps y cuestiones tipo, que apare-
cen en cada uno de ellos.

3.1. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en BSO.

El libro que emplean en el centro en este nive8dESO, es el de la editorial “Santilla-
na. Proyecto la Casa del Saber”.

Esta editorial trata el tema sobre funciones, derah namero 11-funciones y en el te-
ma numero 12-funciones lineales y afines.

En el tema nimero 11 se tratan los siguientes aspec

%+ Concepto de funcion.

% Variable independiente, variable dependiente.

% Formas de definir una funcién (enunciado, expresi@ebraica, tabla de valo-
res, grafica).

% Caracteristicas de una funcion: discontinuidadfigaa discretas, escalonadas),
continuidad, dominio y recorrido, puntos de coua s ejes, crecimiento y de-

crecimiento, maximos y minimos, periodicidad, shiaet

Existen distintos ejercicios tipo en este temaprainuacion mostramos los mas intere-
santes:
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Aplicacién de las derivadas por estudiantes cde bachiller (ciencias y tecnoloc

CURSO 3° ESO. Tema 11.

 Actividad tipo:[_] Ejercicio[_]ProblemdX]Cuestion_] Situacion

« Descripcién: Sirve para que el alumno aprendatingdisr entre qué es una funcion y ¢
no es una funcion.

« Ejemplo: Ejercicio 1 pagina 21

Di, razonando tu respuesta, silarelacion
entre los siguientes pares de magnitudes
es o no unafuncidn.

a) El peso de una personay su altura.

b) El peso de un barril y 1a cantidad de liquido
que contiene.

¢) La longitud del lado de un poligono regular
y su perimetro.

d) La calificacién en un examen y el nimero
de horas empleadas en su estudio.

e) El nimero de obreros y el tiempo que tardani
en acabar un trabajo.

llustracién 1

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion

» Descripcion: Con el que se pretende que el alunozra distintas formas de expre
una funcion y que aprenda a obtener los valorest@uan las variables dependiente
partir de valores de variables independientes. Se podnigletar solicitando una table
una representacion grafica. En este enunciadodaftacontextualizacion del problel

» Ejemplo: Ejercicio 6 pagina 21

Dada la funcion que asccia a cada numerd
su cuarta parte mas 3.

a) Escribe su expresion algebraica.

b) Calcula f(8), f(-4) y f(10}.

llustracién 2

« Actividad tipo:[_] Ejercicio[X]Problemd_]Cuestion_] Situacion

» Descripcion: B este ejercicio se pide al alumno que dibuje waficg que exprese lea-
nancia en funcion del nimero de muebles vendidos| enunciado deberiistar incluido
una peticion de razonamiento sobre cédmo seriaraliebles, discretas o escalona

« Ejemplo:Ejerciciol2 pagina 2.

Un vendedor de muebles tiene un sueldo

fijo de 480 € y, por cada mueble que vende,
cobra 10 € de comisién. Dibuja la gratica que
expresa la ganancia en funcion del numero
de muebles vendidos.

llustracién 3
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CURSO 3° ESO. Tema 11.

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]Cuestion_] Situacion
Descripcion: Este ejercicio permite que el alumecuerde cuales son los nimeros 1a-
les, enteros y reales. Falta solicitar razonamisabwe tipos de gréficas y su continui

Ejemplo: Ejercicio 16 pagina 2:

Dibuja las graficas de estas funciones.

a) A cada numero natural le hacemos
corresponder su doble menos 2.

b) A cada numero entero le hacemos
corresponder su doble menos 2.

¢) A cada numero real le hacemos corresponde
su doble menos 2.

llustracién 4

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion

Descripcion: Bte ejercicio permite repasar lo visto al comiededa unidad, por lo que
esta produciendo una conexion entre los distingpe@os vistos durante la misma la
vez se solicitan nociones nuevas como son el doryirl recorrido. Se podria comple
solicitando su representacion gréai

Ejemplo:Ejercicio 20 pagina 2.

Considerando la funcién que asocia a cad?
niamero real su inverso mas 3:

a) Escribe su expresién algebraica.

b) Obtén su dominio y recorrido.

¢) {Cuél es la imagen de 27

(Recuerda que no se puede dividir entre 0.

llustracién 5

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]|Cuestion_] Situacion
Descripcion: ©n este ejercicio se pretende varias cosas, un&lcglemno practique Ic
puntos de corte de una funcién con los ejes cartesiy otra que el alumno se familie
con el siguiente tema que son las funciones lisgaldine.
Ejemplo:Ejercicio 26 pagina 2.

La funcién y = 5x, ;en qué punto corta al eje ¥

&Y latuncion y = 5x + 17

&Y lafuncion y = 5x — 27

Con los resultados anteriores, ;en qué punto

crees que cortara at eje Y la funciény =5x —1

llustracién 6
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Aplicacién de las derivadas por estudiantes cde bachiller (ciencias y tecnoloc

CURSO 3° ESO. Tema 11.
 Actividad tipo:[_] Ejercicio[X]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« DescripcidnEn este ejercicio se facilitan los datos a trawéarh tabla y se pide al alum

que represente los datos en una grafica y postaitde realice un andlisis de su crecn-
to y dececimiento. Es un ejercicio contextualize
* Ejemplo:Ejercicio 28 pagina 2.

Observa los precios (en euros) del kilograme
de patatas en el periodo 2003-2007.
Representa los datos en una gratica y analizz
su crecimiento y decrecimiento.

2003 004 JOE 007

-(m 065 | 057 | 049 | 064

llustracién 7

 Actividad tipo:[_] Ejercicio[_]ProblemgX]Cuestion_] Situacion

« Descripcién:Con esta representacion grafica, se pretende galeiraho aplique lo que
ha explicado en la teoria, es decir que deternaigeniaximos y los minimos de la funcis
Se podriaompletar solicitando los intervalos de crecimigntiecrecimiento de la funci

» Ejemplo: Ejercicio 32 pagina 2:

Determina
los maximos Yy
y minimos ; cor 4 ey
de ila funcion. AN l
AR BV E
It \ I
1

b
<)
[

llustracién 8

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion

» Descripcion:En este ejercicio se solicita al alumno que anddisesimetrias de las fuio-
nes. Se podria completar con la peticion de seseptacion grafit.

» Ejemplo: Ejerciad 37 pagina 2z.

Analiza las simetrias de estas funciones.

a)y=4 b) y = x* c)y=x

llustracién 9

En el tema nimero 12 se tratan los siguientes &

X/

< Funcién lineal.

X/

« Funcion afin.

X/

% Ecuaciones y grafic.

30



Laura Lopez Jimén

%+ Ecuacioén de la recta que pasa por dos p.
% Rectas secantes y paral.

Existen distintos ejercicios tipo en este temagrainuacion mostramos los mas iie-
santes:

CURSO 3° ESO. Tema 12.

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]|Cuestion_] Situacion

Descripcion: B este ejercicio se pretenden que representenchexilineales a partir
una tala de valores, se podria completar pidiendo querahéien pendiente y crecimier
y decrecimiento.

Ejemplo:Ejercicio 3 pagina 2.

Obtén una tabla de valores y representa
las siguientes funciones lineales.

a) y =0.5x c) y=4x e) y=-0%
b) y = —2x dy=x f) y=10x
llustracién 10

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion

Descripcion: Bte ejercicio pretende enlazar con el punto deasesécantes y paralel
Podria ompletarse son la solicitud de determinar pendigatelenada en el orige
Ejemplo:Ejercicio 6 pagina 2:.

Representa la funcién afiny =2x +n
paran=1,n=2,n=—-1yn=0.
¢C6émo son las rectas que has dibujad:

llustracion 11

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]|Cuestion_] Situacion

Descripcion: ©n este ejercicio se podria aprovechar para swlilbs puntos de corte ¢
los eps y de esta forma hacer referencia al tema an

Ejemplo:Ejercicio 9 pagina 2:.

Determina dos puntos par los que pasi
las siguientes funciones y represéntale

a)y=-3 e)y=4x—-2
b)y=-6x+7 fy=—x+3
C)y=-2x+4 g) y=—0.4x
d)y=—4x hyy=x-2
llustracion 12
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Aplicacién de las derivadas por estudiantes cde bachiller (ciencias y tecnoloc

CURSO 3° ESO. Tema 12.

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]Cuestion_] Situacion

Descripcion: ©n este ejercicio se pretende que el alumno ensaysto en la teoria que
la obtencion de la ecuacién de la recta que pasdgzopunto:

Ejemplo: Ejercicio 12agina 23.

Obtén la ecuacién de la recta que pas
por los siguientes puntos.

a) A(1,6)yB(3,9)

b} A(—1,0) y B(C, 4)
c) A(=3,6)yB(2, -4)
d) A(2,4)yB(3,1)

e) A(-1,-2)yB(2,5)

llustracién 13

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]|Cuestion_] Situacion
Descripcion: B este ejercicio se solicita la posicidn relatiedak rectas, podria complr-
se con la obtencion del punto de corte de las nsismando este exis

Ejemplo: Ejecicio 16 pagina 23

Determina la posicién relativa de estas

de rectas.

a) y=x+72 ) y=2x+3
y=-—x+2 y=2x—11

b) y = 6x dy=x-9
y=6x-5 y=-x+9

llustracién 14

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion
Descripcion: ©n este ejercicio el alumno puede practicar laesgntacion de distint
rectas paralelas al eje de abscisas, se podriad@amanadiendo rectas paralelas al eje
solicitando su punto de col

Ejemplo:Ejercicio 20 pagina 2:.

Representa las siguientes rectas,

a)y=-7 dly=2

b)y=0 el y=-2

cly=1 B y=3
llustracion 15
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3.2. Ejercicios,problemas y cuestiones tipo en® ESO.

Los librosque emplean en el centro en este nivel de 4¢ son,para la opcién A, “(p-
cion A Matematicas 4° ESO, editorial Santillanayecto la Casa diSaber” y para la
opcion B, “Opcién B Matematicas 4° ESO, editoriahfillana. Proyecto la Casa
Saber”.

Esta editorialen la opcion de 4° trata la ecuacion punto-pendiery expliciti, en el
tema numero 9vectores y recta: y las funciones en el nimero 1 “funciones”, y
en la opcion de 4°B en los teme “vectores y rectas” y 9 “funcionesSiendo el cole-
nido de ambas opcionesmismo

CURSO £ ESC. Tema 9 (opcién A) Tema 8 (opcién B’

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion

» Descripcion: 8 pide al alumno que determine las ecuac, explicita y punto pendien
de la recta que pasa por un punto y conocido stowveéaector. Se podria completar ¢
una peticion al alumno para que especifique unehaéladas las ecuaciones qué es n-
diente y qué es la ordenada en el or

» Ejemplo:Ejercicio 25 pagina 1¢.

Determina las ecuaciones explicita
y punto-pendiente de |a recta que pasa
por A(0, —4) y su vector directores V= (—1,7)

llustracién 16

En el tema namero 18e ven de nuevo los conceptos ¢

%+ Concepto de funcic.

% Tablas y gréficas.

%+ Dominio y recorrido de unfuncion.
% Funciones definidas a troz

.

+ Propiedades de las funcior (puntos de corte con los ejes, continuiccreci-
miento y decrecimient simetrias y periodicidad.

Existen distintos ejercicios tipo en este temagrainuacion mostramos los mas iie-
santes:
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CURSO # ESC. Tema 10 (opcion A) Tema 9 (opcion E

 Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion

« Descripcién: Bte ejercicio sirve para que el alumno comprendadlatintas formas qt
puede tener una funcion.

« Ejemplo:Ejercicio 1 pagina 1.

Expresa, de forma algebraica y mediante
una tabla de valores, la funcién que asigne
a cada numero su cubo menos dos veces
su cuadrado.

llustracién 17

 Actividad tipo:[_] Ejercicio[X]Problemd_]Cuestion_] Situacion

« Descripcién: | este ejercicio se solicita una representacidiicgrde unos datos que vien
recogidos en una tabla de un ejerc

» Ejemplo:Ejercicio 4 pagina 17.

Se ha medido la temperatura de una saia
durante 6 horas y se ha construido una tabla
con los resultados. Realiza una gréafica
asociada a dicha tabla.

¢ Se pueden unir los puntos?

llustracién 18

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion

» Descripcion: Aiui se muestra un ejemplo de lo que se realizantbuesste capitulo, prime
se sakita en el primer ejercicio que a partir de unafiga se determine su dominic
recarido y en el segundo se pide calcular a partilad=xpresidn algebraica de la funcior
dominio y recorrido de la misir

» Ejemplo:Ejercicio 7 y 8 pagina 1.

A partir de la gréfica de esta funcién,
determina su dominio y su recorrido.

Y

Halla el dominio y el recorrido de esta funcién.

5
fx)= P

g

llustracién 19
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CURSO # ESC. Tema 10 (opcion A) Tema 9 (opcion E

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]Cuestion_] Situacion
Descripcion: [ nuevo se repite la misma mecanica, primero s ngidresentar funcion

definidas a trozos y luego se solicita obtenerxfaresion algebraica de una grafica da
funcion definida a trozos

Ejemplo:Ejercicio 10 y 11 pagina 1.

R.pr‘.;'hil aLlas lundioned OetnGal 8 TRODD

=2 & —Eaerg="

a) fir) =43 4 -1 E5Ed Determin.a | ¥

IeZr s 2 craiw la expresi6n i

g~ gl algebraica i

=N | =
B firj=fl = O=rgl que corresponde 1

0 si 2ci<m a la siguients

% B o=Scae 2 gréfica. ?
e fiy=ir = 25x£1

— @ T<a<W

llustracién 20

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
Descripcion: 2 nuevo dan una representacion gréfica para estlaccontinuidad y luegt
de una expresion algebraica solicitan lo mi
Ejemplo:Ejercicio 13 y 14 pagina 1

Estudia la continuidad de esta funcidn
¢ Tlene puntos de corte con los ejes?

: 4 L Representa f(x)} y estudia su continuldad

- -X si—-wm<x< 2

1o flxrl=1x—4 si 2«<x< 4

P MW=2x s 4<x<ptl

llustracion 21

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion
Descripcion: B este ejercicio han afiadido una nocion anterioroces la continuida con

el creémiento y maximos y minimos de la funcion. Se padraber completado con lai-
cion de los puntos de corte con los .

Ejemplo:Ejercicio 17 pagina 1¢&

Estudia la continuidad, el crecimiento
y los maximos y minimos de la funcitn.
-7 si-w<x< -1
flx)=1x g =1 <x< 2
I—x 8 2 <x<+%|

llustracion 22
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CURSO 4° ESO. Tema 10 (opcion A) Tema 9 (opcion B)

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion

Descripcion: En este ejercicio se pide la comprigimaalgebraica de la existencia de alg

tipo de simetria.
Ejemplo: Ejercicio 20 pagina 183.

Determina algebraicamente si estas fune
presantan algan tipo de simetrfa,

a) fix) =x*+ x dl ifx) =5
BYo=x*—x2 &) jix) =vx®
. b 4
<) hi) == f) k) = ;1'?
llustracion 23

un

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion

Descripcion: En este ejercicio se pide al alumne determine si la funcién representd
graficamente es periddica y en caso afirmativoagleule el periodo.

Ejemplo: Ejercicio 22 pagina 183.

Detarmina ¥
of la funcidn I N

o¥ periddica .
sU periodo, { '_V

Seaes
L

llustracién 24

da

3.3. Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en Bachiller

Ciencias

El libro de texto analizado es el que se empleal eentro en este nivel es: “Bachillera-
to. Mateméticas 1. Ciencias y Tecnologia” de ladgi@il Brufio. El tema de “las deri-
vadas” esta desarrollado en la unidad 10, pagin8s221 y el tema aplicacion de las
derivadas esta desarrollado en la unidad 11, pa@in@-293.

En el tema 10 de “las derivadas” se ven los sigegaspectos:

% Tasa de variacion media.

¢+ Derivada de la funcién en un punto.

% Interpretacion geométrica de la derivada.
¢ Continuidad

¢ Derivabilidad.

¢+ Funcidn derivada.



Laura Lépez Jiménez

*
L X4

Tabla de derivadas.

Regla de la cadena.

Aplicacion de las reglas de derivacion.

Derivadas sucesivas.

Maximos y minimos relativos ymonotonia.

Conceptos de, puntos de inflexidn, curvatura y puiats criticos o singulares.

X/
L %4

X/
L %4

X/
L %4

X/
L %4

*
L X4

Los ejercicios tipo de este tema se pueden agdepka siguiente manera:

CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias y Tecnolég Tema 10.

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: En él se solicita al alumno el caladdola tasa de variacibn media de distintas
funciones en cada intervalo dado.

e Ejemplo: Ejercicio 1 de la pagina 251.

Calcula la tasa de variacion media de las siguientes fun-
ciones en el intervalo que se indica:

a)f(x) =2x—3en[l,4]
b) f(x) = x% —4x + 2 en [2,4]

c)f(x)=%en [1.2]

d)f(x)= Vx + 2 en [-1.2]

llustracién 25

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion
» Descripcion: En él se pide aplicar de la definidi@nderivada para el célculo de la derivada
de la funcion en un determinado punto, y obtenerelzuaciones de las rectas tangente y
normal en ese mismo punto, representar la funcida Igs rectas
e Ejemplo: Ejercicio 4 de la pagina 251.

Aplica la definicion de derivada y calcula:
a) la derivada de la funcién f(x) = x}—2x+ lenx=3

b) las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscisa x = 3

¢) Representa la funcién f(x) y las rectas.

llustracién 26
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Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias y Tecnolég Tema 10.

+ Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: En este ejercicio que se solicita mdlisis de la derivabilidad en un determi-
nado punto de las funciones representadas.

e Ejemplo: Ejercicio 6 de la pagina 253.

Analiza si las funciones representadas admiten derivada
enx=2
a)

AY b) AY

,_///x /\ X

llustracion 27

+ Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: Se pide calcular el valor de la datéavde la funcion en determinados puntos.
Este ejercicio se podria completar solicitando pronla funcién derivada, su representa-

cion junto con la funcién primera y pidiendo quecsenpruebe los valores que toman |las
abscisas dadas.

e Ejemplo: Ejercicio 8 de la pagina 253.

Calcula el valor de la derivada de la funcién f(x) = x? + |
en los puntos de abscisa:

a)x=2 b) x =—1
c)x=0 d)x=1

llustracion 28

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion
Descripcion: Se pide calculo de la funcion derivagéicando las reglas de derivacion a
distintas funciones.

Ejemplo: Ejercicio 11 de la pagina 255.
Calcula la funcién derivada aplicando las reglas de derivacion:

Il.a)y=8 b)y=-3x+ I

llustracién 29
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CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias y Tecnolég Tema 10.

+ Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion

« Descripcién: Se pide calcular los maximos y minimelativos y determinar la monotonia
de distintos tipos de funciones.

« Ejemplo: Ejercicio 23 de la pagina 257.

Calcula los maximos y los minimos relativos y deter-
mina la monotonfa de la funcion:

y =x3 — 6x2 + 9x

llustracién 30

 Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion

« Descripcién: Se solicita calcular los puntos déeiibn y determinacién de la curvatura |de
distintos tipos de funciones.

« Ejemplo: Ejercicio 31 de la pagina 259.

Calcula los puntos de inflexion y determina la curvatu
ra de la funcién:

y=x3—6x2+9x + |

llustracién 31

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion
» Descripcion: Se pide calcular los puntos criticeslidtintas funciones.
» Ejemplo: Ejercicio 38 de la pagina 259.

Calcula los puntos criticos de las siguientes funciones:

5

a)y =x b)y =x*

llustracién 32

En el tema 11 de “aplicaciones de las derivadssVen los siguientes aspectos:

/7
L X4

Representacion de funciones polindbmicas.
Representacion de funciones racionales.
Problemas con condiciones.

Aplicaciones de las derivadas a otras areas.
Problemas de optimizacion.

X/
L %4

X/
L %4

X/
L %4

X/
L %4

Los ejercicios tipo se pueden agrupar de la sigeisranera:
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Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias y Tecnolég Tema 11.

+ Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: Se pide representacion de una fursigumendo el formulario que se expli
en el apartado de teoria.

e Ejemplo: Ejercicio 1 de la pagina 273.

Representa las siguientes funciones polinémicas completan-
do el formulario de los diez apartados.

l. y=x3 —6x2+ 9x

llustracion 33

 Actividad tipo:[_] EjerciciolX]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcidn: Se solicita representacion de unaidmnpolindmica conocidos varios dat
como por ejemplo, las coordenadas del maximo velatiminimo relativo, y el comportd
miento de la funcién cuando x tiende a +/- infinito
» Ejemplo: Ejercicio 5 de la pagina 273.

De una funcién polindmica se sabe gue tiene un maxi-
mo relativo en el punto A(3, 4), un minimo relativo en el
punto B{|,—2),etro méximo relativo en el punto C{-2, 1),
¥y que:

IIm f{x)=—== im fix)=—=
£t o= K—d—ns

Con esta informacién, dibuja la grifica a mano alzada.

llustracién 34

=
1
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CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias y Tecnolég Tema 11.

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion
Descripcion: Se pide el calculo de los coeficienjas definen una funcién de tal forma d
tenga un punto critico (minimo, maximo o puntordekidn) en tal punto
Ejemplo: Ejercicio 10 de la pagina 277.

Calcula el valor de los coeficientes a y b para que la
funcion:

f(x) = —x* + ax? + bx
tenga un minimo relativo en el punto P(1,—4)

llustracién 35

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion
Descripcion: En el que se pide conocida la grafieda funcién derivada de una funcid
realizacion del estudio de la monotonia, calculdadpendiente de la recta tangente p

una determinada abscisa, razonamiento de si tiemeaximo o minimo relativo y célculo

de su abscisa, y realizacion de una aproximacidficgrde la funcion.
Ejemplo: Ejercicio 11 de la pagina 277.

Sea una funcién f(x) tal que la grafica de su derivada f'(x)
es [a recta sigulente:

-
73 0

Resuelve los siguientes apartados:
a) Estudia la monotonia
b) Calcula la pendiente de la recta tangente parax =3

c) Razona si tiene un maximo o minimo relativo y
halla su abscisa

d) Haz una aproximacion de una grafica de la funcion f(x)

llustracion 36

Actividad tipo:[_] EjercicioX]Problemd_]|Cuestion_] Situacion
Descripcion: Se pide al alumno calculo de la vddiaae una magnitud (variable depe
diente) respecto a otra (variable independiente@so realizar derivadas sucesiva.

ue

nu
ara

n_
Se

podria completar con la representacion de la fum@di como con el calculo de los puntos

criticos y su analisis e interpretacion.
Ejemplo: Ejercicio 14 de la pagina 279.

Un movimiento estd definido por la funcién:
e = -3—t+3

donde t se mide en segundos, y e, en metros.

Calcula:

a) el espacio recorrido al cabo de 55

b) la velocidad.

¢} la velocidad al cabo de 5 s

d) la aceleracién.

e) la aceleracién al cabo de 5 s

llustracién 37
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CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias y Tecnolay Tema 11.

 Actividad tipo:[_] EjerciciolX]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: Estos dos ejercicios son problemaspdienizacion. El ejercicio 18 se corres-
ponde a una relacién entre niumeros y el 19 esabigma geométrico. Para ambos hay gue
seguir el procedimiento de actuacion descrito ¢adea.
* Ejemplo: Ejercicio 18 y 19 de la péatina 281.

8. Calcula dos nimeros cuya suma sea 60 y de forma que
sea minimo el cuadrado del primero més el doble del
cuadrade del segundo.

19. Un ganadero quiere cercar un recinto de forma rec-
tangular en un prado para que puedan pastar las vacas.
Si dispone de | 600 m de cerca, jcudnto medird de far-
go y de ancho el recinto para que la superficie del re-
cinto sea maxima?

llustracion 38

Ciencias Sociales

El libro de texto analizado es el que se empleal eentro en este nivel es: “Bachillera-
to. Matematicas 1. Ciencias de la naturaleza yadsalud-tecnologia” de la Editorial

Axis. El tema de “Iniciacién al calculo de derivadAplicaciones” esta desarrollado en
la unidad 7, paginas 175-199.

En el tema 7 se ven los siguientes aspectos @dsa#tnnegrita aspectos nuevos res-
pecto a curso anterior):

/7
L X4

Crecimiento de una funcion en un intervalo.
Crecimiento de una funcién en un puriberivada.
Funcién derivada de otra.

Reglas para obtener las derivadas de algunas funcies.
Utilidad de la funcion derivada.

Representacion de funciones polindémicas.

% Representacion de funciones racionales.

X/
L %4

X/
L %4

X/
L %4

X/
SR

R/
S

En este tema de “las derivadas” los ejercicios §pgoueden agrupar de la siguiente
manera:
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CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias Social. Tema 7

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion

Descripcion: En ébe solicita al alumno el célculo de la tasa deae#in medicen distintos
intervalos

Ejemplo: Ejercicio 1 de la pagina 1

1. Halla la TVM. de la funcién y=x‘-8x+ L
en los siguientes intervalos:

(1,2, 11,3), (1,4, (1,5), (1,6, 1,7, 1,4

llustracion 39

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion

Descripcion:En este ejercicio se solicita al alumno que caltaukeincion derivada y pé-
cularice para una serie de puntos. Ademas se éeiqierpretacion de los resulta
Ejemplo: Ejercicio 2 de la pagina 1

Halla la derivada de y = x2 - Sx + 6 y, 2 pank
de ella, halla f(~2), f(0) y f'(3). Qué signi

fican los resultados?

llustracién 40

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
DescripcionEn este ejercicio se solicita al alumno aplique las reglas de derivac
Ejemplo: Ejercicios 1 al 5 de la pagina

Halla la funcion dernvada de Lis siguientes funciones:
1. /) = 3t~ v + &

2. f0 = ¥ + ¥y

3. (0= Var + Vsy

1

xVx
5. f(X) =senxcosx

4. [(x) -

llustracion 41
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CURSO 1° Bachiller especialidad Ciencias Sociales |

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_|Cuestion_] Situacion

Descripcion:En estos ejercicios se pide al alumno que cal@adestuaciones de las rec
tangeites, sus pendientes, en determinados puntos ysjudies su crecimiento y deci-
miento asi como las abscisas de los posibles m&xymainimos

Ejemplo: Ejercicio 1 de la pagina 1

Calcula Ia funcion derivada de f(x) = x>~ 4x*+1  b) Las ecuaciones de dichas rectas tangentes.

¥ halla: ¢) Las abscisas de los posibles méximos y mink
a) Las pendientes de las rectas tangentes en las mos relativos.

abecisas -1, 1y 3. d) (Es f(x) creciente o decreciente en x = 2?

llustracion 42

 Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcidn:En este ejercicio se solicita la representaciéfudeiones
e Ejemplo: Ejercicio 1 de la pagina 1

Representa estas funciones:

Dy=2x3-3x2-12x+8

llustracion 43

3.4.Ejercicios, problemas y cuestiones tipo €2° Bachiller

Ciencias

El libro de texto analizado el que se emplea en el centro en este nivel eshiBzra-
to. Matematicas .2Ciencia de la naturaleza y de la saltgtnologia” de la Editoric
Axis. El tema de “las derivadas” esta desarrolladaaemidad 10, pagina05-231 vy el
tema aplicacion deab derivadas esta desarrollado en la unidad 1ingsi33-259.

En el tema 10 de “derivad: se ven los siguientes aspec{ossaltado emnegrita as-

pectos nuevos respecto a curso ante:

% Tasa de variaciébn med

¢+ Derivada de la funcién en un pur

¢ Funcion derivada.

“ Interpretacion geométrica de la derivi
+» Derivadas laterales

+» Continuidad.

Derivabilidad.

Funcién diferencial en un punto

X/ X/
LSO X4
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/7
L X4

Reglas de derivacic

+ Derivadas sucesiv:

Uso de los logaritmos en la derivaci

Derivadas de funciones implicita:

+ Estudio de la derivabilidac.

« Demostracion de las reglas de derivacic

s “Teoremas fundamentales del calculo diferencial”: ¢orema de Fermat, to-
rema de Rolle, teorema de Lagrange o dvalor medio, regla de L"Hopital

*0

X/
L %4

X/
L %4

En estetema de “las derivadas” losercicios tipo se pueden agrupar de la sigui
manera:

CURSO 2° Bachiller especialidad Ciencias y Techoloc. Tema 1(

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion

» Descripcion: B el que se solicita al alumno que realice la igrtacion de una funcior
haba el estudio de su derivabilic

» Ejemplo: Ejercicio4 de la pagina 2..

Representa la funcion f(x) = |x - 3| y estudia
su derivabilidad.

llustracién 44

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestién_] Situacion
» Descripcion: & pide al alumno que calcule las derivadas deulasidnes dadas, aplican
las reglas de derivacion
« Ejemplo:Ejercicio 1 de la pagina 2.
Calcula la derivada de y en funcion de x de las
siguientes funciones implicitas:
a) xX*+y*+2x-19=0

b) (x- 12+ (y+5°%=4

x?  2y?
—+ =
°%6* s
d) x2-y*=25

@) 3x+4xy+y?-2x-1=0

llustracion 45
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Aplicacién de las derivadas por estudiantes cde bachiller (ciencias y tecnoloc

CURSO 2° Bachiller especialidad Ciencias y Tecnologia. fre 1C |

Actividad tipo:[X] Ejercicio[_|Problemd_]Cuestion_] Situacion
Descripcion: & solicita al alumno el estudio de la derivabilideduna determinada func.
Ejemplo:Ejercicio 6 de la pagina 2.

Estudia la derivabilidad de la funcién:

3 Si X < =2
f(x)=(x*? si-2<x<1
2x—-1 si x> 1

llustracion 46

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[X]Problemd_]Cuestiér_] Situacion

» Descripcion: 8n aplicacion directa de la teoria vista dentro afertado teoremas fLa-
mentales del célculo diferenc.

» Ejemplo: Ejercicios del al 5 de | pagina 224.

1. Aplica el teorema de Rolle a la funcidn f(x) = x* - 4x + 2 en el infitervalo [0, 4] y calcula el valor de x en el
que se cumple ef teorema.

2. Estudia si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcidn f{ x) = |4x — x| en [2, 6].

3. Compruebasise cumplen las condiciones del teorema del valor -medio para la funcién f{x) = x- x3en el
intervale [-2, 1] y calcula el correspondiente valor en el que cumple ef teorema.

4. En el segmeninde la parabola y = x* comprendido entre los pur ios A(1, 1) y B{(3, 9) halla un punto cuya
tangente sea paralela a la cuerda AB.

5. Calcula los limiles siguientes:
$6N X— X cos X b X x
£+0 sl x ) et
2

. 1
Wx.m“) o Mo e /) ) tim (sen x)o-

.o a

llustracion 47

En el tema 11 de “aplicaciones de las derive se ven los siguientes aspec

% Monotonia, maximos y minimc

%+ Curvatura y puntos de inflexic

¢+ Puntos criticos o singular

Dominio ycontinuidad

Periodicidad.

Simetrias.

Asintotas.

Corte con los ejes y region

Grafica.

% Recorrido e image

%+ Aplicaciones geométrice

% Aplicaciones del teorema de Bolzano o de las raic
% Aplicaciones del teorema de Welierstra.
% Problemas de maximos y minimos.
Calculo de funciones con condicior

% Aplicaciones de otras are

X/ X/
LS X4

X/
L %4

X/
L %4

X/
L %4

/7
L X4

>

X/
L %4

*0
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En el tema de “aplicaciones de las derivadas” jesieios tipo se pueden agrupar de
siguiente manera:

CURSO 2° Bachiller especialidad Ciencias y Techologia. e 11

 Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: 8 solicita al alumno hallar los puntos de maximmigimo relativo. Se podri
completar pidiendo que determine los intervalosrdeimiento y decrecimiento, los inta-
los de concavidad y convexidad y los puntos dexidl
» Ejemplo: Ejerci®o 1 de la pagina 2.
Halla los puntos de maximo y minimo relativo de las siguientes funciones:

X -2x 42
x -1

a) y=x*x-3) by y-

llustracion 48

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion
» Descripcion: & pide al alumno que represente distintas grz.
» Ejemplo:Ejercicio 1 de la pagina 2.

Representa las gréficas siguientes:

2+
a) y=T+ o y=(1-xe

-1)2 e

llustracion 49

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion

» Descripcion: 8n distintos ejercicios en los que se piden otpéisaciones de las derivadi
entre ellas la aplicacion de los teoremas de BolgaWeierstras

» Ejemplo: Ejerciadbs 1 a 7 de la pagina z.

1. Halla la ecuacitn de |a recta tangente y de fa 5. Caicula &, by ¢ para que 1a funcion y = ax* +
recta normal de las siguiantes curvas en los + bx® + ctenga un maximo en (0, 4) y un punto

puntos que se indican: de inflexién para x = 1.
) y=x"-4x enx=1 6. Por el planc se mueven dos puntos en funcién
b)) y=x enx=0 del tiempo segun las funciones f{f) = 100 + 5ty

- _ gif = 1?/2 donde t = O, con ten segundosy HI)
o) X+y'=25 enx=3 y g(f) en om. ; Con qué velocidad se separan e
2. Comprueba que la ecuacion 8”2 « x - 4 = 0, dos puntos en el momento de su encuentro?

tiene una l.'micg raiz real. . 7. Lacurva de coste de produccion de X unidades
3. Calcula el maximoy el minimo absolutos da las de cierto articulo viene dada por la funcién:

siguientes funciones:
&) Hx)=1/32°- 2 -3x+4 en[-3,2) Clx) = 8000 + 6x + 0,002
b) fix) =[x -4] enl0, 3] a) Escribe la funcién que nes proporciona ol

4. Halla la altura que debe tener un dlindro inscri- coste medio p(tr anticulo. )
10 en una esfara que tiene 10 cm de didmetre  b) Determina el nimaro de unidades que heeli
para que su volusmen sea maxime, minimo el coste medio por artioulo.

llustracién 50
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Ciencias Sociales

El libro de texto analizado es el que se empleal eentro en este nivel es: “Bachia-
to. Matematicas 2Matematicas aplicadas a las Ciensociales de la EditorialAnaya.
El tema de “DerivadasTécnicas de derivaci” esta desarrollado en la unid6, pagi-
nas 150-165 y el tende “Aplicacion de las derivadas” estéa desladm en la unidad,
paginas 166-183.

En el tema 6 de “Brivada. Técnicas de derivaciorse ven los siguient aspectos (re-
saltado emegrita aspectos nuevos respecto a curso ante

++ Derivada de una funcion en un pu

¢ Funcion derivada.

% Reglas de derivacic¢

+» Estudio de derivabilidad de una funcion definida arozos

En el tema 6os ejercicios tipo se pueden agrupar de la sigeieraner:

CURSO 2° Bachiller especialidad Ciencias Sociales. Temz

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion
» Descripcion: 8 solicita al alumnque estudie la derivabilidad.
* Ejemplo:Ejercicio 1 pagina 15

2-3x, x<2
= ’ ;Es derivableen x, = 2
{3'2—3, x>2 ¢ %
llustracién 51

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion
» Descripcion:Se pide célculo de la derivada funciones conc
* Ejemplo:Ejercicio 1, pagina 15

Calcula la derivada de cada una de las siguiertes
funciones:

1-x 1-x
a)f(.:)-1+x b} f(x) T+ x

1-x _i-gx
1+x DS 1+gx

c)f(;r)-'\, i:g; £ f(2) = in Ve®=

£ /) =31
h) flx) = fog (sem x - cos 2
DAD=senx+colt x+ x

) fx)=in

llustracién 52
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CURSO 2° Bachiller especialidad Ciencias Sociales. Teme

 Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: Se pidestudio de la derivabiladde una funcién definida a tro:
« Ejemplo: Ejerci 1, pagina 1E&.

Estudia la derivabilidad en x, = 3 de la funcid

x-3x, x<3
/@ {3::-9, x>3
llustracién 53

En el temar de “Aplicaciones de las deriva” se ven los siguientexspectos (resia-
do ennegrita aspectos nuevos respecto a curso ante

% Recta tangente a una curva en uno d puntos.
« Informacion extraida de la primera derivada
+ Informacién extraida de la segunda derivad:
% Optimizacién de funciones

*0

*0

En el tema 6os ejercicios tipo se pueden agrupar de la sigeieraner:

CURSO 2° Bachiller especialidad Ciencias Sociales. Tel 6.
+ Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: Se pide célculo de la recta tangentesacurva en varios pun.
« Ejemplo:Ejercicio 1 pagina 16

Halla las rectas tangentes a la curva:
_ 523 + 752 - 16x
x-2
en los puntos de abscisas 0, 1, 3.

llustracién 54

« Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestiér_] Situacion
» Descripcion: 8 pide identificar tipo de puos singulares.
» Ejemplo:Ejercicio 2 pagina 1..

Comprueba que la funcién y = x3/(x - 2)? teme
solo dos puntos singulares,en x=0 yen x=6&

Averigua de qué tipo es cada uno de esos dos
puntos singulares; para ello, debes esmdiar of

signo de la derivada. ;‘

llustracién 55
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CURSO 2°Bachiller especialidad Ciencias Sociales. Teme

 Actividad tipo:[X] Ejercicio[_]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« Descripcién: Btudia curvatura de una funcion a.
« Ejemplo:Ejercicio 1 pagina 1.

Estudia la curvatura de esta funcién:
y-3x‘—81‘3+5

llustracién 56

 Actividad tipo:[_] Ejercicio[X]Problemd_]Cuestion_] Situacion
« DescripciénEjemplo de ejercicio de optimizaci
« Ejemplo:Ejercicio 1 pagina 17

De todos los tridngulos rectingulos cuyos catetos
suman 10 cm, halla las dimensiones de aquel cu-
ya irea es maxima.

llustracion 57
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Capitulo 4
Resultados.
A partir de los resultados obtenidos en los capstanteriores sobre el contenido, los
criterios de evaluacién establecidos en el cumwiodicial y el contenido de los libros de
texto, en este capitulo se va a analizar la cober@mtre estos y aquellos. Asimismo se
van a analizar las ausencias y presencias detsaadambos.

Para este apartado se ha empleado como libro damaitas de referenci@alculo.
De James Stewartjel Grupo Editorial Iberoamérica, S.A de CSk eligio este libro
con la aprobacion del director de este proyectan Ltarlos Ballabriga.

Para los analisis de libros de texto escolaresaseutilizado los mencionados en los
apartados anteriores y referenciados en el anexo.

4.1. Ausencias y presencias en el curriculo y erslbbros de texto.

Los libros empleados en el centro para cada norelas siguientes:

e 3°y 4° ESO (dos opciones), Editorial - Santillana.
» 1°Bachiller (ciencias), Editorial - Brufio.

e 2°Bachiller (ciencias), Editorial — Axis.

« 1°y 29 Bachiller (ciencias sociales), Editorialadm.

Por lo que no ha sido posible realizar una compamade contenidos dentro de la mis-
ma editorial pero si una comparacion en cuant@septacion y contenidos entre ellas
aunque se tratase de distintos cursos.

A continuacion realizo una comparaciéon por curse ebcontenido del curriculo que
marca la ley que aparece descrito a través deipiEses en el capitulo 1 de este trabajo
fin de master y el contenido de los libros de lissintos niveles, relacionando los con-
tenidos con las ilustraciones del capitulo 3.

3° ESO.

Bloque 3, “traduccion de situaciones del lenguaje verbal dgebraico...”. Como
ejemplo ver ilustracion n°2 del punto 3.1.

Bloque 5,“andlisis y descripcion cualitativa de graficas quepresentan fenémenos
cotidianos”. Como ejemplo ver ilustracion n°3 del punto 3.1

Bloque 5,“andlisis de una situacion a partir de una graficaComo ejemplo ver ilus-
tracion n°7 del punto 3.1

Bloque 5,“utilizacién de las distintas formas de representarecuaciéon de la recta”,

Como ejemplo ver ilustracion n°13 del punto 3.hcaue solo se ve un tipo de ecuacion
gue es la de la recta que pasa por dos puntos.
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Bloque 5,“formulacion de conjeturas sobre el comportamiedt fenémeno que re-
presenta una grafica y su expresion algebraidgdb he encontrado ejemplos para este
contenido.

Uso de TICs, no queda contemplado en este libro.
4° ESO opciones Ay B

Es en este curso donde se cumple el contenidolatpld 5 que quedaba pendiente de
39, el del empleo de las distintas formas de reptas la ecuacion de una recta. Como
ejemplo ver la ilustracion n° 16 del punto 3.2.

Bloque 5,“tasa de variacion media...”No he encontrado ejemplos en este libro, de
hecho no hay una introduccion tedrica como sefiaala apartado anterior.

Bloque 5;“analisis de distintas formas de crecimiento, eblés, graficas y enunciados
verbales”, a pesar de estar contemplado la representacida fuecion bajo distintas
formas como muestra la ilustracion n°17, no he minado ejercicios que contemplen
exactamente este contenido.

Bloque 5, “interpretacion de un fendmeno descrito medianteenonciado...”,un ejer-
cicio tipo podria ser el que aparece recogido elustracion n° 18, pero vemos que en
ese ejercicio no piden su interpretacion, se salimhicamente la realizacion de la gréfi-
ca.

Uso de TICs, no queda contemplado en este libro
1° Bachillerato Ciencias

Aproximacion al concepto de derivadaomo ejemplo los ejercicios relacionados con
la tasa de variacion, ilustracién n® 25 del pun® 3

Extremos relativosComo ejemplo los ejercicios en los que se soliitedlculo de los
maximos y minimos relativos, ilustraciéon n® 30.

Ecuaciones de la rect&€omo ejemplo los ejercicios en los que se pidsretuaciones
de las rectas tangente y normal, ilustracion n° 26

Dominio, recorrido y extremos de una funci@omo ejemplo, los ejercicios de repre-
sentacion de funciones, que contemplan su readizaiguiendo los pasos de un formu-
lario que incluye estos tres puntos, ilustracioB3°

TICs, en este libro si esta contemplado el uso de pnwaganformaticos como son el
Windows Derive o el Wiris.

Interpretacion y analisis de funciones sencillapresadas de forma analitica o grafica
que describan situaciones real&obre este punto sin embargo no he encontrade ejem
plos en el libro, como ya apuntaba en el apartaderiar, la mayor parte de los ejerci-
cios presentes en este libro son de caracter destaalizado.
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En el libro se afiaden mas puntos respecto a ladexgpr el curriculo vigente en este
curso y que corresponden al curso siguiente comdeasfuncion derivada, el calculo de
derivadas, la derivada de la suma, producto y nteide funciones, la funcion com-
puesta, la aplicacion de la derivada al estudilasi@ropiedades locales de una funcion,
problemas con condiciones, aplicaciones de dersvaddras areas.

1° Bachillerato Ciencias Sociales

Tasa de variacionse realiza la introduccion de este punto contenepéadel curriculo
vigente.

En cambio afladen respecto al curriculo vigentéjraion derivada, reglas de deriva-
cioén y la representacion de funciones polinGmiceascionales.

Uso de TICs, no queda contemplado en este libro.

2° Bachillerato

Ciencias

Aproximacion al concepto de derivadaomo ejemplo ejercicios relacionados con la
tasa de variacion media.

Funcion derivadaComo ejemplo el ejercicio de la ilustracion 45.

Calculo de derivadagComo ejemplo el ejercicio de la ilustracion 45.

Derivada de la suma, producto y cociente de furesorfuncion compuest&omo
ejemplo el ejercicio de la ilustracion 45.

Aplicacion de la derivada al estudio de las propigds locales de una funci6@omo
ejemplo el ejercicio de la ilustracion 49.

Problemas de optimizacidixisten ejercicios similares a los del libro detso ante-
rior.

Ecuaciones de la rect&xisten ejercicios similares a los del libro delso anterior.
TICs, en el libro de ciencias si esta contemplado eldgsprogramas informaticos como
son el Windows Derive o el Wiris.

En el libro de ciencias se afiade respecto al cloraficial el concepto de derivabilidad
y su estudio para una funcion dada, el estudidigaagion de distintos teoremas.

Ciencias Sociales

Los puntos a tratar segun el curriculo coincidemlos de ciencias. Una vez analizado
el libro que se emplea en el centro, observamosqgtre los dos temas (6 y 7) se cum-
ple fielmente lo contemplado en la ley, con la edhd de las TICs, cuyo uso no esta
incluido dentro del temario.

Destacar que no he apreciado muchas diferenciesao a contenido entre los cursos
3°y 49 es decir se trabaja con las mismas nesioon un grado mayor de dificultad en
el curso superior, aunque algunos ejercicios enay similares, en cambio he observa-
do un ascenso en espiral en 1°y 2° en cuantotarcdo.

Asi se concluye que las nociones de funcion y stinths expresiones, de dominio,
recorrido, funciones definidas a trozos y las prdpdes de las funciones son introduci-
das en 3° de la ESO, y en 4° son afianzadas. Mgqtre a partir de 1° de bachiller en
las dos opciones, tanto de ciencias y como de iaemsociales, se introducen nuevos
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conceptos como son la tasa de variacion medigrigatla de una funcion, su interpre-
tacion geométrica, tablas y reglas de derivadaapBcacion tanto para la obtencion de
los puntos criticos que antes eran obtenidos dimeamtte de la observacion de la repre-
sentacion gréafica de la funcién y en este cursengglean las nuevas nociones como
herramientas para su obtencion analitica. En 2adRiller en ambas opciones se traba-
jan sobre las mismas nociones vistas en el curssi@npero en la opcion de ciencias

se introducen nuevas, como son las derivadas liedefa funcion diferencial, derivadas

de funciones implicitas, el estudio de la derivedhd, y aparecen por primera vez teo-
remas y demostraciones.

Esto se puede ver claramente, en los descripteréssdemas, que se presentan en los
indices de los libros:

Tabla 13

3°E.S.O.

Funciones

Concepto de funcion

Formas de expresar un funcion

Caracteristicas de una funcién

Funciones lineales y afines

Funcion lineal

Funcién afin

Ecuaciones y graficas

Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Rectas secantes y paralelas

Aplicaciones

Estudio conjunto de dos funciones

Tabla 14

4° E.S.O. opciones Ay B

Vectores y rectas

Vectores

Operaciones con vectores

Ecuacion vectorial de la recta

Ecuaciones paramétricas

Ecuacioén continua

Ecuaciones punto-pendiente y explicita

Ecuacion general

Posiciones relativas de dos rectas en el plano

Funciones

Concepto de funcion

Tablas y gréficas

Dominio y recorrido de una funcion

Funciones definidas a trozos

Propiedades de las funciones
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Tabla 15
1° Bachiller (Ciencias)
Calculo de derivadas
La derivada
La funcién derivada
Reglas de derivacion

Méaximos, minimos relativos y monotonia
Puntos de inflexion y curvatura
Aplicaciones de las derivadas

Representacion de funciones polindmicas

Representacion de funciones racionales

Problemas con condiciones

Aplicaciones de las derivadas a otras areas

Problemas de optimizacion

Tabla 16

1° Bachiller (Ciencias Sociales))

Iniciacion al célculo de derivadas

Crecimiento de una funcién en un intervalo

Crecimiento de una funcién en un punto. Derivada

Funcion derivada de otra

Reglas para obtener las derivadas de algunas hegio

Utilidad de la funciéon derivada

Representacion de funciones polindmicas

Representacion de funciones racionales

Tabla 17a

2° Bachiller (Ciencias)

Derivadas

La derivada

Tasa de variaciéon media

Derivada de una funcién en un punto

Funcion derivada

Interpretaciébn geométrica de la derivada

Derivadas laterales

Continuidad y derivabilidad

Funcién diferencial en un punto

Céalculo de derivadas

Reglas de derivacion

Derivadas sucesivas

Uso de los logaritmos en la derivacion

Derivadas de funciones implicitas

Estudio de la derivabilidad

Demostraciones de las reglas de derivacion

Teoremas fundamentales del calculo diferencial

Teorema de Fermat

Teorema de Rolle

Teorema de Lagrange o del valor medio

Regla de L"Hopital

Aplicaciones de las derivadas

Variacion y extremos de las funciones

Monotonia, maximos y minimos
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Tabla 17b

2° Bachiller (Ciencias)

Curvatura y puntos de inflexion

Puntos criticos o singulares

Procedimiento para analizar una funcion

Dominio y continuidad

Periodicidad

Simetrias

Asintotas

Cortes con los ejes y regiones

Méximos, minimos relativos y monotonia

Puntos de inflexion y curvatura

Grafica

Recorrido e imagen

Otras aplicaciones

Aplicaciones geomeétricas

Aplicaciones del teorema de Bolzano

Aplicaciones del teorema de Weierstrass

Problemas de maximos y de minimos

Célculo de funciones con condiciones

Aplicaciones a otras areas

Tabla 188

2° Bachiller (Ciencias Sociales))

Derivadas. Técnicas de derivacion

Derivada de una funcién en un punto

Funcion derivada

Reglas de derivacion

Estudio de la derivabilidad de una funcién defiradaozos

Aplicaciones de las derivadas

Recta tangente a una curva en uno de sus puntos

Informacion extraida de la primera derivada

Informacion extraida de la segunda derivada

Optimizacién de funciones

Al realizar el andlisis de los libros de los cestfi@nte al libro de referencia se han ob-
servado algunas similitudes y algunas diferend&snuevo en el libro de referencia
nos encontramos el contenido de derivadas y aplicate derivadas en dos temas o
unidades, capitulo 2 “Derivadas” y capitulo 3 “Texon del Valor Medio y Trazo de
Curvas”. Si bien la nocién de derivada como raz®cambio es introducida en el Capi-
tulo 1, “Limites y Razones de Cambio”

A continuacion para ayudar a hacer una idea dekoao del libro de referencia, en el
siguiente cuadro aparece el listado de los desceptdel indice del libro:
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Tabla 19

Libro de referencia: Célculo. James Stewart
Derivadas

Derivadas

Férmulas de Derivacion

Razones de Cambio en las Ciencias Naturales yI8scia

Derivadas de Funciones Trigonométricas

Regla de la cadena

Diferenciacion (o derivacion) implicita

Derivadas de Orden Superior

Razones de Cambio Relacionadas

Diferenciales y Aproximaciones Lineales

Método de Newton

Teorema del Valor Medio y Trazo de Curvas

Valores Maximo y Minimo

Teorema del Valor Medio

Funciones Monétonas y Criterio de la Primera Deléva

Concavidad y Puntos de Inflexion

Limites al Infinito; Asintotas Horizontales

Limites Infinitos; Asintotas Verticales

Trazo de Curvas

Problemas de Aplicacion Maximos y Minimos

Aplicaciones a la Economia

Antiderivadas

La principal similitud entre el libro de referengidos libros del centro es de que todos
siguen la misma estructura a la hora de introdasinociones en el alumno, teoriay a
continuacion aplicacion practica de la teoria, bdeael aprendizaje en la realizacion de
ejercicios y problemas.

Los puntos tratados son practicamente los mismesequ2° de bachiller, por lo que
continuamos con el aprendizaje en espiral. Tantm&tibros de bachiller como en el
de referencia se realiza una interpretacion gedraétie la derivada y como tasa de
variacion aunque en el de referencia se empleé@rmiirio razon de cambio. También
dentro del apartado “trazo de curvas” en el libeoreferencia se vuelve a destacar las
ventajas de la aplicacién de todas las nociongasvion respecto al método de marcar
puntos, y se ven aplicaciones practicas en distidtaas como son las Ciencias Natura-
les y Sociales y en Economia.

Las principales diferencias encontradas entrebeb luniversitario de referencia y los

libros de texto usados en el centro, son como ersgerar la profundidad con que son
presentados todos los puntos en el libro de rede&xgnia mayor cantidad de ejercicios y
problemas.

La nocion de continuidad en los libros escolaredeseribe de una manera muy gréfica,
llegando a usarse como definicion en secundakia:grafica que se puede trazar sin
levantar el lapiz del pap&mientras que en bachiller y en el texto de refeile se apo-
ya en la nocion de limite. Esto es aplicable tamlailecalculo de las asintotas, si en ba-
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chiller se estudian como la posicién de la fungiEéspecto a determinadas rectas en el
libro de referencia se aproximan mas a la nociécotéinuidad en el caso de verticales
y oblicuas y en el caso de las asintotas horizemtala nocion de limites al infinito.

También existen diferencias en cOmo son vistosdaatonia, los maximos y minimos,
la curvatura y los puntos de inflexién. En secuiadaon definidos de una manera vi-
sual, como los puntos donde la grafica de la funpi@sa de ser creciente a decreciente
y viceversa, sin diferenciar si son relativos oodlt®s ni aclarar que debe de ocurrir en
un intervalo concreto. En cambio en bachiller s@dabla de méximos y minimos rela-
tivos en un punto y aqui ya se incide en que debecdrrir en un entorno del punto.
Ademas aparte de explicarlos como puntos en losgueagen es mayor 0 menor que
el resto de puntos de su entorno, en este nivadlaeionan con el cambio de signo de
las pendientes en los puntos que pertenecen aherdel punto objeto de estudio. En el
texto de referencia ademas se introducen los m&xynmoinimos absolutos.

Como conclusion de lo observado, en secundaria sed vision mas intuitiva de los

temas analizados y en bachiller se profundiza €mdaiones introducidas en los cursos
previos. Llama la atencion que la representaci@fiqy de la funcién sea uno de los
objetivos finales en el tema de la aplicacion dévedas y no sea visto como un apoyo
para la compresiéon del comportamiento de una findi@mbién es de resaltar la im-

portancia que se le da al estudio y representatgéfunciones dentro del este mismo
tema respecto a otros puntos como son los problemdasa media, optimizacion y

condiciones, muy utiles en otras disciplinas.

4.2. Coherencia de los libros de texto en relaci@on el curriculo.

Después de analizar los libros de texto emplead@s eentro para los cursos 3°y 4° de
la ESO, y 1° y 2° de bachillerato, y compararlas elocurriculo vigente, se puede con-
cluir que estos incluyen en general todos los l#equistos salvo excepciones, como
ocurre con el libro para 4° curso. Segun el culsies en este curso donde se deberia
introducir la idea de tasa de variacion media yisege puede observar en el indice del
libro de 4° de la ESO, tanto en el de la opcioroma en el de la opcion B, esta intro-
duccidn no existia dentro de ninguno de sus cagsiiiwer Anexo E)

Tampoco se ven en general ni en los libros de43° yna contextualizacion de los ejer-
cicios de funciones, para que gracias a estos e&oscse facilite al alumno la interpre-
tacion de algun fendmeno a traveés de la represéntgrafica de funciones.

El departamento de matematicas de cada centro&eberpletar el programa con lo
que no esté incluido en los libros de texto cofinalidad de cumplir con los minimos
exigidos por la ley.
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Parte II:
Analisis de un proceso de estudio sobre las deri-
vadas y su aplicacion en 1° de bachiller

61






Laura Lopez Jiménez

Esta segunda parte esta basada en el tema impdutiaiote el periodo de practicas rea-
lizado en el Centro Asignado con alumnos de 1%déiber.

En la cual, se hace un analisis didactico de laluegn por parte de los alumnos de
problemas de derivadas y aplicacion de derivadas €llo, se divide esta parte en cua-
tro capitulos. En el primer capitulo se hace urigsisale como trata el libro los temas
de derivadas y aplicacion de derivadas. En el skgeapitulo, se hace mencion a los
problemas y errores que pueden encontrar los alsimom este tema. En el tercer capi-
tulo, se analiza el proceso de aprendizaje y enato capitulo se analiza la experimen-
tacion con los resultados esperados.
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Capitulo 5

Las derivadas y la aplicacion de derivadas en ablo de texto de refe-

rencia

En este capitulo se va a analizar los temas 10dgelllibro de 1° de bachillerato. Edi

to-

rial Brufio. Matematicas 1. Ciencias y TecnologisteHue el libro de texto de referen-

cia durante el periodo de préacticas en el Centro.

Para la realizacion de este capitulo, se usara textmde referencia el articulo dea-

lisis ontosemiotico de una leccion sobre la sunta esta de Godino, J. D., Font, V.,

Wilhelmi, M. R. (2006).

5.1. Objetos matematicos involucrados

Para realizar el analisis de los objetos matem&iivenlucrados seguiremos el articulo

de referencia, en concreto el cuadro de la pagfa 1

Tabla 20

Lenguaje

Verbal

- Funcién, variable, variable independiente, vdeialependiente, funcion polindmica, funci
racional, representacion, gréfica, ejes, ejes siartes, abscisas, ordenadas, coordenadas
cion de una variable, funcién de dos variablescifuim derivada, valor de una funcién en
punto, recta tangente, recta normal, nimeros raalieseros complejos, recta real, dominio
definicion, tramos, simetria, par, impar, signdaéuncion, cortes con los ejes, asintotas,
ticales, horizontales, oblicuas, limite de la fémcen el entorno de un punto, tendencia, as
tas, limite, entorno, monotonia, creciente, deerdei punto critico, maximo, minimo, cury
tura, punto de inflexion, interpretacion resultagdasscisa que minimiza 0 maximiza, optimiz
cion, condiciones, comprobacion,

Gréfico
- Representaciones de las funciones en ejes @antssirecta tangente y recta normal, cr
miento, curvatura, figuras geométricas para regmuygroblemas de optimizacion.

Simbdlico
- x, y’ (((’)”’ ”[’]”’ » -
40 £ 0% “A7, f(x,y), £, £ (0, f (@), (), f (@), f (%), f (@), lim,
Y —¥0=222(x—x0), ¥y — ¥o = f(@)(x — xp),

X1—Xg

on
fun-

un
de
ver-
nto-
a-
7a-

eci-
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Tabla 21

Situaciones

Problemas descontextualizados en los que se pidesentar determinadas funciones.

Problemas descontextualizados en los que se plesantar una funcién polinbmica cono-

ciendo las coordenadas de sus puntos criticoscgngbortamiento de la funcion cuando vari

ble x tiende a +/- infinito.

Problemas descontextualizados en los que se piclidaravalor de coeficientes de la funcign,

de tal forma que la funcién tenga un punto criinaina determinada coordenada.

Problemas contextualizados en los que se da ueamdetida condicion que cumplen dos
riables, y se pide construir una funcion de unasrdenadas caracteristicas y que depend
esas dos variables, que debe ser maximizada o isate

Tabla 22

Conceptos

Previos

- Funcion, coordenadas, coordenadas cartesianamnido simetria (nocion), puntos de cortes

con los ejes maximos, minimos, monotonia, crecitajetecrecimiento, punto de inflexid

curvatura, pendiente, asintotas verticales, hotées, oblicuas y comportamiento de la fun-

cion respecto a las mismas, resolucion de sisteynasnocimientos en perimetros, areas y
volumenes.
Emergentes
- Estudio analitico de la simetria, optimizacion,dioiones, funcion de dos variables.
Tabla 23
Procedimientos
Analizar las caracteristicas de una gréfica.
Representar graficamente una funcion, elaborandsguema de actuacion.
Resolucién de problemas con condiciones, elaborandisquema de actuacion.
Resolucién de problemas de optimizacién, elaboramdesquema de actuacion.
Descontextualizacion del enunciado del problema.
Tabla 24a
Propiedades
La derivada de una funcién en un punto es la patelige la recta tangente a la curva en|ese
punto:
Recta tangentey — f(a) = f(a)(x — a)
Recta normaly — f(a) = ;% (x—a)
Operaciones:
y=ku -y =ku’
y=u+v-w-o>y =u'+v'—-w’
y=uv -y =uv+uv’
u  uv-—wv

y=,7Y = 2
Regla de la cadena: permite calcular la derivada fiencién compuesta, es decir, la derivada
de una funcién que a su vez es funcién de otradaonc

(fow) () = u'(x)f (u(x))
Un maximo relativo de una funcion es un punto equel la funcién es mayor que en los pun-
tos que estan muy cercanos, es decir, una fungiptigne un maximo relativo en x=a, si ex|s-
te un entorno del punto a, en el que se cumplegfgue> f(x) para todox # a del entorno, Yy
cumple quegf(a) =0y f"(a) <0
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Tabla 25

Propiedades

Un minimo relativo de una funcion es un punto eqguel la funcién es menor que en los pur
que estan muy cercanos, es decir, una funcionié@ un minimo relativo en x=a, si existe
entorno del punto a, en el que se cumple fiue < f(x) para todox # a del entorno, y

cumple quegf(a) =0y f"(a) >0

1tos
un

Una funcion es creciente en un intervalo dado coigradla toda x perteneciente al intervalg
cumplef(x) > 0, y decreciente cuandt(x) < 0

se

Una funcion tiene un punto de inflexion cuando sedpce un cambio de curvatura, si €

ste

punto esx =a cumplef(a) =0y f""(a) # 0

Tabla 26

Argumentos

Representacion grafica de las funciones.

Comprobacion de las propiedades en casos partsular

Justificacion de las propiedades, utilizando eléosegenéricos.

5.2. Andlisis global de la unidad didactica.

Las unidades didacticas a analizar son: tema 18lcti® de derivadas” y tema 11,
“Aplicaciones de las derivadas” del libro empleahlwante el Practicum Il. Ambos te-

mas se adjuntan escaneados en el Anexo A, alde# memoria.

Si realizamos el analisis de los dos temas conugriée, se observa que existe la si-

guiente estructura:
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Derivadas

Significado:

Reglas de

Tasa de >
derivacidén

variacion

Aplicacién

Calculo de
funciones con problemas.
condiciones Optimizacidn

Resolucdién de

Representacion
de funciones

Polinémicas Racionales

llustracién 58

El tema 10 se estructura de la siguiente manera:

e Calculo de derivadas

X/
L X4
X/
L X4

X/
L X4

La derivada

La funcion derivada

Reglas de derivacion

Maximos, minimos relativos y monotonia
Puntos de inflexién y curvatura

Todas las unidades didacticas comienzan por una&g la que siempre nos mues-
tran una imagen.

La péagina siguiente consta de dos partes. La pairsertrata de la introduccion que
permite al alumno situarse. La segunda parte, guguwa “organiza tus ideas”, es una
organizacion de las nociones adelantadas en ladintcion. Después cada apartado
principal comienza con un apartado titulado “Piepsalcula”, que consiste en un ejer-
cicio para que el alumno piense antes de ver léateBstos ejercicios permiten al alum-
no plantearse dudas que van a ser enseguida essuelt
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llustracién 59

La péagina siguiente consta de dos partes. La pairsertrata de la introduccion que
permite al alumno situarse. La segunda parte, guguwa “organiza tus ideas”, es una
organizacion de las nociones adelantadas en tdintcion.
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Introduccion

En muchas ocasionas se realizan cdlcules de valores medios; por ejem-
plo, la velocidad media ha sido de 120 km/h, el consumo medio de agua
ha sido de 50 itros/dia, efc. Los cdiculos de valores medios son importan-
fes, pero en algunos problemas es mucho mds importante el vator instan-
faneo de una magnitud; por ejemplo, la velocidad que un patinader
lieva en un determinado instante durante una competicién. Para resolver
este problema es necesario el conceplo de variacion instanidnea deuna
magnitud en funcion de ofra, que es el concepto de derivada. Ademads
de la velocidad, la derivada tiene una inferprefacion geométrica que se
basa en la misma idea: el cdlculo de una recta tangenie g una curva en
un punto.

En este fema se define el conceplo de derivada de una funcién en un
punto a partir de ia tasa de variacién media en un infervalo y se estudia
su inferpretacion geomeétrica. A confinuacion, se analiza la relacién entre
continuidad y derivabifidad y se calcula la funcion derivada.

H estudio de las reglas de derivacion permite automatizar el cdlculo de
derivadas de una forma sencilla. Dichas reglas se dan clasificadas para
los distinfos fipos de funciones.

H concepio de derivada se aplica en la resolucidn de problemas para
calcular velocidades, determinar rectas fangentes a una curva en un pun-
to y realizar el estudio analffico de una funcién; en concreto, la determi-
nacién de méaximos y minimos relatives, monctonia, puntos de inflexién y
curvatura,

Organiza tus ideas

es lo s@ calculo con se ulllize paro

tasa de vailacion reglos de 1esolver problemas sobre:
+ velocidodes

+ 1ecios tangentes

* mdximo y minimo

g 0l ck relativos
« monotonia
la velocldod « puntos de Inflexidn
de cracimiento + curvaturg
de unag funcidn = puntos ciiticos
o singulares

740

llustracién 60

Cada una de las secciones del tema sigue la msmatera:

.. . Propuesta de
Introduccion intuitiva del puestad

ejercicios para

concepto a estudiar del concepto hacer
ace

llustracién 61

Es decir cada nuevo apartado comienza con un dpdrtalado “Piensa y calcula”, que
consiste en un ejercicio para que el alumno seetera él antes de ver la teoria. Estos
ejercicios permiten al alumno plantearse dudas/gue ser enseguida resueltas.
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1. La derivada

¥ Piensa y cadlcula

kY — La grafica y = f{x) representa el espacio que recorre un coche en funcidn del tempao.
TR ERRTA T 1
e fﬁtéﬁi Caleula mentalments:
¥i 1

Ly T L] a} la pendiente de la recta secante, r, que pasa por Py (J
ficl L‘y/}" b} la distancia media recorrida encre 3sy 6 5

Eund ettt

[ ﬁl;&- 111 c} |z pendiente de la recta tangente t en &l punta P
T PEY Ty
-r..-'- TFemnge: {3} I

llustracién 62

En esa misma pagina y en la siguiente se desalaoléoria que en este caso seria la
correspondiente a la derivada. Comprende las neside tasa de variacion media, de-
rivada de una funcion en un punto y la interpréageométrica de la derivada. Las

definiciones vienen recuadradas y resaltadas gemi@comparadas de un ejemplo. A la

izquierda se aprovechan los margenes para darayo apafico a lo que se esta expli-
cando.

1.1. Tasa de variacion media

TS La tasa de variacién media de la funcién y = fix) en el intervalo [a, b] es el
0 cociente entre la variacidn de la funddn fix) v la variacidn de la variable in-
_ ’_'?'“1—_—-_--_--_-—_-:?:5':1' 1 dependiente, x, en el intervalo. Se representa por TVM[a, b] v es:

BEE ,/;/ B Hia) TVM][a. b] = f{b) — fia)
..EF__;}L»-... b-a
fEf.-.:-‘TE_—::—_'4 i

i i ¥ Interpretacion geometrica

La TVM de la funcién f{x) en el intervalo [a, b] es la pendiente del segmento que
une los puntos Pla, fa}) v Qib, fib))

Ejemplo

Caloula la tasa de variacién media de fix) = £ — 1 en el intervalo [4. 6]
e
. . E) — 4 8_3 s
VM4, 610 -84 5-3 3
b—4 b-—4 2

1.2. Derivada de una funcion en un punto

llustracion 63

Al final de cada apartado aparece una tanda dei@es relacionados con la teoria an-
terior y titulada “aplica la teoria”.
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Aplica la teoria
|. Calcula ka tasa de variacién media de las siguientes fun- 3. Agplica la definicion de derivada y calcula:

ciones en el intervalo que se indica: 2} la derivada de la funcién fjx) = x* enx = |
a) f{x} = 2x—3 en [1.4] bj las ecuaciones de las rectas tangente ¥ normal en e
By fix} =x! —4x+ 2 en [2.4] punto de absciza x = |

I —4 c) Representa la funcion f{x) y las rectas,
£} fix) = :+—] en[1.2]
4. Aplica la definicion de derivada y calcula:
d) fix) = vx + 2 en [-1.2] a) la derivada de la funcion fix) = w—Tx+1lenx=3
b} las ecuaciones de las rectas tangente y normal en «f

1. Agplica la definicion de derivada y calcula la derivada de punto de abscisa x = 3

laz siguientes funciones en los puntos gue se indican:
alfix)=Ix—2Qenu=|

By fx) =—2x+ | enx=—3 E. B nimero de bacterias que hay en un cultivo se expre-
sa mediante fa farmula fix) = 2*, donde x representa ef
mimero de horas. Calcula el crecimiente medio por ho-
d) fix) =—x"+5x—Jenx=| ra de [as bacterias entre las 3 y las 5 horas.

c) Representa la funcion f{x) y las rectas.

fix)=xl—4enn=-2

llustracién 64

El siguiente apartado “La funcion derivada” se dedla también en dos paginas, y
sigue la misma estructura. Aqui se introducen lanttuidad y derivabilidad” y “La
funcidn derivada”. Los margenes son aprovechads peediante la representacion de
gréficas, ayudar a la compresiéon de lo explicadanybién para resaltar ideas impor-
tantes a través de cuadros en azul, como en eldealsoilustracion 65, que es una acla-
racion sobre la existencia de la derivada.

Existencia
de la derivada

Laderwvads ez un limte. y para que
exsta deben exstir los lmtes la

terales y ser puaies

llustracién 65

El tercer apartado, “Reglas de derivacion” que ieomst “Tablas de derivadas”, “Regla
de la cadena”, “Aplicacién de las reglas de dertwdicy “Derivadas sucesivas”, sigue
la misma estructura anteriormente explicada y acabhaun gran niumero de ejercicios
propuestos para que el alumno practique con tpdode funciones. En esta ocasion de
nuevo se afiaden anotaciones en los margenes @mirdportantes e incluso indica-
ciones de errores habituales.
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Evitar errores

JUserva en las operanones gue

la dervada de una suma o dife
renca es la suma o diferenca de
las dernvadas, paro en un Drocul

io o codente no s o producto

L i C R R A
i d coogente de las dorwadas

llustracién 66

El cuarto apartado, “Maximos, minimos relativos gnotonia” ocupa otras dos hojas,

como ya se comento, explican los maximos y miniretadivos en un punto apoyando-

se en graficas en los margenes izquierdos. Daefiaiddn basada en la idea de entor-
no del punto para posteriormente dar un proceditmipara poder calcularlos. Con la

monotonia hacen igual, dan una definicién y posterénte indican un procedimiento

para poder estudiarla para una funcién en condeste. apartado termina de nuevo con
ejercicios para que apliquen la teoria.

Ay iz} L S| ; 4 ;
| 1 L1y
'l.l 1 1 | |
I B ol EL 2y gl
k 4 -I - I'.. .
LY ll o
a2 .:-1
2 [ |
i) 4k e
P ;.'.-.:.-? |
| O FIER -
i
i -
La pendience de i reza

tangenbe o f'{x]

llustracién 67

El siguiente y ultimo apartado de esta unidad ek épuntos de inflexion y curvatura”,
en el que se sigue el mismo esquema, definiciopudéo de inflexion, procedimiento
para calcularlos y lo mismo con la curvatura. Ta&nken esta ocasion emplean de apo-
yo las graficas de la izquierda. Se completa gsiet@do con el estudio de puntos criti-
cos o singulares cuando la segunda derivada nopesitiva, ni negativa, sino cero. En
esta ocasion se hace igual, se realiza definigérda un procedimiento y a continua-
cidn unos ejercicios para que practiquen.

La siguiente seccidn se titula “Profundizacién: dstraciones”, en esta seccion se rea-
lizan demostraciones de la derivada de la sumaodduhciones, la derivada del pro-
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ductos de dos funciones, la derivada de un cogciéntierivada de la funcion exponen-
cial y la derivada de la funcién seno.

A continuacién comienza otra seccion que se titid]arcicios y problemas” en la que
aparecen ejercicios similares a los vistos durahtiesarrollo del tema, catalogados en
los mismos apartados: la derivada, la funcion deay reglas de derivacion, maximos,
minimos relativos y monotonia y puntos de inflexidourvatura. Después dentro de
esta misma seccién, aparece otro apartado titdlgala ampliar” en donde aparecen
ejercicios similares pero esta vez sin catalogamgae siguiendo el mismo orden cro-
nolégico que durante el desarrollo del tema. Fieali® esta seccion acaba con el apar-
tado de “problemas” en el que vuelven a aparecen@ados sin catalogar pero si-
guiendo el mismo orden cronologico y de dificulsaatilar.

Finalmente el tema termina con ejercicios paralves@on los programas informaticos
Wiris para Linux/Windows o Derive de Windows.

Comentar que la mayor parte de los ejercicios ptades en este tema son ejercicios o
problemas descontextualizados.

El tema 11 se estructura de la siguiente manera:

» Aplicaciones de las derivadas

Representacion de funciones polinomicas
% Representacién de funciones racionales
Problemas con condiciones

% Aplicaciones de las derivadas a otras areas
Problemas de optimizacion

/7
L X4

X/
LX)

*0

X/
L %4

La metodologia es la misma, es decir portada, apattada con introduccién del tema

y organizacion de las ideas, apartados desarralladwarias paginas y terminados con
ejercicios de aplicacion sobre la teoria explicgrgnina de la misma forma que el ante-
rior capitulo es decir con una seccion de ejersigigproblemas, donde en la primera

parte vienen catalogados por apartados, en la daguerte aparece una coleccion de
problemas de similar dificultad pero sin cataloggor Ultimo aparecen los problemas a
resolver con los dos programas informaticos Wiri3eyive. Comentar que cada aparta-
do comienza con un “piensa y calcula” que en gémstada al estudiante a situarse en
el tema y a tener preguntas, y todos los apartagasecen soportados con graficas en
los margenes situados a la izquierda. Durantedaiffidacion de las sesiones se acordd
con la tutora no explicar el apartado cuarto ddi¢apiones de las derivadas a otras
areas” por no considerarlo adecuado a las carsiitaed del grupo. Resaltar que en este
tema, el unico apartado donde el libro contextaaimmos los problemas y ejercicios es
en el dltimo “problemas de optimizacién”. Aiadiregprecisamente en este dltimo se
hace un recordatorio sobre el calculo de perimeloogitudes y areas en el plano, asi
como de areas y volumenes en el espacio, necgsae@oder resolver los problemas y

ejercicios de esta seccion.
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5.3. Otros aspectos relevantes.

La unidad didactica 10 fue dada integramente potutora durante el primer periodo
del practicum 11, en el que yo estaba de obsenaadurante este tiempo anoté los erro-
res y dificultades que mas se repetian entre loarals. Estas anotaciones me sirvieron
de base para realizar el “concurso” de repaso deaumslad 10. Este concurso fue un
éxito en cuanto a la motivacion con la que acudidos alumnos, aunque resultd un
poco frustrante por la mala puntuacion obtenid® sto sirvid para incidir en la si-
guiente sesion en los puntos que mas les costaba.

La unidad didactica 11 la imparti integramente Etgo de 7 sesiones. En el anexo B
adjunto el material que emplee en clase para sas&ipn asi como los ejercicios del
libro que les pediamos resolver para que pusienapré&ctica lo visto en clase. Las
gréficas que aparecen y sirven de apoyo para lahaacion de los distintos conceptos
estan realizadas con el programa informatico “Glexaje Comentar en este punto que
he observado un mejor seguimiento por parte dalloenos a las explicaciones reali-
zadas con pizarra y tiza que con las proyecciones.
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Capitulo 6

Dificultades y errores previsibles en el aprendiz& de la unidad didac-
tica.

En este capitulo se recogeran los errores y difidak esperados y observados en el
alumno a la hora de enfrentarse a estas dos usidbdigcticas (derivadas y aplicacion
de derivadas).

6.1. Dificultades.

Del tema 10, derivadas, la primera dificultad gsjgeeaba es la compresion de la expre-
sion de funcion derivada y su particularizacionapan punto en concreto. Durante las
clases comprobé que efectivamente la nocion piasamlificultades para ellos pero, en
particular me llamo la atencién que dada una funcuncreta, la dificultad de calcular
la funcion derivada fuera que no sabian hdllar+ h).

La segunda dificultad esperada y comentada dularasignatura del master “aprendi-
zaje y ensefianza de las matematicas”, es la dédtgjue tienen los alumnos para ope-
rar con nameros racionales e irracionales. Esputte comprobar ya que les suponia un
gran esfuerzo transformar funciones racionalesagignales en exponenciales con ex-
ponentes negativos o racionales y a partir de d@va” funcién aplicar la regla para la
derivada de una exponencial.

L _ 1
}—-F—u y =Yu=un
. oo =n=1 , 1 1
y _{_”)'u “u y =—-u-un 1

1 [
y=(n)u 'ur:+1 ,_ 1, _m=
y=—-u-u n

n

Una tercera dificultad esperada es la aplicaci@twada de las reglas de derivacion o
las propiedades de las derivadas. Pude comprokdesgwostaba menos aplicar la deri-
vada de un cociente de funciones o la de la fun@dional, en cambio les costaba apli-
car la regla de la cadena. Comentar que una vendiga una regla tenian tendencia a
aplicarla independientemente de que fuese la swlunias sencilla, como ejemplo ilus-

trativo:

_ 3(x*+5)
B 4

En funciones de este tipo aplicaban la propiedadaitgente de funciones en lugar de la
regla para funciones polinébmicas.
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En cambio no esperaba que fueran a tener probleonds ecuacion de la recta tangen-
te o normal ni con la ecuacion de la recta conacdits puntos de esta, tal y como pude
comprobar en la correccion de uno de los cuesiimnar

Dentro ya del tema 11, en la parte de la represiémtale funciones, no esperaba que
fueran a tener problemas para entender el corte fimcion con los ejes asi como in-
terpretar su signo.

Tampoco esperaba que dentro de esta misma pantep diel estudio de la monotonia
fueran a tener dificultades a la hora de observaigao que toma la funcién derivada
dentro del intervalo de interés, para obtener giiasi necesitaban coger un nimero y
operar con la calculadora.

En cambio si que esperaba que dentro del apartadiculo de una funcién con condi-
ciones” no supieran cémo resolver un sistema foopemt dos ecuaciones y dos incég-
nitas. El origen de esta dificultad estriba enfaefianza parcelada de las matematicas.
En cambio este tema relaciona distintas herrangenséas en distintas areas de las ma-
tematicas.

Dentro de los problemas de optimizacion esperatbay tomo habiamos comentado
durante las clases tedricas, que les supusiesdifimdtad trabajar con variables distin-
tas a"x" e"y", y me sorprendié que no tuviesen problemas cofotasas de llamar a
las incognitas. En cambio me sorprendié que nondigean dentro de este mismo tipo
de problemas de optimizacién la expresion “maximiiza“minimizar”, por ejemplo
“encuentra el lado del rectangulo que maximizar@ha..”, cuando hasta ese momento
dominaban el célculo de los maximos y minimos de funcion. La explicacion a este
problema puede ser por la descontextualizacioodiastlos problemas y ejercicios rea-

lizados antes de llegar a este apartado.

6.2.Errores y su posible origen.

El principal error encontrado es que no sabianavpam soltura cuando trabajaban con
variables genéricas ni cuando tenian que operampaointesis y/o con fracciones, es
decir no tenian destreza con las propiedades Badeckbs nameros. El origen del error
puede ser las circunstancias especiales del gid8 de bachiller, son alumnos repeti-
dores, que han tenido problemas en los cursosgzrele matematicas y no han adquiri-
do esa destreza en el célculo.

Tenian problemas para comprender que cuando laiGolera una raiz de un nimero
negativo, no era una solucién valida para nosoEbgposible origen puede estar en el
tema 10 porque habian visto durante el curso losents complejos y pensaban que
aqui también se podian aceptar como solucion, grerel tema 11 el error viene de no
realizar la conexion dentro de los distintos pumi@sestudio de la funcion. Por ejemplo
cuando hallaban el dominio y el recorrido lo estabaciendo dentro de los nimeros
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reales por lo que las soluciones de los maximas yrlinimos deberian de formar parte
del mismo conjunto.

Otro error muy comun era que cuando tenian quéagad una fraccion de la siguiente
forma:

4
x2+1

para encontrar sus raices, igualaban a 0 el deadonnEl posible origen es el que se
ha comentado en numerosas ocasiones en la asmapuendizaje y ensefianza de las
matematicas”, y es que piensan que siempre tieaehgber una solucion, por lo que
aqui forzaban a que la hubiera, sin respetar {dase
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Capitulo 7
El proceso de estudio

En este apartado, de acuerdo con la planifica@alizada con mi tutora asignada en el
centro, Merche Lleyda, se detallaran las 10 sesigoe imparti. 7 se corresponden al
tema de aplicacion de las derivadas, 2 a repaspriheér tema, y la Gltima que es un
repaso mas enfocado a resolver dudas del segumdo te

7.1. Distribucion del tiempo de la clase.

Por tratarse de bachiller nocturno las clasesnemia duraciéon de 45 minutos, mi gru-
po asignado era el correspondiente a 1° de baglufeion ciencias. El material adicio-
nal y de repaso empleado se adjunta respectivaraerits anexo B y (En la siguien-
te tabla se recoge la distribucion del tiempo srdiatintas sesiones.

Tabla 27
[¢] 1 -
N., Actividad Tiempo Responsable Uiipe de_ do
sesion cencia
Recordatorio de lo visto duran-
tg,el curso para la rep,resenFa- 15 Compartida Dial6gica
cion de funciones (asintotas).
Ejemplo libro pagina 274.
Empleo de las herramientas
adquiridas durante la unidad
. o , ]
anterior (n°10) para la busque 15 Compartida Dialégica
1 da de las coordenadas exadtas
de los puntos criticos. Estudio
de monotonia y curvatura.
Introduccion del tema. Formy-
lario para poder reah;ar la re- 10 Profesor Magistral
presentacion de funciones ra-
cionales.
Tarea para casa. Breve expli¢a- . L
ci6n. PAgina 284, ne 29. 5 Profesor Dialdgica
Tabla 28
(o] i -
N L Actividad Tiempo Responsable RES de‘ do
sesion cencia
Corregimos tarea de casa 20 Compartidg Dial6gica
Representacion de funciongs
polinbmicas (mismo formula- 20 Compartida Dialogica
2 rio) ejemplo pagina 272
Planteamiento tarea para casa.
Funcion polindbmica, péagina 5 Profesor Magistral
273 n°2.
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Tabla 29
N(.), Actividad Tiempo Responsable UTZIE de_ -
sesion cencia
Corregimos tarea de casa 10 Compartida Dialégica
Realizacion de repaso con
“powerpoint” de lo visto hasta 10 Compartida Dial6gica
ahora
3 Planteamiento tareas para casa.
Funcion polindomica, péagina
273 n°4. Funcion racional, 15 Compartida Dial6gica
pagina 275, n°9. (no da tiem}o
a acabarlos)
Tabla 30
N(.), Actividad Tiempo Responsable UTZIE de_ -
sesion cencia
Corregimos tareas de casa |de
]tma ‘manera “ligera’, sin prg- 5. Compartida Dial6gica
undizar mucho, viendo resul-
tados o puntos conflictivos.
Introduccién  nuevo punta,
4 Ioroblemas con COI’]dI(:JIOI”IeS. e 5 Compartida Dial6gica
es muestra a través de un
ejemplo de la pagina 276.
Planteamiento de tareas para
casa pagina 277, n°10 y 12|y 15 Compartida Dial6gica
pagina 284, n° 30 y 32.
Tabla 31
N° - . Tipo de do-
sesion Actividad Tiempo Responsable cencia
Recordamos fecha examen, y
explicamos “planning” de los 5 Profesor -
temas que quedan.
Esquema de los puntos a se-
5 guir para resolver este tipo ¢le  10° Profesor Magistral
ejercicios.
Corregimos tareas de casa. 15 Compartida Dial6gica
Planteamiento de tarea para
casa. Funcion racional pagina 15 Compartida Dial6gica
275,n° 8
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Tabla 32
Nc.), Actividad Tiempo Responsable Uiipe de_ do-

sesion cencia
Corregimos la tarea de casa |de
una manera ligera, viendo difi- 5 Compartida Dial6gica
cultades
Introduccion problemas de op-
timizacién. Primero con up 15 Profesor Dialdgica

ejemplo, entre todos.
Esquema de los puntos a seguir
6 para resolver este tipo de ejergi-
cios. Reparto de tareas para 10 Profesor Dial6gica
casa, ver anexo, y pagina 281,
n° 18 y 20, y pagina 288, n° 79.
Introduccion areas y volume-

nes, necesarios para resolyer 10 Profesor Dialdgica
este tipo de ejercicios
Planteamiento tareas para casa. 5 Profesor Dialbgi
Tabla 33
N° - . Tipo de do-
i Actividad Tiempo Responsable P :
sesion cencia

Planteamos entre todos pro-
blemas de optimizacion man- 40 Compartida Dial6gica
dados para hacer en casa.
Mandamos estudio de funcip-
nes pagina 275, n°6 y pagingy 10 Profesor Dialégica
pagina 284, n° 24.
7 Les explicamos que el repaso
de la unidad 10 se va a realizar
a través de un concurso. Para
poder afrontarlo tienen que 5 Profesor Dialdgica
repasar la ecuacion de una recta
y recta tangente y normal a una
funcién en un punto.

Tabla 34
[} 1 _
N., Actividad Tiempo Responsable o de_ do
sesion cencia
L Compartida entre
Realizacién del concurso repaso , i
8 . 45 los alumnos de Dialogica
por equipos. .
cada equipo
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Tabla 35
[0} - -
N’ . Actividad Tiempo Responsable RES de_ do
sesion cencia

Breve explicaciéon para aclarar
preguntas relacionadas con |la
ecuacion de una recta y la ectia- 5’ Profesor Dialégica
cion de la recta tangente y nor-
mal a una funcién en un punto.
Dados los malos resultados per-
mitimos revancha. Los alumnos
que no vinieron el dia del cop-
9 curso han de realizarlo solos.
Correccion del repaso-concurso. 22 Profesor Died
Les comunicamos que dados |os
malos resultados, cambiamos| el
repaso que teniamos planeadq de
la unidad 11. Si no quieren tener 2’ Profesor -
el examen el dia 10 tendran (%ue

15 Profesor Dial6gica

traer en la siguiente sesion du-
das.

Tabla 36
S .
N° . Actividad Tiempo Responsable UEe de_:
sesion docencia
10 Resolucién dudas 25 Profesor Dial6gica
Correccion tareas sesion 7 20 Profesor Dialbgica
Tabla 37
Sesion de Evaluacion
Tipo Tiempo Responsablg Tipo de docencia
Evaluacion 55 Alumnos Constructivista

7.2.Actividades adicionales planificadas.

Todas estas actividades fueron previamente pladidi€ y consensuadas con la tutora
asignada en el centro.

Una actividad adicional que se planificé para cataplel libro de texto fue el concurso

repaso que tuvo lugar durante dos sesiones. Caraetstidad se buscaba que los alum-
nos se interesasen por las matematicas a trawggadmmpeticion asi como fomentar el

trabajo en equipo. En este repaso se tratabamuiisegpmas importantes de la unidad 10
y ademas se hacia hincapié en las dificultadesoyesr que habia detectado durante mi
etapa como observadora. Esta actividad adicionplisde encontrar en el Anexo C de
esta memoria.

La segunda actividad adicional fue el empleo ddigas realizadas con el programa
Geogebra para la presentacion del tema. De estaflms alumnos tenian que realizar
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un ejercicio inverso, es decir a partir de unaigaafle una funcidén decir cudles eran las
asintotas, cuales los puntos de corte, determisantervalos de crecimiento, etc. Estas
gréficas pueden observarse en el Anexo B. En esi® @hadir que me hubiera gustado
poder desarrollar alguna actividad con el Geogebhréa sala de ordenadores, pero no
encajaba esta posibilidad dentro de la programacion

La tercera actividad adicional fue la busqueda jdecieios y problemas de optimiza-
cion en otras fuentes distintas a las del libréog&enunciados se pueden encontrar en el

Anexo B.

7.3.La tarea: actividad autonoma del alumno prevista.

A continuacion se adjunta tabla en la que se @ealim| estimacion del tiempo a invertir

por cada alumno después de cada sesion.

Tabla 38
Sesion| Tipo Tiempo Estimado Relacilon con el proceso de
ensefianza aprendizaje
Sesion| Estudio personal 20 minutos Refuerzo
1 Ejercicio 30 minutos Aplicacion
Sesion| Estudio personal 20 minutos Refuerzo
2 Ejercicio 30 minutos Aplicacion
Sesion| Ejercicios 60 minutos Refuerzo
3
Sesion| Estudio personal 10 minutos Refuerzo
4 Ejercicios 40 minutos Aplicacion
gesmn Repaso de ejercicios de clase 30 minutos Refuerzo
Sesion| Estudio personal 10 minutos Refuerzo
6 Ejercicios 60 minutos Aplicacion
?esmn Repaso de ejercicios de clase 60 minutos Refuerzo
gesmn Estudio personal 60 minutos Refuerzo

85






Laura Lopez Jiménez

Capitulo 8
Experimentacion.

En este capitulo, vamos a analizar la experimeiriagie se nos permitio realizar con
los alumnos a los que les impartimos clase.

Por un lado realizamos un concurso con preguntaie da primera unidad y por otro
lado realizamos un examen sobre las dos unidadesrticlas. Ambas actividades fue-
ron supervisadas por la tutora asignada en elaentr

Para ello definiremos la muestra y analizarematiseliio de los dos experimentos que
se nos permitio realizar. Tras esto comentaremus & cuestionario del concurso co-
mo el examen. Posteriormente analizaremos los caamp@entos esperados. Posterior-
mente veremos los resultados reales obtenidosfipatenente discutir sobre si los re-

sultados obtenidos, coinciden con los esperados.

8.1. Método

La evolucién de una teoria en didactica de las maieas puede determinarse por el
contraste entre un analigispriori y un analisisa posteriori La teoria busca validar las
hipotesis que formulaa(priori). Los hechos observados permitarppsterior) validar

o refutar, total o parcialmente, las hipoétesis eradas.

La ingenieria didacticgArtigue, 1989) permite abordar el contraste expental nece-
sario, que permita determinar condicionesaggoducibilidadde situaciones didacticas.
Aqui, lasvariables didacticasctian de “contraste o reactivo” que permiten daera
controlada provocar en los sujetos modificacionessies estrategias de accion para
adaptarlas al medio.

El estudio de la adecuacion de las variables ducipara determinar cambios en las
estrategias de accidon representa un instrument@lakacion interna de las conclusio-
nes que puedan extraerse de una observacion angreestas condiciones, se puede
definir una situaciomeproducible es decir, en condiciones similares, con un coaib
medio, la construccion del conocimiento pretendielig la misma.

La cuestion de la reproducibilidad de las situaesoimcide sobre la fiabilidad de las
observaciones y, sobre todo, sobre su validezidhalilad presupone una estabilidad
en el funcionamiento del sistema didactico; el @sié repetido entre el analisiprio-
ri y el andlisis a posterioripermite hacer evolucionar las condiciones del médio
cluidas las intervenciones del profesor) que garamtia construccion del saber preten-
dido, de tal manera que la situacion devenga regiblk. Es entonces cuando\sli-
dezpuede ser aceptada, puesto que la situaciontesayiaplicable de manera estable.
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En este trabajo, la parte | “las derivadas y sica@ibnen el curriculo vigente y en los
libros de texto” constituye el estudio previo dedlmension de ensefianza, desde una
perspectiva eminentemente institucional; a saber:

1. El contenido matematico en el curriculo vigenteluitas las orientaciones y
criterios de evaluacion.
2. El desarrollo de estas directrices oficiales erilnss de texto escolares.

Este estudio precede al analiaigriori realizado en los capitulos 5, 6 y 7, donde se
abordan las dimensiones:

- Epistemologicalas matematicas presentes en la unidad didaubieso de estu-
dio.

— Cognitiva dificultades y errores de los estudiantes empedralizaje de la unidad
didactica.

— De ensenanzalescripcion del proceso de estudio implementado.

En el capitulo 8, este analisipriori es contrastado con los resultados de la experimen-
tacion, permitiendo una valoracién de los mismasabta en las “expectativas previas”
(discusion de los resultadpsgue supone la fase ultima del método de la iiegien
didactica.

8.2.Muestra y disefio de la experimentacion.

Quisiera destacar las circunstancias especialésddumnos que a mi modo de enten-
der afectan al nivel de seguimiento de la asigaatbe trata de alumnos en su mayoria
repetidores, y algunos de ellos estan trabajandlo. &y una clase de 1° de bachiller y
tiene una asistencia regular de unas 8 personasiay@damente, por lo que el tamafio

de la muestra, que es de 6 alumnos en el cas@mdelirso y de 8 alumnos en el caso
del examen, no se puede considerar representi&svan grupo heterogéneo, pertene-
ciente en su mayoria a un estrato de clase medighjos de ellos son mayores de edad,
algunos estan trabajando por las mafianas o las dmesemana, hay una minoria alum-
nos extranjeros de nacimiento pero han asimiladeecamente la lengua castellana.

No hay problemas de comportamiento ni de seguimidet la asignatura en el aula,

aungue si hay problemas de responsabilidad, ericcaague se recomienda la realiza-
cion de tareas en casa (ver apartado 7.3) y mugspsen los alumnos que reconocen
haberlas hecho.

El objetivo principal de este estudio es obseraaaglicacion de las derivadas por los
estudiantes.

8.3. El cuestionario.

Ambas pruebas estuvieron condicionadas por el dateny por el transcurso normal
de la clase y fueron consensuadas con la tutayaaa en el centro.
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El cuestionario del concurso, estaba enfocado gardar al estudiante a observar sus
principales errores y afrontar las dificultades m@siunes. Constaba de 10 preguntas y
todas ellas eran del tema 10 y no formaba parte deta final. Se agrupé a los 6 alum-
nos en dos equipos, teniendo especial cuidadoremafcequipos de niveles similares.
El cuestionario se adjunta en el anexo C.

El examen era de los dos temas, 10 y 11, cons@daagartados y formaba parte de la
nota final. El examen se adjunta en el anexo D.

8.4.Cuestiones y comportamientos esperados.

En esta seccion se analizaran las cuestiones atfasteanto en el concurso como en el
examen final y los comportamientos esperados, gpaiti de la base de que algunos
alumnos cometeran los errores y las dificultadesertadas en el capitulo 6 de esta
memoria.

Antes de comenzar con ellas, sefialar dos compa@mtansi genéricos esperados, que a
mi modo de ver eran esenciales para la buena mdsthaiestionario-concurso, como
son:

* Motivacién por parte de los alumnos a la hora déizar el concurso.
* Realizacion de la actividad previa recomendadaaseple ecuaciones de recta
genérica y recta tangente y normal en un puntadwncion.

Las cuestiones que se les plantea y sus comportarmiesperados son las siguientes:
Concurso

La primera cuestién que se les plantea a los alaraa@ue interpreten la expresion que
permite obtener la funcion derivada de una fundifirabjetivo de esta pregunta era que
se fijasen en la escritura matematica de la mismaeyentendiesen su significado ma-
tematico y geométrico. El comportamiento esperafpudés de las explicaciones dadas
en clase era que al menos el significado matematilmsupieran explicar. La variable
que pretenderia estudiar aqui sevi@l-manejo de la expresion algebraica de la fun-
cion derivada.

Con la segunda cuestion se les pide que calculerusdtérmino de la anterior defini-
cion para una funcién dada, ya que como hemosaaxjaien el capitulo 6, tenian pro-
blemas con las operaciones algebraicas. Tras [@gx@&siones realizadas en clase es-
perabamos que esta pregunta no supusiera un pmableamvariable que pretenderia
estudiar aqui seria la misma que en el punto ant®@1-manejo de la expresion alge-
braica de la funcién derivada
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En la tercera pregunta se les solicita escribexXjresion de la derivada en un punto,
dado que en la primera pregunta les facilitabaraa@xpresion de la funcién derivada,
esperabamos que no les costara particularizarka yrapunto cualquiera, por ejemplo
x = a. La variable que pretenderia estudiar aqui saniaisma que en el punto anterior:
VO01-manejo de la expresion algebraica de la funciérivada

La cuarta pregunta pide describir lo que esta @ndo en una grafica realizada con el
programa informatico “Geogebra” en la que se regmasuna funcion parabdlica y tres
rectas dos secantes y una tangente. El objetiestdepregunta era que practicasen con
la obtencidn de las ecuaciones de la recta dadopuldos y que observasen la relacion
entre las pendientes de las rectas secantes yléardeta tangente. Para ello se les re-
cordo el dia de antes del concurso que tenianapasar esta parte en casa. El compor-
tamiento esperado era que fueran capaces de aa@uaciones de las tres rectas y que
fueran capaces de entender el significado geornélada funcién derivada. Las varia-
bles que pretenderia estudiar aqui seN@2-manejo de las ecuaciones de la recta que
pasa por dos puntos y VO3-manejo de la ecuacida decta tangente a una funcion en
un punto

Con la quinta cuestién, en la que se solicita ifleat las rectas tangente y normal en
un punto dado de una funcion conocida, se buscamesiquen con la obtencion de las
ecuaciones de ambas rectas. EI comportamientoaelkpera que fueran capaces de
obtener ambas. Las variables que pretenderia astaqui serianv¥03-manejo de la
ecuacion de la recta tangente a una funcion enum@y V04-manejo de la ecuacion
de la recta normal a una funcién en un punto.

En la sexta cuestion se les pide que transformeriuheiones genéricas, una racional y
la otra irracional, en exponenciales y que calcslenerivada como la derivada de una
funcién exponencial, ya que durante las clasesb®lobservado que les costaba traba-
jar de esta forma. El comportamiento esperado edagicostase ya que si que se les
habia explicado con funciones concretas pero miofoinaban y el salto a funciones
genéricas podia presentarles dificultad. Las vheasajue pretenderia estudiar aqui ser-
ian: VO5-manejo de las funciones exponenciales (expesemgativos y racionales) y
V06-la aplicacion de la regla de derivacion corresgiente.

La séptima pregunta persigue que se den cuentgidicado de la letra “u” que apa-
rece en las tablas de derivadas del libro, parasquien cuenta qué tipo de funciones se
les puede pedir que deriven en el examen. El campanto esperado es que fueran
capaces de poner la mayor parte de los ejemplogatiable que pretenderia estudiar
aqui seriavV07-interpretacion algebraica.

En la octava cuestion se les pide en el apartaderajar dos tipos de funciones con las
que se ha observado que tienen problemas, la @rieseuna polindmica que siempre
confunden con un cociente de funciones y la seguwesdan producto de funciones y en
una de ellas tienen que aplicar la regla de lar@den el segundo apartado se pretende
gue operen con paréntesis y fracciones, ya quendurai etapa como observadora
aprecie errores con este tipo de ejercicios. Elpaytamiento esperado es que los dos

90



Laura Lopez Jiménez

grupos fueran capaces de realizar correctamentgpaciones ya que en la formacion
de los grupos se puso especial cuidado en queiestavintegrados por persona con
distintas habilidades. Las variables que preteadesfudiar aqui seriavi06-la aplica-
cion de la regla de derivacion correspondiente B¥d&cilidad para la realizacion de
operaciones numéricas.

Con la novena pregunta se pretendia que conectarala parte de monotonia y maxi-
mos y minimos, del tema 11 y vieran la relacion lkeoexigencia de que la derivada en
un punto que es maximo o minimo sea igual a 0. T&@mde buscaba que el alumno se
familiarizara con la expresion “maximizar”. El coorfamiento esperado es que fueran
capaces de ver los signos de las pendientes deckas y calcular la ecuacién de la re-
cta tangente. La variable que pretenderia estadiairseriay03-manejo de la ecuacion
de la recta tangente a una funcion en un punto.

En la decima y Ultima cuestidn se les pide quebkstaan una correspondencia entre
los distintos métodos vistos en clase y su objetlacomportamiento esperado es que
sean capaces de establecer esa correspondenciaridlle que pretenderia estudiar
aqui seriav09-compresion o identificacion metodologia o psose

Examen

La primera cuestion que se les plantea a los alaresaque apliquen la definicién de
derivada para calcular la funcién derivada de um&ibn concreta y que la particulari-
cen para un punto dado. A continuacion se lesisolas ecuaciones de las rectas tan-
gente y normal. EI comportamiento esperado tragxpticaciones dadas en clase y la
correccion del cuestionario es que la mayoria e éieran capaces de contestar co-
rrectamente a esta primera pregunta. Las varialgjesseriany01-manejo de la expre-
sion algebraica de la funcion derivada y VO3-mardgda ecuacion de la recta tangen-
te a una funcién en un punto y V04-manejo de la&o6n de la recta normal a una
funcion en un punto.

En la segunda pregunta se les pide que apliquardéss de derivacion para la funcion
exponencial a 4 funciones, racionales e irraciadi# comportamiento esperado tras
las explicaciones dadas en clase y la correccibrewdsstionario es que la mayoria de
ellos fueran capaces de contestar correctamersta aegunda cuestion. En este caso las
variables serianv05-manejo de las funciones exponenciales (expesearggativos y
racionales) y VO6-aplicacion de la regla de derinaccorrespondientes.

En la tercera cuestion se les solicita que apliqegtas de derivacion y que simplifi-
guen cuando sea necesario. El comportamiento espesaque sean capaces de contes-
tar correctamente a la aplicacion de las reglaged@acion de la mayoria de apartados
y que tuviesen problemas a la hora de simplifipar,ello se desglosaba la puntuacion
de cada uno de los apartados teniendo en cuentsaiobas. Las variables en esta oca-
sion serianV06-aplicacion de la regla de derivacion correspemies y V08-facilidad
para la realizacion de operaciones matematicas.
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En la cuarta pregunta se les solicita la represgmtayrafica de una funcion concreta. El
comportamiento esperado es que tengan problemake@sintotas, a pesar de haber
corregido un ejercicio similar el dia de repaso @wlémo tema, pero que no tuvieran
problemas para el resto de apartados, tambiéndspaos que hubiese corresponden-
cia entre los resultados analiticos y su represgmtayraficaV10-coherencia entre re-
sultados analiticos y representacion grafica decfanes.

En la quinta cuestion se les plantea un problemapdienizacién EI comportamiento
esperado es que les costase entender el enuncdotgar el problema, para ello hab-
iamos acordado que durante el examen les ibamesirasdestaba bien planteado o no
lo estaba. Pero que no iban a tener problema sgsslucionV11-compresion lectora y
planteamiento problemas

8.5. Resultados.

Tal y cobmo comentaba al comienzo de este capitubn@fio de la muestra que pude
observar hace que los resultados obtenidos norega@sentativos, por lo que voy a

realizar una enumeracion de las variables apuntadas apartado 8.4 y explicar en

general los resultados obtenidos y también indikaréesultados observados durante la
explicacion de la materia.

VO01-manejo de la expresion algebraica de la funciérivada.

De los 8 alumnos sélo tres aplicaron en el exanoerectamente la
definicion.

* V02-manejo de las ecuaciones de la recta que pasdgs puntos.

Durante la ejecucién del concurso ningun equipo ejéanorrecta-

mente las ecuaciones de la recta que pasa pomudtssp Tras el re-
paso especifico que se realiz6 tras su correcowdds equipos fue-
ron capaces de obtener correctamente las ecuaderias rectas so-
licitadas.

* V03-manejo de la ecuacion de la recta tangenteaafuncion en un punto.
Durante el concurso ningun equipo manejé correatéeria ecuacion
de la recta tangente a la funcion dada en el pswitoitado. Tras el
repaso especifico sdlo un equipo resolvidé correetaenel ejercicio.
En el examen miembros de los dos equipos resolviesaectamen-
te el ejercicio en el que habia que aplicar estecmiento.

* V04-manejo de la ecuacion de la recta normal a fumaion en un punto.
Durante el concurso ningun equipo manejo correatéeria ecuacion
de la recta tangente a la funcion dada en el pswitoitado. Tras el
repaso especifico sdlo un equipo resolvidé correetaenel ejercicio.
En el examen miembros de los dos equipos resolviesaectamen-
te el ejercicio en el que habia que aplicar estecmiento.

« V05-manejo de las funciones exponenciales (expes@etyativos y racionales)

Durante el concurso aunque ambos equipos fuercaceaple trans-

formar las funciones racionales e irracionales xgroeenciales con
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exponentes negativos o racionales, ninguno supicaaptorrecta-
mente la regla de derivacion correspondiente. Eexamen solo un
alumno hizo correctamente dos apartados del ejgrert el que se
solicitaba aplicacion de estos conocimientos.

* V06-la aplicacion de la regla de derivacion corresdiente.
Solo un par de alumnos supieron aplicar correctéarias reglas del
cociente de funciones y de funciones irracionales.

» VO7-interpretacion algebraica.
Durante el concurso so6lo un equipo supo resolvaec@amente el
ejercicio en el que se solicitaba este tipo de ciomento.

» VO08-facilidad para la realizacion de operacionesmaricas.
Durante el concurso solo uno de los dos grupos speer correc-
tamente.

* V09-compresién o identificacion metodologia o peose
Ambos grupos saben identificar correctamente losgaos descritos
en el concurso en la dltima pregunta.

* V10-coherencia entre resultados analiticos y repnéscion grafica de funcio-

nes.

En el examen so6lo un alumno realiza correctametestlos pasos
contemplados en el formulario dado en clase neosspara la ob-
tencion de la representacion grafica de la fundifinos 3 siguen los
pasos pero no los aplican correctamente, no exiktieoherencia en-
tre lo obtenido y lo representado.

e V11-compresion lectora y planteamiento problemas
En el examen soélo un alumno plantea correctameémeklema. La
mayor parte de ellos no lo llegan ni a intentar.

En cuanto a la imparticion de las clases observé:

* Que los alumnos no tomaban apuntes durante la ieipoproyectada. Estan
acostumbrados a la técnica del dictado.

» Falta de implicacién por parte de los alumnos. &nag sesiones se mandaron
tareas para casa pero muy pocos eran los quealesaban.

* Buena predisposicion para hacer el concurso.

8.6. Discusion de los resultados.

Una vez resumidos en el apartado anterior lodtees obtenidos y comparados estos
con los resultados esperados, podemos concluiregisée una gran diferencia entre
ambos.

En cuanto a la actividad del concurso-repaso, pdado se cumplié mi expectativa de
alta motivacion e implicacion por parte de ellasgopor otro los resultados demuestran
gue no hubo un estudio previo en casa, a pesaralsegadvirtio que era necesario. Esto
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lo constata el hecho de que una vez se les reclemzuacion de la recta dados dos
puntos y la ecuacion de la recta tangente y noamalfuncion en un punto y se les da
una segunda oportunidad para volver a realizatréssejercicios relacionados con estos
objetos, se obtiene una mejor puntuacion finale Bsal resultado inicial se podia haber
evitado con algun tipo de bonificacién en la nathekamen final.

Los malos resultados tanto en el concurso comd &menen de:

V05 y V06 responde a que a los alumnos les cuediajar con exponentes racionales y
negativos y a la dificultad que tienen para apliaareglas de derivacion.

V08, responde a la dificultad que tienen los alusnpara realizar operaciones numeri-
cas.

V10, en la resolucion de la cuarta pregunta deimexa representacion grafica de la
funcion, lo que mas me llamé la atencién, fue oherencia que habia en los exame-
nes entre los resultados analiticos y la repres@mntgrafica.

V11, esta variable corresponde a la quinta pregdateexamen. La explicacion a la

falta de respuestas a esta pregunta es que muohasos venian presuponiendo que no
iban a ser capaces de resolverlo, ya que durantepsuticion en clase fueron numero-

sas las quejas en cuanto a la dificultad de gxtede problemas.

En cuanto a la imparticién de las clases concluy® se pueden emplear las proyeccio-
nes para hacer resumenes de una forma mas ragdargueando la pizarra pero que Si
esta técnica se emplea para impartir clases hgbedaompletarla con la entrega de la
teoria en papel, para facilitarles el estudio esadas puntos vistos en clase. En cuanto a
la falta de responsabilidad por parte del alumsta puede tener multiples causas, des-
motivacion hacia la asignatura, esto puede venitgtalta de contextualizacion de los
ejercicios vistos en clase por lo que es masilddincontrar por ellos mismos la utilidad
de los nociones vistas durante la unidad didactitra, explicacion es que no obtienen
“recompensa’” directa, es decir, ni con la realizade la tarea para casa ni con el con-
curso obtienen bonificacién para el examen powu @ final la realizacion o no de los
mismos es una decision personal de cada alumno.

94



Laura Lopez Jiménez

Sintesis, conclusiones y cuestiones abiertas.

Sintesis

Con este trabajo fin de master se ha pretendidertun analisis del tema derivadas y
aplicacién de las derivadas en 1° de Bachilleees punto de vista del alumno.

Para ello se ha realizado en la primera parte, jraicmamente estas dos unidades didac-
ticas, un analisis del curriculo vigente asi comastudio acerca de como los libros de
textos empleados en el centro en los cursos 8 8 ESO y 1° y 2° de bachiller, cum-
plen con la legislacion actual.

En la segunda parte de este trabajo, se ha amaka@dso concreto de 1° de Bachiller,
opcion Ciencias, y como afrontan los alumnos lebl@mas que se encuentran en estos
dos temas. Analizando dos pruebas que los alumaaigaron y extrayendo las con-
clusiones que nos fue posible tanto de ellas caeragiclases impartidas.

Conclusiones

Como primera conclusién es la predisposicion deanaan los alumnos ante la nove-
dad, como ha sido el caso de la realizacion detwrsn-repaso. A pesar de los malos
resultados obtenidos, creo que es algo que paghi@ohar con algunas mejoras, como
por ejemplo que la puntuacioén obtenida cuente lganata del examen final, o realizar
varios concursos durante el curso con los mismages para normalizarlo en cierta
forma.

La segunda conclusion es la necesidad de deteesdectl inicio los errores mas fre-
cuentes y comunes como eran en este caso los masbpue tenian para realizar opera-
ciones numeéricas, ya que para afrontar correctameste tema es necesario que el
alumno tenga cierta soltura a la hora de realinaplgicaciones.

Como tercera conclusion apuntar que estas unidigjas de manifiesto el problema
que hay con a la atomizacion de contenidos, yaegugn tema que se nutre de otras
areas de las matematicas como son la geometdaabsis, la teoria de numeros o el
algebra. Y durante mi observacion e imparticioriageclases pude constatar que les es
dificil relacionar o asociar conceptos.

La cuarta conclusién es la observacion de unaidejaor parte del alumno a la hora de
hacer actividades o tareas en casa. Considercaquentipal causa como ya apuntaba
en apartados anteriores es que en este centranakien bachiller sélo puntda la nota
de los exdmenes y no las actividades extra quessmanda a los alumnos. Es un salto
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que se da respecto a ESO, para el que no parecestfretodos los alumnos prepara-
dos, por lo que seria un aspecto a revisar.

Como ultima conclusion y en referencia a la primeage de este trabajo, destacar la
importante labor de analisis que ha de realizarakesor ante el contenido de los libros
elegidos en su centro.

Cuestiones abiertas

La principal cuestion es como se puede consegeiretialumno se haga responsable de
sus tareas, y cOmo se puede conseguir que realiestudio continuo de la asignatura.

Quizéa una forma sea aumentando su motivacién ymstde conseguirse a través de
ejemplos de situaciones reales.

La segunda cuestion es como hacer que superemrtweseque tienen de base, como
son la operacion numérica o las nociones algelsamaa poder afrontar con éxito es-
tas dos unidades.

La tercera cuestion es la conveniencia o no deiatorios contenidos matematicos ya
gue la consecuencia de la atomizacion es que einalypierda la relaciéon que existe
entre las distintas areas.

La dltima cuestidon es la adecuacion del uso o nprdgecciones en clase a alumnos
gue estan acostumbrados al uso de la pizarraimadico a la técnica del dictado, ya
gue durante la imparticién de las clases obsereégguian mejor cuando escribia en la
pizarra que cuando empleaba la presentacion rdaleza “powerpoint”.
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A. Unidad didactica del libro de texto

Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Introduccion

En muchas ocasiones se realizan cdalculos de valores medios,; por ejem-
plo, la velocidad media ha sido de 120 km/h, el consumo medio de agua
ha sido de 50 litros/dia, efc. Los cdiculos de valores medios son imporian-
fes, pero en algunos problemas es mucho mds imporiante e valor instan-
taneo de una magnitud; por ejemplo, la velocidad que un patinador
lleva en un determinado instante durante una competicion. Para resolver
este problema es necesario el concepio de variacion instantdnea de una
magnitud en uncion de ofra, que es el concepto de derivada. Ademas
de lavelocidad, la derivada fiene una interpretacidn geomeétrica que se
basa en la misma idea: el cdlculo de una recta tangenfe a una curva en
un punto.

En este tema se define el concepio de derivada de una funcidn en un
punto a partir de la tasa de variacidn media en un infervalo y se estudia
su inferprefacién geoméfrica. A confinuacion, se analiza la relacidn enfre
continuidad y derivabilidad y se calcula la funcién derivada.

H estudio de las reglas de derivacién permite aufomatizar el cdlculo de
derivadas de una forma sencilla. Dichas reglos s dan clasificodas para
los distinfos fipos de funciones.

H concepio de derivada se aplica en la resclucion de problemas para
calcularvelocidades, determinar rectas tangentas a una curva en un pun-
o v realizar el estudio analfico de una funcién; en concreio, la defermi-
nacidn de maximos y minimos relativos, monotonia, puntos de inflexidn y
curvatura,

Organiza tus ideas

es lo s8 calcula con se ulllizo para
tasa de varlacton 1eglos de resolver problemos sobre:
Instantanea darlvacion » yelocidodes

+ jgctas tangentes
+ maximo y minimo

qua!rnlda relativos
« monctonia
la velocidad « puntos de Inflaxion
de crecimlento + Curvaturg
ds una funclén + puntos ciiticos
o singulares

(=]
B
£
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Funciones

1. La derivada

¥ Piensa y calcula

La grafica y = f{x) representa el espacio que recorre un coche en funcion del tempo.
Calecula mentalmente:

a) la pendienta de la recta secante, v, que pasa por Py

b} la distancia media recorride entre 3sy 6 5

c) la pendiente de la recta tangente t en el punto P

1.1. Tasa de variacion media

Y La tasa de variacién media de la funcién y = f{x) en el intervalo [a, b] es el
I cociente entre la variacidn de la funcién fix) y la variacién de la variable in-
| dependiente. x, en el intervala. Se representa por TVM{[a, b] v es:
| TVM[a, b] = fib) — fa)

e b—a
T b
| N w | Interpretacidn geométrica

LaTVM de la funcidn fix) en el intervalo [a, b] es la pendiente del segmento que
une los puntos Pa, fa)) y Qib, fbj)

TTH Ejemplo

Caloula la tasa de variacion media de fix) = % — 1 en el intervalo 14, 6]

TvMs. 6 - SE RO 85 5
-4

| -4 2
I
i 1.2. Derivada de una funcién en un punto
La derivada de una funcidn v = f(x) en x = a &5 el limite de las tasas de variacién
media en el intervalo fa, a + h] cuando b tende a cero. Se representa:
Wiy Ha+h)—fa)
Rl —a
La derivada también se llama tasa de variacién instantdnea y da la medida del
CTEcimiento iNSantines en un punto.
Ejemplo
Caleula la derivada de la funcidn fx)=x? —6x+ 1lenx=4
. ﬂ'_:'l'_ b;g: 11 o (4= lim f{ft +Jl}—!t4:| =
Rt 0 oy h
i A+ h) s 1147644 11) _
" hesD h N
i Y6+ 8h e h? 24— 6h + M (16 —24=1T) _
~ h=0 h G
T h‘?-'—l['i_ﬂ_ o Htha2) o T4 —
SR ks e

250
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

1.3. Interpretacion geométrica de la derivada

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangen-

te 2 la curva en ese punto.

En la grifica del dibujo, la tasa de variacién media de la funcion fix}
en el intervalo [a, a + h] es la pendiente de la recta secante a la curva
que pasa por los puntos Pla, f{a)) v Qfa ¢ h, fla + h))

TVMla,a + h] = fia + h|3 — fia)

Cuando h tiende a cero, se tiene:

a) El punto () se desliza sobre la curva acercindose al punto Py las rec-
tas secantes que se van dibujando tienden a la recta tangenie a la cur-
vaen el punto B cuya abscisaesx=a

b) Las TVM tienden, por definicion, a la derivada de la funcidn en el
punto, es decir, hacia f'(a)

Por tanto, la pendiente de la recta tangente de la funcién fx) en el pun-

to de abscisa x = a es la derivada de la funcidn en ese punto, es decir, £'(a)

Tema 10, Calculo de derivadas

La aplicacién inmediata de la interpretacion peoméirica es que las rectas tangente y
normal 2 una curva y = fx) en el punto P(a, f{a}) en su forma punto-pendiente son:

y—fla) = F{a)(x —a) )'—ffa}:—T_II{T){x—a)

Ejemplo

Halla las rectas rangente y normal a la curva fix) = > —6x + 11 parax = 4

a) Se calenla el punto Pia, fa)):

Six=d=f4) = -6-4+11=16-24+11=27-24-3=P(4,3)
b) En el ejemplo anterior se ha visio que la derivada para x = 4 es: f{4) = 2

La pendiente de la recta angente es: m = F'{4) = 2
¢} La recta tangente es:

y-3=2a-4)=2y-3=-8=y=2x-5
d) La recta normal es:

) 1 . 1 1
y—3=—E[x—4j:-3:-51:4.24-}:9)':—?14-5

@ Aplica la teoria
|. Caleula la tasa de variacion media de las sigufentes fun-
ciones en el intervalo que se indica:
a) fix) = Ix— 3 en [I.4]
b) fjx) =x* —4x + 1 en [1.4]
Ix—4
c} ﬂ;xj = =F1 = [[,2]

d)ffx)=Vx+2 en[-1.7]

1. Aplica la definicion de derivada y calcula la derivada de
las siguientes funciones en los puntos que se indican:
a)fx) =3Ix—-2enx=|
b) fix) =-2x + | enm=-3
c) fx) =x?_4anx=-2
d) fijx) =—x? +5x—Jenx=|

. Aplica la definicion de derivada y calcula:

a) la dervada de la funcion f{x) =xlenx=]|

b} las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de absciza x = |

c) Representa la funcion f{x} y las rectas.

. Mplica |a definicion de derivada y caloula:

a) |la derivada de la funcian fix) =xl-Ix+lenx=13

b} las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el
punto de abscizax =3

c) Representa |a funcion i{x) y las rectas.

. B nimerc de bacterias que hay en un cultivo se expre-

53 mediante fa formula f{x) = ¥, donde x representa «f
numero de horas. Calcula el crecimiento medio por ho-
ra de las bacterias entre las 3 y las 5 horas,
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Funciones

2. La funcion derivada

¥ Piensa y calcula

3) Observa la grifica de la funcién de fix) = [x3/4 — 1| y calcula fas pendientes de las rectas tan-
gENES F¥ S
b} j5e puede dibujar una Onlca recta tangente a la prifica de la funcidn fix) enx = 27

2.1. Continuidad vy derivabilidad

Hay funciones en las que no existe una unica recta tanpente 2 la curva en un pun-
to; &5 decin, no existe lz derivada de |z funcidn en el punto. Para ssber de una for-
mia prifica 51 una funcidn admite derivada en un punta, se debe tener en cuenta:

Existencla
de la derlvada

La dermyada 2xon lrrete oy para que

eaxta deben mastr fo limes - a) Para que una funcidn sez derivable en un punto, la funcidn debe ser continua
Hersies e s en dicho punte.
Ejemplo
La prifica de la furcion del marpen no es continua enx = 2 y, par @nic, no es
derivable en dicho punto.

= Por la derecha de x = 2 se dibuja la recta tangente v, cuya pendiente es— 172,

Luepo la derivadz por esc lado s - 1/2

= [or la izquierda de x = 2 se dibuja la recta tanpente s, con pendiente 1. Lue-
go la derivada por ese lado es 1

Al no coincidir fas pendicntes de las rectas, no puede hzber nna dnica den-

vada.,

b) Una funcién puede ser continua en un punto y no ser denvable,

La prifica de la funcidn del marpen es continua en x = 2. Sin embargw, =i sc in-

tenta dibujar una recta tanpenee en el punim, sc tene:

= Por fa derecha de x = 2 se dibuja la recta tangente r, cuya pendiente es — 172,
Luepo |z derivads por ese lado & — 112

= Por la izquierda de x = 2 = dibuja la recta tangentce s, con pendicnee 1. Lue-
gy |a derivada por ese lado es |

Al no coincidir las p:ndicnrﬁ de las rectas. no pnl:dc haber una dnica deri-
vada.

Lz caracteristica de [a prifica de una funcidn derivable es una curva continua que
00 THETHE HCES.

2.2. Funcion derivada

La funcidn derivada de una funcién fix) es [a que asocia a cadavalor de la va-
rable x el valor de la derivada en ese punto. Se representa por fixl o ¥

fixs h)—fix)
==

- i

253
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Tema 10. Calculo de derivadas

Se observa que la funcién derivada, £'(x), es una expresidn que depende dex vy da
|a fdrmula peneral para obtener los valores de la derivada de f{x) en cualguier pun-

to en que exista la derivada.

La funcién derivada tiene utilidad para resolver varios tipos de problemas:

1) Cuando se quiere calcular el valor de la derivada en varios puntos.

Se obtiene la expresion general de la funcién derivada y se sustituyen en ella los
valares de x de los que se desea obtener el valor de la derivada.

Ejemplo
Calcula la derivada de f{x) = x* — 3 en los puntos de abscisax = -2, 2= 1

Se calcula la expresién de |a funcién dervada:

fix)< lim xah?-3-_p2-3)
. = h B

i Xt F-Pe B
h—D h

- BEe2xh [o] - Hih + 2x)
_Lm_'n__[ﬁ]_“m_r

= lim (h+2x) = 2x
h—0 h—a h—0
Se calcula el valor de la derivada en la formula: f'(x) = 2x
Parax=-2=f(-2)=2.(-2)=-4
Parax=1=f(1)=2.1=2

b} Cuando se conoce un valor concreto, k, de la derivada v se desea conocer el va-
lordex

Ejemplo
Calcula el valor de x en el que la derivada de la funcién f{x) = * — 3 vale 4
Como ['(x) = Zx y '{x) = 4, se tene:

Ix=4=x=12

@ Aplica la teoria

6. Analiza si las funciones representadas admiten derivada 8. Calcula el valor de la derivada de la funcion ffx) =x? + |
enx=12 en los puntos de abscisa:
ajx=12 byx=-I
cjx=0 dyx=1

9. Calcula el valor de |a abscisa en el que fa derivada de
la funcion f{x) = x? + x vale 4

10. Dibuja la grafica de a funcion cuadratica y = x2

a) Calcula su funcion derivada,
vada de las siguientes funciones: b) Representa la funcion derivada en los mismos ejes
coordenados.
A9 =5 HAR= 4: =4 ©) Observando el dibujo, calcula bos puntos en los que
o) fix) =wf—x+ | d:}‘f{x}:; la derivada toma estos vabores: 1,2,-1,-2.0

s
o
[#]
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Funciones

Piensa y calcula

3. Reglas de derivacion

Clasifica las siguientes funciones como polinomicas, irracionales, exponenciales. logaritmicas y trigonométricas:

a)y=2%

Funciones, u, v, w

L letras ¥ yw representan fun-
clones de x, ¥ = ulx), ¥ = vixl,
¥ =wix)

Evifar erroras

Obsarva an lzs operadones que
la derivada de una suma o dife-
rencdz e5 |z suma o diferencia de
ka5 derivadas, pero n un produc-
tov o cocdente no es el producto,
ni & codente de s dervadas

Derivada
de un producto

y=iv=y=uvtm

L& derivada de un producto es igual
a la deriveda del 1™ Sctor por el
T sin derivar mas el [ factor por
la derivada del 7%

Derivada

de un cociente
_ = U —n

= =y —

Laderfvada de un moentz es pual

ala dervada del numeradar por el

denaminador sn derivar; menas el

numerador por i@ denveda del de-

nominador y partido por el deno-

minador &l cuadrado,

254

by y =

cjy=senx

3.1. Tabla de derivadas

Funcidn
Polindmicas
Ly=k
2¥=x
Jy=x"
fiy=n"
Racionales

1

5.¥=—
o

Irracipnales

6.y= Wu

Z.y=Yu

Exponenciales
Biy=6"
9. y=e"
0. y=a"

Logariemicas

1.y=Lu

12.y=log u

Trigonomiésricas
13.y=senu
14,y =cosu
I5.y=1gn
Operaciones
16,y = ku

7. y=u+v—w

18.y=uv

9.y=+

Derivada
¥=
¥=
¥ =nx2-!
y':nu‘u““
. nu'
b
Y- [
2u
¥ u'
= gyl
¥=g
y=u'et
y=ua"La
}"=u_
u
s
=—1
¥ i o, &
¥ =u'cosu

¥ =—u'senu

y' =u'sectu
¥ o bt
R
¥=uveuy

v uv—uy
}’:

dy=vx e)y=

y=7
y=x
y=x
y=0x-4)°
: |
(2x + 38
y= 71
y=¥5x
=g
B =
gt
y=L{3x+8)

y=log, (7x + 3)

¥ =sen 5x
y=cosxt
y=1g7x
y=3cosx
1

s e
¥=x5enx

2
=
Y senx

L=

Ejemplos

-

-
wl
L

P 10
(2x + 3)°

. 7

¥ =

d T
2N¥x

i

¥ =e"

v = Ferx-1

. 3
Y =318
-
o, @
7 Tx+3 £

¥y =—3senx

. 3

y' =4x’_10x

y=9tsenx s cosx
Jx sen x— X2 Cos X

yo 2 =

sen’x
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Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Tema 10. Cdlculo de darivadas

3.2. Regla de la cadena

La regla de la cadena permite calcular la derivada de la funcidn compuesta, es de- fru 1
cir, la derivada de una funcidn que a su vez es funcidn de otra funcidn: L T S |
(F o u)ix) = u" X {ux)) Y

Eiel:llplﬂ N7} 'I; _|ID'Is

Halla la derivada de la funcidn compuesta de y = sen x* = y' = 3x? cos

3.3. Aplicacidn de las reglas de derivacidn

En general, para hallar la funcidn derivada de una funcidn, no se aplica la defini-
cign de derivada, sino las reglas que se recopen en la tabla antedion

D igual forma, para hallar la derivada de una funcidn en un punts, ampoco se
aplica lz definicidn, sino que se calculz la funcion derivada aplicanda la tabla an-
terion v luego se sustituye ¢ punco.

gl
Halla la recta tangente a la funcién polindmica:
fix)=x" — 6+ 1lx—Sparax=3

S aplica la fdrmula punto-pendicenie, La pendiente de la recta tangente es. ¢l
valor de fa derivada en el punta, m = £{3)

2) Punto parax =3
3 =3-6-37+11-3-5=27-54:33-5=60-59=1=P3, 1)
b} Pendiente pamxz = 3
Fixi=3a—12x + 11
Fid)=3-%F-12-3+11=27-36+11=38-3=2=m=1
¢} Ecuacidn punto-pendicnte

 fo 1 =3[x—.’:}:‘v:.'—'| =lx—l'_i.:--.|r=21_5

3.4. Derivadas sucesivas

Las derivadas sucesivas de una funcidn fix} se representan por;
P, B £70) PYEY ) £ La
Ejemplo
Calcula las cinco primeras derivadas de fz) = <3

iy =3 =6z =6 Mx=0. Mz-=0

& Aplica la teoria

Calowla |a funclén derivada aplicando las reglas de dervacon: 18, iy =sen (3x-T) b ¥ = cos {x1+4x,]
1i. 2} y=8 By=—3u+1 19, s y=x+1gx Byy=xLlx
= = PR - T | -z X
12, ajp=xl+4x-5 by ==t — 3=t + 1 20. 3y= :-El | b E
x+ 1 Cos X
13. 3y =(x-B}? by = {31 + 1P
21. Calcutz lae tres primeras derivadas de las siguientes fun-
= [l H = 3
4. ) y=1{x*+4 byy=ot—1) clones y eimplifica los resultados,
=ygl_3 =4 1
15 a)y=V=I-3 by y="eT— 2w ay=sdabem h},=_*:'
16, a)y=el-1 bjy=2¢ %
21. Halla lac ecuacionas de las rectas tangente y normal 2
17. Ayy=L{3x-2) b} ¥ = log (2x? + x) Ia curva y = % — 3x2 en &l punto de abseiea x = |
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Funclones

4, Maximos, minimos relativos y monotonia

% Piensa y calcula
B bt :
Cizerva la grafica de la funcién racional fix) = 5 y halla:
a} oz maximos y minimos relathvos.
B) k2 monotonia, es decir:
= intervalos donde ec crecienta {7}
= Intervalos donde es decreclents | )

4.1. Mdximos y minimos relativos

Un maximo relative de una funcidn es un punto en el que la funcidn es ma-
yor que en los puntos que estin muy cercanos; es decin una funcidn fix) tie-
ne un maximo relativo en x = a si existc un enrorno del punto a, Efa, 1), en

el que se cumple que f{a) = fx) para wdo x 2 a del entomo,

Caracterizacion def maximo refativo por la 1° derivada
En la grifica del marpen se observa que la 1% derivada cambia de positive 2 nepa-

M,
[ T1 :'x‘r tivo en x = 4. Pasa de ser creciente 1 decreciente v hay un miximo en (4, 7)

rEEREEE
T2 pendiente de i rcia

tangente e F(x) Un minimo relativo de una funcidn es un punto en el que la funcidn es me-

nor que en los puntos que estdn muy cercanos; es decin, una funcidn fix) tie-
ne un minimo relative en x = a st existe un entorno del punto a, Efa, 1), en

el que se cumple que i) < fx) para odo x % a del entomo,

Caracterizacion de! minimo relativo por Ia 1* derivada

En la grifica del marpen se observa que la 1* denvada cambia de negative a posi-
tivo en x = 4. Pasa de ser decreciente 2 creciente ¥ hay un minimo en (4, 2)

Procedimiento para hallar los maximos y minimos refativos

tangente &5 f(x} Para hallar los maximos y minimos relativos de una funcién, se sipue este proce-
dimiento:
Procedimiento Ejemplo: y =x* — 3x
a} Se caleula la 14 dervada, F'{x} F=3-3
by Se resuchye la ccnacidn, Fiix) =0 312-3=0=at-1-0=al=1= "=1|
i
c} Se sustinryen los paices de Py =0 2=1=y=1H-3-1=1-3=
en la funcién inicial v = fix) y se =-2 = A(l,-2)
obticnen los posibles miximos y x= -1 = :p=§_l}q B =1} ==14+3=
minimos relativos. =2 =3 B{-1,2)

d} Se halla la 2* desivada, £'z) ¥ =6

¢} Se sustituyen las abscisas de los
posibles miximos y minimos sela-

(1) =6-1=65%0{)= A, -2) minimo

ovos en la 2* deavada, F{x} . relativia .
w51 () < [ = méximo relativo Pl =6-h=-6:0()= l.'rl:—l,.'!}_miu-
mio refativo

o 5i f7'{x) = ' = minimo relative
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Tema 10. Calculo da derivadas

4.2. Monotonia

Esmudiar |2 monotonia de una funcidn consiste en estudiar en qué ntervalos |z fun-
cicn es creciente () v en cudles es decreciente (% ). Los intervalos de crecimiento esein
separados por las abscisas de los mriximos ¥ minimos relativos v las discontinuidades.
Procedimiento para hallar la monotonia

Para estudiar la monatonia de una funcidn, s sigue cste procedimienoo:

Procedimiento

Ejemplo: y =

o

a) Se calenlan los mdximos y mini-  A(1, —2) mimmo relarvo

mas relativos.
b 3¢ hallan las discontinuidades. Mo hay.

c) Se representan en la recea real B
las ahscisas de los méximos y mi- ~—+——+——]

B{-1, 2} miximo rclativo

nimeos relatives, ¥ las discontinu- © -1 0
dades.

d) S prucha un punto deunodelos o' = 32 3
intervalos en la 14 dervadas sola- pop 5 g [
mente se considera ef signo. ) '
En intervalos consecutivos, £(xjcam-  '(x} + | =

biade signo sifa multiplicidad de la 2 =T
raiz o de la discontinuidad esimpar.
Si es par, nocambia.

€} Se escriben los intervalos de creci-

e

Lo mibervains de monctoniz don
siempre aberios.

miente { 7); son los correspon-  Credente (): (— oo, —13 L (1, + 20)

dientes a F'(x) = 0 (#)
f1 Se escriben los intervalos de de-

crecimiento (“); son los corres-  Deecreciente ("u): (-1, 1)

pondicntes a £ix) <0 ()

& Aplica la teoria

13. Calcula oz maimaos ¥ log minimos reladvos y deter-
rrina la monotonda de (2 funcidn:
y=x -6l + I
4. Caleula los masimaos ¥ los minimaos relzovos y deter-
mina la monotenia de fa funddn;
y=xd =3t
28, Calcula los masimo:s ¥ los minimos relatvos y deter-
mina la monotonda de la funcian:
y=xd Tl du |

26. Calcula los maximos y los minimos relatvos ¥ deter-
milna la monotonia de & funcidn:

y=§—x3+xl

17. Calcula los masimos ¥ los minimos refauvos y deter-
milna la monotonia de & funcisn:
wl+
=

1B. Calcwla los mdximes y los minimos relativos y deter-
minz la monotonia de la funcién:

_xl-x+1

¥ -1

19. Aplicando el céiculo de derivadas, estudia la monogo-
nla de la recta:

¥ ==Tu=3

Haz 2 representacién grafica de la recta e Interpreta &
recultado.

30. Aphicando e cilculo de darivadas, calcula los maximos
¥ minimos relathvos y determing fa monotonia de fs pa-
rabola

¥= xt—2x -3
Haz |a representackn grafica dela parabola e interprea
&l resultada,

it
53]

et}
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Funclonos

5. Puntos de inflexién y curvatura

@ Piensa y calcula

Ocerva fa grifica de {3 funckan racional fjx) = 1“ ; y halla visuzimente &l punto de inflexidn y los In-
o
rervalos donde e9 convesxa (L), y cdneava ()

L R 5.1. Puntos de inflexién

Un punto de inflexidn de una funcidn o un punro en el que [a funcidn cam-
bia de convexa (4 a cdncava (M) o viceverse.

Procedimiento Bjemploey =2’ ~ 3 -2+ 5
1) Se calcula la 2* dervada, £(x) y=dl—fr—loy =fx—6
b S resuelve la ecuacidn, £'{x) = 0 fx—b6=0=x—1=0=x=1

o} Se sustituyen las rakces de f{x) = O en
la funcidn inicial y = fix) y se obde-
nen los postbles puntos de inflexadn.

d) 5 halla 1z 3* derivada, £ (x) ¥ =i

&) Se sustituyen las abscisas de los posi-
bles puntos de inflexidn en la 3 de- £7°(1) =60

nvada, F(x) ™1, 2} esun punto de inflexidn
SEf™"x) 20, son puntos de inflexidn.

a=l=y=1"-3.11_1+3=
S1-3-1:5-6-4=2=D{L2)

5.2. Curvatura

Estudiar la curvatura de una funcidn consiste en estudiar en qué intervalos es

convexa {U) v en cudles es concava (). Los intervalos de curvanira estin separa-

dos por las ahscisas de los puneos de inflexion y las discontinuidades,
Procedimiento Ejemplo:y =27 —3x* —x+5

1) Se cabeulan los puntos de infleddn: P(1, 2

b Se hallan las discontinuidades, Mo hay

c) Se representan en la secta real B |
las abscisas de los puntosde infle- 77— 7 i
xicn v las disconrinuidades.

d) 5¢ prucha un punto deuno de los
intervalos en la 2* denvada; sole- ¥ = Gx—6
mente se considera e sipro. Py = <6< 0
Enintervalosconsacutivos, () cam- iz ~ .
bia de signo si la multiplicidad de o +——+———+———
raiz o de |z discontinuidad es impar. * 01
5i s par, no cxmbia.
i ¢} 5e escriben los intervalos de con-
p=x?—3— x4+ § vexidad (i), que son los corres-  Convexa (1L (1, +.02)

pondientes a £'{x} >0 (+)
f) 5e escriben los intervalos de con-

Los-mtervalos de corvatera tan

i ahier!
T s cavidad {1}, que son los corres-  Concava (): (— e, 1)
pondicatesa F''{x) <0 ()
258
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Tema 10. Cdlculo de dearivadas

5.3. Puntos criticos o singulares

En ¢l estudio de los mdximos y minimaos relativos, y en <l de los puntos de infle-
xidn, puede parecer que hay un “agujero negra”, Corresponde en los mdximos y
minimos relativos cuando 12 2* dedvada no e ni posiciva, ni negativa, €5 decir,
ceny.

Para resolver esta situacidn, se sstudian los Puntos criticos o singuhr::i_

Un punto critico o singular cs un punto en el que la 1* derivada se anula.
Un punto critico puede ser un miximo o un minimo sefative o un punto de

inflexidn.

Procedimiento para hallar y clasificar los puntos criticos

) Se calcula la 12 derivada, F'{x)

b} Se resuelve [z ecuacidn, Fix) =0

c} Se sustituyen las rafces de F'(x) = 0 en la funcién inicial y = fx), ¥ se obtic-
nen los puntos criticos.

d) Parz cada punto critico se hallan las derivadas sucesivas hasta encontrar
una que no se anule en dicho punto oritico.

€] 5ila 1* denvada que no se anula es deorden UMIPER, €5 U punto de infle-
xion. 5i s de orden par:
* &2 un maximo relativo si el valor obtenida es negativo.
* o un minimo relacive s el valor obtenido es positiva,

Ejemplo

fix) =2 fix) = x4

a) f'{x) = 32 ) Fix) = 4x?
byl =D=x=0 bjéx*=0=2x=0

cr=0=y=0=P0,0) clx=0=y=0="1{0.0)
dyf'(x) = Gx= (D) =0 dyFrixy = 122 = {0y =0
) =6="0)=20 F () = 2 = {00 = (0
{0, 0} punio de inflexidn. fwlx] =214 = I'“"lfﬂ:l =240
B0, 09 minimo relativo.

o Aplica la tecria

3 1. Calculzlos puntos de irflexidn y determina la curvatu- 35. Calowda los puntos de inflexicn y determina la curvatu-

ra de I funckon: ra de 2 funcidn:
y=xl g+ g+ | y=utdd 42
32. Calculzlos puntos de inflextdn y determina la curvatu- 36. Calcutalos puntos de inflexicn y determina la curvatu-
ra de ks funckon: ra de 2 funcidn:
=yl 3x? _ x—1
y=xd - x4 dx y= )

33. Calculalos puntes de inflexidn y determina fa curvatu- 17

e R . Calowla fox puntos de inflexicn y determina la curvat-

ra de |2 fumcidn:

== 12+
y=x-—1) ve
34. Calculalos puntos de inflexidn y determina k2 cervatu- =
ra de k2 funcion: 38. Calcua los puntos eriticos de las slgulentes funciones:
v =t — gl a:l'_r=3-=5 b:|;|r=x£‘

275G
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Profundizacion: demostra

1. Derlvada de la suma de dos funclones

La derivada de una sumna es a suma de las: demvadas,
fixd=ufx) + vix} =@ Pla=v'lx) +v'ix)

Demaostracion
Fiix) = Irm B+ h] fix) _ o wlxe b+ vix o+ ) — fulx) + vix)] _
|'I.—!|'I i'.l =
i Mxth) - s vix s vl g [u[x +h) —ufx)  vix+h) —vix)
" s h " Rt h h
_ E'_T:, uix + h) —ufx) . Ji_r,“n viz s h) —vlx) _ W) £ vl

2. Derlvada del producto de dos funclones

La derivada de un |:rn:|-c||.u:|:u €5 jgu:ll a la derivada del primer factor por el s::gundn sin den-
var, mas el primer factor por la derivadz del sepundo.

Fix)= wix) - wix) = ) =a'fx) - vixh & nix) - ¥'(x)

Demostracion
Se toman loparitmos neperianos:

L Hx) = L [ulx) - vix)] = L wix) + L vix)
Dervanda por b repla de la cadena:

flx)  ulix) . vix) = I:x} viE)] : (u'{:] 1'[1:}) .
T~ i) * ) = fla= f{:]( el \rl:x} =nfx} - vix) i) v

= uw'{x} « v{x) + uix) . ¥'{x)

3. Derivada de un coclente

La derivada de un cociente e igual 2 la dervada del numerador por el denominador sin deni-
vir, menos el nomerador por la derivada del denomirador, v todo ello dividida por el deno-

minador al cuadrado,

ufx) w'{x}« wlx} — ufx) - ¥'{x}
fix) = s convix) 20 = Fix)= TVOIE

Demostracion
Sc toman logantmos neperianos ¥ se aplica la repla de ba cadena:

k] Fia). w'ix) vix wix) viE) ]
L fix) = Lﬁ = Lufx) — Lv{z} = /T Nk e = Fial= H.I]( T

L u_[xl[u_'{x_] A \'_I;QJ _ufx)  uix]-wix) _ o'fx) -vix) - uix) -vi(x)

vix)holxd  wixh) wix) fe(x)]® o) ?

ciones
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

4. Derivada de la funclén exponencial
fix}=a"conael = f{x)=2"La

Demaosiracion

%e toman lopartmos neperianos y se deriva en los dos miembros

Lffx}=xLa = %=l'n = Plaxl=fx)La=a"La

5. Derlvada de la funclon seno

fix)=senx = Flix)=cosx
Bemostracion
F(x) = Iim E0txr ) —senx _

h_idl h B30 h
A+B A-B

sen A—cenB=loos g —

syt
2

= lim cos (I—%]- [im = G X

Bl ks h
E t i s:nh__l
sl

h
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Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Ejercicios y problemas

1. La derivada

30, Calcula la taza de vartacion media de fas siguientes fun-
ciones en &l intervalo gue e Indicx
djffy =—3n+5en[-1,2]
b fixh =t — fg — 4 en [1,3]
_ ®x-3
o fixj= =55 en[-1,3]

d) f{x) = +x + 4 en [-3,0]

#0. Apdica la definicién de dertvada y caloula la dertvada de las
cigulentes funciones en los puntos que e mdacan:

a) fix) =5w—-3enx=—4
bif{xj=—u+ZeEenxw=3
cifix)=—t+5enx=—|
difix) =3t + Sx—denx=1

4l. Aplica 2 definician de dertvada y calcula:
a) Ia derivada de [2 funcidn fix) =%+ 42— | enx = |

b} las ecuaciones de lags rectas tangente y normal 2n el
punto de abgoiza w = |

c) Reprezenta [a funckan fix) y [z rectas

42, El nimero de llamadas que se reciben en una centrali-
@ eg
5l

flx) =4m— T

donde x e expresa en horas, ¥ fix), en miles de llama-
daz. Calculz el nimero medio de famadas que e recl-
ben enwre faz 1 ¥ lac 4 horam y entre las 4 y lac 6 horas:
#Cama Interpretas los resufzdos?

2. La funcién derivada

43, Amnaliza of las funciones repreésentadas admiten derivada
enx=]

Ell

44, Aplicando |2 definicion de derivada, calcula |2 funcidn
derivada de fas clpuientes funcliones:

Al =l —dx + 3 b)) =

x+12

45. Aplicande & definicidn de derivada, halla I funcion de-
rivada de fix) = Wx
Caloula:
ap &l valor de Iz derivada en el punto de aboclza x =2
b) el valor de la abscica en el que fa derivada vale |14

3. Reglas de derivacion

Calculz la funcion dertvada apticando las regias de derivacion:
A5, a}]r=3x1+=-c—'." b}:r:—x++x1—£\x
47 a)y=2d+x'-5 Bl y=3xt+ Gx+ |
48, a)y=(xi— 13
49, zly= tlﬂJ ='-x1",|3
8. g)y= VIi-2

5. a}r=£¢:3—x

By =t + 1)
By y = (2 -
b)y= Jxf—x

By = w o+ 4

52 ajy=el b)y =g

53, a)y =743 Bjy=e

54 a)y=L{5xd -3 by =L pet=xd)

55 a)y=log (B +5) by =log (el +4x+ |}
56, a)y =zen (3xl— 42) b y = cos (493 + %)
57, a)y=sen{x}+2) bl y=tgixl-1)

58 a)y=e"+coosX by =xe"

9. a}y=i’;:: h]r=%

&0. Calcula las tres primeras derbvadas de las sigwentes fun-
ciones y simplifica los resultados,

1
a)y =—at+ 2 By = —x
2 1
] a4
gY=—7 dr=—%

&1. Calcula las tres primeras derivadas de las sipuientes fun-
clones y simplifica los resultados.
gy =—xt+ Ix by =xt— 4t
& x_x-2

= dly=
i Sato ) ¥ g

4. Maximos, minimos relativos
¥ monofonia

62, Caloula o maximos y los minimos refauvos y determi-
na l2 monotonia de la funcidn:

y=xl-3x

115



Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Calicula los maximos y log minimos relativos y determi-
na la monotonia de la funcidn:

Puntos de inflexiéon y curvatura

oo 4 7. Calcula loz puntos de Infleeddn y determina la curvatu-
i ra de ia fancidn:
y=uiodm+d
64, Calcula los maximics y los minimos relativos y determi-
na la monotenta de [a funcian: 72, Calcula los puntos de inflexidn y determina s curvam-
r:l“]_ﬁx+| ra de-la funcién:
= 3 1
65, Caloula los maximos y los minimos relativos ¥ determi- g = d
na fa manotonia de i funcion: 73. Calculz los puntos de Inflesdidn y desermina |a curvam-
:.r=—3-:3+6xl+ 15— 1 ra de la funcitn:
= Jgd
66, Calcula los méximos y los minimos relativos y determi- y=le-3utd
DAL R T s T4, Calculz oz puntos de Inflesdcn y determing [2 curvam-
y= 11" ra de la funcion:
il y = dud - It
67, Calcula los mdxd tog mind elativos y detarmi-
B Iau:ﬂ:;m:can:zsh}rmmn. e ¥ 75. Calculz bos puntos de Inflexditn y determina [2 curvaru-
2 ; rz da la funcidn:
= =yt o
i y=xt-tel-gx |
68, Calcula ios méximos y los minimos relathos ¥ detarmi- Té. Caleula los puntos de Inflescidn y determina [ curvat-
na la monotonia de la funcidn: ra dala funcion:
i3 ®—Tut y= [
IR T
&9, Aplicando el calewlo de derlvadas, estudia la monotonia 77. Calcula bos puntos de inflexidn y determina fa curvam-
delarectay = 4x—G ra de la fumctin:
Haz la representacidn grifica de la recta e Interpreta al = _%
=
resultado. x4
70. Aplicando e cilculo de dertvadas, calowla’los miximos y 78, Calculz hos puntos criticos de la funcion:
minimos relativos ¥ determina iz monogonia de la para- y= W
bolay =-In*—Bx -3
Haz Iz representacién grifica de la pardbols & Interpre- 9. Caleula fos puntos criticos de la fundidn:
2 &l resultado. y=x!
Para ampliar
BO. Calcula la tasz de variaciin media de las sigulentes fun- 82. Aplica la definicion de dertvada y calcula:
ciones en el intervalo que ge indicz 3
O e a}faden\'adadwelafundl}nf[x:l—?enx—l
by ) = —x2 + 4 = Zen [2.4] b) las ecuaciones de lag rectas tangents y normal en &
punito de ghsciza x = |
B1. Calcula la tasa de variacidn media de laz sigwentes fun- c} Reprecenta fa funcidn f{x) ¥ las rectas.
clones en el intervalo gue se Indica
B3, El espacio gue recormre una motoclicleta viene dado por

+

I
a) fix) = -— en [3,5]

b fixh= Vx + & en [2.3]

fit) =1 + t. donde ¢ te expraca en tegundos, y fit). en
metros. Calcula la velocidad media en las doc primeras
horas de movimiento.

QTas

de
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Ejercicios y problemas

Bd. Analizz en gué puntos lz funclon del grafico no es deri-
vable

BE, Anzliza ol enx .= 3 lafuncidn del grafico ez derivable. Di-
buja |a recta angente en dicho punto.

Bé. Aplicando fa definicion de derivada, calcula 12 funcian
derivada de [as cigulentes funclomnes:

2} fix) = b) i) = ——

B7. Aplicando la definicidn de derivada. halla la funcidn de-
rivada de-

3
x—1

T} =
Calcula:
a) el valor de [z derivada en el punto de abscisax =3
b} &l walor de |a absciza en &l gue la derivada &5 — 113

Caleulz la funcidn derivada aplicando las reglas de derivaciin:

B8, a)y=[xl+4) by =(x? +4) cenx

_ .5 e |
Be. a];f—w+Jll biy= 1
i T
R0, a‘”_:ew:x by y = vat =1
| ————
Loa Y=o by y= vL [3x- 5}
Wi
-
o3 a_],.-:Ennx h“r:E‘%
01, a)y=e™® '3 hjy=e*Lux

o4, ajy=e™cosx by y =D + Je-ixd)

95 ajy=Litgx B)y=L5x+a"™
. ajy=wEidn+l Bl y = sen ¥2x

97. a)y=cos'x b}y =gt x + 20X

bl y=xsenx

99, (Calculz las tres primeras derivadas de las sigulentes fun-
clones y simplifica los resultados.

aly=wi— gl + 127
Bly=—1 +3xi—dx + 4
Ix—|

4 =
w—| &y n?

gy=

T Cafculz las cres primeras dertvadas de las sigulentes fun-
clonas y simplifica ot resultados.

ayy =xt+ 2t by y=xt—ad
Ay x! 8 _xlo]
1Y w4+ i |

107, Calculz los maximos ¥ log minimos relatvos y determi-
nz l2 monctonia de la funckn:

y=wd -l x

TOE Calculz bos masimos y los minimos relaovos y deermi-
na [z monotonia de la funciin:
4

e

T3 Calcula lozs mammos ¥ los minimios refagwos y determi-
na fa monotoniz da b funckon:
= X —dxtd
-

T0d. Calcula bos maximos ¥ los minimos refatvos y determi-
na la monowonia de 2 funckdn:

-
i

T05. Aplicando el calculo de derivadas, estudia k2 monooonia

delarecmy:—% +3

Haz 1a represencion grifica de [a recta e interprem el re-
sulado

T Aplicando el cilculo de derivadas, calcula los midximos ¥
minimos rel-humg y determina la monotonia de la para-
X
bolay=—-x-13
¥ 3 ®

Haz 1a reprezentaciin grifica de la pardbola e interpre-
ta &l resultado.
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107. Calcula los puntos de infiextdn ¥ determina |2 curvatu-
ra de [z funcion:

a}y=x3—lxl+1 h:|y=:"—6xl+53

Problemas

108. Calcula los puntor de Inflectidn y determina la curvatu-
ra de la funcion:
I
aly=
) w4 |

Ix
By=s—o
5 =

108, Aplicando la definicién de derivada, calcufa la ecuacion
de [a recta tangente a la curva

=3
en &l punto de absclsax = -1

110. Halla lpz puntos en los gue la funcidn derivada de las si-
guientes funciones es igual a cero;

aly=led+ 3 2w hBly=wi-Blsdx+l

111 Halla [az ecuaciones de las rectas tangente y normala la
curva ¥y = %% — 4x + 5 en & punto de absclmx =3

112, Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curva ¥ =% — 5x + 4 en & punto de absclsa x = —2
1713, Halla laz ecuaciones de las rectas tangente y normal a la

curvay = % en el punto de abocisa x = |

114. Calcula la ecuaclén de la recta tangente a la curva
v =x% + | cuya pendients sea 4

116, Calcula |a ecuaclon: de ka recta tangente a la curva
y =%* — % + | cuya pendiente tea 3. jCudntas solcio-
nes hay?

116. Ezcribe lag ecuaciones de las rectas ngentes a |a curva
y =—x7 + 26x que zean paralelasa la recta y =—x

117. Halla laz ecuaclones de lat rectas tangentes 2 |2 curva
y =x* — x? que tengan una pendiente da 45°

118. Calcula fas acuaclones de las rectas tangentas a |2 curva
}.r=11 —4 en bos puntos de corte con &l e X

119, Calcula los maximics y los minimos relathos y determi-
na la monotonia de a funcion:
¥ = EEnx

120. Calcula Jos maximos ¥ log minimos relativos y detarmi-
na la moncitonda de [ funcidn:

¥=CosX

12

. Calcula los maximos y los minimos relatvos ¥ determi-
na la monotonta de fa funcidn:

¥ =% —5EN X

122 Calcula for maximos y loz minimos relatvos y determi-
na la monotonia de a funcidn:

F=x+coonx

123. Aplicando el cilculo de dervadaz, estudia l2 monotonia
da |2 recta y =%—1Haxrampr&;mzadéng'§ﬂcade
[z recta e Interpreta el resultado.

124. Aplicando &l calculo de derivadas, calculz los maximos ¥
minimos relativos ¥ determina la monotonta de la pard-
bolay = Il +fx+ L Hazla representackan grafica de
[2 pardbola & Interpreta el resultado.

125, Calcula jos puntos de Inflecdlén y determing fa curvatu-
ra de la funcidn: y = 1en =

126, Calcula los puntor de Inflectidn y determina la curvatu-
ra de la funcion: y = cos

127. Calcula los puntor de Inflectidn y determing la curvatu-
ra de la funcion:y = % + cen x

128. Calcuiz los puntos de inflecdidn y determina fa curvam-
ra de la funclon: y = ¥ — cos

Para profundizar

129, Calcula fa ecuackdn de la recta mngente y de la recta nor-
ma}aracumy=xl+6x+4m-ﬂpunm de abecisa
® =—1 Haz [a representzcldn grafica

T30 La ecuacidn de [a recta tangente a una curva ¥y = f{x) en
el punto de abscsax =3 ey —4dx + || =0
Calculz cunto valen f{3} y £{3)

13}. Halla loz puntos en jos gue las rectas tangentes a las
curmy=xl+ 3x—1.}'=2x}+x—3 gan paralefac.

132 Demuestra que k2 funclén y = L ¥ ec ectrictaments cre-
clente en todo fu dominio.

133 Determing oz midmos, los minimos relatvos ¥ la mo-
notonia de fa Eundﬂn].'=xl—ﬂ Lx

T34, Calcula |2 amplioud del dngulo con el gue l2 recta tan-
pente a2 ka prifica de k2 funcidn y = gen x cort al eje X
en &l punto de absclsa x =0
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Tema 10. Calculo de derivadas

Paso a paso

135. Calcula fa derivada de la funcidn:
x—1

Solucidn: :

2} Introduce |z funcion: fix) = I}_—""

1
b Escribe: £1{x}
c) Pulsa E‘ Calcular

[ 10, caculo de derivadas
Uscar Arlas Lopes
Aliba Maza Sarchez
Pasc a paso

| Epereizio 135
| at +1 nied
[=%=7 =T

| x-2-x-1
L i) = L e 3
| t RE=2-g+

136. Halla las rectas tangente y normal 2 la curva:
y:xl—ﬁon Il parax=4

Dibasja la curva v las rectas.
Solucidn:

Ejmrcicio 136

L OCE RN SR LR e e e T

lamd == 4

| P=puntala, Hal) =+ [1.3)

| P == 1ix-d

e fla) =2

LUER R LU R LS ]

e ek o = Sk
e R
dibigar{Fx), {colos sropn, snchis_|insa=31)

| dmgaritn, foolor=azul, snchuea_lnea=2])
| ditsgar rijx], {cosors vards, srichisa_linee s 210
| ditisar (P, {eekar=rala, tamaika_piie =101

137. Caloula los méximes y minimos selativos v la mo-
notonfade y =2 - 3x

266

Solucidn:

| Ejereieis 137
Plaf = ud - 3 = Ypeud-3.u
Pjn} == 3-wi=-3
repoiverifin) = B) =+ {{x=- 1} {x=1}}
= t) w2
Al-13y
i) = =3
W1 =2
© digar (Mx), fooke=rofo, anchura_ines=I}] =+ el
Wasime relsten  AL=1, 39
Winrmo eelalién BY, =23
Eraciengs- [-o0, - §§ L [1, +03)]
Becracmns | {=1.1]

e T T e

128 Determina los puntos de inflexidn v la curvatura

dela funcidn: y =31 - 32l —x+ 5
Solucion:

| Ejeveiees 138
Mt = g — 3% = g+ 5 = gemy?-3-37- 145
Fja) == 3-2"—A-2-1
STIK] == gx-n
rapeleEr {0 = 6] == {{x=1}}
Ml = 2
ars, 2p
dicaor[fix], foolor=rofo, anchars_ines=2]) == tsbieroi
Punbs da infanidn - &1, 3]
Consuwa {LI}- (91, =oaj
Cancavs (M) (==, 1]

O PR ey e

139, Internet. Abre [2 web: weweditorisl-bruno.es,

:ﬁgc Maremdticas, curso v cema.

119



Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Asi funciona

Calculo de darivadas

Linux/Windows wiris

Seintroduce [a fundidén como f{x) y se esciibe F{x}). Para obtener la 2* derivada se escribe £'(x). Al ser dos primas, no

sirve el signo de comilias,

Susfitucién de variables

Para hallar el valor de fix} parax = a, se escribe f{a)
Para hallar el valor de £ix) para x = a, se csenbe F'{a)
Para hallar el valor de £'(x) para x = a, se esceibe F'{a)

Resoclver ecuacionas

Por gjemplo, para hallar las rafees de la primera derivada se esenibe: resolver(f'(x) = 0)

Practica
140. Calewta la 1% derivada de las siFnientes funciones:

By=%3}&"—5

g y=
sem X

141. Calenla la 1* derivada de las signientes funciones:
a)y =kt bbf:f‘Lx

142. Calcula la 1° derivada de las sipuienees funciones:

a]_‘p::xlcasx by =L cos?

143 Calcula los méximos v los minimos: relatives ¥ de-
termina la monotonia de la signicnie funcidn:

}':——:31.-11

4
Dihuja la grifica para comprobarlo.
144, Calcola los miximos v los minimos relativos y de-

termina la monotonia de la siguiente funcidn:

W44
Ft=—a
-

Diihuja la prafica para comprobario.

145 Calcula los puntos de inflexion }"CI.ELC'J'I'I'iiEIE. lzcur-
vatura de la sipuiente funcidn:

}':Iq—t'il] +

Dibuja la préfica pan comprobaro.

146, Caboula los pumntos de inflexidn ¥ determina |2 cur-
varura de |2 siguiente funcion:
2
; 13
Dibuja la grifica para comprobarla.
147. Caleals v dasifica los puntes criticos de fas spuientes
funciones:
alv =x' — 6t + 1207
by w=—x% 4 do® —fcf ¢ dx 4 7
Dibuja la grifica parz comprobarlo:

o aynda de Wiris, retuelve los siguienver problenar:
148, Halla b ecuacicn dela reces mnpente y b recta normal
2 ha sipuiente funcion en el pumo que se indica:
y=3*-2xienz=1
Representala funcidn, |a recea tangente y la recta nor-
mal para comprobarlo.

149, Caleuls los maximos v minimos relativos, puntos
de inflexion ¥ determina la monotonia y la curva-
tura de la sipniente funcidn:

- i 1-3.Jt
e |

Dibuja la grifica parz comprobarla:

las

da darlvac

Tema 10, Calculo
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Tema 10. Calculo de derivadas

Paso a paso

135. Calcula [a derivada de la funcidn:
24l

x—1

Solucidn:
a) En |z Entrada de Expresiones introduce:
(x*2 + 1)/ x—1)
b) Elige@ Hallar una derivada y haz cfic en Sim-
plificar
xtFe 1
x— 132
136. Halla las rectas tangente y normal a la curva:
y=x'—6x+ 1l paax=4
Dibuja Iz curva y las rectas.
Solucidn:
a) En |z Entrada de Expresiones escribe:
tgeel 2 G 11,5, 4)
b) Elige [Z Introducir y simplificar
2x—15
c) En |z Entrada de Expresiones escribe:
perpendicular(x*2 — fx + 11, x, 4)
d) Elige [£] Introducir y simplificar
10 —x
7

e} Diibuja lz funcion y las rectas:

TR

]
: l |

137 Calcula los maximos v minimos relativos ¥ la mo-
notonia det y = 3
Solucidn:
a) Halla Ia 1* derivada 3% - 3
b) Elige [5] Resolver o despejar, activa el hotin de
opcidn Real v haz olic en o botdn Resolver
x=—] ME= ]

268

¢} Selecctona la funcidn inicial, dipe @ Sustituir
variables; en el cuadro de texto Nuevo Valor in-
troduce 1 v haz ofic en el boodn Simplificar

-

Se obtiene e punto A1, -2)
d) Haz lo mismo con ¢l valor x = —1. S¢ obtiene el

punto B{—1, 2}

Miximo relativo: Bi—1, 2)
Minmmo relagivo: A1, -2
Creaente; {—oo, =1} L (1, +=)
Decreciente: (=1, 1)
138, Determina los puntos de inflexidn v la curvatura
dela funcidn: y =23 - 32l —x 4 5
a) Halla la 1* dedivada: 3% — 6x— 1
b} Vuelve a derivar para hallar [a 2* derivada:
Gx—6
) Resuelve la evuacion: x = 1
Sustiruye este valor en la funcidn inicial:
d) Se obtiene ol punto Af1, 2)

-

Punta de inflexidn: A{l, 2)
Convexa (Lz (1, +oa) Concava (M) {—on, 1)

13%. Internet. Abre la web: wwwoeditorial bruno.es,

elige Matematicas, curso y tema.

4

121



Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Unidad didactica 10. Calculo de las derivadas

Windows Derive

Asi funciona

Calculo de denvadas

Se hace clic en [3] Hallar una derivada. Se shre una ventana en la que se puede clepir el orden de la derivada. Se de-

be tener cuidado cuando se dlige un orden de derivada mayor que uno, porgue queds selecconads para opciones pos-

ECTIONCE.

Sushiucién de vanables

Se hace dlicen E Sustituir variables; cn ¢l cuadro de texto Nuevo Valor se introduce of valor y se hace clicen of bo-

ron Simplificar

Rasoclver ecuaciones o inecuaciones

5S¢ hace clicen E Resolver o despejar, se elipe la variable y o botdn de opcidn Real, si solo se quieren las soluciones

reales, v se pulsa el botdn Resalver
Recta tangente: tangent(fix}, x, a)

Practica
140. Calcala la 1* derivada de las sipuientes lunciones:

Dy= S biy=+3—5
N X

4

. Caleula la 1 derivada de las sipuientes funciones:

y=oE* by y=e"La

142. Caleula la 1* derivada de las sipuientes funciones:

) =" cosx b}y =L cos x
143, Calcula los miximos v los minimos relativos y de-
termina fa monotonia de 12 siguiente funcida:

.
F= =X ®x

3
Dibuja la prafica para comprobaro.

144_ Calenla los mdximos ¥ los minimos relativos y de-
termina la monotoniz de la sisuiente funcida:
14
%

Dibuja la grifica para comprobarlo.

145. Calcula bos puntos de inflexidn y determina la cur-
vatura de la sipuiente funcidn:

§-=:q—5x:+'}x

Dibuja la grifica para comprobarlo.

Recta normal: perpendicularifix), x. a)

146, Caloula los puntos de inflexidn v determina la cur-
vaturd de la siguiente funcidn:
B
Y 3
Dibuja la grifica parz comprobara,
147, Caleula y dlasifica los puntos crificos de las sipnicnees
funciones:
a}}r:x:'—ﬁx1 +12x-7
bly=—xt+ 4 G’ s dxsd
Dibuja la grifica para comprobardo,

Con ayseda de DERIVE, reswelve los siguienies problemas:

148. Halla la ecviacidn de la recra tanpenes v la recta normal
1 la sipuiente funcidn en el punto que se indica:
y=xi-Ixlenx=1
Representa ba funcidn, |a recta tanpente y la recta nor-
mal para comprobarlo.

149, Calcula los miximos ¥ minimos relativos, puntos
de inflexion y determina la monotonia y la curva-
tura de la siguiente funcidn:

y=— %
-1

Dibuja la grifica para comprobarde,

[y
=
(5=}

culo de derlvadas

e

ot

Tema
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—r

A

Aplicaciones de las derivadas

|_.?' :. f
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Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas

Introduccion

La primera aplicacién de kos derivadas que s estudia es la representa-
cion de funcionas. Con las derivadas se calcukan los mdximos y minimos
retatives, la monolonia, los punios de inflexidn y la curvatura

Lo segunda aplicacién es la resolucién de problemas en los gue hay que
haillar la férmula de una funcién de lao que se conocen, por ejemplo, pun-
tos por los que pasa, puntos en los que fiense mdximos o minimos relafivos
O punios de inflexidn.

Las derivadas se apfican lambién a la resclucitn de problemas de ofras
dreas, como son la Fiica. la ingenieria (en general la Tecnologlia), la Eco-
nomia, ka Medicing, eic.

Una oplicacién espaecial del cdleculo da derivadas es la resclucién de pro-
blermas de opfimizacién. Por ejemplo. hallar la cantidad de valka minima
gue se necesita para cercar una superficie determinada, o hallar lo dis-
lancia mdxima que pueds haber enfre dos punios scbre los que se suje-
ta una hamacao para que ésia esié a una altura minima delerminada.

Organiza tus ideas

se ulllizan para

: 1 1

representar hallar funclonas resolver
funclones con condiclones problemaos
pueden ser ¥ de ofras dreas
* polindmicos a partlr de o grafica # Fislco
= raclonoles de las derivados, * Inganieria
conocer caractaristi- + Economiag
cas de fa funcidn + Madlcina
» glc.
¥ da
optimizacidn
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Funciones

1. Representacion de funciones polinomicas

@ Piensa y calcula

Calcula mentalmente: a)  lim fx? - 3x) by lim (=¥ —3%)

Ejemplo
Representa grificamente la funcién v = x% — 3x
. Tipo de funcidn: polindmica.
. Dominio: Dom(f) =B = (-, + )
. Continuidad: cs continua en toda la recta real B por ser polindmica.
. Periodicidad: no e peniddica, yaque las fundones polindmicas nunca lo son.
. Simetrias: f{-x) = (—x)" - 3(—x) = —= + Fx. Se observa que f-x} = — Fx) =
funcidn impar = siméerica respecto del ongen O40, 0)
6. Asintotas: no tiene, ya que las fundones polindmicas nunca tienen asintotas.,
7. Corte con los ejes:

L LI

=0 rafces simiples.
B T L 5= s o
Eje X x® - 3w =0 = xix .5‘.1-U:.'r{:1_5=ﬂ:}r1=3:x=1_\|3

Se obtienen los puntos O(0, D), A(Y3. 0}, B=3.0)

+EieYx=0=y=101-3:0=0= seobtiene el punto: O(0, 0}

g0
PN Se representan en la recta real las shscisas de los puntos de conecon el ge X, v
en los intervalos que se obtienen se esmdia €l signo de la funcidén probando un
punto cualquicra que no sea una raiz. En los intervalos consecutivos, 12 funcian
T cambia de signo porque todas sus raices son simple y Genen de multpliadad
ung; es decir, impar.

Six=1=fl)=1-3.1=1-3=-2<0()
By el Sl ey o
h B39 5
En |z prifica se marcan los puntos de corte con los ejes y las repiones donde no
hay cura.
At : 8. Mdximos y minimos relativos:
Y=3-3= -3=0=x-1l=0=x =1 = x=1; rices simples.
Siz=1=f1)=17-3.1=1-3=_2=C1,—2)
Sid=1 S TP =G =l T = I e, 5
¥ =
Six=1=y"(1} = 6= 0 {+} = C(1,-2) minimo rclativo,
Six=—1=y"{-1) =—6 <0 (=) = D(-1, 2) miximo relativo,
En la prifica se marcan los miximos y minimos relativos.
Monotonia:

]
g1

LB

:

::i:’;:

G

EREE- NE
FY
|
Bt s
L
TiB

o]
=
|-=
|
1
R, = i

|

|

T
—T}

iy

Se representan en la recta real las abscisas de los maximos y minimos relativos,
Se estudia l signo de la 14 derivada probando un valor de x cualquicn que no
sen uma rafz de la 1% dervada.

Six=0={(=3.0-3==3<0)
L S
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Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas

92

Tema 11. Aplicacionas do las derivadas

Puntos de inflexidn:
¥ = 6x = bz =0 = x = 0; ralz sample = O(0, 0)
¥ =6z 0= 00, 1) es punto de inflexidn

En la grifica se marca el punto de inflexidn,

Curvatura:
Se extudia el signo de la 2* dervada probando un punio cualquien que no sea
una rafz de la 2* denvada.
Six=1=f"(1)=6.-1=6>0{(«)
iz s L
i o1
Formulario: cusdro resumen y grifica
l. Tipo de funcidn: polindmica, 8. Miximos y minimos relativos:
2. Dominio: = Miximo relarivo: Di-1, 2}
Domif) =l = (— oo, 4 22} = Minimo relativor C(1, -2)
A, Continnidad: Monotoniz:
Fs continua en toda b recia real B porser polindmica: = Creciente ()3 (—es, — 1) LI {1, + =)
4_ Penindicidad: « Decreciente (%) (-1, 1)
Mo es penicdica, ya que fas funciones polindmicas nun- 9. Puntos de inflexidn: O(0, 0)
caloson, e
5. Simetrias; = Convexa (U): {0, 4 =)
Es simétrica respecto del onpen ©{0, 0) » Cincava () [— =4, 0)
6. Asintotas:
&Y
» Verticales: no tene. I [ i
» Horizontales: no tiene. 1 L@
monn|

» Dblicuas no tiene.

. Corte con los ejes;
» Fje 3 O(0, 0 A{¥3, 0): B-+3, )
« Eie Y- O(0, )

Signo: !

« Positiva (¢ (3. 0) U (3, + ) 10. Recomido o imagen:

» Negativa (=} (- =, —¥3 ) L {0, 47) Tmif) = R = (e, + o)
Aplica la teoria

Representa lag sigwentes funciones polindmicas comphetan- Con esta Informacikan, dibuja la grafica a mano alzada.
do &f formulario de los diez apartadoz

I, y=wi—éxl+ 9
. y=—xi-Iwi+ 2

5 ]r==-c4—2x;

Lyt I

2
3
4
5. De ura funcidn polindmica se saba que tiene un madxi-
mi relativo en el punto A3, 4). un minimo relacvo en el
punta B l,— 2}, otro mieoimao relatvo en el punto C(— 2, 1),

¥ que:

m_fx) = — == m_fx) = — ==
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Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas

Funciones

2. Representacion de funciones racionales

Piensa y calcula

2
Caleula mentaiments: 33 lim ‘7“ by lim ‘!:'
Kt o b

Evitar emores Ejemplo
Cuiands se dera una fimeidn m- Representa grificamente la funcidn v = .l
cionai; hay que smplicar ol resul %
tada. 1. Tipo de funcidn: racional.
o e e e Sl (e 2. Dominio: por ser una funcién racional hay que excluir las mices del denom:-
;‘:‘i"".""‘“‘“dl’ﬁ nador. Domi(f) = B — {0f = (= 0o, 3 LD, + 22}

3. Continnidad: es discontinua en x = 0, donde tiene una discontinuidad de
ETI 1* especic de salm infinito,
(TR 4. Periodicidad: no cs periddica. Las funciones racionales nunca lo son.

oo Nl 5.8 ; H_xl_{—ﬂz!-l_r-'i-l_ =+l
= ) = z
I % Seve que fi—x) =—f{x) = funcidn impar = simétrica respecto del origen O, 0)
i 6. Asintotas:

i 4 = Verticaleszx = 00

Posicidn de la curva respecto de la asintora vertical:
I:+]=I:ﬂ*}1+]_] r‘1+]=t{|":|“'+1=i

ki == li -
&Y :|—~“;' X 0t 0+ = :|.1th x - [
¥ + Dhlicuas: sitiene, porque el grado del numerador & uno mayor que of dd de-
[ nominador. Se hace la division; en site caso, se puede hacer mentalmente:
T 2
e Ll x'1=x+%:3-asinmtanhlim_1.'=x
T i g
R i - e Posicidn de la curva respecto de la asintota oblicua:
HF ;:. & i m L =1 - 0% = lnicurva cntd encima de T ssntots.
? | ¥ KT j SR 4 4 o
- PO D o = (- = la curva esed debajo de la asintota.
Tk 7 L
! - En la grifica se dibujan las asintoeas y se represenitan las tendencias.
EE : con los ejes: no corta a ninguno cjes,
2 7. Corte con los & gunn de los
o Signo:
: Sl S TS RIy< 2501
o2 R LT
EISiE arh ]
ot 8. Miximos y minimos relativos
H }.a=h-:—{xz+li-|=lt:—xz—l=:1—1
T B 1I :I‘.I x3
\-" = e a a -
L y=0=x-1=0=3x"=1=5x=1], maices'simples.
o R i Six=l=y=2 =A(l,2)
AR B 74 e GOV et Lo | R
A v Dl _GR_1)-2¢ W1 (2_1).2 M- JTs2 2
HREE P S ] N = N 2 T
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Siz=1=y"(1)=2> 0 (+}= All, 2) minimo relative.
Siz=—1=v"[-1) ==2 <0 {-) = B{-1, -2) miximo relativo.

Evilar arrores

Chservaque en b dernads
Monotonia: o =l
P_1_4-1_3 :
Sin=2=M(== ; == == 50{4) la rruftplicidad de o dsconts
2 4 4 E
fiz) i R 3 fs
) TN =5 1y por o, par
9. Puntos de inflexidn: Evitar erores
v = _2,: nuncz sz hace cer, luego no hay puntos de inflexidn. Observa gue en 'l 27 dervada
x o 3
¥ ]
Camemmturs: _ la roubtiplicidad de | discont-
Six=1=f"11=2>01(4) nundad
=0
. L B SN ==y par tario, mpar.
¥ ool
Formulario: cuadro resumen y grifica

1. Tipo de funcién: racional.

2. Dominio: por seruna funcidn racional hay que excluir

|as rzices del denominadar.
Dom(f) = B — [0] = {— 0, B} L) (0, 2 »a)
3. Continuidad:

Es discontinua en x =0, donde tiene una discontinui-

dad de 1* especie de salio infinito.
4. Periodicidad:

Mo es periddica. Las funciones racionales munca loson.
5. Simetrias

Es simétrica respecto del oripen O(0, 0)
6. Asintotas;

* Verticales; x =00

» Horzontales no tiene.

» Oblicwas y=x
7. Conte con los gjes:

= Eje X no lo corm.

= Eje ¥: no lo cona:

Signo:

= Positiva {+): (0L + 20}

* Mepativa ()t {(— =, 0)

Aplica la tearia

8. Miximos y minimos relarvos:
= Miximo relative: B(—1,—2)
» Minimo relativo: A(1, 7)
Monoronia;
s Creciente (707 (— e, — 1) LT, 4 =)
= Decreciente (u )z (-1 0y L0, 1)

9. Puntos de inflexidn: no tiene
Curvatra:
= Convexa (I (0, + =)
= Cancava (M2 (—=, 0)

Imif{F) = (— ooy ~2] LU [2, 5 o0}

Representa lac sipuientes fundones racionales complendo el formulario de los diez aparados.

T
xt—3Ix+3
6. y= e e

T.y= EI—I

B.y=
P
|

o=
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Funcionecs

¥ Piensa y calcula

3. Problemas con condiciones

Halla y reprecenta |2 funckon derivada de cada una de [as sipwlentes funclones pobindmicas. ;Qué refa-
clién hay entre al grado de cada una de ellas y &l de su derbvada?

3.1. Célculo de una funcidn con condiciones

En alyunos problemas se pide determinar una funcidn que cumple dertas con-
diciones. Para resolver estos problemas, se transforman las condiciones dadas
en couacionss ¥ se resuckve el sistema,

Bjemplo

Calcula ef valor de los cocficientes a y b pars que la funcicn:
fix) = ax’ = bu

tenga un maximo relativo en el punm P{1, 2)

) Como la funcidn tiene un mdximo relativo en ol punto P{1, 2}, debe pasar
por ¢, es'decir, parax = | ol valor de la funcidnes y =2

Siz=1=20)=2=a-Psb.1=2=a+bh=2

b} Como en x = 1 hay un miximo relative, la 1* denvada se anula en ese
punto;

La primers desivads es F'(x} =3 + b
Six=1=F(l=0=3-12+b=0 =3a+b=0
¢} Sc resuelve ol sistema formado por las dos ecuaciones:
ash=12

heb=0

Za =—I=a=-]

} Restando de la 2* ecuacidn la 1%, s= obtiene:

Sustituyendo 2= -1 en la 1* ccuacion, sc tene:

-1+b=2=h=3

La funcidn es: y=—x7+ 3x

d} Comprobacién:

» La funcidn pasa por <l punto P(1, 2}
1= l:b}':—],'-f!l-l=—| +3=2

» La funcidn tiene un maximo relative en d punt P, 2
V=3 3ay(l}=—3-1+3=-3+3=0

¥ =—fx = y'(1) =—6 < 0{-) = P(1. 2) miximo relativo,

129



Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas
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3.2. Caracteristicas de una funcidn a partir de las graficas
de las derivadas

Dadz la grifica de |z 1* o 2* derivada, sc pueden determinar algunas caracteristi-
cas de las funciones, tales como crecimiento, curvatiura, méximes y minimos rela-
tivos, puntos de inflexidn, ¢ incluse aproximar la grifica de |z funcidn,

Ejemplo

Sea una funcidn fx) ml que la grifica de su derivada Fix) es la recta represen-
tada en el marpen.

Resuebve los sipuicntes aparados:

3} Estudia ls monotonia.

b} Calcula la pendiente de la recra tanpente parax =3

¢} Razona si tiene un miximo o minimo relativo v halla su absciza.

d} Haz una aproximacién de una grifica de la funcidn f{x)

Solucidn

a} Se hace un estudio del sipno de la derivada pann determinar el crecimiento:

£x A
* il

La funcidn fx) s creciente () 2 (1, & =)
La funcidn fx) es decreciente () 2 {(—ws, 1)

b) La pendicnte de bi recta tanpente par x = 3 es o valor £'(3), que: como se
ve en el dibujo inicial, es 4

) (1} = 0 y la funcidn (%) en x = 1 pasa de decreciente a creciente; luego tie-
ne un minimo relativo enx = |

d} Como la funcion dervada £{x) es de 1 prado, la funcidn fix) es de 2° gra-
do; luepo serd una pardbola con eje de smetriaenx = 1

@ Aplica la teoria

10. Calcula el valor de los coeficientes a y b para que Iz
funcion:

12. Calculz of valor de los cosficlentes a y b para que la
funcion:

fix) = axt + boe?
tenga un punte de inflaxtan en el pento P{,-1)

flx) = —xl+and + b

tenga un mdnimc relatvo en el punto P, —4)

11, Seaunafuncidnf{x) tal que la grafica de su dertvada f{x) 13. Seaunafuncién fix) ml gue la grafica de su derivada f'ix)
et |z racta sigulente: ez la recta siguiente:

Resuehve los siguientes apartados:
a) Estudia la monotonia

Resuealve lot ciguientes apartados:
2) Estudia la monctonla.

b) Calcula la pendiente de §a recta tangente para x = 3

c) Razona 51 teng un maximo o minimo relativo y
hatla s abscisa

d) Har unz aprosamactan de una grafica de la funcian fix)

b} Cafewla I3 pendiente de |z recta tangente parax =-1
c) Razona sf tlene un maxime o minima relative ¥
halla =u abscisa.

i Haz una aproximacicn de ena grafica de fa funckdn fix)

277
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Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas

Funcionos

4. Aplicaciones de las derivadas a otras areas

¥ Piensa y calcula

En una ciudad hay una epidemia de gripe, y la funcién que define &l nimero de enfermaos a5

fixh = 125 + 20w —xl
donde x 2e mide en dizz, = ¥y, en miles de perconas. Calcula mentalmente cudnos enfarmes de gri-
pe hay el diz en que se detecta la epldemia. es decir, &n el momento x = 0

4.1. Aplicaciones de |a derivada 3 |a fisica

a) Velocidad: <5 |z derivada del espacio con respecto al tiempo.
vit) = 'L}

b} Aceleracién: es la derivada de |a velocidad con respecto al tiempa, & dedr, [a
2* desivada del espacio con respecto al tiempo.

at) = vt} = e"(t)
Ejemplo

Sabicndo que la férmula del espacio en funcién del Gempo en o movimiento
rectilines uniformements acelerado (morus) es

elt) = %atj +vgt 4 ey
calcula [a velocidad v Iz aceleracian.
2} Velocidad:

w(t) =&'(t} = _L 2at + Vg =at +vp = vith=at+ v,
b} Aceleracidn:

alt) ="t =vth=a

Se observa que se obttene una aceleracidn constante.

4.2. Aplicaciones de la derivada a la ingenieria y tecnologia

W'= ﬂ Catenaria: ¢ la curva que describe un cable situado entre dos postes o dos torres.
Ejemplo
8t una catenaria entre dos torres estd definida por |2 funcidn:
i
Y= 1o
donde x 2y se miden en hectdmetros (hm), halla la altura que tiene el cable en
el punto mis bajo entre las dos tornes.

I:EI':+€1'1—].5}

Pira hallar el minimo relativo se deriva la funicidn y se iguala 2 cero.
1 i S
Wic"'—cl' I e |

x-2=0-x=2Mx=-d=x=1

¥=

Obsarvo

Para s = 1 b kimadn tere un mi
mmo

Laaluraesel wlordey parax=2

= I‘U{c..!i.c:-x-, #(2) = 11n (T2, 21 gy ]Ju“__n“_u_]l_r,}:
3 [
=2 =L ogn
Fil== 20 = 1ln|] P ;ln:] A5=005m=5m
278

131



Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas

Tema 11. Aplicaclones de los derivadas

4.3. Aplicaciones de la derivada a la economia

El beneficio de una empresa viene dado por los ingresos menos los gastos, es de-
cir, si para producir x unidades una empresa pasta Gix) ¥ obtiene unos inpresas
1{x), entonces los beneficios vienen dados por Bix) = Hx) — Gix}
Ejemplo
Las funciones gque definen los inpresos y bos gastos de una empresa son:
Iix) = 36x — 5t
Gix)=x+ 2+ 24
donde x s2 mide en miles de unidades producidas.

Halls [a funcidn que obtiene los beneficios v caleula cudntas unidades tiene
que producir parz que los beneficios sean misimos.

La funcidn que ohiiene los benchidos es:

Bix)=3x—3t (s 12x+ 24) =3 — T " — 12— 24 = dx? 4 Ddx -4 Obsarva
Para hallar los beneficios maximos, s caloula | funcidn desivada y se ipuala 2 cero. B} =—B<0(3
Bixgj=—Bxs 24 -Bx+ M=-0= Bx-—M =2 Bx=-24d—=x=3 Para = 3 & hmciin tene unma
wmmo refaino

El beneficio mdximo se obtiene para 3000 unidades prodocdas.

4.4, Aplicaciones de la derivada a la medicina

Para hacer e sepuimiento de [as epidemias; se define fa funcidn que da ol mimero
de enfermos en funcidn del nimero de dizs que dura la enfermedad. Cuando la
derivada es positiva, la epidemia aumenta, y cuando o5 negativa, disminuye, y el
miximo corresponde al momento en que la derivada se anula.

Ejemplo
En una ctudad de 3 000 000 de habitantes hay unaepidemia de pripe, y b fun-
cion que define el ndmero de enfermos e

fx) =125+ 20x —x2
donde x se'mide en diss, e y, en miles de persanas. Caloula el dia en o que o
niimero de enfermes es mdxima,
Consiste en hallar o maximo relative,

Pl =0 -Tx= M -Ix=0=-Tx=—W=Tx=W=x=10

A0} =125+ 20 10— 10% =125 + 200 - 100 =

= 225 millares de pemsonas = 225 000 personas

Observa

My =—2=0{-)
Para = = I, ka hmiidn tiene un
e refativo

@ Aplica ia teoria

14. Un movimianto estd definido por la funcién: I 6. Loz beneficios de una emprasa, en funcién del nemero

e =t -3l-t+3
donde t e mide en segundot, ¥ &, en metros
Calcula
a) el espacio recorrido al cabo de 5 5
b} la velocidad.
c) la welocidad al cabode 5 &

porta, viene dada por: Rx) = 3 — x?
donde ® t2 mide en toneladas. Caloula el peso miximo
que soporta

de plezas producidas, vienen dados por:
Bixp = —3u* + 2B’ — Bdml + Pem — 25
donde x se mide en miles de plezas. Caleula &l nimero

de piezas que tlene gue producir para gue los benefi-
Clos sean maximas,

d) |z aceleracian. I7. Lsconcentracisn en l sangra de un medicamento pues-
) la acelerzciin al cabo de 5 g to madiante una inyeccldn Intravencsa viens dado por:
15. La resiztencia de unz viga, en funcién dal pesa que zo- Ciy =4 -ele

donde t ec el nitmero de horas que transcurren desde
gue ce Inyecta el medicamento en la sangre.

Calcula la velocidad de la concentracion.
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Funclonas

5. Problemas de optimizacion

B Piensa y calcula
IUn rectdngulo tena 1T m de parimetro; luego & ancho mée & largo e & m. Completa la siguiente mbia:

Largo =x 0 I 2 3 4 5 b
Alo =y &
Superficie

Calrula las dimensiones del rectangulc goe tene mayor superficie.

5.1. Problemas de optimizacidn

Un problema de optimizacién es aquel en el que se trata de optimizar una
funcion, es dedr, calcular o maximo o el minimo de una funcidn sujero a
unas condiciones.

Hay muchos cjemplos en lz ciencia, b tecnologia, la cconomia, las finanzas, la de-
mografia y la medicina de estos tipos de problemas.

Buscar un envase que renga ba mayor capacidad con la menor superficic posible,
invertir una caniidad de dinero en distintos productos sujeto 2 unas condiciones
de riesgo, etc., son ejemplos de estos tipos de problemas.

5.2. Procedimiento para resolver problemas de optimizacidn

Para resalver los problemas de optimizacidn, se sipue este procedimiento:

a} Seescniben bos datos, las incdgnitas y se hace un dibujo 51 25 posible.

I} Se escribe la funcién que s desea maximizar o minimizar y las condicio-
nes del problema, que serin ecuaciones que relzcionan las variables ¥ los
datos.

¢} Se escribe la funcon con una sola vanable, mediante las ecuaciones wrili-

zadzs.
d} Se caleulan los mdximos y los minimos de esta funcidn derivando,
¢} S compruehan los valores en la 2* derivada,

F} Sc interpretan los resultados ¥ se rechazan agquellos que no sean posibles
por las condiciones o fa namirsleza del problema.
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Ejemplo
Dentra de un prado se quicre colocar una cerca rectangular de 30 m de perd-

metro pare que pueds pastar una cabra. Calcula las dimensiones para que la su-
perfide sea mixima. Halla dicha superficie.

a} Incégnita, daros y dibujo
x = longitud de I base.
¥ = altura,

Perimetro = 30 m

b} Funcidn que hay que maximizar
Six. yl =%y
Sujeta a las condiciones:

Perimetro=30m = 2x+y} =MW =x+y=15

c} Se escribe la funcidn con una sola variable
S{x.v)=xy
x+y=1=y=15-x
Six}=x(15-x)
Sfx} = 15x—=

d) Se calculan los miximas ¥y minimos relativos derivando
SEi=l5-2
B-Ix=0=2-x=-15=22x=15=1=7.5
Six=T.5=2y=15-x=2¥=15-75=75

¢) Sc comprucha cn la 2* derivads
E"x) = -2 = 58"(7.5) = =2« 0 {-) = x = 7.5 mdximo relativa.

£) Bl rectingulo mide 7,5 m de largo y 7.5 m de alto, es dedin, o5 un cuadrado
que tiene de superficie:

5=75 =525 m"

@ Aplica la teoria

18. Calcula dos riémearos cuya suma sea 60 y de forma que 20, Sequiere construir un reciplente en forma de prisma oia-
cea minimo & ceadrado del primero mas af doble del drangular tal qua &l volumsan sea méamo. 51 k2 superficle
cuzdrado dal segundo. s da 24 ml,,gqré dimenziones dabe tener fa caja?

19. Un ganadero quiere cercar un recinto de forma rec-
mngular en un prado para que puedan pastar las vacas.
51 dispone da | 600 m de cerca, jcudnto madird de lar-
g ¥ de ancho &l recinto para gue |2 superficie dal re-
cinto sea maxima?

el
=)
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Perimetros, longitudes y

Perimetro o longitud

MNombre

Tridngulo

Cuadrado

Rectingulo

Romba

Romboide

Trapecio

Peligone repular

Circunferencia
y circula

Arco y
sector circular

Corona circular

Fuud
==}
(%]

Dibujo

Ay

[

el )

P=s+hsc

P=2ib+a)

P=2tb+c)

P=Bs:cs+b+d

P=nf

n = mimero de lado:

L=2InR

Area
J,,l=]:r-l'|.

i

Farmula de Heron

dreas en el plane

A=vplp—ai{p-hifp—o

P = semiperimetro

2 = apoterma

A= I[Rz

_ 3R
P‘Seanr E G0 L

P"Seuur = LR

|

Koot R — g

o

=
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Areas y volimenes en el espacio

MNombre Dibujo Desarrollo Area Volumen
Cuha 2 %
o hexaedro # . A=t s
- - ]
— i
Paralclepipedo ! o] k= gk vaca b, | slake
u arwedro t
T -
'y
Prisma Il &Y . Ap=1Apg+ iy
o " VoA -H
."l.a =R+
Cilindro I} : A, =InRH
R
Ap=2M 5 A
Pckinide Al““ K e g
S i
Vo= 5 _FLB +H
Ay = nR2 '
Cono A =RRG

- . 4
Esfers 'Nlu tiene desarrollo P ve4 <R
' plano ;

£

Teoremas 2

Nombre Dibujo Férmula @

Pitdgoras "_-
<

Thales =
o

E

It
=)
[}
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23

25

Representacion de funciones
polinémicas
Representa k2 siguiente funclén polindmica completan-
do &l formulzrio de los dier apartados.
3
%

Y= ==

. Representa b3 siguiente funclan polindmica completan-

do &l formularic de los diez apartados.

y=—xni+3x
Representa la siguiente funcldn pobindmica completan-
do &l formulzrio de los dier apartados.

y=al_ 4yt

. Representa 1z cigulente funcldn polindmica completan-

do el formulario de los diex apartados.
y=-xt+axl -5

D= unz funckan polindmica se rabe gue tiene un mdxi-
mea ralativo en el punto A 4), un minimo relativo en el
punto B{- 1 — 1), un punto de inflescdn en el punto {0, 1)
¥ que

Jim_ f{x) = —e= im fix) =+ ==

li
k!

P,

Con esta informacidn, dibuja la grafica a mano alzada,

Representacién de funciones
racionales

Representa la siguiente funcion raclonal complezndo el
formulario de los diez apartados.
w4y
Y=
Representa la siguiente funcidn racional completanda el
formulario de los diez apartados.

Ho_x—1

=

Representa la sigiente funcion racional compleando el
formulario de los diez apartados.
e

w41

¥

9. Representa la sigulente funcidn racional completando &
formulario de los diez aparmdos.

S
x|

3. Problemas con condiciones
3. Calcula el valor de los coeficientes a y b para que fa fun-
clén:
fla) = axd + bl — 5
tEfga w0 maximo relatho en e punto P34

31, Seauna funcedn fx) tal que fa graéfica de cu derivada f'{x)
eg |z recta tiguiene:

Caloula para fix)
a) fa monotonia.
b) Iz pendiente de [a recta tangente para x = |

c} Razona =i tene un mdximao o minimo refathvo ¥ halla
- abscita

d} Haz una aproximacksn de una grifica da |3 fencldn f{x)

32, Calcula el valor de log coeficientes & y b para que la fun-
clon:

fix) = ax? + b —boe?
tenga un maximo relathvo en el punto P(E, 1)

33, Seauna funcion fix) tal que la grafica de su derivada f'(x)
es b3 recta ciguienze:

Calcula para fix):
2} la monosonia:

b [z pendiente de la recta tangente para x = 4
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c) Razona sl tens un maximo o minima relzovo ¥ hallz
cu abeciza.
d) Haz una aprossmacién de una grafica de la funcidn flx)

Aplicaciones de las derivadas
a ofras areas

. Un movimiento rectlines uniforme (morw) es:

eltf=2t-4
a} Calcula el espacio recorrido al cabo de 5 segundes.
b} Calcwia la velooidad.

] Represanta en los mismos afac & ecpacio ¥tz veloo-
dad. jQué tpo de grificas son?

. Latongtud de un fazo 2 lo largo del embarazo viena da-

da por la funcién:
ok
=76~ w0
donde x =& mide en semanas, & ¥, en centimetros,
a) S of embarazo dura 40 semanas, jcuanto mide af nifio?

b ;En qué momento crece mis rapldaments; s declr,
cudndo e9 maxima la dertvadal

. Los beneficios anusles de una empresa siguen |a funcidn:

__1D0x
e T

donde x es el némers de afic: que lleva funconando y
Bix} =& mide an millcnes de eurcs.
a) jEn qué momento los beredlcios son maximos!

b} Calcula los beneficios en &l momento en gue sean ma-
ximos.

Para ampliar

7.

.

kS

Lios valorae de lag acclones de una determinads empre-
g2 2 lo largo delos 12 mesas da un aflo, estén definidos
por k2 funcidn:
_oxd 3t 24x
Mg w
donde x es el ndmero del mes y f{x) s el valor de cada
accian en euros.

Calcula:
a} el valor de las acckones al comenzar el afo.
b) el valor de las accones al final del afio.

¢} &l walor m&dmao y minimao de las acclones a lo fargo
def afia.

Problemas de optimizacién

Calcula dos ndmero: x e y talas que su producto gea
maximo, sabiendo gue suman 60

5e quiere construlr un depdsito abierto, s decir, sin @-
pa, con forma de prisma ceadrangular tal guea el volumen
sea midximo. 5t I3 superficle a5 de 48 m, jqué dimsnsio-
nes deba tener e dapisima?

—=

. La sura de los catstos de un tridngulo reccingulo mide

12 m. Halfa fas longitudes de dos catetos para que el drea
del cuedrado construtdo sobre la hipotenusa sea mindma

43,

Reprezanta k= sigulente funchén polindmicz completan-
do &l formulario de los diez apartados.

y=xd -l 127
Reprezanta k= sigufente funchén polindmicz completan-
do &l formulzrio de los diez apartados.

y=—xls dxl_dn+4
Representa Iz igulente funclén polindmica completan-
do el formulzrio de log diez apartados.

y=at =2l
Representa la ciguiente funcién polinomica completan-
do el formufario de los diez apartados.

B
e
y=u 3x3

. Deuna funcidn polindmica da tercer grado se sabe que

dene un punto de inflexién en el punto O{0.0), no te-
ne nl maximas nf minimos relativos, ¥ gue:

Hm . ) =+ 2a bm ) = — =
K ¢

oktm
Con esta Informactan, dibuja ena grafica a mano alzada
Halla una farmula para esta grifica

=

285

138



Laura Lépez Jiménez

Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas

A,

B5.
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Ci2 una funcién polinomica de cuarto grado se saba que
tena un cobo minimo relativo en el punoo O00,0), no tle-
ne nl maximos relathos, ni puneos de inflaxién, y gue:

im fix)=+c= lim: fijx} =+ ==
K—dtm p -

Con esta Infarmackdn, dibuja una grifica = mano alzada.
Halla una farmula para esta grafica

. Halla una funcién rackonal gue tenge como aslnto ver-

teal larecta =2

. Halla una foncidn racional que tenga dos asintotas ver-

teales x =2 x=—1

. Halla una funcidn racional que tenga como asintoca ho-

rizontal 3 rectay = 3

Halla una funclén racional que tenga dos asintoas una
vertical, x = |y otra horizonw:l y =-2

Halla una funcidin racional gue tenga como asintos obil-
oay=Tx+ 1

Representa la siguwiente funckdn raclonal completando el
formubarie de los diez apartados.

- dx—1
¥ T

Representa la siguiente funckdn raclonal compleanda al
formularic de los diez apartados.
S
1=y
Representa la sigente fumckan raclonal completando &l
formularic de los diez apartados.

Representa la siguwiente funckdn raclonal completando el
formularic da los diez apartados.

xi— |
wl+ |

y=

57,

Caloula el valor de los coeficientes a y b para gue la fun-
clia:

flw) = 't + b
tenga un punto de inflaxién en el punto P2, 3)

Calcula el valor de lor coeliclentes a y b para que la fun-
clon:

F[:-::|=x]+a=+b

tenga wn minimo relative en & punto P(L3)

Sea3 una funcian fix) tal que lz grafica de cu dertvada £/(x)
ez la pardbola sigulente:

e

L] i

Calcula par=z fix):

) |2 monotoniz

by las absoizas del maximo y del minimo relaovos.

o} la curvatura.

d) 2 abzeiza dal punto de inflexidn.

&) Haz una aprosimacton de wna grafica de la funcidn fix)

. Sea una funclon fix) tal que |2 grafica de su 2° derivada

f'{x) ec la recta sigulenta:

Caloila para fix):

a} la curvatura

b} Iz absciza del punto de inflaxidn.

¢} Haz una aproximacion de una grafica de fa funckdn fijx)

. Un movimiento rectilines unformemente acelerado

{m.rus) ectd definido por 2 funcidn;

i
EI:I}=T—4Q+4
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a) Calcula g espacio recorrido gl cabo de 7 segundos.
by Calcwla la velocidad al czbo de T segundos.
c} Calculz la aceleracion al cabo de T segundos.

di Represena en los mismos efes & espacio, la velocl-
dad ¥ |z aceleracian. ;Qué tipo de grificas son!

&1, Un agente de ceguros cobra una comizsion que viene da-
da por la funcldn:

Cix) =—000ke + 005 + 20

Problemas

Caloula cudntos segurcs debe hacer para que |2 comi-
shdn sea mdxima

De todos oz clindros de volumen | & m?, halla el de
superficie minima.

Caleula las dimensiones dell mayor rectingule que o2 pre-
de Inscribir 2n wna crcunferencia de radio 20 cm

G4, [Cre upa funckdn polindmica se sabe gue tlene un madl-
mo refativo en &l punto Al- 1, 3], un minima relativo en
el punoa Bil, - 1} ¥ un punto de inflaxién en el punto
C{ By que:
e fx) =+ e Jim_ ) =~ ==

Con esta Informacion, dibuja Iz grifica a mano alzada.

65, Estudia g1 en & punto OO, 0) |2 sigulente funcidn poll-
nidmica tizne un punto de Inflesddn:

y=xtow

&8,  Estudia el punto PI0,— 1) de la sigulente funcion polind-
Pl
y=xi_|

67, De una funclén racional se sshe gue tlene como 2sinto-
my = 0, vene un miximo relativo en el punoo &( 1, 2}, un
milnira relative en gl punto B{— 1. -2}, punoos de infle-
wiom en O(0L0).C{3. 1)y Di=3,— [}, ¥ gue:

ltm: i} = 0 lim fim) =0-

N—itm Mopsmm

Con esta informacian, dibujz Iz grafica 2 mano alkzada.

68, Ectudia el punto P{Q, 3) de la sigutente funcidn racional;

: 7
w43

&8, Estudiz el punuo Oy, 0) de la tguiente funcidn racional:

o
s i

TL

fEN

Aplcando & cilculo de derrvadas, hallz la funcidn cua-
dritica que paza por ef origen de coordenadas O0,0) ¥
tiene un minimo refativo 2n e punto P{L—4)

Aplicando &l calcubo de dervadas, hallz |z funcidn cua-
dritlca que pasa por el origen de coordenadas ¥ tens
un méxime relatvo en el punto P(—-1,4)

Sea una funcidn fx) tal que fa gréflca de su derivada £{x)
et 1z pardbola slgukenta:

Calcula para fix):

&2} la monotonia.

bj las abscizas del maximo ¥ deal minimo relatvos.
¢} 2 curvatura

dOs

d} la abzciza del punto de inflexidn. :-
2) Haz una aproccimactan de una grafica de a finclén fix) 2
Sea una funcidn fx) @l que lz grafica de su derivada £x) :
s la recta sigukente: X
=]
& =
B EEE =
Fi=l T

Caleula f2 fdrmula de f{z) sablendo gue pasa por el orl-
gen de coordenadas.

lema 1l
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74. Seaunz funclon fix) @l que la grafica de su derivada fix) 78. Lz poblacidn de una cludad a pardr del Instante iniclal
et {3 recta shpulente: {t =0 sigus I3 funcidn:

I
_ th+ 4000+ 1 600
Plt) = ix + 402

donde tes el numero de afos, y Pt la poblacidn en mi-
llones de habitantas.

2} jEn gué afio tendrd la cludad el mayor ndmers de ha-
bitantes?

b) #Cudntos habitantes tendrd en ese momeantol

T9. Unafinca est2 al lado de una carretera v 1a quiers vallar

Cabcula la formada de fix) sablendo gue pasa por el ori- &l mayor reczangulo posible. Bl metro de valla al lado de
gen de coordenadas. la carretara cuesta 5 €,y el resto,a 1 €. Halla el drea del

mayor recinto que e puede vallar con 2800 £

& % N

75. Un movimiento rectilineo uniformemente acelerado
{m.rua) estd defimdo por la funcidn:

elt) = 5t
a) Calcula € espacio recorrido 2l abo de 3 segundos.
by Calcwla la velocidad &l cabo de 3 segundos.

Calcula fa aceleracian al cabo de 3 segundos.
;) i e o = . B0, Un Jardinero guiere construlr un parterre {jardin pe-

dj Representa en los mismos gjes el espacio h velock queafic) con forma de sector circular de drea maxima
dad y la aceleracion. jQué tipo de graficas son? Hallz el radio del parterre, szblendo que el perfmatro
mide 24'm

76. Lac funciones que definen los Ingreecs y gastos de una
empreca en millones de evrcs wienen dadas por:

Wxh =t — %

wl
G =+ +4

donde x e &l ndmero de miles de unidades vendidas.

Halia la funcidn que obgens los beneficios y calcula cudn- Para profundizar
as unidades tene gue producir para qua log beneficios
SEEN MARIMoE. 81. De vma funcion polindmica se sabe que tene un maxi-

mo relativo en el punno A—2.4), un minimo refativo en

77. Una entidad financlera saca al mercado unes fondos de of e PUE--H). o5e haxiion ceitio en ol it

4, — 1), y que
Inversidn gue se ren@bifizan anuaimente, de acuerdo oon { Ll
la frmsta: lim fix} =—== lim f{x)=—==
K m §
Rix) =—0.0006 + 008 + & Con ecta Informactén, dibuga k2 grafica @ mano alzada.

donde ¥ e la cantidad depositada en miles de euros y
Rix]) &s al tanto por clento,

Calcula:

i) la cantdzad que s= debe inverdr parz obtener [a me-
|or rentabilidad.

b} & tanto por clento en el mejor de loT casos.

haa
(-]
m
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Paso a paso

o4, ﬂi]:n.!j:l la signiente funcidn ¥ c,ump-l:::l el formula-

rio de los dier apartados:
axtad
N
Solucidn:

[ 11, hpBcaciones de tas derlvadas
Afa Maza Ssanchez
Oecar Arigs Lopes
Paso a pasa

1) Dibuja la funcidn.

6. Asintotas:

b) Halla y dibuja la asintota vertical.
) Halla v dibuja la asintota oblicua.

| Eyedess o

L T
e
diigeiar M), (oolor=rojo, anchura_linea=:}) == tablerst
1. Tipe dit Funesées © rachanal
2. Dgesinds | por saf e fonesisn Fdional Bay §us srsisr
Iy sz ew dlel denamnaror
Camif] = R - {03 = |-a,0) U @, #)
3 Corsmiddes | ex dintecdifim ah 1 = 0, dersds Sans
yra dhwconbinuidsd de 1* axpec iv de walin infre,
& Perdodickiasd - nio as paniodon
L funoinas rackonaks nunas lo son.
5 Bimaitiis - ea (Mper, simiiracs reapecio del orgen O0. 1)
& Aainksbie
Vamcalea s =
diengar(z = O, {zolorsvesde, anchura_linsa=2}) == tablarad
- Horipentales | no tisns
DibEamn |
el |1 = x¥a |x
._1 =
yea
diEafar|y =, (zelar=yvesde, anchura_inga=2]) == sablered
¥. Cofim can los mae
- B K- lncora
-ERY ! na ke porta
Sign
Posithm {+]1 1, +5)
“Posgativa =] {22, 0}

Planted rfﬁgﬂjcnrrpmﬁfma'j resuélvels con n)lu:ia de

8. Miximos y minimos relatives:
d) Halla los maximos y minimos relatives.

& Maxlmos y minimes relatives |
xi=1
i) = a3
| remolver(fix) =0) == {{x=-1} {a=1}}
| f{-1} == -2
Af-1, -2}
| 1) == 2
B(1.2)
- Maximo refativa @ f{=1, =2}
Minimo retabivo @ B(1, 3
Monotanie:
Crecisnte : (=00, =1} L {1, +o0)
-Decrecionts | (=1, 0) L {0, 4}
& Puntos de nflaxian |
o9 = =
| resalver (i) =0] = {1
Mo Bane punios de Infexion
Curvatura !
Convexa (L) {0, +=a)
Concava (1) 2 {-62,0)
10. Recorrido o imagan |
Img(fy = (=00, =2} LI g2, *o0)

Wirie:

25,

Dentro de un prado s quicre colocar una conca rec-
tan.guhr de 30 m de ]Dngimd para gue pm:da pas-
tar una cabra. Caleula las dimenstones para que la

superficie sca madxima.
Solucidn:

Ejescicio B5
Plantsamiento | 5w y) = uy
Comdiciones | 2x + 2y = 30
| resobver{{Zx = 2y = 331 {y}] =+ {{y=-x+15}}
| Biwh = a-{-% + 18] =+ s —x? 2 16 x
| B} = =2-x15
15

=0 = [f 2]

| [ . 15}_‘ 1k
sy =T h.ﬂ'.i ?—2

El recténgulo es un cuadrade de lade 7 5m

Internet. Abre |2 web: www.editorial-bruno.es,

:Ii.g: Maremincas, curso y tema.
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Asi funciona
Curvas del 96 al 103

Linux/Windows warRis

Se seleccions la curva 94 complets, se pepa en un nuevo blogque ¥ se hacen las modificaciones oportunas para la cur-

v 97
Dee igual forma se hace el 98

A partir del 99, se copia o 94 o o 98 segin la funcidn sea polindmica o racional.

Dascompaosicién an fracciones simples

En o)y 5c elipe 0|0 Divisién enclidiana y sc cseribe el dividendo v o divisor. Tiene aplicacidn al cilculo

de asintotas oblicnas en las funciones racionales.

Practica

Dibuijar las siguientes funciones ¥ complesa pars cads una
de ellas ef fornmulario de los diez apartados:
Sy = o3

|

ol v =
Y -1

Wy=—x-T]l+2

T
1l y=
J s ) |

101, y = x! —Ix3

r—x—12

0z y - X
-z

103 y=—xt+6x2 -5

4]
104 y=———
) r +3

Plantea los n'gr.lffnrﬂpmﬂema:r_r residlvelos oo n:uudb de

Wiirss:

105. Dibujaz la siguiente funcidn polindmica v sus deri-
vadas sucesivas. e purd.r.s induar de los pesul-

tados ohtenidos?
i 3 2
I S5x X
o S e SAE SR |
¥ 4 4 ! 7 *

108 Caleuls el valor de los coclicientes 2 v b para que la
funcidn:
Ax)=a + bx

tenpa un maximo redative en el punto P(1, 2)

107, Caleuls la funcidn polindmica de tercer grado que
ticne un méximo refativo en el punto P{-2, 4) yun
punto de inflexidn en Qi-1, 2)

108. Diboja la funcidn derivada Fx) = 2. y observa la
grifica y el punto co el gue corta al cje X Trata de
dedudr una firmula de la funcidn fix) por ensap-
dcieri.

109. Las funciones que definen los ingresos v los pastas
de unz empresa son:

Iix) = 36x — 3

Gix)=x2+ 12x + 24
donde x se mide en miles de unidades producidas,
Halla la funcién que obtiene los beneficios y calcu-

|z cudnias unidades tiene que producis para gue los

bensficios sean maiximos.

110, En unz cindad de 3 000000 de habitantes hay una
epidemia de pripe. La funcidn que define ol nitme-
ro de enfermos es:

Fx) =125 + 20x—x*

donde x estd medido en dias, ey, en miles de per-
sonas. Caleula o dia en o que ol nimers de enfer-

mMOs o5 MAXIG,

111, Entre todos los rectingulos de perimetro 100 m, cal-
citla las dimensiones de que tiene mayor superfcie.

112 Una fincs estd al lado de una carretera y se quiere
vallar ¢l mayor rectingulo posible. El metro de va-
Iz al lado de la carsetera cuestz 5 €, ¥ el resto, a
2 €. Halls el drea del mayor recinto que se puede
vallar con 2800 €

S5

las derivadas

de

aclonos

=

11, Apll

Temao
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Paso a paso

94. Dibuja la siguiente funcidn y completa el formula- Signo:
rio de los dicz aparmdos: » Tositiva {+)1 {0, + 00}
=l » Negativa (—): (o0, )
* 8. Miximos y minimos relativos:
2T « Miximo relative: B(-1, ~2)
1) Dibuja la funcién. « Minimo relativoc A{1, 2)
6, Asintotas;

b) Halla v dibuja la asintota vertical.
c} Halla v dibuja la asintofa oblicua.

= te1 rn e e ———
AWE § s D '

GRS R FE R T ENNEFERIENRAE | FFER)

d) Incrusta la imapen en la ventana lﬂgabra
&, Miximos y minimos relacivos:
e} Halla los miximos y minimos relativos.

Formulario: cusdro resumen
1. Tipo de funcidn: racional.

2. Dominio: por ser una fundion racional hay que
excluir las raices del denominador.

Domif) =R — [0 = {= o, 03 L {0, + 2a)

3. Continuidad: es discontinua en x = 0, donde tie-
ne una discontinuidad de 1* especie de salio in-
finito.

4. Perindicidad: no es periddica, Las funciones ra-
cionales nunca lo son.

5. Simetrias: es impar, simétrica respecto del origen
O D).

6. Asintotas:

s« Vermioales:x =0
» Hormzontales: no tiene,
» Oblicnas: y =x
7. Corte con los cjes:
» Eje X no lo corta.
= Eje Y: no o corta.

Monotoniz:

» Creciente: (—oo, — 13 L (1, #0a)

» Decreciente: (— 1, 00 L0, 1
9. Puntos de inflexion: no tdene.

Curvarura:

= Convexa (W (0, 400}

= Cancava (mi): {—ee, )
1. Recornido o imagen:

ImfF) = {—o0; —2] L [2, 400}

Plantea el siguiente probloma y resudlvels con aynda de
DERIVE:

95. Dentro de un prado se quicrs colocar una cerca rec-

tangular de 30 m de longitud para que pueda pas-

tar umna cabra. Caboula las dimensiones para que la

superficie sea mixima,

Solucidn:

Planteamiento: Six y) =xy

Condicidn: 2x 3 2y = 30

z) En fa Entrada de Expresiones cscribe: xy

b) En |a Entrada de Fxpresiones cscribe
Ix+2y=30

c) Diespeia la betra y con [EL] Resolver o despejar

y=15—=x
d) Sustituye el valor obtenido en la expresian del

drea.
%15 —x)

e} Calcula los miximos y minimos relativos deri-
vande ¥ rsolviendo.

15-2x
=75 ompy =73 am
El rectingulo es un cuadrado:

Base =alura =75 m

. Internet. Ahre |z web: www.editorial brunc.es,

elige Matemidticas, curso y rema.
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Unidad didactica 11. Aplicacion de las derivadas

Windows Derive

Asi funciona

Seleccion de expresionas

Se hace dlic con el midn en la parte izquienda de la expresidn, en o mimem, #n

Seleccion de subsxpresiones

5S¢ hace con el ratdn; cada dlic baja un nivel la expresion sdeccionada.

Descomposicion en fraccionas simples

S¢ sclecciona en la ventana Algebra lz expresion, v oo l2 Barra de meniis s clige Simplificar/Expandir. Ticoc apli-
cacion al ciloalo de asintotas oblicuas en las luncones radonales

Practica

.D.eﬁnju das ngmmrﬂ'ﬁirrnm_}l mmpfn‘d Jramd cadi un
de ellas el fornmdario de los diez apariades:

Sy=x—3x

1
“_ =_1_
’ =1

W.}r=—13—511+2

Mantea les sigrientes problemas y resudlvelos com ayndla de
DERIVE:

105. Dibuja la sipuiente funcidn polindmica ¥ sus deri-
vadas sucesivas, Jué puedes inducir de los resal-

tados obtenidos?

4 3 1
o Ll o I
Y=z 3 1+1z 1

106. Caleula el valor de los cocficienics a y b para que la
funcidn:

f{x}:a.xa{-hx

tenpa un miximo relative en €l punto P(1, 2)

107, Calcula ls funcidn polindmica de tercer grado que
tiene un miximo relative en ol punte -2, 4) yun
punto de inflexidn en -1, 2)

108. Dibuja la fancidn derrvada £'(x) = 2x. y observa la
grifica ¥ el punto en el que corta al gje X Trata de
deducir una fdrmula de b funcidn fixh por ensape-

AT,

10%. Las funciones que definen los INETEs0s ¥ los gastos

de una cmpress son:

Tix) = 36x — 3

Gix)=x"+ 17x+ 24
dende x sc mide en miles de unidades producidas,
Halla la funcidn que obtiene los beneficios y caleu-

la cudntas unidades tiene que producir para que los
beneficios sean miximos.

110. En una cindad de 3 000 000 de habitantes hay una
epidemia de gripe. La fancidn que define el nime-
m de enfermos ex
Hxj =125+ 20x —x*
dende x estd medido en dias; ¢y, o0 miles de per-

sonas. Calcola d dia en o que el nimem de enfer-
mos os madximo.

171. Entre todos los recringulos de perimetro 100 m, cal-
cula las dimensiones del que Hene mayor su.pr_rﬁcic.

112 Una finca estd al lado de una carretera y se quiere
vallar el mayor rectinpulo posible. El metro de va-
lla al lado de ba carretera cucsta 5 €, y o resto, 2
2 £, Halla o drea del mayor recinto que se puede
vallar con 2800 €

)

los derivada

aclones de

Temo 11, Apll
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Aplicacién de las derivadas
(tema 11)

Universidad Pablica de Mavarra
Master universitario de Formacion del
profesorado de educocidn secundaria
Alumnao: Loura Lépez

Tutora: Merche Lleyda

Laura Lépez Jiménez

B. Material didactico adicional

Indice

Representacion de funciones
polindmicas

Representacion de funciones racionales
Problemas con condiciones

Problemas de optimizacion

¢Qué hemos aprendido?

Méster universitario de Formacion del profesorade de educacion secundoria ™
Loura Ldpez Jiménez
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148

i el
optimizarion

0l hewos
iz

Aplicaciones de las derivadas

éQué vamos a necesitar?

. Representacion de funciones (Tema 8)
. Resolucién de ecuaciones, de sistema de ecuaciones (Tema 2)
Asintotas(Tema 9)

[ R

. Cdleulo de velimenes y dreas (cursos anteriores)

Mdster universitario de Formacién del pr de educacitn secundaria *
Loura Ldpez Jiménez

TAREA CLASE

Aplicaciones de las derivadas

Ejercicio para hacer en clase, repr la siguiente funcién con los
conocimientos que tenéis del tema 9. (realizado en sesién 1)

Pdgina 274, ejemplo

_x2+1

Y= X

Méster universitario de Formacidn del profesorade de educacidn secundaria .
Loora Lépez Timénez
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Tipo de funciones

Algebrdicas

Polindmica

Racional

» Irracional

Aplicaciones de las derivadas

cejemplos?

Trascendentes

~ Exponencial
» Logaritmica

»  Trigonométrica

Méster universitaria de Farmacién del profesorodo de educaciin secundoria .

Lourn Lipez JTiménez

Aplicaciones de las derivadas

Frobilemes de
eqfmezacion

€t hewes
prendda®

Aplicaciones de las derivadas

S Dhopeininn?
SEBimeEiria?

Mdster uriversitario de Formacidn del profiesorado de educacion secundario >

ra Lipez Jiménez

Formulario
Introdesion g 1
r Lag raloes de
| Polinémicas las nelmeras
ll.prumucm | = Tipo de funcidn "[ e eage Thas R
e parienacen a Rl
polinémicas —.l- -
¥ ~ Dominio de una funcidn: ] Fh —t g
racionales ) S e 021[_4 H
o {polinémicas? Todo R V3
it 5 Chakisnales? Todo R menos raices del denominador
condiciones
e » Simetrias de una funcidn
o ! ~ Respecto al origen - Impar f(-x)=-f(x)
o » RespectoalejeyY . p.. F(-x)=F(x)
aprerice™
= Mdster universitorio e Formacién del profesorade de educacién secundaria 5
Louwa | apez Jimenez
Aplicaciones de las derivadas
Trtrodurcion - /
[ / SdDominke?
| / PP Y
N /S eésimeria?
 cién J_ 7
funcicnes | v
polinémicas | 74
¥ f
racionales / ¢ 4
Probiemas d f
£on A |
condirinnes A i
: y. II|
A *
rastimes de / '|
optimeesian & |
/ 2]
oprendica® ;
s |
»> Méster universitario de Formacidn de! profesorads de educaritn secundaria -

Lépez Timénez
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Tntroducsn

Problemas do
opfimEn

Qe hems

Formulario. Asintotas

=

lim () K| =

del denominador)

Obtenemos asintota horizontal

Horizontales (cuando el grado del numerador es menor que el grado

i S

y= +RED g
T o

c(x)

R(x)

o e

Estudiamos posicidn de la curva respecto a esta cuando x tiende

a +/- infinito

Aplicaciones de las derivadas

Méster universitorio de Formacidn del profesorado de educacion secundoria -

Laura | dpez Jiménez

Aplicaciones de las derivadas
Formulario. Asintotas
Irirodecn
Verticales,
Reprezenta Obtenemos raices
BAOn;
MI 5 i P(x)
e y= —H0(x)=0{=x=k
Y o(x)
racionales
Preblomas Limites laterales de la funcign respecto a la raiz
e e :
Frasiens de
eqfmizEin
s s
S |lllil _1-‘(.\'}!
* Mdster uriversitario de Formacidn del profesorade de educacidn secundaric &
Loura Ldpez Jiménez
Aplicaciones de las derivadas
Formulario. Asintotas
Trfracucsién
~ Oblicuas (cuando el grado del numerador es mayor que el grado del
Reprezenta d ;
e enominador)
“"‘"."".,‘" » Obtenemos asintota oblicua
X J'=P(I}=C‘(_r}:—@:[mx:—b):—R{x)
Eocxindles QO(x) O(x) 0(x)
Preicamias Estudiamos posicidn de la curva respecto a esta cuando x tiende
cun o
candicimnes a+/-infinito 7
il _ R(x)
lim (y(x)—(mx+5)) = lim
Profsemes e e =+ O(X)
epimmimesin
opresdfidn?® /
I T RG) // 1
lim (y{x)—(mx+5)) = im ——
ImO@-een)=Em 2817,
= Méister uriversitaria e :oan:Jcricmlﬁa;; professros oo edencibn sesoceria i

Aplicaciones de las derivadas

2

&2 o - =
SéAsihataz?

Méster universitario de Formarié de! profesorado do educaciin secundoria =

Louna Ldpez Jiménez
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Aplicaciones de las derivadas

Aplicaciones de las derivadas
Formulario
Irrecticeion
» Corte con los ejes (y=0, x=0)
cién % Signo
ﬁ.-.‘fm (y=0
pelisémices £(x) >0 o <O i
i Recta real
- Por debajo del eje X (y=0)
Froblomes f{x)<0
on 1 I.
ki L “r ]
Puntos de corte con eje Puntos que no pertenecen al
y=0 /f(x)=0 dominio
Frobiemes oo
sl
et hemos
e
P Mdster uriversifario de Formacion del profesonado de educacion secundoria -
Loura Lépez Jiménez
Aplicaciones de las derivadas
Formulario
Trrecurciin
» Puntos de inflexidn
—_— +
<cion % Cavidad U n
lindmicas > o
ol % f7(x) >0 0 <0 £ (x) »0 £7 (x) <0
. Recta real
racionales y
! r J
Prablemes
e £ (x)=0 Puntos que no pertenecen al
dominio
sl il
L . 4 : i
iQjo! No hace falta ir a la fercera derivada siempre no
70 nos confundamos con los puntos que no pertenccen al
s dominie.
. Méster uriversitorio de Formacidn del profesorado de educacion secundoria s
Laurs Lopez Jiménez

Formulario
Inroduczién
~  Mdximos y Minimos relativos
Reprezenta
cion % Monotonia
flil':in:nls , s i =
g Pe (x) 50 0 <O -I-I‘”I\.-JELIIF‘??)T;CIJEIM
Taciiiaes _ ' Rie.cfc real
L “ —
Proficmos
P f (x)=0 + Puntos que no pertenccen al
dominio
Preblemas de
optimizazidn iQje! No hace falta ir a la segunda derivada siempre no nos
confundames con los puntos que no pertenecen al dominio.
e nemes
‘arendie?
P Méster universiterio de Formacion del profesorade de edvcacion secundaria *
Lo Lépez Jiménez
Aplicaciones de las derivadas
Infroduccion ] /
Re ..' | . | P
clen
fimciner 4
Y \
racionales \
% . y - ol | s . . v s i
conctnes Ng P&Punies de corte? LShgme
R da funckin?
Seuem g /.//// il ‘z‘ﬁm@s‘?m‘;ﬁ&%
kil # i ez sdlearackamied
aprecicer /f , | i lesidiPdurvaiuna?
. Méster universitorio de Formacidn de! profesorade de educacidn secundaria .

Lourag Lépez Timénez
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Aplicaciones de las derivadas

Ejercicio para hacer en casa, estudiar y representar la siguiente
funcién con lo que hemos visto en sesion 1. (Realizado en sesion 2)

Aplicaciones de las derivadas
Irtroduceisn |
| '
Reprezenta |
funciones |
pelinémicas | 4
v \ Fan)
ﬁd;‘:ﬂ I..'v’: o | 2 & 1 Dt
o , SiPunies de oartePd g
Jd ds fumeibin? N
S '| LMo Minimea? Slrac
e A cehesie?dDescadialeanio?
- | edPunios ds
—— | TRl w7
- Master uriversitaria de :—nrnl_:-lcrpcanl_ﬁ prafesarssi do educacin secundiria -
Aplicociones de las derivadas
Ejercicio para hacer en clase, estudiar y rep tar la si
funcién con lo que hemos visto en sesion 1. (Redlizado en seswn 2)
2
: Pégina 272, ejemplo
P |
LS
< 3
w — —
5 y=Xx 3x
<
=
. Mdster uriversitario de F arnncmﬂLﬂcz:l peyfcmmo de educaciin secundoria .

<
% Pégina 284 n°29
2 X
X —
& V= 9
< =
= xc—1
- Wéster uriversiaris 6 Formacién uﬁf?ﬁf‘w o educacién sscundaria .
Aplicaciones de las derivadas
Ejercicio para hacer en casa, estudiar y rep la sigui
funcion con lo que hemos visto en sesion 1. (Realizado en scsmn 3]
<
2 Pégina 273 n°2
A8
o 3 2
w Y=g R 2
I
=

152
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Aplicaciones de las derivadas

Ejercicios para hacer en clase o en casa, estudiar y representar la
siguiente funcién con lo que hemos visto en sesién 1. (Realizado entre

) e} leul 3

' i les pa

de la funcién y?

'équé condiciones sabemos que
cumple A? dqué es A?

Aplicaciones de las derivadas

rE

—

<
1]
o

£(0) =0

£(0) =0
Ci
£(0) =-4

Solucién: y=x"2-4

jemplo A
i Solucién: y=-x"3+3x

Méster universiterio de Formaciin del profesorade de educacion secundaria
< 7

Lépez Jiménez

sesion 3 y 4)
% Pégina 273 n°4
w y = —x* + 2x2
g Pagina 275 n°9 x2 — 1
0 y=—
<
wi X
o
<<
=
- Master uriversitario DzFomuLiliwL:t:I plv;lﬂ_x:lrrm de educacicn secunderic s
Loure Liper Jiménez
Aplicaciones de las derivadas
Realizado en sesion 4
Pégina 276, ejemplo,
w
()]
é Calcular el valor de los coeficientes a y b para que la funcidn:
9 f(x)=ax’+bx
E Tenga un méximo relativo en el punto P(1,2).
<
=

Master universitario de Formacion del profesorade de educacion secundaria o
Loura Lipez Jiménez

Represertuciin
fareiores
poimdmacns y
rcEmles

Aplicaciones de las derivadas

*Ejemplo de lo que tendriamos que hacer si no resolviésemos con

procedimiento

Master universitario de Formacion del profesorade de educacin secundaria

Loorg Lipez Jiménez
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Aplicaciones de las derivadas Aplicaciones de las derivadas
ma a in Esquema a sequir
segu =q equ
Trivockicidn
“+Detectar coeficientes que hay que buscar “+Planteamos sistema de igual nimere de ecuaciones que
Represcnfucii & de incégnitas.
frcaes “+Detectar condiciones que nes da el preblema, w g . .
Py en general iz “*Resolvemos por el método de reduccién, y
19 obtenemos les coeficientes.
*P(xo, o) » yo=f(xo) ecuacion - “+"Mentames" la ecuacién de la funcién.
=P(x0, yo) puede ser Problemaz. N .
(xo, ¥ ]: = con. “+Comprobames que la =olucién es correcta.
=Un maxime o i)
un minime  ==p| £ (xd) =0 a - *P(xo, yo) mmmp
Ao 2 Con nuestros
relative - ok
ecuacién *P(x0, yo) puede ser
Prabicmes de sUn punto de mmmp| f* " (x0) =0 Procemes & ; y d coeficientes
SR RcH i ié ot =Un méxime o un =
inflexién Jn L > [F(x) =0
minime relative
i ol Unpunto de
inflexién f'7(x0) =0
* Méster uriversitario de Formacidn del profesorade de educacion secundaria . Méster universitorio de Formacién del profesorado de edecocitn seoundoria
ra Lipes Jiménes Lour Ldpes Jiménez
Aplicaciones de las derivadas Aplicaciones de las derivadas
Método de reduccidn &
Tatptecide Realizado en sesion 5
< Pégina 277
"'F'?fﬂf'ﬁ*' +Se preparan las dos ccuaciones, multiplicédndolas por 0 10, Gl vl de o cosiress 41D ar e 12, Cal o sl de o ot b s e
el les ndmeres que convenga 5 fix ==+ el b i) = axt + ot
3 T tonga un minimo relativo an of panto B |, -4 wenga un puras de inflaxian an e punto P11}
“La restames, y dezaparece una de las w
: incégnitas. Pégina 284
b “+Se resuelve la ecuacion resultante. ;
ol i d 30, Caleula el valor de los coeficientes 2 y b pars que |a fun-
B “+El valor cbtenide se sustituye en una de las 0 o, o
ecuaciones iniciales y ze resuelve. < R Sec s
= - . ’ w enga un miximo relative en &l punto P{3.4)
frobiems ¢ “los deos valores obtenides constituyen la o 30, Caleub ol valor de los caefic b Ia fun
Sptmag 2 2 ! ] ol valor da los casficientat i la un-
sclucién del sistema. < s st
008 hewos = ) = maet + ! — bt
¥ rengm un maximo relativo &n el punca P{I. 1}
» Mdster universitario de Formacion del profesorodo de educacicn secundoria - Méster universitario de Formacidn de! profesorado de educacin secundaria
Loura Lopez Jiménez Lipez JTiménez
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Aplicaciones de las derivadas Aplicaciones de las derivadas
jempl
Realizado en sesion 6 i Fammgio
— 1. A un prado le queremos colocar una cerca
Pagina 275 n°8 : rectangular de 30m de perimetro. Caleula
25 et las dimensiones para que la superficie sea
puremic y maxima.

TAREAS CASA
=
Il

£0ae hemos
opreraida®
3 Méster universifario de Farmacidn del profesorado de educacién securdaria 3 > Méster universitario de Farmacidn el profesonads de educacitn secundarsa F
Loure Lépez Jiménez Laura L dpez Jiménez
Aplicaciones de las derivadas Aplicaciones de las derivadas
Procedimiento . .
S —— Realizado en sesion 7
*Se escriben los datos, las incdgnitas y se hace un dibujo.
- 1.-3e pretende fobricar yno late de conserva (clindrica con tapa) de 1 fro de capacidad
F |Se CSCFFbg Iﬂ fuﬂclnn que se daseﬂ maximiar o minimizar + aCudles deben ser sus dimensionas pard gue se utlice el minimo posible de metal?
i -
russcrales las condiciones del problema (otras ecuaciones que relacionan
variobles y datos). 2.-Hallar los indos de los idngulos sdsceles de 12 m de perimetro que lengan drea
MQXITIT,
Frociems o
Som *Se escribe la funcidn con una sela variable.

3.-Una boyo, formada por 2 conos rectos de acero unidos por sus bases, hon de ser
construides a pariir de 2 plocas circulares de 3 m de radic, Calcular los dimensiones de la

i i i oy
Se calculan los mdximos y los minimes de esa funcidn, Beva par que sU volumen s8a maximo,

*Se comprueban con la 2% derivada. .
Ademds, pdalra 281-18 y 20, pagino 285-79

TAREAS CLASE-CASA

ot hemes: .
oprendice? *Se interpretan los resultados, rechazande aquellos que no
sean posibles.
. Mdster universitario de Formacidn del profesorodo de educacicn secundaria & ® Master universiterio de Formacicn del profesorado de edocacion secundoria s
Loura Lipez Jiménez Loura Ldpez Jiménez
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TAREAS CLASE-CASA

Aplicaciones de las derivadas

Realizado en sesion 7

Pégina 281
18. Calcuth dos nimeros cuya sumasea 80y deformaque 20, Seq i ipi farma o
se1 minime &l cuadrado del primero mas e doble del drangubar il que el volumen sea miximo. $ b superfide
cusdrado del segunda. es de 24 mi. jqué dimensiones debe tener b caja!

19. Un ganadere quiere carcar un racinto da forma rec-
aangular en un prada para que puedan pastar las vacas.
Si dispone de | 600 m de cerca, cubnto medird de lar-
goy de anche &l recinne pam qua la superficie def ra-
einte ser mdximal

Aplicaciones de las derivadas

Realizado en sesion 7

Mdster uriversitario de Formacion del profesorode de educacin securdaria -
Lours Lipez Jiménez

TAREAS CASA

Aplicaciones de las derivadas

Realizade en sesion 10

Pégina 275, n°6
x2-3x+3
x—=1

Pégina 284, n°24

y=—x*+6x%-5

< Pégina 268
n ;
( 79. Una finca esti al lado de una carretera y se quiere vallar
U el mayor rectingulo posible. Bl metro de vallaal lado de
il lacarretern cuesta 5 €,y ¢ resto.a 2 €. Halla &l drea del
w mayor recinto que se puede vallar con 2800 £
3 ; =1
w
o
s
& Mdster universitorio de Formacion del profesorado de educacién secundoria &
Loura Lipez Jimenez
Aplicaciones de las derivadas
Introducridn * Representacidn de funciones.
» Representa grdficamente la funcion....
it
pobindrmizas
Representacin Hallar funciones con condiciones. A partir de la grdfica de las
reciorales derivadas, conocer las caracteristicas de la funcidn.
e ¥ Caleula el valor de los coeficientes a y b, para que la
Rt funcién.....tenga un mdximo relativo en P(1,2)
Problcinus o=
eptimezacion : .
% Resolver problemas de otras ciencias.
hemoz #» A un prado le queremos colocar una cerca rectangular de 30m de
aprendide? perimetro. Calcula las dimensiones para que la superficie sea

Mdster uriversitario de Formacion del profesorode de educacién secundario .
Lourn Lipez Jiménez

maxima.

Mdster universiterio de Formacion del profesorado de educacicn securdoria -
Lourg Lipez Jiménez
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C. Material didactico. Repaso

Cuestionario

GRUPO:

Integrantes:

Preguntas:

1. Interprefar la expresion:

o fx+h)—f(x)
re =l =g -

2. Calcular f{x+h) para f(x} = 2 — x*

3. Escribir la expresion de la derivada en vn punto;

4, Describir lo que esta pasando. ;Sabéis obtener las ecuaciones de las tres rectas?
Escribirlas.

f(x) =x*—6x+11
Q(6,11)

Q1(5'6)
A(4,3)

157



Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Cuestionario

5. ldentificar las rectas tangente v normal en el punto dado de la grafica de la funcidn

anterior y escribir sus ecuaciones.
| Aear | II /

l I f(x) =x*—6x+11

£ o G(4,3)

4. Para acostumbraros a cperar con “letras” v exponenciales...obtener las funciones

derivadas de las siguientes funciones desamollandolas comeo derivadas de
exponenciales:

1
}’=F
y="u

7. En las tablas de las derivadas, hacemos vso de la lefra “v” para designar a
funciones genéricas. Poner ejemplos de "v” para cada tipo de funcidn,

s polindmicas,
* racionales

* jracionales,
s exponencial
* |ogartmica vy,

s frigonomeétricas
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Laura Lépez Jiménez

Cuestionario

8. Como hemos observado problemas a la hora de operar, tenéis que senalar en cada
vna de las funciones del apartado a) qué seria “u” v que seria “v~ vy hallar su funcion
derivada, y en el apartado b) quitar los paréntesis v operar,v operar con fracciones
cuando comesponda.

a)
_3(x" +5)
=3

¥ =—(x* +1)sen’(2x)

b)
,_2(x*—2)—(2x+3)2x
- (x% —2)F
seny—rlycosx
ye—

sentx

9. ¢Gue abscisa maximiza la funcién doda?Calcular las rectas tangentes en los puntos
{2.6) v (6.6) ;Gué signo tienen sus pendientes? En el punto (4.7) jcuadl seria la
ecuacion de la recta tangente?

f(x)=—x—+2x+3

B(2,6)
A(4,7)

C(6,6)

: .I.:I o - "." \\1 .

10. ;Para qué sirven cada wuno de los 4 procedimientos? Ponerel nimero que
corresponda a cada vna de las siguientes opciones:

Estudio de Curvatura
Obtencion Maximos vy Minimos
Estudio de Monotonia

Obtencion de Puntos de inflexion
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Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Cuestionario en powerpoint

Caleulo de derivadas
(tema 10)

Lireveriiciad Pllbdes de Meward
Midsiter urivessitaris o Formocidn del
profesornds de ediiatide fecmdern
Al Lo Lt

Taflora. Mische Lisyida

Indice
= Funcidn derivada

= Interpretacidn grdfica
» Reglas de derivacion
» Madximos, minimos relatives, monotonia,

puntos criticos y curvatura

Mirtwrarierweare e Formoccs Sl prefecnado of arkecad (39 s rEleTE ™
|wrw | iy . weimaa
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Laura Lépez Jiménez

Cuestionario en powerpoint

Funcién
derivada

Inferpretacion
geométrica

Cantinuidad y
derivabilidad

Reglas de
derivacidn

Mdximos,;
minimos
relativos,
monotonia,
punios crificos
y curvatura

Funcién derivada

fa=1l

5

flx+ R))-f(x)
M
0 h

3° pregunta

Derivada en un punto

Cdlculo de derivadas

» 1° pregunta: LectumE]

Errores frecuentes 2. Pregunta |E|

flx)=2—x?

— fx+h)=?

[2=a |=—

(@)

Mdster universitario de Formacidn del profesorado de educacidn secundaria

L] - <
Laura Lapez Jiménez
Cdlculo de derivadas
Funeidn
derivada
Tnterpreta 4° pregunta: Describe, la gréfica'il
cién
geométrica
fla+h)
Continuidad y 10
derivabilidad
Reglas de
derivacién
EE
Maximos,
minimos
l'elutivo‘s‘ H(a+h1) 6+
monotonia,
punios criticos
y curvatura
4
° 21 B
0
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Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Cuestionario en powerpoint

Ejemplo recta tangente y recta normal

Funcidn
derivada
Interpreta
cién
geométrica
Continuidady
derivabilidad r
Reglas de
derivacidn
Méxf'mns,
relativas,
monotonia,
puntos eriticos
¥ curvatura
m 5% Pregunta: Identificar f(x), recta tangente y recta normal a
la tangente. ¢ecuaciones?
Recta tangente Recta normal
Cdleulo de derivadas
Polinémicas
Funcion
derivada }r = k }." = 0
y=x"
o3 i - —1
Im;ﬂ" }J:u”_ Yy =n-u T e yo=pe1-xtt
m 6% Pregunta
Fhuias 2 1
Racionales y=—=y"
uPL
lkglﬂs de 1 PR T
derivacion y:F -l"l__uu-ﬂ
#igmes | Trracionales &
i 6 F'r-egunfu
m:u'm # u' Wop— L
i =1 $ V= = Vi =un
¥y et ¥ o y ¥ n- Yur1 ¥
a Mister universitorio de Formacion del profesorade de educacion secundoris a
Lourn | dpez Jiméner
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Respuestas

Cadlculo de derivadas

Funcion derivada

_ E] Se trata de la funcion
derivada, y asocia a
fx)= }g_f}}] S cada valor de x el
valor de la derivada en

ese punto
Errores frecuentes m

f(x)=2"'x2 —_— f(x+h)=£?

rivada en un punto

—_

Mdster universitario de Formacidn del profesorado de educacion secundaria
Laura Ldpez Jiménez

Respuesta Respuesta

1. Interpretar la expresién: Mefiwies. & A

e de daciwde .
JFlx+h) = f(x)
L h

ular f(x+h) para f(x) = 2 - x*
/lul\l‘.-(h"")& /‘:nl;

Jir la expresién de la derivada en un punto:
30 @
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Aplicacion de las derivadas por estudiantes dee Batthiller (ciencias y tecnologia)

Respuestas

Funcin
derivada

Interpreta
cién
geométrica

Continuidad y
derivabilidod

Reglas de
depivacion

Mdximos,
minimes
relativos,
monotonia,
punios criticos
y curyatura

Calculo de derivadas

Ecuacion recta que pasa por dos puntos

-

B(Xh=-1Yb=1)

Y -Yb a—Yb
X—Xb \Xa—-Xb

Mdster universitario de Formacidn del profesorado de educacidn secundaria ®
Laura Lépez Jiménez

Funcidn
derivada

Interpreta
cion
geométrica

Continuidad y
derivabilidad

Reglas de
derivacidn

Cdlculo de derivadas

B(Xa+h f(Xa+hy) /!

_fla+h)-Ff(a)
"~ (a+h)-a
|
Fla+h)-F(a)
(a+h)—a

4

Y —Va

(X — Xa)

V—f(a):Liir(\)

minimos
relativos,
monoionfa,
puntas criticos
y curvatura

_, T Y- fla) = £ (@)X - Xa)

Mdster universitario de Formacidn del profesorado de educacion secundaria °
Laura Lépez Jiménez

(X — Xa)
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Cuestionario en powerpoint

Cdlculo de derivadas

Exponenciales
e
doriedn
T & # ¥ = @t
T F— Y=w-at b e—
v =u-e"-lLa
Interprotacin
tetmeiricn
cetmigy | Legaritmicas . = L
dex|vabildag o oo =
y=log, 1 v——y =;Eag,¢._e S— 3
i
y==Le
Regles de u
derivacisn : s
Trigonométricas
: s ¥ =u-onsu
Minmns B g AL, s—" i E ™ a
o ) ? Ejemplos u Pregunt
restives V= C08 U — y =—u-senu
indrotome
foe orifse 2
Plfanm..w. V= [y — ¥ o=w st u
- Master universitario de Formacion del profiesorode de educacion secundoria =
Loura Lipez Jiménez
Cdlculo de derivadas
Operaciones
Funcidn
derivada
y = k - U — y’ = k . u'
— — — 7= 11 A
Interpretacidn y o =t Y WA v we
gepméirica - o
y=u-v —p y':u'.p.l.u.p'
_ U —w
Continuidad y y " —) Yy =—
dervabilidad 2
Reglas de | Errores tipicos m 8 Pregunta
derivacion
» |dentificaciénuy v
2
Mdximos, 3(x° +5) _ 2 .
minimos y=— y= —(x + l)mn (2:.:)
relativos, 4
monatohla, +  Operacion: paréntesis y fracciones escalonadas
puntos criticos
y curvatira 2(x2 _ 2) _ (ZI + 3)2x senx — xLxcosx
f = - X
- 2 =
(x*-2) ’ sen?x
° Mdster universitario de Formacién del profesorado de educacidn secundaria ®
Laura Lépez Jiménez
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Aplicacion de las derivadas pestudiantes de 1° de bachiller (ciencias y tecria)

Respuestas

Cdlculo de derivadas

flr) = a* —6a+11

ta+h)

Describe, la gr'éfic

Se trata de una
aproximacién a la
recta tangente en el
punto A. La pendiente
de la recta tangente
de la funcién f(x) en A
es la derivada de la
funcién en ese punto

h(jﬂ e _IE“+3 _

i) = 3 fe—0)53
2 [ H 4 1 8
dzy = 23 a a+hi a+h

h —0

FAth1) oo\

Mdster universitario de Formacidn del profesorado de educacidn secundaria °
Laura Lépez Jiménez

Respuesta A

B 4IODEE COTENEN 103 @CUGCICNHeS a8 05 el fecinlT

iz 3:‘7’_x+\l a)

3;{‘x+n )
Hs-‘z-xf-n @

por Aui3 =

2o
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Cuestionario en powerpoint
Cdlculo de derivadas
9% Pregunta: Identifica, Izl
e ¢Que abscisa maximiza la funcion dada?
derivada Calcula las rectas tangentes en los puntos (2,6) y (6.6)
¢Queé signo tienen sus pendientes?
Y, éen el punto (4,7), cual seria la ecuacién de la recta tangente?
Interpretacion
geométrica
Cantinutdady
derivabilidad
Reglas de
derivacion
Maximes
minimos
relativos,
monotonia
. ,pmrl'os
criticos y
curvatura
L ]
Calculo de derivadas
) Procedimientos
10 Pregunta: ¢Para qué sirve cada uno de los siguientes
Funcis procedimiantos?
der . o i
o Se caleula () ﬂ +Se caleula £ (x) 2
*Se resuelve £ (x)=0 *Se resuelve £ (x)=0
‘Las raices de ' (x) se sustituyen en f{x)y 5 : sy
e / *Se hallon discontinuidades.
geomGinm se obtienen coordenados de posibles :
méaximoz o minimas relativos, ‘Las representan en la recta real, las
e raices de ' (x) y las discontinuidades.
Confirsidod *Se caleula 77" (x) 0
i S A g *Se egtudia signe de £ (x).en puntos de
“Se -?,::,ll.ld:a signo de t " (x) para las raices los itariibis datiidas.
de f(x)
Reges de
s F L - Ead
Méxi Se caleula ¥ " (x) 3 *Se calcula £ * {x) i’;ﬂ !
. = [ Ll SR
minimos *Se resuelve 77 (x)=0 Se resuelve 77 {x)=0
relatives, ‘Las raices de £ ' (x) se sustit 5 - ;
T = ot L) e Suam Ly e en +Se hallan discontinuidades.
m f(x) ¥ se obtienen coordenodas de
. puntoz posibles puntos de inflexidn. *Las represenitan en la recto real. las
eriticos y p— raices de T "(x) y las discontinuidades.
eurvatura *Se caleula 777 (x) . i
sz s +Se estudia signo de £’ (x) en puntos de
*Se estudia si " "(x) se anula o'no_para los rteriales detinidas.
las roices de 7 (x)
& Master universiteric de Formacion del profesorade de educacion secundoria s
Loura Ldpez Timénez
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Aplicacion de las derivadas pestudiantes de 1° de bachiller (ciencias y tecria)

Respuestas
o Ejemplo recta tangente y recta normal
uncion
derivada
Interpreta =
cién :
geométrica s 5
Continuidady \\
derivabilidad Sy
B,
Reglosde
derivacién
Mdximos,
minuy\os
purrfos criticos
foeretan EﬂIdenﬁficqr f(x). recta tangente y recta normal a la tangente
cecuaciones?
Recta 1uien're
= Mdster universitario de Formacién del profesorado de educacién secundaria o
Laura Ldpez Jiménez
Cdlculo de derivadas
Polinémicas
Funcidn
derivada y= k y, =0
y=x"
Interprefacion e =neu- un—i —) 2 B
_g::pmémm y=u — ) y=n-1-x"1
respuesta
Continvidad y Izl
derivabilidad P
Racionales
Reglas de al _ : y =(-n)-u-u?t
derivacién Y= ¥
Méxmes | Trracionales
minimos
relativos,
monotonia, u
puritos criticos — -
y urvatura y—’W v y_n-nu"_l
° Mdster universitario de Formacién del prefesorade de educacidn secundaria °
Laura Lépez Timénez
Respuesta

Respuesta

% Pora asostumbraros o cperar con “lelros” y exponenciales...oblener las
dervadas de ias sig wdolas comoe  ded

& Pare scostumbraros o operor con “lakas” y sxponens

m;zmmmmw B denciobs:
1 -
] - ' = b ’-._.‘ T W y‘:-r\u"-l-«i\
’aF-':U Yy == I
L]
bl Lo vt peogbe. g Ukl
PRI YL RN
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Respuestas

Exponenciales
Funcidn
derivada
y=a" — y=uat
Interprefacidn
geométrica
oty | Logaritmicas '
derivabilidad n
erivabili y=log,u =—— y =:[agaz
Reglas de
derivacién g e
' Trigonométricas
= — ‘=u"-cosu
Mdximos, y=senu y
minimos . )
L Y = COS U ey Y= —U - SERU
monotanfa,
puntos criticos ) )
y curvatura y= tg | — y=u- SBL‘Z 4
L ]

Mdster universitario de Formacién del profesorade de educacidn secundaria

Laura Lépez Jiménez

Cdlculo de derivadas

= plt
La — y=e
¥y =u-e' Le
y=Lu
—_

u=logs(7-x2+5)

u=sen(7-x2+5)

Respuesta A

7. En las lablas de las derivadas, hacemos uso de la leta “u
funciones genéricas. Poner ejemplos de "u” para cada lipo de fi

polinémicas. < X -+ 5

. mclonoiu):-—%;-‘

« Imacionales, 7‘-’-‘ GSI
3

« exponencial, § = &

Funcidn
derivada

Inferpretacion
geométrica

Lontinuidady
derivabilidad

Reglas de
derivacién

Mdximos,
minimos
relativas,
monotonia,
puntos criticos
y eurvatura

Operaciones

Célculo de derivadas

y=k-u —
Y= UV W —

—

e
y=u+v—w

y=u -v+u-v
o uv—uw

172

Errores tipicos EI

* Identificaciénuy v

y 2= D= @xeyor

@727

Operacion: paréntesis y fracciones escalonadas

senx — xLxcosx
;o X
Y sen’x

Mdster universitario de Formacién del profesorado de educacién secundaria

Laura Lépez Jiménez
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Aplicacion de las derivadas pestudiantes de 1° de bachiller (ciencias y tecria)

Respuestas

Cdlculo de derivadas

Operaciones. Soluciones

Identificacién u y v

y' == | k-u’

y :@W—@ 2-sen(2-x)-cos(2-x)

.

u v + u v
Operaciones
7
—2x"—6x—4 senx — xLxcos
(x? -2)? x - sen’x

. Mdster universitario de Formacidn del profesorade de educacidn secundaria

.
Laura Lopez Jiménez

Respuesta A Respuesta

- detvada y en ol aparindo b) quitas o3

cuando coresponda.

o} ws HuBef)
Ux' 4 5) v: Y

o v

y = —(xf ¢ 3)sen’ (s}

R TLIP )]
v LA

Célculo de derivadas

Identifica, m

¢Qué abscisa maximiza la funcién dada?

Calcula las rectas tangentes en los puntos (2,6) y (6.6)

¢Qué signo tienen sus pendientes?

Y. €en el punto (4,7), cual seria la ecuacién de la recta tangente?

ﬁ:y=1x*4
Hﬁg'yz-xﬂ'ﬂ'
f'(x<a)>0 ' (x>a)>0
//'
f'// /
- ,/."“. — -\«. T

° Mdster universitario de Formacidn del profesorado de !ﬂuco:iﬁnsecurl!rla - -

Laura Lépez Jiménez

[
hhhlcl&ndndnfcu:ualmucmhmnmm

s m
=_ mrnmm?hnmu.?ncwmu
B Fo 3a-yo® .o Sigte *

sd Xiy-fl-.o r:dﬂb-

(e be hu-vu.h. = ‘h:.-?v.o i

vl
s
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Respuest

as

Funcién
derivada

Interpretacién
geométrica

Continuidady
derivabilidad

Reglasde

derivacién
Maximos,

minimos
relativos,
monotonia

criticos Yy
curvatura

Cdlculo de derivadas

Procedimientos
m éPara qué sirve cada uno de los siguientes procedimientos?

+Se calcula £ (x) 0‘;

+Se resuelve 7 (x)=0 +\6\

-Las raices de ‘F °§Muyan enf(x)y
se obtienen c de posibles
max\mos zlcmvos

W’S\a ﬂ (x

+Se estudia signo de f*“(x) para las raices

+Se caleula f7(x)

-Se resuelve 7 (x)=0

’
o
+Se hallan disconﬁr#l\w.

‘Las represe eh’la recta real, las
raices desf{¥»)'y las discontinuidades.

*Se estudia signo de ' (x) en puntos de
los intervalos definidos.

2

+Se caleula £ 7 (x) &
+Se resuelve f* ()():O\gs\Ko

de ' (x)

+Las raices de ‘F. ituyen en
f(x)y se ob‘h ﬂ enadas de
posibles d@hInflexidn.

-Se z@g&

+Se estudia si f*” ’(x) se anula o no para
las raices de " (x)

+Se caleula 77 (x)
*Se resuelve f*“(x)=0 ‘\3('0
*Se hallan drsconfm‘l&es.

r| Ja recta real, las

+Las represen
)y las discontinuidades.

raices de f

ia signo de f*’(x) en puntos de
los m\mlos definidos.

4

de educacién o

io de Formacidn del p
Laura Lépez Jiménez

Mdster uni
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D. Prueba Corta. EVALUACION

. Aplica la definicion de derivada y calcula:
a) La derivada de la funciofi(x) = x% + 4x — 1 en x=1. (1pto)
b) Las ecuaciones de la recta tangente y normal pmnebd de abscisa x=1.

. Calcula la funcion derivada mediante la formuldadéerivada de una potencia:  (1pto)

a) f(x) ==

b) f(x)=vx?+1
¢) f(x)=Vx

d) f) =%

. Calcula la funcion derivada aplicando las reglagéevacion. Simplifica, si puedes la
expresion resultante. (2.6ptos)

a) f(x) =22

b) f(x) =25

c) f(x)=(x*+3x—2)*
d) f(x)=Vx2—-2x+3
e) f(x)=Vx5—x3-2
f) f(x)=10"*

9) f(x) =e3*

h) f(x) =3%"Vx

) f(x)=LE*+1)

) f(x)=cos (7 —2x)
K) f(x)=3tg2x

) f(x) =sen33x

m) f(x) = Lsenx

2
. Representa la siguiente funcion completando el ditario f (x) = szx (3 ptos)

. La suma de los catetos de un triangulo rectangide a2 cm. Halla las longitudes de los
catetos para que el area del cuadrado construlite &ohipotenusa sea minima.

(2 ptos)
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2 Ndmerosracionales ..................con....
Fracciones v numeros decimales

Fracciones cquivalentes

Nuameros racionales

Operaciones con nameros racionales

Potencias de exponente entera

Notacion cienulica

Lo esencial

Actividades

En la vida condhana

3. Nimerosreales
Numeros irracionales
Numeros reales
Intervalos
Aproximaciones .
Errores en la aproxxmacmn
Radicales . L
Potencias de exponente fraccionano
Operaciones con radicales

Lo esencial

Actividades .

En la vida cotidiana

4. Problemas aritmeéticos

Proporaonalidad <imple

Rl’pii”ﬂ’w prl’lj‘ll Wi lﬂl]!il!".

Proporcronaiidad compuesia

Porcentajes

Aumentos y (izsmmm 10M€% Por entiiales

Interés simple

Interés compuesto

Lo esenial

Actividades

En la vda cotidiana
3. Polinomios
Polinomios
Regla de Rutim:
Teorema del resto

Raices de un polmomio
Potencid de un polnonue
Factonzacion

Lo esencial

Actividades

En g vidu cotdin
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6. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Fouaciones
Ecuaaones de pruner v de
Otros tipos de ecin ones

ST |n |'.l:‘nln

Inecuaciones

Sistemas de ecuaciones ineaics
Clasificacion de sistenias

Metodos de resolucion de sistemas
Lo esencial

Acttvidades
En la vida cotidiana

8. Trigonometria

l|§alzoncs trigonametnicas de un anguls agudo

elaciones eture tas razones trigonometnicas de un dngule .
Razones trigonomeétricas de 30°. $5° v eoe
Razones trigonometricas de un anguln cualquiera
Aplicaciones de la tngonometria
Loesencial ... ...
Adividades . ... .
En la vida cotidiana

7. Semejanza .........
Semejanza
Teorema de Tales
Semejanza de triangulos
Semejanza de tridngulos rectangulos
Aplicaciones de la semejanza de triangulos
Semejanza en areas y volumenes
Loesencial .. ... . ......... .. . ...
Actividades
En la vida cotidianc

Vectores
Operaciones con vectores
Ecuacion vectorial de la recta
Ecuaciones paramétricas
Ecuacién continua
Ecuaciones punto-pendiente y explicita
Ecuacién general
Posiciones relativas de dos rectas en el plano
Lo esencial

Concepre Ze tunoin
Tablas v
Dommm} reloTmil

Propiedades de Lz
Lo esencial
sctvidad
En la vida condiara
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Aplicaciéon de laglerivadas por estudiantes de 1° de bachiller (@enctecnologi:

Lo esencial

oblacion y muestra Vanables estadisticas
ablas de frecuencias .

raficos estadisticos

edidas de centralizacion

edidas de posicion S
edidas de dispersion -
Analisis de las medidas estadisticas

Lo esencial

Actividades

En la vida condiana

13. Combinatoria
Métodos de conteo

Numeros combinatorios
Binomio de Newion . . .

n la vida cotidiana
. Probabilidad
Expenmentos alcatonos Scesos
\.)I\t‘rsl\‘l\‘nk‘.\' [ SRR BTN ALY

Probabilndad de un suceso

epla de Laplace
“recucind voprobuabailndad
predades de i probatilidad

Probabihidad condicionada
Sucesos dependientes ¢ mdependientes
Lo esencial
Actividudes
Er lu vidu condiena

11. Funciones polinémicas, racionales
yexponenciales .....................

Funciones polinémicas .................
Funciones de proporcionalidad inversa ... ..
Funciones racionales ... ... ... ... ..., ..
Funciones exponenciales. Aplicaciones ... ..

...............................

.......................
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