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0 Aluksi

Brouwerin kiintopistelause seuraa moniulotteisen integraalin muuttujanvaihto-
lauseesta [5]. Tét4 silmélld pitden olen rakentanut matematiikkaa samalla opet-
taen itselleni peruskursseilta hamaéariksi jadneitéd asioita.

0.1 Seloste

Tyon kenties mielenkiintoisin kohta, lause 2.2, syntyi ulkotulon liitdnnéisyyden
tarpeisiin. Oivalsin tésséd gradussa esiintyvin ulkotulon mé#édritelmén syksylld
2013 eridssd buddhalaisessa retriittikeskuksessa. Mééritelmé on sikéli mielen-
kiintoinen, ettd tdmé& ulkotulo toimii mielivaltaisilla tensoreilla, eikd vain ul-
koalgebran alkioilla, kuten Artinilla [1]. Artinin kirjassa on myos kiinted kanta.
Itse asiassa Artin kiisittelee Clifford-algebroja, mutta niiden joukko-opillinen
rakenne on sama kuin ulkoalgebrojen. Nyky&#dn tensorit méaritelliin mones-
ti kdyttden kategoriateoriaa, jota en osaa. Tésséd kaytetyt indeksoidut perheet
ovat sopivan konkreettisia mutta silti kantariippumattomia. Indeksoidut perheet
ovat kuin funktioita, joiden arvon tyyppi méaraytyy argumentin mukaan. Tieto-
jenkésittelytieteessi esiintyy sama késite englanninkieliselld nimella dependently-
typed function. Erik Elfving kertoi minulle, miten niitd matematiikassa kutsu-
taan.

Paras tapa néhda lause 2.2 on ajatella, miten korttipakka sekoitetaan. Taval-
linen operaatio sekoituksessa on ottaa yksi pakan puolikas kumpaankin kéiteen
ja lomittaa puolikkaat kesken&én. Lause todistaa téllaisten lomitusten joukoille
erddnlaisen liitdnnéisyysominaisuuden.

0.1.1 Motivaatio

Kevédan 2002 lineaarialgebran kurssilla, jonka veti kiinalainen loogikko Yi Zhang,
ei koskaan pédsty determinantteihin. Hén ei olisi halunnut opettaa matriiseja
ollenkaan, mutta lopulta antoi mééritelmén. Tuo oli eldméni antoisimpia kurs-
seja.

Jussi Viisild puolustaa lineaarikuvauksia matriisien sijaan [7] ja kehottaa
lukijaa tutustumaan seuraavana askeleena algebralliseen topologiaan, jota il-
man, hin kirjoittaa, on vaikeaa mutta mahdollista todistaa Brouwerin kiin-
topistelause [6]. Rogersin—Milnorin todistuksessa Brouwerin kiintopistelauseelle
kédytetddn determinanttia, jonka voi rakentaa ilman matriiseja Grassmannin ul-
kotulon avulla, kuten téssé on tehty.

Luontevia jatkokehityksen ja harjoitustehtdvien aiheita voisivat olla hete-
rogeeniset tensorit, ulkoderivaatta seké differentiaaligeometrian ja -topologian



alkeet, joista lukija saattaa tietda tekijada enemmaéan.

0.1.2 Kontribuutiot

Kaikki todistukset ovat originaaleja, paitsi lauseen 3.1, joka on Jouni Luukkai-
selta. Hanen kédenjdlkensd ndkyy myos vahvasti luvussa 1, erityisesti pisteen
suhteen Lipschitz -kuvauksen mééritelméssé. Originaaleja lauseita ovat 1.2 ja
2.2. Lauseen 4.1 en usko olevan uusi, vaikken ole sitd mistdén [6ytényt; siind mie-
lessé se siis on originaali. Mielenkiintoinen se on joka tapauksessa. Maéritelmista
originaaleja ovat tensori, tensoritulo ja ulkotulo.

0.1.3 Kiitokset ja tunnustukset

Tyon tarkastaja, Jouni Luukkainen, vipusi tyostéd lukemattomat kivet ja kannot,
ja muotoili joitakin sen kantavista rakenteista. Kiitdn hénté.

0.1.4 Esitiedot
Algebra I, Analyysi I, Lineaarialgebra I sekéd Topologia I riittavét esitiedoiksi.

0.1.5 Lé&ahteet

Luvuissa 1 ja 3 on pé#iasiallisena innoituksen ldhteend toiminut Dieudonnén
klassikko [3]. Erityisesti tangenssin késite on téistd teoksesta. Luvussa 2 on in-
noittajana ollut Artinin teos [1]. Esimerkiksi lemma 2.23 on saanut tésti vaikut-
teita. Luvussa 4 ovat transvektion ja dilataation késitteet tulleet Dieudonnén
traktaatista [2], ja pseudoskalaarin kisite on Clifford-algebrojen sovelluksia ja
historiaa erittéin valaisevasti kisittelevisti teoksesta [4].

0.2 Oletuksia ja merkintdja

Oletetaan 0 € N. Merkitéén lukemisen helpottamiseksi afi] = a;. Merkitdén
tyhjaé jonoa sulkumerkein ().

Jos X on mielivaltainen joukko ja a € X, niin maéaritelladn karakteristinen
funktio x,: X — {0,1} asettaen

1, kun x = a,
Xa(z) =
0, muuten.

Maéaritelladn Kroenecker-delta kaavalla 6, , = x, ().

Kiytetédsn joukon {1,...,n} symmetriselle ryhmélle merkintdd S, ja tdmén
identtiselle alkiolle merkintéa 1,,. Kdytetddn permutaation m € S, merkille mer-
kintdd sgn (7).

Kaikki vektoriavaruudet oletetaan reaalikertoimisiksi. Kutsutaan aérellis-
ulotteista sisdtuloavaruutta euklidiseksi. Jos F on vektoriavaruus ja X C F,
niin kiytetddn joukon X virittdmaélle aliavaruudelle merkintdd £X. Kaytetdan
lineaarikuvausten £ — F' avaruudelle merkintdd L(E, F'); lineaaristen isomor-
fioiden E — FE ryhmille merkintdd GL(E); ja kun E on normiavaruus, sen
lineaaristen isometrioiden ryhmélle merkintdd O(FE).



1  Analyysia

Olkoot X, Y sekd Z metrisia avaruuksia ja F, F' sekd G normiavaruuksia.

1.1 Tangenssi

Sanomme, ettd f,g: X — Y koskettavat eli ovat tangentit pisteessi xg € X,

Txo (f7 9)7
jos
d(f(z),9(z))
d(z, xo)

kun  — x( pitkin joukkoa X \ {x¢}.

— 0,

Lemma 1.1. Relaatio T, on ekvivalenssi.

Todistus. Refleksiivisyys ja symmetrisyys ovat ilmeiset. Riittd4 osoittaa transi-
tiivisuus, joka seuraa kolmioepayhtalosta:

d(f(x), h(z)) < d(f(x),g(x)) + d(g(z), h(z)).
O
Lemma 1.2. Jos f, g ovat jatkuvia pisteessi xo ja Ty, (f, g), niin f(xo) = g(zo).

Todistus. Tehd&én vastaoletus, ettd r = d(f(xo),g(xo)) > 0. Nyt kuitenkin
jatkuvuuden nojalla

kun x — xg; ristiriita. O
Lemma 1.3. Jos Ty, (f|u, 9lv) jollakin pisteen xo ympdristolla U, niin Ty, (f, g).
Todistus. Seuraa suoraan tangentin ma#ritelmésta. O
Sanomme, ettd funktio f: X — Y on M-Lipschitz pisteessd xg, jos

d(f(z), f(zo)) < Md(z, o)
kaikilla z € X.

Lemma 1.4. Jos f: X — Y on M-Lipschitz pisteessi xo ja pitee Ty, (f, g)
seki f(xo) = g(xzo), niin kaikilla € > 0 on olemassa pisteen xo ympdiristo U,
jolla gly on (M + €)-Lipschitz pisteessd xg.



Todistus. Olkoon € > 0. Tangentin mééritelmén nojalla on olemassa pisteen zq
ympadristo U, jolla
d(f(z), g(x)) < ed(x, x0),
kun z € U \ {zo}; toisaalta Lipschitz-ehdon nojalla kaikilla z € X
d(f(z), f(z0)) < Md(z, x0).

Nyt koska f(xg) = g(xo), niin saadaan kolmioepiyhtilén nojalla

d(g(x), g(xo)) < d(g(x), f(x)) + d(f(x), f(x0)) < (M + €)d(z, z0),

kun z € U\ {zo}. O
Lemma 1.5. Jos f on M-Lipschitz pisteessi xg, niin f on jatkuva pisteessd
Zo-

Todistus. Pétee d(f(x), f(xo)) < Md(x,x9) — 0, kun z — x. O

Lemma 1.6. Olkoon f,g: X =Y, T,,(f,g9) jah: Y — Z M-Lipschitz. Tilloin
Typo(ho fihog).

Todistus. Nyt

d(h(f(x)), h(g(z))) _ Md(f(z),g(x))
d(z, o) = d(z,xq) -0
kun x — xg. O

Lemma 1.7. Olkoon f,g: X — Y, T, (f,q) ja h: Z — X M-Lipschitz pis-
teessd zo. Tdlloin Ty, (f o h,goh) aina, kun h(zo) = zo ja f(zo) = g(xo).

Todistus. Merkitiin z = h(z) ja Q = h™{x}. Nyt koska
d(z,z0) > M~ d(z, x0),
kun z € Z, niin

d(f(n(2)),9(h(2))) _ d(f(x),g(x)) _ d(f(z),g(x))
d(z, 20)  d(z,20) = M—1d(z, ) =0

kun z — zg pitkin joukkoa Z \ @, jolloin x # xg ja x — xo; toisaalta

d(f(2),9(z)) _ d(f(20),9(x0)) _
d(z, 20) d(z, zo) ’

kun z — 7o pitkin joukkoa @ \ {zo}, jolloin = = xy. O

Lemma 1.8. Olkoon f,g: X — Y, T, (f,9) ja h: Z — X M-Lipschitz pis-
teessd 2. Télloin Ty, (f o h,goh) aina, kun h={xo} = {20}.

Todistus. Menetelldsin kuten lemman 1.7 todistuksessa, jossa Q@ = {20}. O

Lemma 1.9. Olkoot f,f': X =Y ja g,9': Y — Z seki olkoon T,,(f, ") ja
Tyo(9,9'), kun yo = f(xo). Olkoon f Lipschitz pisteessd xo, g jatkuva pisteessi
Yo ja g' Lipschitz. Tillin Tyo(go f,g" o f').



Todistus. Merkitdan
a=gof; B=gof; y=4gof".

Lemman 1.6 nojalla T, (3,7); lemmojen 1.5 ja 1.2 nojalla g(yo) = ¢’'(y0); lem-
man 1.7 nojalla T,,(a, #); ja lemman 1.1 (transitiivisuuden) nojalla Ty, (a, 7).
O

Lemma 1.10. Olkoon a: X — R, |a(z)| < M kaikilla v € X ja f,g: X — E.
Jos Ty (f,q), niin Ty, (af,ag).

Todistus. Normin homogeenisuuden nojalla

la(z)f(x) —a(z)g(@)| _ |a@)||f(x) —g(z)| _ M|f(z) — g(=)]
d(z, o) B d(z, o) = d(z, o) -0

kun x — xg. [

Lemma 1.11. Olkoot f, f',g9,¢': X — E. Jos Tp, (f, ') ja Ty (g,9"), niin
Too(f+9, 1" +9).

Todistus. Kolmioepéayhtalon nojalla

((f +9)(@) = (f+ )@ _ [f(z) = ['(@)[ +|g(z) — ¢'(2)]
d(l‘,.’L‘o) o d(l‘,xo)

— 0,

kun x — xg. [
Lemma 1.12. Jos L, M: E — F ovat lineaarisia ja To(L, M), niin L = M.

Todistus. Tehddéin vastaoletus, etti L(x) # M(x) jollakin z # 0. Nyt ax — 0,
kun a — 0. Kuitenkin lineaarikuvauksen ja normin homogeenisuuden nojalla

|L(az) — M(az)| _ |af[L(z) = M(z)| _ |L(z) = M(z)|
|az| |al|| ||

7 0;
ristiriita. O
Lemma 1.13. Jos A,B: E — F owvat affiineja, Ty, (A, B) ja A(zg) = B(xo),
niin A= B.

Todistus. Merkitddn yo = A(xg). Médritellién translaatiot f: E — E, g: F —
F kaavoin

f@)=z+z0; 9y)=y—vo.
Asetetaan A’ = go Ao f ja B’ = go Bo f. Kuvaukset A’, B’ ovat lineaarisia.

Koska translaatiot ovat bijektiivisid Lipschitz-kuvauksia, niin lemmojen 1.6 ja
1.8 nojalla Ty(A’, B'). Nyt lemman 1.12 nojalla A’ = B’. Lopulta todetaan

A:g_IOAIOf_l:g_IOB/Of_lzB.



1.2 Derivaatta
Sanomme, ettd f: E — F on derwoituva pisteessd xq, jos

Tro(f - f(l’o), L— L(IO))

jollakin lineaarisella L: E — F. Sanomme t&lloin, ettd L on kuvauksen f deri-
vaatta pisteessd xg.

Lause 1.1. Jos L,M: E — F ovat kuwvauksen f: E — F derivaattoja pisteessd
xo, niin L =M.

Todistus. Lemman 1.1 (transitiivisuuden) nojalla
Ty (L — L(zo), M — M(x)),
ja lemman 1.13 nojalla L — L(xg) = M — M (xo). Siis L = M. O

Lauseen 1.1 perusteella kuvauksen f derivaatta L pisteessd x on yksikésitteinen.
Merkitéén Df(x) = L.

Lemma 1.14. Olkoot f,g: E — F derivoituvia pisteessd x, ja a € R. Nyt
D(alf +9))(x) = aDf(z) + aDg(x).

Todistus. Seuraa lemmoista 1.10 ja 1.11. O

Lemma 1.15. Jos a: E — F on vakio, niin Da(x) = 0.

Todistus. Tamé seuraa lemmasta 1.1 (refleksiivisyydestd): Ty (a —a,0—0). O

Lemma 1.16. Olkoot f: E — F jag: F = G ja
L=Df(xo); M=Dg(yo); vo=7F(xo).
Olkoot L, M jatkuvia. Tdlloin
D(go f)(r0) = Mo L.

Todistus. Merkitdin zg = g(yo). Mééritelldén translaatiot £: F — E, m: F —
F jan: G— G kaavoin

lz)=z+z0; my)=y+yo; n(z)=2+2.
Asetetaan

A=moLol™t; B=noMom™";

)

fo=m™ofol; go=n"togom.

Derivaatan médritelmén ja lemman 1.11 nojalla Ty (f, A) ja Ty, (g, B).

Koska translaatiot ovat Lipschitz, niin lemmojen 1.6 ja 1.8 nojalla To(fo, L)
ja To(go0, M).

Kuvaukset L, M ovat jatkuvia lineaarikuvauksia ja siis myo6s Lipschitz, joten
lemman 1.4 nojalla on olemassa origon ympéristét U C E ja V C F, joilla fy|y
ja golv ovat Lipschitz origossa; voidaan olettaa U C f(flV NLV.



Nyt lemmalla 1.9
To(golv o folu, Mlv o Lly);

lemman 1.3 nojalla Ty(go © fo, M o L), eli
To(ntogofol, ntoBoAol);
lemmojen 1.6 ja 1.8 nojalla T, (g o f, B o A); nyt koska
BoA=MoL— (Mo L)(xg) + 2o,

niin lemmalla 1.11 saadaan D(g o f)(z¢) = M o L. O

1.3 Sovelluksia

Sanomme, ettd X on Lipschitz-polkuyhtendinen, lyhyesti LPY, jos kaikilla z,y €
X on olemassa Lipschitz ¢: [0,1] — X, jolla ¢(0) = x ja ¢(1) = y.

Lause 1.2. Jos X on LPY ja jatkuvalla f: X — Y pdtee, etti kaikilla x € X
on olemassa vakiokuvaus C: X =Y, jolla T,(f,C), niin f on vakio.

Todistus. Tehdiin vastaoletus, ettd on olemassa x,y € X, joilla f(z) # f(y).
Olkoon ¢: [0,1] — X Lipschitz-kuvaus, jolla ¢(0) = = ja ¢(1) = y, ja olkoon
~v: Y — R kuvaus, jolla

_ d(z7 f(x)) _ d(z7
") = "= @ W)

Funktio v on selvisti Lipschitz.
Tarkastellaan funktiota f = v o fo¢. Pitee f(O) =—-1ja f(l) = 1. Olkoon
€ [0,1]. Oletuksen sekd lemmojen 1.6, 1.2 ja 1.7 nojalla on olemassa vakioku-
vaus C: X = Y, jolla f(a) = C’(a) ja Ta(f, C’), kun C' = v o C o ¢. Lemmojen
1.1 (refleksiivisyyden) ja 1.11 nojalla

f(y))
-

To(f = f(a),C = C(a))
eli
Ta(f_f(a)70_0)7

joten funktion f (tavallinen) derivaatta saa kohdassa « arvon nolla. Tunnetusti
funktio [0,1] — R, jonka derivaatta on kaikkialla nolla, on vakio, eli paddytdin
ristiriitaan. O



2 Algebraa

Olkoon E vektoriavaruus ja B sen kantojen joukko.

2.1 Tensori

Maéritelladn (E,n)-tensorien — lyhyesti n-tensorien— avaruudet ),, F, kun
n € N, induktiolla seuraavin aksioomin:

(a) Kutsumme 0-tensoriksi indeksoitua perhetté (fg)pes, jolla fs: {)} —
R ja jolla kuvaus ¢;: B — R,

¢5(B) = fB(0),

on vakio.
(b) Kutsumme 1-tensoriksi indeksoitua perhetté (fg)pes, jolla fg: B — R
ja f(e) # 0 vain dérellisen monella e ja jolla kuvaus ¢5: B — E,

61(B) = Y Ju(o)e,

ecB

on vakio.

(c) Jos g on m-tensori ja h on n-tensori, niin kutsumme (m + n)-tensoriksi
tensorituloa f = g ® h eli indeksoitua perhetti (fg)ges, jolla fg: B™™™ — R
ja

[B((s,t)) = gB(s)hp(t)
kaikilla s € B™ jat € B™.

(d) Jos g ja h ovat n-tensoreita ja a € R, niin kutsumme n-tensoriksi myos
indeksoitua perhettd f = a(g + h) = (fB)BeB, jolla fg: B" — R ja

IB(t) = algp(t) + hp(t))

kaikilla t € B"™.
(e) Kaikki n-tensorit saadaan aksioomien (a)—(d) avulla. O



Samastetaan skalaari @ € R sen O-tensorin f kanssa, jolla fp(()) = a.

Lemma 2.1. Jokaisella x € E on olemassa tismdlleen yksi 1-tensori f, jolla
¢¢(B) = x katkilla B € B.

Todistus. Kaikilla B € B on olemassa n € N ja a; € R sekd e; € B, kun
i€{l,....n}, joillae; #e;, kuni # j, jax =", ase;. Nyt ¢¢(B) =z jos ja
vain jos fp(e;) = a; ja fp(e) =0, kun e ¢ {e1,...,en}. O

Lemman 2.1 nojalla voidaan samastaa vektori € F sen 1-tensorin f kanssa,
jolla ¢¢(B) = z kaikilla B € B.

Lemma 2.2. Joukko @, E on vektoriavaruus.
Todistus. Seuraa aksioomasta (d). O

Lemma 2.3. Tensoritulo on littdnndinen.
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Lemma 2.4. Tensoritulo on bilineaarinen.

Todistus. Riittdé osoittaa biadditiivisuus. Olkoon B € B ja fp(s) = a, gp(t) =
b, gp(t) =" Nyt (f®@(9+9")5((s,1)) = a(b+b) = ab+ab’ = ((f@9)+ (f®
9'))B((s,1)); vastaavasti (9 +¢') © f =g @ f+ ¢ @ f. O

Lemma 2.5. Olkoonn €N, z; € E, kuni € {1,...,n}, f = Qi z;, B€ B,
e, €B, kunie{l,...,n}, jat=(e1,...,en). Nyt f = Q._, €; jos ja vain jos
B =xt-

Todistus. Edetdén induktiolla. Jos n = 0, niin f = 1 jos ja vain jos fg = x();
josm =1, niin f = e; jos ja vain jos fp = Xe,-

Oletetaan siis n > 1. Merkitéin f' = ®?:_11 x; jar’ = z,. Induktio-oletuksen
nojalla f/ = ®?:_11 e; ja ¥’ = ey, jos ja vain jos fp = Xs ja T3 = Xe,, kun
s=1(e1,...,en_1). Tulos seuraa tensoritulon méiritelmisti. O

Lemma 2.6. Jos B € B, niin avaruuden E, = @), E erds kanta on B, =
{®:-L:1 €. € € B}

Todistus. Osoitetaan ensin joukon B, lineaarinen riippumattomuus. Olkoon
m €N, ar,...,am € R ja Qi€ kun j € {1,...,m}, joukon B, eri al-

kioita. Asetetaan
m n
f = Zaj®em- e FE,.
j=1 =1

Oletetaan f = 0. Tilloin lemman 2.5 nojalla kaikilla k£ € {1,...,m} pitee 0 =
felert, - ewn) = 20 agx((ejn, - segn)l(ent, - exn) = 200 a5y =
ag.

Osoitetaan sitten £B,, = E,,. Edetdén induktiolla. Jos n = 0, niin {1} on
kysytty kanta; jos n = 1, niin B.

Oletetaan siis n > 1 ja ettd B,_; = {®?:_11 e;: ¢; € B} on avaruuden
E,_1 = Q,,_; F kanta. Liiténndisyyden ja bilineaarisuuden nojalla jokainen
f € E,, voidaan lausua muodossa Zgl a;e; ® f; joillakin m € N, a; € R, e; € B
ja f’L € Bn71~ O
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Lause 2.1. Olkoon f,g n-tensoreja ja B € B. Nyt fgp = gp jos ja vain jos
f=g

Todistus. Lemman 2.6 nojalla f = g, jos ja vain jos

m n
f=g=§ ai'®ei,j
i=1 j=1

joillakin m € N, a; € R, e; ; € B, eli lemman 2.5 nojalla, jos ja vain jos
m
fe=gs=> ai x[t]
i=1

joillakin m € N, a; € Rjat; = (e;1,-.-,€in) € B", eli jos ja vain jos fg =
9B- O

2.2 Kombinatoriikkaa

Olkoon 7 € S, ja p € S,. Maéritelladn nédiden permutaatioiden karteesinen
tulo
m™XpE Sm+n

kaavoin
(1), kun ¢ < m,
p(i —m)+m, kuni>m.

wxm@{

Lemma 2.7. Kaikilla m,n € N pdtee 1,, X 1, = 1iin.
Todistus. Selva. O

Lemma 2.8. Kaikilla w, 7" € Sy, ja p,p’ € Sy pitee

(rx p) o (' x p/) = (w0 ') x (po ).

Todistus. Kun i < m, ((m x p) o (7' x p"))z) = (7 x p)((x' x p")(7)) = (7 %
p)('(i)) = w(x' (1)) = (won')(i) = ((won’) x (pop))(i).

Kun i > m, (7 x p) o (¢’ X #)(0) = (x x p)((x' X p)@)) = (x x p)((i —
m)+m) = p(p'(i=m)) +m = (pop)(i—m)+m=((won') x (pop))(). O
1 =1y -1

Lemma 2.9. Kaikilla m € Sy, ja p € Sy, pitee (m x p)~ X p

Todistus. Seuraa lemmoista 2.7 ja 2.8. O
Lemma 2.10. Kaikilla © € Sy, ja p € Sy, pitee sgn(w X p) = sgn(w) sgn(p).
Todistus. Selva. O

Olkoon n € N ja t € N*. Merkitédén [t]; = 2321 tj, kun 0 <i < n.
Mééritelldéin P, niiden permutaatioiden m € S)|, joukoksi, joilla

w(lth +1) < - < w(lth)

kaikilla ¢ € {0,...,n — 1}.
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Magritelladan kuvaukset ¢y ;: P, — Py, jossa s; = t; + 6; 5, kaavoin

7(k), kun k < |t]; + 1,
Gri(m)(k) =< |t +1, kun k= |t]; + 1,
m(k—1), kunk > |t|; + 1.
Lemma 2.11. Jos |t|,, > 1, niin jokaisella m € P, on olemassa i € {1,...,n}
ja p € Py, joilla m = ¢5,:(p), kun s; =t; — 0; ;.
Todistus. Jollakin i € {1,...,n} on w(|t|;) = |t|n; nyt és:(p) = 7 jollakin
vksikasitteisella p € Ps. O
Lause 2.2. Kaikilla £,m,n € N pdtee P=Q = R, kun
P= P(Z,m,n)7
Q = Pmn) © (Poy X Panny),s
R = Pimn) © (Pe,m) X Pln))-
Todistus. Osoitetaan, ettd P = @Q; viitteen P = R todistus on symmetrinen.
Selvisti Q C P; riittéé osoittaa P C Q.
Edetdén induktiolla luvun ¢ = ¢ + m + n suhteen. Tulos pétee selvisti, kun
i = 0. Oletetaan siis, ettd ¢ > 0.

Olkoon m € P. Lemman 2.11 ja induktio-oletuksen nojalla jollakin j €
{1,2,3} pétee T = ¢, ;(n’) jollakin

7' € P, C Pyjo(P, x P,),

kun t = (E — (Sj,l, m — 53‘72, n— (Sj73 ), q= (tl,tg —|—t3), r= (tl) jas= (tg,t3).
Nyt 7’ = po (o x 1) joillakin p € P;, 0 € P, ja T € P,.
Tarkastellaan lukua j.
Tapauksessa j = 1 asetetaan @ = ¢,1(p) o (¢r1(0) X 7) € Q. Téllsin

$q1(p)((0 x T)(K)) = p((o x T)(k)), kun k < £,
(k) = ¢q1(p)(€) =1, kun k = ¢,
D01 (P)((0 X Tk — 1)) = pl(o x T)(k — 1)), Kun k> £
Tapauksessa j = 2 asetetaan T = ¢q,2(p) o (0 X ¢51(7)) € Q. Téllsin
¢q2(p)((0 x 7)(K)) = p((o x T)(F)), kun k < £+m,
(k) =  ¢q.2(p) () =1, kun k = £+ m,
¢g2(p)((ocx1)(k—=1))=p((c x 7)(k—1)), kun k> ¢+ m.

X

X

Tapauksessa j = 3 asetetaan T = ¢42(p) 0 (0 X ¢52(7)) € Q. Téllcin
sty = (3020 x 0D = pllr X P)E). T k<
Gq.2(p) (1) =1, kun k = i.

Kussakin tapauksessa

(k) = n(k), kun & < [t]; + 1,
y kunk:\t|j+1,
n'(k—1)=m(k), kunk > |t|; +1,

iT=#¢€qQ. O
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Korollaari 2.1. Kuvaukset

I Peman) X Py = Pumny s f(mp) =m0 (le xp),
ja

g: P(Zer,n) X P(@,m) — P(l,m,n) ; g(ﬂ-a p) =Tmo (p X 1n) y
ovat bijektioita.

Todistus. Todistetaan, ettd f on bijektio; kuvauksen g bijektiivisyys todistetaan
samoin. Surjektiivisuus seuraa lauseesta 2.2, silld Py = {1,}. Téll6in injektii-
visyys seuraa siitd, etta

l+m+n)(m+n)  (L+m+n)

P Pmy| = = =Pl |-
Pty X P = gt Tt Pt
O
2.3 Tensorin permutaatio
Olkoon X mielivaltainen joukko. Jos ¢ = (z1,...,2,) € X™ ja ® € Sy, niin
merkitdin
’/T(t) = (:L'ﬂ.—l(l), ey xw—l(n))‘

Lemma 2.12. Kaikilla 7,p € S,, jat € X™ pitee p(n(t)) = (pom)(¢).
Todistus. Pitee p(r(t))[i] = m(t)[p~ ()] =t~ (p~ ()] = tl(x " 0 p~1)(0)] =
tl(pom)~H ()] = (pom)(®)]i]. O

Lemma 2.13. Kaikillam € Sy, p € Sy jas € X™, t € X" pitee (n(s), p(t)) =
(m X p)(s,t).

Todistus. Kun ¢ < m, lemman 2.9 nojalla

(
(s, )[r 1 (@)] = (s, )[(7™ x p~1)(i)] = (577;

Kun i > m, lemman 2.9 nojalla (7 (s
m)] = (s,8)[p~ i —m) + m] = (s,8)[(r =
(m x p)(s, t)]i]. H

Sanomme, ettd m € S, on hyvinkdyttiytyvd, jos kaikilla z1,...,z, € E, B € B
jat € B™ pitee

n

®xm = (R i) gl (®)):

=1
Lemma 2.14. Jos w,p € S, ovat hyvinkdyttiytyvid, niin myds p o™ on hy-
vinkdyttdytyvd.
Todistus. Merkitdan y; = x,(;) ja s = 7(t).
Lemman 2.12 nojalla pétee (@1 Z(pom) (i) ) = (®71 Zp(n(i ))) (t) =
(®iz1 Yn(i) 5 (1) = (Ri=y 4i) (m(#)) = (R 1%) (s) = (®z 1%( )) (s)
(®¢:1 mi)B(p(s)) = <®¢:1 mi>B(p(7r(t)) ( i=1 Li ) ((pom)

Lemma 2.15. Jokainen m € S,, on hyvinkdyttiytyvdi.

oo
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Todistus. Tunnetusti on olemassa m € N ja kahden vierusalkion vaihdot
TlyensTm € Sn,

joilla 7, 0 - - - o mp = w. Edetéén induktiolla luvun m suhteen. Tapaus m = 0 on
selva.

Oletetaan siis m > 0. Liitdnnéisyyden ja tensoritulon méaé#ritelmén nojal-
la m,, on hyvinkdyttidytyvé, ja induktio-oletuksen nojalla 7, 1 0 --- 0w on
hyvinkayttaytyva, mistéd tulos seuraa lemman 2.14 nojalla. O

Lemma 2.16. Jos w € S,, niin on olemassa lineaarikuvaus ¢ : ® EF —
R, E, jolla ¢ (f)p(t) = fe(r1(t)) kaikilla f € @, E, B€ B jate B™.

Todistus. Olkoon B € B, ja olkoon B,, lemman 2.6 mukainen kanta avaruudelle
E, =Q, E. Talloin kuvaus ¢r: B,, = By,

n n

¢w(®€i) = ®6rl(i)7

=1 =1

e; € B, on bijektio. Nyt ¢, voidaan laajentaa yksikésitteiselld tavalla lineaari-
kuvaukseksi F,, — E,, ja loppu seuraa lemmasta 2.15. O]

Maéritellédan lemman 2.16 avulla n-tensorien permutoija ¢, € L(Q),, E, Q,, E),

kun 7 € S,,, kaavalla
o= (f)B(t) = fe(x 71 (1))
Lemma 2.17. Olkoot p,m € Sy,. Nyt ¢, 0 ¢ = Ppor-

Todistus. Olkoon f € @),, E. Pitéé osoittaa (¢, 0 ¢x)(f) = ¢por(f)-

Olkoon B € B. Kuvausten ¢, ¢,, ¢,or lineaarisuuden ja lemman 2.6 nojalla
riittd4 tarkastella tapausta f = @, e;, kun ey, ..., e, € B. Lauseen 2.1 nojalla
riittéé osoittaa (¢, 0 dx)(f)p = qbpo,r( )p. Olkoon t € B™. Nyt lemman 2.12 no-

jalla (9, 0 éx)(f)B(t) = Gp(¢x(f))B(E) = ¢=(f)B (o™ Y1) = fa(r(p~H (1)) =
fe((m™top™)(t) = fa((pom)~H(t) = ¢pOW( )B (1) H

Lemma 2.18. Olkoot f € Q,, E jage @, E sekin € Sy, japeS,. Nyt

¢7r(f) ® ¢P(9) = ¢7r><p(f & g)-

Todistus. Olkoon B € B, s € B™,t € B™.
Koska ¢, on lineaarinen kaikilla o, niin lemman 2.6 ja tensoritulon biline-
aarisuuden nojalla riittds tarkastella tapausta

m+n

f= ®ez, 1= @ e

i=m-+1

jossa e; € B.
Nyt lemmojen 2.9 ja 2.13 nojalla pétee (¢ (f) ® ¢,(9))B(s,t) =

Or(N)B(8)0p(9)B(t) = fo(m™1(s)gB(p~' (1) = (f@9)B(T71(s),p7' (1) = (f®
@) B((m % p)7H(s,t)) = daxp(f @ g)B(s,1), joten tulos seuraa lauseesta 2.1. [
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2.4 Ulkotulo

Miéaritellaan m-tensorin f ja n-tensorin g ulkotulo
frge ® E
m—+n

asettaen

frg= Y sen(méx(f®g).

7€ P[(m,n)]
Lemma 2.19. Ulkotulo on bilineaarinen.

Todistus. Tulos seuraa tensoritulon bilineaarisuudesta ja kuvauksen ¢, lineaa-
risuudesta kaikilla m € Sy, 40 O]

Lemma 2.20. Ulkotulo on on liitdnndinen.

Todistus. Olkoot f, g, h vastaavasti £, m,n -tensoreja.
Lemmojen 2.17 ja 2.18 nojalla

FAlgaR)y=" > sea(m)sen(pr) - dlmio (e x p)|(f@g@h);
w1 EP[(¢,m+n)]
p1EP[(m;n)]

(FAg)nh= S sgalm)sgn(ps) - dlmao (pr x L)(f @ g @ h) .
ma €EP[({+m,n))
p2EP[(£;m)]
Korollaarin 2.1 nojalla kaikilla 71, p; on olemassa yksikésitteiset ms, p2, joilla
1 © (1@ X pl) = T2 O (p2 X ln),

ja péinvastoin. Nyt lemman 2.10 nojalla ja koska sgn(1y) = sgn(1,) = 1,

sgn(mi) sgn(p1) = sgn(mz) sgn(p2).

O
Merkitésin A\, E = L{\]_, xi : x; € E}.
Lemma 2.21. Kaikilla x,y € E pitee
TANYy=—-yANzx.
Todistus. Seuraa yhtilosti t Ay =2y —y® x. O

Sanomme tatd ominaisuutta ulkotulon antikommutatiivisuudeksi.

Lemma 2.22. Olkoon B = {e1,...,en} avaruvuden E kanta, I,J € {1,...,m}",
I= (ila v ain)y J = (jl; oo ajn)) f = /\ie[ €i, S= (ei)iGI ja t= (ej)jGJ' Nyt

fe(t) =" sgn(m)d[n(s),1] .

TESy
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Todistus. Edetéén induktiolla luvun n suhteen. Tapauksessa n = 0 pitee 15(()) =
1 = 4,y Oletetaan siis n > 1. Merkitéén I’ = (i1,...,in-1), f" = Njep €
s' = (ei)ier ja e = e;,. Liitdnnéisyyden ja induktio-oletuksen nojalla
fe(t) = (f' Ne)p(t)
= Y semeaf @ e)s()

TEP(n_1,1)

=Y s @sei0)
ﬂEP(n,lyl)

= Z Sgn(ﬂ-) ' f/B (t‘n'(l)a s 7t7r(n71)) : eB(tﬂ(n))
TEPm_1,1)

= Z SgIl(?T) sgn(p) ) 5[5/7 (t(wop)(l)v cee )t(Tl'Op)(n—l))] ) 5[67 tw(n)]
TP _1.1)
pE5,_1

= Z sgn(m)d[m(s),t] .

TESH
O

Lemma 2.23. Olkoon B = (e1,...,en) avaruuden E jirjestetty kanta. Nyt
avaruuden N\, E erds kanta on

B':{eil/\~-~/\ein: i1<"'<in}.

Todistus. Induktiolla liitdnn&isyydestd, bilineaarisuudesta ja antikommutatiivi-
suudesta seuraa LB’ =\ E.

Joukon B’ lineaarinen riippumattomuus seuraa siité, ettd jos I, J ovat jonon
(1,...,m) n-pituisia osajonoja, niin lemman 2.22 nojalla (/\iGI ei)B((ej)jGJ) =
(5]’1.

Lemma 2.24. Olkoon dim E = m. Nyt
m
di E= .

Todistus. Seuraa lemmasta 2.23. O
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3  Tulon derivaatta

Olkoon E euklidininen.

3.1 Lineaarikuvausten sisidtulo

Olkoon F' euklidinen ja Bg avaruuden E sekd Bp vastaavasti avaruuden F
ortonormaalien kantojen joukko.
Madéritelldan kuvaus

(w)p: L(E,F)x L(E,F) - R

kaavalla

<fvg>B = Z<f(€)7g(e)>a

e€eB
kun f,g € L(E,F) ja B € Bg.

Lemma 3.1. Kuvaus (-,-)p on sisditulo.

Todistus. Symmetrisyys, bilineaarisuus ja epénegatiivisuus ovat ilmeiset.
Olkoon siis f € L(E, F), {f, f)s = 0. Epdnegatiivisuuden nojalla

(f(e), f(e)) =0
kaikilla e € B, joten f = 0. O
Lemma 3.2. Pitee (x,y) = > ..ple,x){e,y), kun z,y € E ja B € Bg.

Todistus. Koska x =3 _ple,r)ejay =3 .ple y)e, niin

<x,y> = Z <<€1,£L’>61, <627y>62>

e1,e2€B

= Z (e1,x){e2,y){e1,ea) ,

e1,e2€B
jossa (e, es) = dleq, ea). O
Lause 3.1. Pdtee (f,9)p = (f,9)p’, kun f,g € L(E, F).

Todistus. Koska ¢’ = 3" _5(€/,e)e, niin lineaarisuuden nojalla

Fle) = (e e)fle)s gle) =) (¢ e)gle),

ecB ecB
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joten

(f.9)p = > (f(€)),9(e")

D> (e fler) (¢ eagles))

e’'€B’ ej,ea€B

Z Z <€/,61><€/,€2><f(€1),g(€2)>,

e1,e0€EBe’€B’

eli lemman 3.2 nojalla

(fr9)p = Z (e1,e2)(f(e1), g(e2))

e1,e0€B

= 3 dlereal(fler), gles))
e1,e2€B

=Y "(f(e).g(e)) = {f. 9)5.
eeB

O

Lauseen 3.1 avulla voidaan avaruudelle L(E, F)) mééritelld avaruuden E kan-
nasta riippumaton sisétulo.

Lemma 3.3. Joukko {z — (z,z)y : = € B, y € B’} on avaruuden L(E,F)
ortonormaali kanta, kun B € Bg ja B’ € Bp.

Todistus. Selvi. O

3.2 FEuklidinen tensoriavaruus

Merkitéiéin Eo = R, Enyy = L(E, E,).

Lause 3.2. Olkoon B avaruuden E ortonormaali kanta, ja olkoon B, lemman
2.6 antama avaruuden @, E kanta. Tdlloin avaruus @), E voidaan varustaa
sisdtulolla niin, ettd @), E ja E, ovat isometrisesti isomorfiset, ja B, on orto-
normaali.

Todistus. Edetédén induktiolla yli luvun n. Tapaus n = 0 on selvd. Olkoon siis
n>ljaF=Q, FE.
Induktio-oletuksen nojalla on olemassa isometrinen isomorfismi

L(EaF) = L(E?En—l) =k, ’

ja B,_1 on avaruuden F ortonormaali kanta.
Lemman 3.3 nojalla on olemassa bijektio fo: B, = {e®¢€' : e € B,e €
B,_1}—{z—(e,2)¢:e€ B, ¢ €B,_1} CE,,

fole®e) = (2 (e, 2)e),

avaruuden F, ortonormaalille kannalle. T&lloin fy voidaan laajentaa yksikésit-
teiseksi isomorfismiksi f: &), £ — Ej, jolloin f indusoi sisdtulon avaruudelle
®),, E niin, ettd f on isometria ja B, on avaruuden ), F ortonormaali kanta.

O
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Lemma 3.4. Tensoritulo @,, E® @, E — Q,, ., E on jathuva.

Todistus. Lemman 2.6 ja bilineaarisuuden nojalla tulos palautuu reaalilukujen
tulon jatkuvuuteen. O

3.3 Tensoritulon derivaatta

Olkoot X sekd Y metrisid avaruuksia ja olkoot F' seké G normiavaruuksia.
Varustetaan tuloavaruudet X x Y ja F' x G vastaavasti metriikoin ja normein
tavalliseen tapaan.

Merkitédan E, = @),, £. Mééritelldéin kuvausten f: X — E,, jag: Y = E,
tensoritulo f ® g: X XY — Ep, 4y, kaavalla (f ® g)(x,y) = f(z) ® g(y).

Lemma 3.5. Olkoot
f:X—=E,.; g9¢:Y—=E,,

jossa f on rajoitettu ja g sekd g’ jatkuvia pisteessd yo. Jos Ty, (g,4"), niin Ty, (f®
9, f®49'), kun 20 = (20, y0), ja Ty (g @ f,9' @ f), kun z5 = (yo, o).

Todistus. Todistetaan, ettd Ts,(f ®g, f®g'); tuloksen T.; (9@ f, g’ ® f) todistus
on symmetrinen.

Tensoritulon bilineaarisuuden ja lemman 1.11 nojalla voidaan olettaa, ettd
fX C L{e}, jossa e € E,,; nyt koska tensoritulo vakion kanssa on Lipschitz,
niin lemman 1.6 nojalla voidaan olettaa, ettd m = 0.

Kun (x,y) — 2o pitkin joukkoa X X (Y \ {y0}), niin lemman 1.10 nojalla

lf(x)@g(y) — flx)@d W]  |f@) (9g(y) — g (y))l

max{d(x, 7o), d(y, o)} max{d(, z0), A, 90)}

Lemman 1.2 nojalla g(yo) = ¢'(vo), joten, kun (z,y) — 2o pitkin joukkoa X x
{y0}7 niin

lf(z)®g(y) — flz)@g W)  [f(®) (9y) —g'(y))|

max{d(z, 7o), d(,90)}  max{d(z, z0), A, 10)]

O

Lemma 3.6. Olkoot f,f': X — E,, jatkuvia pisteessi xo ja g,9': Y — E,
jatkuvia pisteessd yo. Jos Ty, (f, f') ja Ty, (g9,9"), niin T, (f @ g, f' @ ¢'), jossa
zo = (20, Yo)-

Todistus. Jatkuvuuden nojalla on olemassa pisteen xg ympéristo U ja pisteen
yo ympéristo V, joilla f|y, f'|u ja glv, ¢'|v ovat rajoitettuja. Merkitdén

a=flvwglv; B=flvadlv; v=Fflvedlv.

Lemman 3.5 nojalla T, («, 8) ja T.,(8,7); ja lemman 1.1 (transitiivisuuden)
nojalla Ty, (). Tulos seuraa lemmalla 1.3. O

Lemma 3.7. Jos L: F — E,, ja M: G — E, ovat jatkuvia lineaarikuvauksia,
nin

Ty(L ® M, 0).
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Todistus. Tensoritulon bilineaarisuuden ja lemman 1.11 nojalla voidaan olettaa,
ettd dim LF = dim MG = 1; nyt koska tensoritulo vakion kanssa on Lipschitz,
niin lemman 1.6 nojalla voidaan olettaa, ettd m = n = 0.

Jatkuvuuden nojalla on olemassa a,b > 0, joilla

[L(z) © M(y)| _ |L(z)| - [M(y)| _ _alz]-dly|
ma{fel fyl}  max{lal,jyl}  max{lel, by}

kun x,y — 0. O

Lemma 3.8. Olkoon f: F — E,, jatkuva pisteessi zg, g: G — E, jatkuva
pisteessd yo ja
Df(zo)=L; Dg(yo) =M,

jossa L, M ovat jatkuvia. Merkitiin zo = (xo,y0). Nyt
D(f®g)(20) = f(20) ® M + L ® g(yo)-

Todistus. Nyt

Ty (f = f(0), L = L(x0));  Tyo(9 = 9(y0), M = M(yo)),

eli lemmalla 1.11

Too(f, L — L(wo) + f(20));  Tyo(g:, M — M(yo) + 9(v0)),

eli lemmalla 3.6

T (f®g, (L= L(wo)) @ (M — M(yo)) + (L — L(0)) @ g(yo)+
f(zo) @ (M — M(yo)) + f(w0) ® 9(y0)),

eli lemmalla 1.11

Tzo(f ®g— f(xo) ®g(yo),
¢+ (L — L(xo)) ® g(yo) + f(z0) @ (M — M(yo))),
jossa ¢ = (L — L(zo)) ® (M — M(yo))-

Lemman 1.11 nojalla riittd4 endd todistaa T, (¢, 0).
Maéaéritelldan kuvaus v: F x G — F x G kaavalla

y(x,y) = (x + xo,y + yo)-

Nyt ¢ oy = L ® M, joten lemman 3.7 nojalla Tp(¢ o v,0), josta tulos seuraa
lemmalla 1.8. O
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4  Determinantti

Olkoon FE sisatuloavaruus.

4.1 Transvektio ja dilataatio

Sanomme, ettd lineaarikuvaus t(p,q) = t: E — E on transvektio parametrein
(p,q), jossap,q € E, |p| =1jap L q, jos se on muotoa

t(x) =z + (x,p)q

Hz) r +aq, kun x = ap,
€Tr) =
z, kun z L p.

Lisiiksi sanomme, etti lineaarikuvaus d(p,a) = d: E — E on dilataatio
parametrein (p,a), jossa p € E, |p| =1 ja a € R, jos se on muotoa

d(x) =z + (a = 1){z, p)p

k
i) = azx, kun z || p,
r, kunz L p.

N&hd&én, ettéd kaikilla transvektioilla ¢ = t(p, ¢) on olemassa

t_l = t(pa _q)a

ja etti dilataatio d = d(p, a) on kidntyvi jos ja vain jos a # 0; téllsin

' = d(p7 7)'

a

4.2 Transpositio

Olkoon E euklidinen. Samastetaan lauseen 3.2 avulla avaruudet L(E, FE) ja E®
E.

Lemma 4.1. Kaikilla f € L(E, E) on olemassa yksikdsitteinen g € L(E, E),
jolla

(f(@),y) = (z,9(y))
kaikilla z,y € E.
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Todistus. Yksikésitteisyys on ilmeinen; riittda osoittaa olemassaolo.
Olkoon B avaruuden E ortonormaali kanta. Asetetaan

Nyt

(@,9(y) = (&, Y _(fe)yre) = D (f(e),y)(z.e)

ecB ecB
= S (@, fe),y) = (F( (. e)e)y)
eeB eceB
= (f(2),y)-

O

Lemman 4.1 nojalla voidaan kaikille f € L(FE,E) mééritelld yksikésitteinen
transpoosi fT € L(E, E), jolla (f(z),y) = (z, fT(y))-

Lemma 4.2. Kaikilla z,y € E pitee (v ®y)" =y ® .

Todistus. Selva. O
Lemma 4.3. Transpositio f — f1 on lineaarikuvaus L(E, E) — L(E, E).
Todistus. Seuraa sisdtulon bilineaarisuudesta. O
Lemma 4.4. Jos f,g € L(E,E), niin (go f)T = fTog'.

Todistus. Olkoot z,y, 2 € E. Lemman 4.2 nojalla ((y®z)o(z®y))" = (y,y)(z®
AT =y zer=(yoz)o(2®y) = (r®y)" o (y® 2)T, josta tulos seuraa
lineaarisuuden ja lemman 3.3 nojalla. O

4.3 Lokaali normaalimuoto

Olkoon F euklidinen ja {ey,...,e,} sen ortonormaali kanta.
Merkitdan f; ; = (e;, f(e;)), kun f € L(E, E). Merkitddn lisdksi t; ;(a) =
t(ei, ae;), kun i # j, ja d;(a) = d(e;, a).
Koska t; j(a) =idg +ae; ® e; ja d;(a) = idg +(a — 1)e; ® e;, niin lemmojen
4.2 ja 4.3 nojalla
tij(a)" = t;(a)
ja
di (a)T = dl (CL)
Matriisilaskennan termein t; ; ja d; vastaavat operaatioita riveilld ja sarakkeilla.
Jos lineaarikuvausta f ajatellaan matriisina, saadaan seuraavat vastaavuudet:

fot;i(a) Sarake j lisitdén a kertaa sarakkeeseen 1.
fod;(a) Sarake i skaalataan kertoimella a.

Tasta saadaan lemman 4.4 nojalla seuraavat vastaavuudet:
t;ji(a) o f Rivij lisétéén a kertaa riviin .

d;(a) o f  Rivi i skaalataan kertoimella a.
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Lause 4.1. Kaikilla f € GL(E) on olemassa ympdristo U C GL(E) ja sellaiset
kuvaukset ¢;: U — GL(E), i € {1,...,m}, jollakin m € N, etti jokainen ¢;(g)
on transvektio t; i (a;(g)) tai kidntyvi dilataatio d;(cy(g)), joissa a;: U — R
ovat jatkuvia, ja etti ¢m(g) o -+ o ¢1(g) = g kaikilla g € U.

Todistus. Edetédén induktiolla dimension n yli. Tapaus n = 0 on selvé; talloin
m = 0. Oletetaan siis n > 0.

Koska f on kddntyvi, niin on olemassa kuvauksen f ympéristé V C GL(E)
ja indeksi 4, joilla g1 ; # 0, kun g € V.

Jos ¢ = 1, niin asetetaan

ai(g) =g11; ¢1(9) = di(aa(g)) ;

muuten asetetaan

ai(g) = (911 — 1) /915 ¢1(9) =t1i(aa(g)) -
Pétee
(godi(g) i =1

Maaritellddn transvektiot

kuni € {2,...,n} jah=go¢pi(g)~ .
Tarkastellaan kuvauksia
Yg) = da(g) "o+ 0dn(g) togodi(g) o 0dnlg)
kun g € V. Pétee
Y(9)in =7(9)1,i = i
Merkitdin L = L{e;} ja E' = L*. Nyt dim E’ = n — 1. Niihdién, etti

Y9l =idr; (9B =E'.

Madritelladn jatkuva kuvaus ¢: V. — GL(E') kaavalla ¥(g) = ~v(9)|e -
Induktio-oletuksen nojalla kuvauksella ¢ ( f) on olemassa ympéristé U’ C GL(E’")
ja kysytyn kaltaiset kuvaukset ¢}: U'" — GL(E'), i € {1,...,m'}, jollakin
m' € N.

Merkitidin £ = n 4+ m’. Asetetaan U =~ 'U', m =£+n — 1,

i = (¢'[i —n]o) +e1@eq,

kun n <i</¥, ja ¢; = @[i — L+ 1], kun i > /. O

Sanomme téllaista perhettd ¢ lokaaliksi normaalimuodoksi joukossa U .
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4.4 Determinantti

Olkoon FE euklidinen ja B = (eq,...,e,) sen jirjestetty ortonormaali kanta.
Kiinnitetdén pseudoskalaari
1*B = /\ €;

kannan B suhteen. Lemman 2.24 nojalla voidaan mééritella determinantti kan-
nan B suhteen asettamalla

dgt: GL(E) - R; dgtf:a7
kun .
a-1p =N fle:)
i=1
Lemma 4.5. Pitee detgidg = 1.
Todistus. Selvé. O
Lemma 4.6. Olkoon f € GL(E), t = t(e;,ae;), i # j. Nyt

dgt(f ot) = dgt f.

Todistus. Lineaarisuuden ja antikommutatiivisuuden nojalla

dgt(f ot) -1 =fler) A---A(f(e;) +af(e)) A A flen)
=fle) Ao A flen) +
a- f(el) N fleg) NN fleg) N A flen)
=fler) A\~ /\f(en) +0
detf
O
Lemma 4.7. Olkoon f € GL(E), d =d(e;,a), a € R\ {0}. Nyt
dgt(fod) = a~dgtf.
Todistus. Homogeenisuuden nojalla
det(f o d) - 15 = fle) A= Aaf(e) A= A flen)
=a- dgtf 1%,
O

Lemma 4.8. Olkoot f,g € GL(E). Nyt

dgt(f og) = dgtf . dgtg.
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Todistus. Lauseen 4.1 nojalla f, g voidaan esittdéd transvektioiden t(e;, ae;) ja

dilataatioiden d(e;,a) yhdisteind, joten tulos seuraa lemmoista 4.5, 4.6 ja 4.7.
O

Lemma 4.9. Kaikilla f € GL(E) pitee detg f # 0.
Todistus. Seuraa lemmoista 4.5 ja 4.8. O

Lause 4.2. Kaikilla f € O(E) ja g € GL(E) pdtee

det g = det g.
759~ B

Todistus. Nyt
Vs = /\ fle) =det f - 15
i=1
ja lemmalla 4.8

n
detg-1jp = A(gof)(ei> = det g - dot f - 1,
eli sijoittamalla
dgtfw]ic%tg-l}; :dgtg-dgtf-l*B,
eli lemman 4.9 nojalla
<Jic%tg 1p =detg- 15,
josta tulos seuraa. O

Lauseen 4.2 avulla voidaan ryhmélle GL(E) mééritelld kannasta B riippumaton
determinantti.
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