HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Logaritmin opetus ja sen kehittaminen

Helsingin yliopisto
Matemaattis-luonnontieteellinen tiedekunta
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Pro gradu -tutkielma

Matematiikan aineenopettajalinja
Toukokuu 2015

Vesa Koivunen

Ohjaaja: Juha Oikkonen






Esipuhe

Viimeisen kalenterivuoden ajan olen ndhnyt maailman logaritmisena. Olen viihdyttinyt itsefni
ajatusleikein, jossa arvioin logaritmien arvoja pédssa. Lisdksi olen matkannut ldpi matema-
titkkan kolmen maailman etsien vastauksia logaritmin opetukseen. Tédmén matkan aikana olen
oppinut paljon ja toivon mukaan mydés siirtdnyt oppimaani eteenpéin.

Haluan kiittdd perhettdni, joka on mahdollistanut koulutukseni etenemisen tdhén vaihee-
seen. MyGs niitd opettajia, jotka ovat omalla esimerkillddn vaikuttaneet kiinnostukseeni mate-
matiikkaa ja luonnontieteitd kohtaan sekd Matematiikan opiskelijaryhméa Matrix ry:n tarjoamaa
opiskelun ja vapaa-ajan tukea. Erityisesti niitd opiskelutovereita, joista on muodostunut opin-
tojen aikana toinen perhe. Ja lopuksi ohjaajaani Juha Oikkosta, joka fuksivuodestani ldhtien
jaksoi kannustaa opinnoissani.

Vesa Koivunen
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Luku 1

Johdanto

1.1 Johdanto

Logaritmin kéisite ilmestyi ensi kerran vuonna 1614 John Napierin toimesta (Cajori, 1991). Vuo-
sien saatossa sen luonne on muuttunut erityisesti tihtitieteesssi tehokkaasta tytkalusta kou-
lulaisten apuvilineeksi ja edelleen usean eri tieteenalan kidyttoon. Lihes jokainen 1900-luvun
alkupuolen insin6drityd on syntynyt logaritmien avittamana. Laskinten ja tietokoneiden myota
etenkin logaritmien laskennallinen hy6ty on vihentynyt, mutta matemaattisten ominaisuuksien
tarkeys sdilyy edelleen. Taméa ndkyy muun muassa tietoliikenteen salausmenetelmissé, fraktaa-
lidimensioissa ja informaatioteoriassa.

Oma kiinnostukseni aiheeseen herési opetusharjoittelun yhteydessé, jolloin pidin lukion ma-
tematiikan tuntia aiheesta logaritmi- ja eksponenttifunktion derivaatta. Opetuksen aikana kivi
ilmi, ettd kyseiset kisitteet olivat oppilailla hyvin heikossa hallinnassa. Etenkin logaritmin omi-
naisuuksissa oli perusteellisia puutteita. Tama siirsi ongelmia luonnollisesti derivaatan yhtey-
teen. Kun tdhin lisdtddn, ettd kyseinen harjoittelukoulu on ylioppilaskokeella mitattuna yksi
Suomen menestyneimpid, ei tdmé voi kertoa kovin hyvista osaamisesta valtakunnallisella tasol-
lakaan. Taman jilkeen pohdin omaa suhtautumistani logaritmin kisitteeseen ja jouduin myon-
tdmadn, ettei se itsellenikddn ollut avautunut ennen kuin yliopisto-opinnoissa. Keskusteltua-
ni logaritmeista matematiikan yleisen linjan- sekd matematiikan aineenopettajaopiskelijoiden
kanssa, kévi ilmi, ettd myos tassé joukossa on monia, joille logaritmin kisite on yha ongelmal-
linen. My6s kiiyméni pedagoginen keskustelu matematiikan opettajien kanssa johti konsensuk-
seen siitd, ettei logaritmeja kereta lukio-oppiméaarassa kdymaéaédn lapi tarvittavaa maaraa.

Logaritmin opettamisesta on kiyty pedagogista keskustelua pitkaan (McClenon, 1919; Frum-
veller, 1920; Gamble, 2005) ja vaikka sen luonne on vuosisadan aikana muuttunut huomattavas-
ti, on logaritmit edelleen yksi vaikeimmista lukion oppiméariain kuuluvista késitteistda. Aalto-
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yliopiston perustaitotestin perusteella aloittavilla korkeakouluopiskelijoilla on puutteelliset tai-
dot logaritmien suhteen (Rasila, 2011). Logaritmi-aiheisissa tehtévissd menestys oli kauttaal-
taan huonointa. Kansainvilisesti vastaavia huomioita on tehty monia. Muun muassa Kenney
ja Kastberg (2013) raportoivat huonosta osaamisessa yliopistokursseilla Yhdysvalloissa.

Logaritmin késite on historiallisesti syntynyt geometrisen ja aritmeettisen lukujonon yh-
teydesta. Modernimpi méaaritelmé on peréisin Eulerilta, joka esittda logaritmin oleellisesti eks-
ponenttifunktion kddnteisfunktiona. Eroa nykyaikaisen méaéritelmén ja historiallisen kisitteen-
muodostuksen vililld on pohdittava pedagogisesti. Se herdttda kysymyksen siitd, millaiset ai-
kasemmat tiedot vaikuttavat oppilaan muodostamaan kisitykseen logaritmista ja onko niilla
enemmén yhteyksiéd historiallisen, vai modernin esityksen viélilla. Tahén liittyen on myos syyta
tarkastella milld tavoin oppikirjat esittelevit logaritmin kasitteen.

Oppilaan aiemman kohtaaman tiedon vaikutusta uuden asian oppimiseen on tutkittu Da-
vid Tallin matematiikan kolmen maailman viitekehyksessé (Tall, 2013). Tétd ndkokulmaa on
kéytetty hyvéksi ainakin lineaaristen (Lima ja Tall, 2008) ja toiseen asteen yhtéldiden (Lima ja
Tall, 2014) oppimisen tutkimiseen. Viitekehys tarjoaa myos tavan selittdd yksilon matemaatti-
sen ajattelun kehitysta lapi elimén.

Tutkielmassa kiydaan lapi logaritmin opetuksesta tehtyja tutkimuksia sekd tarkastellaan
Helsingin Yliopiston matematiikan aineenopettajaksi opiskelun aloittaneiden ymmaérrysté lo-
garitmista. Esitin myo0s yhden oppitunnin mittaisen opetuskokeilun, jonka tarkoituksena on
johdattaa oppilas logaritmin kisitteeseen. Pyrin tutkielman aikana kiymé&an 1api kaiken oleel-
lisen, jotta kukin aiheesta kiinnostunut voi sen pohjalta rakentaa omaan kiyttoonsad mielek-
kddn opintokokonaisuuden logaritmien opetukseen. Lisdksi pyrin ottamaan osaa keskusteluun
voimaan tulevista lukion opetussuunnitelman perusteista.
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Teoria

Téassd luvussa esitelldédn tutkimuksen teoreettinen viitekehys. Ensiksi kiydéan ldpi prosedu-
raalinen ja konseptuaalinen tieto, joiden pohjalta esitellifin proseptin kisite. Viitekehyksessa
oleellisena osana on David Tallin matematiikan kolme maailmaa. Taméan pohjalta esitellaan
my0s met-beforen kisite. Lisdksi kiyddan 1api logaritmin kisitteenmuodostuksellinen niakokul-
ma aiempien tutkimusten valossa.

2.1 Prosepti

2.1.1 Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto

Proseduraalinen tieto tarkoittaa tiettyjen sddntojen ja algoritmien dynaamista ja onnistunutta
hyodyntéamista olennaisissa esitysmuodoissa. Talloin edellytetdin esitysmuotojen ymmartamis-
td, muttei vilttdméttd niiden tietoista ajattelemista. Vastaavasti konseptuaalinen tieto tar-
koittaa laajemman tietoverkon omaamista ja siiné liikkkumista. Téssé verkossa elementteinéd on
muun muassa proseduureja, sdantdja ja ongelmia erilaisissa esitysmuodoissa. Yksilo ymmértaa
ja tiedostaa toimintansa perustan ja logiikan sen takana. Proseduraalinen tieto on néistd kah-
desta automatisoituneempaa. Vastaavasti konseptuaalinen tieto vaatii tiedostettua ajattelua.
(Haapasalo, 2000.)

Opittaessa uusia asioita ei aina ole itsestddn selvdd kannattaako ldhted proseduraalisesta
tiedosta, vai konseptuaalisesta tiedosta. Proseduraalisen tiedon kautta oppimisen alku on tie-
tylla tapaa helpompaa ja vihemmaén tyolasti, kun taas konseptuaalisesen tiedon kautta alku on
tyoladmpi, mutta se tarjoaa paremman pohjan aiheen edetessi. Haapasalo (2003) kiyttaa tésta
maailman ympéri purjehtimisen metaforaa. Mikéli aloittaa myotatuuleen, joutuu jossain vai-
heessa kohtaamaan vastatuulen. Vastaavasti tekemélld taustatyo hyvista lahtosatamasta saatta
johtaa verkkaiseen alkuun, mutta luo jatkolle paremman pohjan. On mahdotonta kertoa muu-
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taman péivin tai viikon perusteella kumpi strategia on voittoisa.

Etenkin nuoremmilla lapsilla proseduraalinen ldhtékohta on luonnollisempi. Lapsi usein va-
litsee oikeat keinot osaamatta selittdd miksi. Lisdksi luonnollinen tapa selittis asioita matema-
tiikan ulkopuolella on niiden kiyttotarkoituksen, ei méidritelméan mukaan. Tuoli on “esine jolla
istutaan”, ei "huonekalu luokassa”. My0s matemaattinen ajattelu on historiallisesti kehittynyt
proseduraalisen tiedon kautta. Toisaalta koulun tarjoamassa ympéristossa eteneminen konsep-
tuaalisesta tiedosta luo mahdollisuudet oppimisen jatkumolle, eikd ty6 vastatuuliosuuksilla jaa
seuraavan opettajan vastuulle (Haapasalo, 2000 ja 2003).

Konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto eivit kuitenkaan ole toisistaan riippumattomia,
eikd tehtdvid voida valttamattd jakaa jompaankumpaan kategoriaan.

2.1.2 Prosepti

Fieldsin mitalisti William Thurston muistaa lapsuudestaan hetken, jolloin hamméastyneend ym-
mérsi, ettd jaettaessa luku 134 luvulla 29 saadaan vastaukseksi 134/29. Aikaisemmin 7134 jaet-
tuna 29:11a” oli tarkoittanut pitkdveteistd laskutoimitusta ja 134/29 murtolukua, johon ei liit-
tynyt tyota. Nyt kaksi eri merkitysta oli muodostunut yhdeksi. Tama on osoitus siitd, miten
samalla symbolilla on kaksi eri merkitysté: jakolaskun prosessi ja murtoluvun kisite. Tasté aja-
tuksesta on kehittynyt proseptin késite. Siind yhdistyvit termin proseduuri alkuosa ja termin
konsepti loppuosa.

Proseduurissa yksilo kykenee muokkaamaan esitysmuotoja esimerkiksi murtoluvun ja jako-
laskun vililla ilman tietoista ajattelua. Kun téllaiset proseduurit sulautuvat yhteen tarjoten
joustavia ratkaisumenetelmii, voidaan puhua prosessista. Proseptuaalisessa ajattelussa siirry-
tddn abstraktimmalle tasolle, jossa prosessit ovat kasautuneet symboleiksi. Symbolit toimivat
proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon vililla. (Haapasalo, 2004.)

Aritmetiikan ja algebran symbolit erittelevit tiettyjd operaatioita, joita voidaan suorittaa
askelittain. Ne voivat toimia my0s ajatuksen kokonaisuuksina, joita pystytddn kisitteleméan.
Kielellisesti ajateltuna tdmé& antaa symboleille useita eri tarkoituksia. Aritmeettinen lauseke
3 + 4 toimii ohjeena suorittaa laskutoimitus "lisad lukuun kolme luku neljd”. Yhtalailla lause-
ketta voidaan ajatella summana, joka on seitseméan. Symboli 3 44 toimii siis seké yhteenlaskun
prosessina ettd summan konseptina. Joustavasti kisiteltynd tdmé kasautuu proseptiksi. Pro-
septin madritelméiksi annetaan “mielen objekti, jossa yhdistyy prosessi, sen tuottama konsepti
ja symboli jota voidaan kiyttaa tarkoittamaan jompaakumpaa, tai molempia.” (Tall ja Gray,
1993).
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Logaritmin tutkimiseen proseptin ajatus on hyddyllinen. Voimme ajatella esimerkiksi lause-
ketta 1g 100 prosessina "mihin potenssiin luku kymmenen tulee korottaa, jotta saadaan luku sa-
ta”, mutta yhtélailla se esittdd lukua kaksi. Lisaksi voidaan tutkia myds symbolin log(z) roolia
yhtélossé log(x) + log(z — 9) = 1. Nyt symboli edustaa objektia, jota voidaan logaritmin las-
kusdéntdjen mukaisesti muokata. Silti silld on edelleen my6s prosessin merkitys eksponenttina
(Kenney, 2005). Prosepti on oleellinen kisite tarkastellessa David Tallin matematiikan kolmen
maailman viitekehysta.

2.2 Matematiikan kolme maailmaa

David Tallin (2013) mukaan ihmisen matemaattinen ymmirrys kehittyy koko elimén ajan
kdiyden 14pi kolme tasoa. Viitekehys perustuu voimakkaasti aiempiin teorioihin, kuten APOS-
teoriaan ja SOLO-taksonomiaan. Se pyrkii selittimiin matematiikan oppimista ja ajattelua
sen sijaan, ettd keskittyisi niinkdan kuvaamaan matematiikan luonnetta oppiaineena. Kolmen
maailman mallissa tieto rakentuu aiemman tiedon pééille, mutta se eroaa esimerkiksi konstruk-
tivismista siiné, ettd aiemmin opittu tieto voi olla seké oppimista tukevaa etti sitd problemati-
soivaa. Esimerkiksi kokonaislukujen peruslaskutoimitukset laajenevat luontevasti murtolukui-
hin ja desimaalilukuihin, mutta samalla ruokkivat virhekasitysta, jossa kerrottaessa luku kasvaa.

Matemaattiseen ajatteluun kuuluu matemaattisten struktuurien tiivistaminen ajatusmal-
leiksi, jotka johtavat aina hienostuneisimpiin konsepteihin. Ajatusmallien kehitys lihtee kon-
kreettisista havainnoista, joissa matematiikka ruumiillistuu, kehittyen objektien symboliseen
kisittelyyn ja aina kohti formaalia matematiikkaa. David Tallin matematiikan kolme maailmaa
ovat

1. konseptuaalis-ruumillinen (conceptual embodiment),
2. proseptuaalis-symbolinen (proceptual symbolic) ja

3. aksiomaattis-formaali (axiomatic formalism).

Ensimméinen maailma (konseptuaalis-ruumiillinen) rakentuu ihmisen havaintojen ja tekojen
pohjalta kehittyviin ajatusmalleihin. Ruumiillistumaa ajatellaan matematiikan mielessé siten,
ettd jollekin abstraktille matemaattiselle konseptille annetaan fyysinen vastine. TAm& on var-
haisin matemaattisen ajattelun vaihe ja alkaa kehittya jo lapsena, vaikkapa leikittdesséi erimuo-
toisilla esineilld. Esimerkiksi yhtaloita kisitellessd ruumiillistamisena voidaan ndhda vaakamalli,
jossa yhtdlon molemmat puolet tdytyy saada tasapainoon. Tasapainoehdon pohjalta voidaan
ratkaista muuttujan arvo.
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Siirryttéessa ruumiillistamisesta kohti toimintaa inhimilliset teot kehittyvit symbolisiksi las-
kutoimituksiksi ja joustavaksi operatiiviseksi ajatteluksi. Lapsi voi esimerkiksi edelleen kasitella
samoja muotoja kuin aikaisemmin, mutta hinen huomionsa on siirtynyt kappaleiden lukumé&a-
rddn. Lukumédrastd hin kehittdd luvun késitteen.

Matematiikan toinen maailma on lukiomatematiikan kannalta oleellisin, joskin se kehittyy
osin rinnakkain ensimmaéisen maailman kanssa. Siind fyysiset toiminnot kehittyvit matemaat-
tisiksi proseduureiksi ja kohti joustavaa symbolista ajattelua. Proseptin késite tdssa yhteydes-
sd kuvaa ihanteellista ajattelun tasoa, mutta matematiikan toisen maailman piiriin lasketaan
myo0s kaikki operatiivinen toiminta aritmetiikan ja algebran parissa. Siirryttiessd kohti abstrak-
timpaa ajattelua taytyy oppilaan kyeté irrottautumaan reaalimaailman vastineista, jotka eivét
valttaméatta vastaa symbolista ongelmanratkaisua.

Logaritmin suhteen kyky ajatella matematiikan toisen maailman tasolla on kriittinen. Ka-
sitteeseen siirryttiessa taytyy oppilaan kyetd ymmartamain esimerkiksi mité tarkoittaa luku
korotettuna potenssiin, joka ei ole kokonaisluku. On mahdotonta antaa kdytdnnén merkitysta
ajatukselle, jossa luku kaksi kerrotaan itselldén 5/4 kertaa, joten oppilaan tdytyy pystyé ajatte-
lemaan hienostuneemmin. Proseduraalisessa mielessd tehtdvien ratkaiseminen on mahdollista,
mutta konseptuaalisessa mielessd ymmaérrys jad vaillinaiseksi.

Algebrallisista puutteista periytyy helposti ongelmia logaritmien yhteyteen. Jo aritmetii-
kasta voi periytyé epéiselvyys lausekkeen molempien puolien yhtédsuuruudesta. Télloin algebral-
listen lausekkeiden kasittely problematisoituu. Mikédli yhtdsuuruusmerkin merkitys lausekkeen
puolien tasapainon sdilyttdjana on epdselvd, aiheuttaa se ongelmia logaritmilausekkeiden tul-
kintaan. On tarkedd, ettd esimerkiksi lausekkeessa log; 9 = 2 ymmarretdén, ettd kryptinen
merkintatapa logs 9 on tdsmélleen sama asia, kuin luku kaksi. Merkintatapa saattaa muulloin
aiheuttaa ajatuksen jonkinlaisesta funktiosta, mikd vaikeuttaa ajatusta kisitteestd (Kenney,
2005).

Myos logaritmifunktion rooli on ongelmallinen. Oppilas kykenee konseptuaalis-ruumillisessa
mielessd ajattelemaan funktion f(x) = 2z + 3 tarkoittavan, ettd syotettiavi luku kerrotaan kah-
della ja siihen lisdtadn kolme. Talloin pelkké lausekkeen 2x + 3 késittely objektina tai prosessi-
na riittdd. Vastaava selked ajatusmalli puuttuu logaritmifunktiolta f(z) = log,(z). (Kenney ja
Kastberg, 2013.)

Matematiikan kolmas maailma (aksiomaattis-formaali) vaatii edelleen hienostuneempaa aja-
tusrakennetta. Kontekstilla ei ole merkitysté ja tieto pohjautuu aksioomiin. Esimerkiksi "x+y =
y+a” pitdd paikkansa aksiomaattisesti ja on toisarvoista tietdd miten kyseinen prosessi suorite-
taan. Tdm& maailma ei logaritmeihin tutustuessa ole tarked, mutta ldhestyessa kisitetta ekspo-
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nenttifunktion kiinteisfunktion ndkokulmasta tullaan lihelle aksiomaattis-formaalia maailmaa.

Matematiikan kolme maailmaa eivit ole erillisid ja sisadltyvit moneen matematiikan osa-
alueeseen yhtaaikaisesti. Lisdksi kukin alue kehittyy kohti hienostuneempaa ajatusmallia. Esi-
merkiksi matemaattisia todistuksia voidaan tehdé kaikilla néilld kolmella tasolla. Euklidinen
geometrinen todistus on vahvasti konseptuaalis-ruumiillinen. Sama voidaan esittda algebralli-
sesti proseptuaalis-symbolisen maailman ndkokulmasta. Yhtéalailla tulokseen voi padsta aksioo-
mista johtamalla tuloksen formaalia paittelya kiayttden. Koulumaailmassa erityisesti ruumiilli-
nen ja symbolinen maailma kehittyvéit rinnakkain siten, ettd fyysiset teot antavat merkityksen
symbolisille operaatioille.

2.3 Met-Before

Jokaisen uuden aihekokonaisuuden kohdalla tdytyy ottaa huomioon se, mitd oppilas on ai-
kaisemmissa opinnoissaan kohdannut. Tall (2013) kuvaa aiemmin opitun siséllon vaikutusta
nykyiseen oppimiseen met-beforen késitteelld. Késite on syntynyt leikkimielisestd sanaleikista
metaforan kautta. Metaforalla uusia kokemuksia kuvaillaan aiempien kokemusten perusteella.
Met-beforen méaritelmina toimii: “struktuuri aivoissamme nyt, aiempien kohtaamiemme koke-
musten seurauksena”. Aiemmin kohdatulla tiedolla voi olla yhtélailla tukeva tai problematisoiva
vaikutus opittavaan asiaan. Esimerkkind tédsti on peruslaskutoimitukset luonnollisilla luvuilla.
Lapsi saa kokemuksen siité, etti kertolaskussa luku kasvaa ja jakolaskussa luku pienenee. Tama
ongelmallistaa jatkossa operoimista murtoluvuilla, jolloin ndma sadnnot eivat endd pade.

Rosana De Lima ja Tall ovat tutkineet aiemmin kohdattujen kokemusten ndkékulmasta line-
aaristen (Lima ja Tall, 2010) ja toisen asteen yhtéloiden oppimista (Lima ja Tall, 2014). Téssa
erityisesti aikaisempien virheellisten késitysten periytyminen aritmetiikasta algebraan osoittau-
tui voimakkaaksi. Kévi myos ilmi, ettd vaikka opettaja pyrkisi opetuksessaan korostamaan yh-
taloiden molempien puolien yhtdsuuruutta, oppilaat kehittavat muistikeinoja asian oppimiseksi.

Vastaavasta ndkokulmasta on mielenkiintoista ajatella muita matematiikan kasitteitd. Logaritmi-
ja eksponenttifunktioiden tapauksessa tuleekin miettié millaiset aiemmin kohdatut tiedot voi-
vat vaikuttaa kéisitteen oppimiseen niin positiivisessa, kuin negatiivisessa valossa. Esimerkiksi
virheellinen laskusdinto log,(z + y) = log,(z) + log,(y) voi tuntua jérkeviltd, kun oppilas
ajattelee entuudestaan tutun osittelulain kautta (Hurwitz, 1999). Tieto taytyy pystyd muok-
kaamaan ja siirtdméindin uuteen kontekstiin. Téalloin esimerkiksi lausekkeiden = + = + x ja
log, () + log, () + log,(x) tarkastelu ja sievennys voi yksinkertaisessa mielessé valottaa uuden
systeemin eroja vanhaan tietoon. (Kenney ja Kastberg, 2013). Logaritmien laskusiéint6ihin
voi hakea konkretiaa kdyttdmalld laskutikkua opetuksen apuna. Laskutikulla ndhdddn, miten
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kertolasku muutetaan yhteenlaskuksi kiyttamélla tikulla kuljettua matkaa havainnollistamaan
tehtyd prosessia.

2.4 Logaritmin kasite

Joustava ajattelu proseptuaalisessa mielessi on oleellista matemaattisen ajattelun kehittyessa.
Proseduraalisen tiedon ndkokulmasta lihdetddn liikenteeseen suoraviivaisten, nopeasti auto-
matisoituvien tehtdvien pohjalta. Mikili 1dhestymistapaa halutaan viedad kohti konseptuaalista
tietoa, tdytyy ottaa huomioon mihin muihin matematiikan osa-alueisiin késite on yhteydessi ja
mihin sen toiminta perustuu. (Tall, 2013.)

Vagliardo (2006) kokosi kisitekartat opettajien ja oppilaiden késityksistd logaritmia koh-
taan. Opettajat kuvasivat logaritmia termein "luku”, "symboli”, "notaatio”, "funktio” ja “ekspo-
nentti”. He eivit kiinnittdneet juurikaan huomiota kisitteen ominaisuuksille. Erityisesti linkki
aritmeettisten ja geometristen lukujonojen vélilld jai vaille huomiota. Suurin paino opettajil-
la keskittyi logaritmin ilmenemiseen eksponenttina. Tamaé heijastuu opetukseen, jossa allevii-
vautuu logaritmi synonyymina eksponentille. Tall6in logaritmin konseptuaalinen luonne, johon

kuuluu yhteydet kiytdnnon ja teorian sovelluksiiin sekd muihin oppiaineisiin jai esitteleméatta.

Oppilaiden haastattelussa vastaukset painottuivat enemmaén logaritmin laskusadintéihin ja
sen rooliin ratkaisuna eksponenttiyhtéiloissi. Téssd heijastuu proseduraalinen osaaminen, mut-
ta logaritmin késitettd ei selviisti ymmaérreta edes eksponentin valossa. Haastatteluissa oppilaat
osasivat mainita logaritmin ilmenemisen kemiassa ja fysiikassa.

Usein oppilaat nikeviit logaritmin asiana, joka téytyy tehdé tai muuntaa (Kenney, Rachael,
ja Kastberg, 2013). T&lloin logaritmifunktion ajattelu eksponenttifunktion kdénteisfunktiona
ei toimi ja oppilaiden késitykset esimerkiksi médrittelyjoukosta jai hataraksi. Notaation han-
kaluudesta osoittaa 56 oppilaan ryhmaélle esitetty kysymys (Kenney, 2005):

Ovatko seuraavat lausekkeet yhtépitavia
logs () 4 logs(z + 1) ja logs(z) 4 logs(x + 1).

Tahdn kysymykseen 16 vastasi yhtaloiden olevan yhtapitdavid, silld logaritmit supistuvat
pois. Tutkimuksen johtopditosten mukaan tdmé osoittaa ettei oppilailla ollut proseptuaalista
ymmaérrysta logaritmin kiisitteeseen.

Vagliardo (2006) uskoo selkeimméin konseptuaalisen tiedon antavan paremmat lahtokohdat
logaritmin ymmartdmiseen ja soveltamiseen eri tieteen aloilla. Kokoamassaan kisitekartassa
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Kuva 2.1: Késitekartta: Logaritmi

hén jaottelee logaritmin historiallisen kehityksen struktuurin seki teoreettiset ja kidytidnnon
yhteydet. Olen Vagliardon alkuperidisen késitekartan sekd tamén tutkielman teoreettisen viite-
kehyksen nojalla muodostanut késitekartan , jossa tarkastellaan logaritmin kisitteen muo-
dostumista historiallisesta ndkokulmasta, siitd mitd oppilas on kohdannut aiemmin ja mihin
logaritmilla on matematiikan sisdlld kytkoksia. Huomioitavaa on ettei eksponentteja tunnetta
logaritmin késitettd luodessa. Kartan vasen puoli kéisittaé logaritmin proseduraalisen merkityk-
sen ja oikea puoli konseptuaalisen merkityksen. Jako ei kuitenkaan ole absoluuttinen. Lisdksi
mukaan on otettu joitain sovelluksia, joissa logaritmia kiytetdan hyvaksi.

Kasitekartta toimii opetuksessa monella tavalla. Ennakkoon se voi toimia jasentdjané, joka
orientoi ja edistdd mielekistd oppimista (Koskinen, 2005). Késitekartta toimii myos vaihtoeh-
toisena tapana mitata oppilaan osaamista (Hannula, 2013). Se on tydkalu, jonka avulla voidaan
luoda konseptuaalisia linkkejd matematiikan eri osa-alueiden vilille (Vagliardo, 2009).
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Logaritmi-késitekarttaan on otettu opetussuunnitelmassa mainittavat aihekokonaisuudet,
jotka esitellddin ennen logaritmeja ja jotka oleellisella tavalla liittyvit sen kisitteeseen. Opetus-
suunnitelmaa tarkastellaan tarkemmin luvussa Liséksi kartassa on historialliset késitteet,
jotka johtivat logaritmin késitteen syntyyn. Historiallista kehitysta tarkastellaan luvussa

2.5  Yhteenveto

Matematiikan kolme maailmaa antaa viitekehyksen matematiikan oppimiselle ldpi elaméan. Pro-
seduraalinen ja konseptuaalinen tieto kulkevat jossain méaérin lomittain, eiké aina ole itsestdan
selvdd kumman kautta aihekokonaisuutta tulisi ldhestyd. Jommankumman sivuuttaminen ko-
konaan luo ongelmia jatkossa. Logaritmin kisitteen suhteen erityisesti matematiikan toisessa
maailmassa liikkkuminen ja ajattelun vieminen kohti proseptuaalista tietoa on tirkedd. Ope-
tettaessa uusia aihekokonaisuuksia tulee tarkastella sitd, mitd oppilas on aiemiissa opinnois-
saan kohdannut. On arvioitava miten ne tukevat tai problematisoivat uuden asian oppimista.
Kisitteen oppimisen kannalta on térkedd huomioida myds sen historiallinen muodostuminen.
Oppimisen jasentdmistd voidaan helpottaa ottamalla avuksi késitekartta.



Luku 3

Logaritmin historia

Téasséd luvussa esittelldéin logaritmin kehitys niiden alkuperdiseen 16ytymiseen ja edelleen nykyi-
seen muotoon asti. Luku pohjautuu Cajorin (1991), Fauvelin (1995) sekd Katzin (1995) kirjoi-
tuksiin. Matematiikan historian kiyttd opetuksessa toimii motivointina aiheeseen. Opettajalle
kisitteen historiallinen muodostus voi avata ovia ymméartamain aiheeseen liittyvid oppimis-
vaikeuksia ja tarjota mielekkiita késitteeseen johtavia tehtévida (Avital, 1995). Logaritmit ovat
matematiikan historian nakokulmasta erityisen mielenkiintoinen ja opettavainen aihe, silli se
osoittaa miten kiisite muuttaa muotoaan matemaattisten ajatusten kehittyessi. Se on myos en-
simmaéinen esimerkki menetelmésta, jossa vaikeampaan tehtavadn haetaan ratkaisua siirtamal-
14 ongelma yksinkertaisempaan muotoon. Téllaista keinoa kdytetddn myohemmin esimerkiksi
Lagrange ja Fourier -muunnoksissa.

3.1 Logaritmin juuret

Vanhoista babylonialaisista tauluista on I6ydettavissa taulukoituna tiettyjen lukujen perakkai-
sid potensseja. Lukujen valinnasta on paatelty niiden olevan ratkaisukeinoja tiettyihin ongelmiin
sen sijaan, ettid niissd taulukoitaisiin logaritmitauluja vastaavasti yleisesti laskutoimituksessa
hyodyksi kiytettdvid arvoja. Erddssi ajalta sidilyneessd tekstissd pohditaan ongelmaa “kuinka
kauan kestdi, ettd rahan maard tuplaantuu, kun vuosittainen korko on 20 %”. Se osoittaa baby-
lonialaisten kidyttdneen lineaarista interpolaatiota taulukon ulkopuolisten arvojen laskemiseen
(Boyer and Merzbach, 2011).

Antiikin Kreikassa tehtiin selked erotus rutiinisen laskennan ja teoreettisen, lukujen ominai-
suuksiin keskittyvin opin vililli. Arkhimedes Syrakusalainen (n.287 eaa. - 212 eaa.) teki aiem-
min mainitun (logistic) kohdalla merkittavin kontribuution teoksessaan Hiekanjyvien laskija
(The Sand-Reckoner, Psammites). Arkhimedes pyrki osoittamaan, ettd pystyisi kirjoittamaan

11
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suuremman luvun, kuin mikd maard hiekan jyvid mahtuu universumiin. Universumin koossa
hén viittasi Aristarkhos Samoslaisen heliosentriseen aurinkokuntaan. Arkhimedeen aikaan kiy-
tossé olleessa notaatiossa suurin luku oli 10 000 (myriad) ja néin ollen suurin kuvailtava luku
oli 100 000 000 (myriad-myriads). Jalkimmaéista lukua Arkhimedes kutsui toisen jérjestyksen
(order) ensimmaéiseksi luvuksi. Vastaavasti kun jarjestyksissd padstddn notaation sallimien lu-
kujen padhén, kutsui Arkhimedes téta lukujoukkoa ensimméiseksi periodiksi. Tall6in suurin
Arkhimedeen luvuista oli 10% - 10%. Niitd suuria lukuja kisitellessiin Arkhimedes osoitti ,
ettd jirjestysten (order) yhteenlasku vastaa lukujen tuloa. Toisin sanoen hin osoitti saman-
kantaisten potenssien tulon laskusidénnon a™a” = a™*". Tarvittavien hiekanjyvien méirdan
Arkhimedeelle riitti luku 1053,

Luku Indeksi Luku Indeksi Luku Indeksi
1 0 128 7 16384 14
2 1 256 8 32768 15
4 2 512 9 65536 16
8 3 1024 10 131072 17
16 4 2048 11 262144 18
32 5 4096 12 524288 19
64 ] 8192 13 1048576 20

Taulukko 3.1: Luku kaksi Nicholas Chuquetin indekséiména

Vuonna 1484 ranskalainen Nicholas Chuquet (1445-1488) julkaisi kirjoituksen Triparty en
la science des nombres. Sen kolmannessa osassa esitellddn notaatio muuttujan potenssille, mi-
ki muistuttaa huomattavasti nykyistd merkintitapaa. Notaatio auttoi paljastamaan potenssien
laskusdantoja. Notaatio oli myohemmin pohjana Descartesin kehittdmaille nykyiselle potenssi-
merkinnélle. Lisiksi julkaisussa Chuquet listasi luvun kaksi potensseja |3.1], siten ettd indeksien
yvhteenlasku vastaa lukujen tuloa. Chuquet selitti taulukon idean seuraavasti:

"Whoever multiplies 2° by 22, it comes to 4 which is a second number. Thus the multiplica-
tion amounts to 42. For 2 multiplied by 2 makes 4 and adding the denominations, that is, it
comes to second terms. Likewise whoever multiplies 2% by 42, it comes to 8. For 2 multiplied
by 4 and 1 added with 2 makes 83. And thus whoever multiplies first terms by second terms, it
comes to third terms. Also, whoever multiplies 4> by 42, it comes to 16 which is a fourth number
and for this reason whoever multiplies second terms by second terms, it comes to fourth terms.
Likewise...”

Lukujen suuret vilit huomioimatta tdmé on erddnlainen minimaalinen taulukko kaksikan-
taisen luvun logaritmeista. Vastaavia huomioita tehtiin useaan otteeseen seuraavan vuosisadan
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aikana ja ne olivat epéileméttd osana logaritmin kisitteen 16ytymisessa.

Suurien lukujen késittely muodostui térkeédksi erityisesti tdhtitieteen parissa. Tyko Brahe
(1546-1601) kaytti prostafaireesia (Prosthaphaeresis), trigonometriaa suurten lukujen kerto-
laskussa hyodyntéivad tekniikkaa, hyvikseen kumotessaan Kopernikuksen teoriaa planeettojen
liikkeisté. Tekniikassa hyodynnetédin trigonometristen yhtéloiden taulukkoja ja identiteettejé:

2cos AcosB=cosA— B+cosA+ B,
2sin Asin B =cosA— B —cos A+ B,
2sinAcosB=sinA+ B+sinA—B ja
2cos AsinB=sinA+ B —sinA — B.

Esimerkiksi ratkaistaessa kertolaskua 2250 - 1219 kiytetdén ensimmaéistd identiteettil seu-
raavasti:

cos Acos B = cos(A — B) 4+ cos (A + B)/2 , jossa
cos A = 0.2250 ja
cos B =0.1219(A ~ 77°, B ~ 83°).

0.2250 - 0.1219 ~ cos(77° — 83°) 4 cos(77° + 83°)/2
= cos(—6) + cos(160)/2
= —0.9397 + 0.9945/2
= 0.0274

Korvattaessa desimaalit saadaan arvioitua 2250 - 1219 ~ 2740000.

On todennékoistd, ettd tdstd menetelméstéd oli tietoinen myos logaritmien kehittdja John

keksinto, joka Pierre-Simon Laplacen mukaan "tuplasi astronomin elinian”.
3

3.2 Napierin Logaritmi

John Napierin (1550-1617) kehittéessé logaritmit ei Descartesin joustavaa eksponenttimerkinta-
pa ollut vield kaytossa. Napierin lahtokohta olikin aivan toinen ja yhteys eksponenttiin huomat-
tiin vasta myShemmin. Ajatuksena oli yhdistda aritmeettinen ja geometrinen liike. Geometrisen
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jonon jésenten suhde oli tassa vaiheessa jo tiedossa saksalaisen Michael Stiefelin ansiosta. Téassa
yhteydessé tulee mainita myo6s Joost Biirgi (1552-1632), joka kehitti samaan aikaan Napierin
kanssa omaa versiotaan logaritmista, mutta myShemmain julkaisunsa takia on jadnyt mate-
matiikan historiassa merkittomampéaan rooliin. Napier julkaisi tyonsd vuonna 1614 teoksessa
Murifici logarithmorum canonis descriptio.

Olkoon yhté pitkit janat AB ja CD, joilla on pisteet P ja Q (3.1]). Pisteet lihtevét saman
aikaisesti janan alkupisteestd samalla ldhtonopeudella. Piste QQ janalla CD kulkee tasaisella
nopeudella ja piste P janalla AB kulkee nopeudella, joka on suhteessa pisteen Q kulkemaan
matkaan.

@ 9 @

A P — B

@ A >
C Q — D

Kuva 3.1: Napierin kuvaama pisteiden liike

Ensimmaisen pisteen liikkuttua matkan AP, on jilkimma&inen piste on liikkunut matkan
CQ. Talloin jalkimmaisen pisteen nopeus on sama kuin ldhdossé ja ensimméisen pisteen no-

peus QD /CD.

Janan AB pituudeksi Napier valitsi 107, silld hin pyrki 16ytidmiin logaritmit sinin arvoille.
Nyt PB on kulman sini ja QD sen logaritmi. Siis nolla on luvun 107 logaritmi ja yksi on luvun
9 999 999 logaritmi. Havaitaan, ettd pituus QD kasvaa aritmeettisesti, kun pituus AP kasvaa
geometrisesti. Napier taulukoi arvot kulmaminuutin véilein. Nimen logaritmi hin muodosti sa-
noista logos ja arithmos, tarkoittaen suhdetta ja lukua. Ajattelu pisteiden liikkeestd oli askel
kohti differentiaalilaskennan ajatusta.

"My lord I have undertaken this long journey purposely to see your person, and to know by
what engine of wit or ingenuity you came first to think of this most excellent help in astronomy,



LUKU 3. LOGARITMIN HISTORIA 15

viz. the logarithms; but, my lord, being by you found out, I wonder nobody found it out before
when now known it is so easy.” Henry Briggs (1556-1631)

Briggs ehdotti Napierille, ettd luvun yksi logaritmin tulisi olla nolla. Ndin kehittyi lasken-
nallisesti kiitevimpi kymmenkantainen logaritmi tai "Briggsin logaritmi”. Briggs myos tyoOsti
taulukot kymmenkantaiselle logaritmille ja edisti néin osaltaan huomattavasti logaritmin kéy-
ton yleistymista.

Lahes vilittomasti logaritmin 16ytymisen jélkeen se osoitti voimakkuutensa myos teoreetti-
sena tyokaluna. Johannes Kepler kehitti kolmannen planeettojen liikkeiden lakinsa huomates-
saan kiertoaikojen ja kiertoradan isoakselin puolikkaan kymmenkantaisten logaritmien lineaari-
sen yhteyden. Logaritmista tuli voimakas tyokalu muun muassa navigoinnissa, jossa hankalissa
olosuhteissa taytyi tehda monimutkaisia laskutoimituksia. Insin66rin ammatin kehittyessa siita
tuli modernin teknologian tyokalu.

3.3 Moderni logaritmi

Matemaattisen analyysiin logaritmit - etenkin luonnollinen logaritmi - 16ysi tiensd Leonhard
Eulerin kautta. On huomioitavaa, ettd Neperin luku e on vasta Eulerin 16ytama, vaikka silla
vhteys alkuperdiseen logaritmin méaritelméan onkin. Euler my0s osoitti eksponentti- ja loga-
ritmifunktion yhteyden.

Logaritmen laskusadntoihin perustuva laskutikku kehitettiin ensimmaisen kerran William
Oughtredin toimesta vuonna 1622. Se yleistyi kuitenkin vasta 1800-luvun alussa. Laskutikku
mahdollisti logaritmin hyédyntidmisen ilman taulukoiden mukana kantamista. Insin66rin amma-
tin kasvaessa se levisi massakiyttoon. 1900-luvun puolessa vélissi siitd oli tullut insin6oriyden
ikoni. Sen avulla rakennettiin muun muassa Empire State Building ja Boeing 707 lentokone.
(Stoll, 2006.)

Logaritmin alkuperdinen merkitys - niiden laskennallinen hy6ty - on laskinten ja tietokonei-
den my6téd poistunut. Vield 1960-luvulla logaritmit mahdollisivat Apollo-lentojen myo6ta ihmi-
sen lahettdmisen kuuhun. Logaritmit ovat edelleen malliesimerkki matemaattisesta objektista,
joka on muuttanut luonnettaan ja loytédnyt tiensd moniin sovelluksiin ja puhtaan matematiikan
ytimeen. Tastd hyvand esimerkkind on diskreetti logaritmi, joka on oleellisena osana tietolii-
kenteen salausmenetelmissa.

Sovelluksia 16ytyy esimerkiksi lukuteoriasta, fraktaalidimensioista ja entropiasta. Fysiikan
ja tahtitieteen puolelta logaritmista skaalaa hycédynnetdén esimerkiksi ddnenvoimakkuuden ja
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-taajuuden sekd tdhtien kirkkauden vertailussa. Esimerkiksi alkulukuteoreema, Stirlingin kaava
ja kryptografia ovat helposti sovellettavissa lukiotasoiseen opetukseen ja niistd voi saada mie-
lenkiintoisia opetuskokonaisuuksia. Lisdksi logaritmin kautta avautuu mahdollisuus erilaisiin
poikkitieteellisiin projekteihin, silli yhteyksid 16ytyy ainakin psykologiaan, tilastotieteeseen,
tietojenkdsittelytieteisiin, geologiaan, seismologiaan, kemiaan ja biologiaan. Taulukossa on
listattu sellaisia logaritmin sovelluksia, joita voi hyodyntad lukio-opetuksessa. Lista on laajen-
nettu Vagliardon (2006) vastaavasta.

Taulukko 3.2: Lista aihepiireistd, joissa sovelletaan logaritmeja ja joita voi hyodyntdé
opetuksessa:

e Gaussin alkulukuteoreema: Arvio ennen lukua N esiintyvistd alkuluvuista (N/log V).
e Hyperbelin ja sen asymptootin viliin jiava pinta-ala.

e Mercatorin sarja

e Diskreetti logaritmi ja kryptografia (Diffie -Hellman avainjérjestelmé)
e Fraktaalidimensiot

e Stirling approksimaatio

e Entropia (Informaatioteoria, fysiikka)

e Korkoa korolle kasvava rahamaara

e Keplerin kolmas laki

o Ainenvoimakkuus

e Siavelasteikko ja intervallit

e Newtonin jadhtymislaki

e Puoliintumisaika

e Radiohiiliajoitus

e Tsiolkovskin laki
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Beerin ja Lambertin laki

Tahtien kirkkaus

pH:n lasku

Richterin asteikko (R = log(i/10))
Valon aistiminen, Weber-Fechnerin laki

Syopatutkimus ja sydpésolujen kasvu

17
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Logaritmi koulumaailmassa

Téassé luvussa kiydédan lapi milld tavoin logaritmin késitteen kannalta oleelliset aihekokonaisuu-
det esiintyvit opetussuunnitelman perusteissa. Lisdksi tarkastellaan milld tavalla ndmé asiat
késitellaan oppikirjoissa.

4.1 Opetussuunnitelma

Opetussuunnitelman perusteet laaditaan perusopetuslain ja -asetuksen seké tavoitteet ja tunti-
jaon madrittdvan valtioneuvoston asetuksen pohjalta. Sen perusteella valmistellaan paikallinen
opetussuunnitelma. Opetussuunnitelman perusteiden tehtévind on tukea ja ohjata opetuksen
jarjestamistd ja koulutyoté seké edistdd yhtendisen perusopetuksen yhdenvertaista toteutumis-
ta (POPS 2014). Vastaavasti lukion opetussuunnitelman perusteissa paitetiaén lukion opetus-
ja kasvatustyostd, jonka pohjalta lukio laatii suunnitelman opetuksen kiytdnnon jarjestémi-
sestd (LOPS -luonnos 2015). Tarkastelen seuraavassa logaritmin késitteen kannalta oleellisten
matematiikan osa-alueiden ilmenemistd perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa seki
lukion opetussuunnitelman perusteissa. Tarkastelussa on sekid voimassa olevat opetussuunnitel-
man perusteet ettd niitd seuraavat asiakirjat.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteista saa jonkinlaisen késityksen asiakokonai-
suuksista, joita lukion aloittavan opiskelijan tulisi osata tai johon tdma on ainakin jollain tasol-
la aikaisemmissa opinnoissa torméannyt. Logaritmin kasitteen muodostumisen kannalta oleellisia
kokonaisuuksia ovat potenssien laskusdinnot seki aritmeettisen ja geometrien lukujonon muo-
dostaminen ja tunnistaminen. (POPS 2004, POPS 2014).

Eksponenttiyhtaléihin opiskelija tutustuu lukion pitkdssa oppimédrassa ensimmaiselld kurs-
silla ja lyhyessd oppiméérissi kolmannella kurssilla (LOPS 2003, LOPS -luonnos 2015). Tule-
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vassa opetussuunnitelmassa lukion ensimmaéinen matematiikan kurssi on kaikille yhteinen, joten
kaikki oppilaat kohtaavat eksponenttiyhtalot tdssd vaiheessa. Toistaiseksi pitkdn oppimadran
opiskelijat ovat kohdanneet logaritmit ensimmadisen kerran kurssilla kahdeksan, kun Iyhyen op-
piméaran opiskelijoille aihe on tullut yhdesséd eksponenttiyhtédldiden kanssa. Huhtikuussa 2015
julkastuissa lukion opetussuunnitelman perusteiden luonnoksissa logaritmi on otettu osaksi yh-
teisen ensimméisen kurssin sisiltoja.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa (LOPS 2003) todetaan: "Opetus pyrkii myos anta-
maan opiskelijalle selkedn késityksen matematiikan merkityksestd yhteiskunnan kehityksessa
sekd sen soveltamismahdollisuuksista arkielaméissé, tieteessé ja tekniikassa.” Logaritmin késit-
teen kehitys on yksi parhaista esimerkeisté siitd, miten kéisite on helpottanut tieteen ja teknii-
kan kehitysté ja vastaavasti muokkautunut puhtaasti laskennollisesta apukeinosta teoreettisek-
si tyokaluksi. Kéasitteen esiintyminen lukuisilla eri tieteenaloilla osoittaa matematiikan laajasta
kiytosta.

Kurssien sisiltéjen osalta pitkissd oppiméarissa logaritmiyhtalot ja -funktiot kisitelldén
saman kurssin alussa, jossa myShemmin siirrytddn néiden funktioiden derivoimiseen. Téll6in
oppilaalle ei jai juurikaan aikaa sisdistad itse kdsitettd ennen kuin hénen tulisi pystyd ymmérta-
méadn sen ominaisuuksia derivoinnin yhteydessé. Lyhyessa oppimédrassa logaritmin késite tulee
loogisesti eksponenttiyhtéldiden jilkeen reaalimaailman esimerkkien ratkaisuvélineené. Oppilas
"nakee reaalimaailman ilmidissd sddnnonmukaisuuksia ja riippuvuuksia ja kuvaa niitd mate-
maattisilla malleilla.” (LOPS 2003). Mikili logaritmi siséllytetddn ensimmaiiseen kurssiin, jaa
oppilaalle enemmén aikaa kypsyttad kasitettd ennen kuin héan lihtee tutkimaan sen varsinaisia
matemaattisia ominaisuuksia.

Puhtaasti késitteellisestd nikokulmasta lyhyen oppiméirin opetus tarjoaa télld hetkelld
paremmat mahdollisuudet logaritmin oppimiselle kuin pitkd oppiméara. Tatd tukee myos ke-
vyempi oppimistahti. Toisaalta pitkdssd oppiméarassi opiskelijoiden taitotaso ja motivaatio
ovat usein korkeampia. Logaritmin kdymistd lukion ensimmaéiselld matematiikan kurssilla puol-
taa se, ettd esimerkiksi fysiikassa logaritmeja késitelliin ensimmaéisen kerran jo kurssilla kolme.

Lukion opetussuunitelman muuttuessa vuonna 2016 tdytyy katsoa myos eteenpdin. Talla
hetkelld luonnoksessa painotetaan voimakkaasti ilmiohin perustuvia ongelmia ja niitd mallin-
tavaa opetusta (LOPS -luonnos 2015). Niihin teemoihin logaritmi on erinomainen aihe, josta
16ytyy lukuisia sovellusmahdollisuuksia . My0s teknisten apuvélineiden kdyttod korostetaan
tulevassa opetussuunnitelmassa. Tietokoneiden kiyttod logaritmin ilmiépohjaisessa opetukses-
sa ovat tutkineet ainakin Budlinski ja Takaci (2013) positiivisin tuloksin.
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4.2 Logaritmi oppikirjoissa

Siind missd opetussuunnitelman perusteet antavat raamit opetuksen sisdllolle, kurssilla kéy-
tettava oppikirja sanelee usein voimakkaasti missé jarjestyksessa kurssin siséllot kisitellddn ja
mitd osa-alueita painotetaan. Se on oppilaan kannalta oleellinen opiskeluviline etenkin itse-
néisesséd opiskelussa. Téssé luvussa on tarkasteltu lukion oppikirjasarjojen Calculus, Pyramidi,
Matematiikan taito, Lyhyt matikka sekd Summa tapaa kiyda lapi logaritmi- ja eksponenttifun-
kioita. Oppikirjat ovat voimassa olevan opetussuunnitelman mukaisia.

Eksponenttifunktio esitellddn lukiomatematiikan pitkin oppiméaérin ensimmaéisessa kurssis-
sa. Calculus-sarjassa eksponenttifunktio méaéritelladn: Eksponenttifunktioksi sanotaan funktio-
ta, jonka lauseke on vakiokantainen potenssi ja muuttujana sen eksponentti. Eksponenttifunk-
tion mdadrittelee yhtilo f(x) = a®. Jos x on kokonaisluku, potenssi a® on mddritelty aina, kun
a # 0. Jos taas © on murtoluku, tulee olla a > 0. Maaritelm&a ei avata tai selitd tdtd enempéa.
Tamaén jéilkeen kuitenkin kerrotaan irrationaalipotenssin olevan mahdollinen. Muiden kuin ko-
konaislukupotenssien yhteydessd vaaditaan konspetuaalinen loikkaus abstraktimmalle tasolle,
joka jaa kirjasarjassa huomioimatta. Logaritmeja ei tdssa yhteydessd myoskdan mainita.

Kirjan tehtavisarjoissa on tehtivia, kuten:

Maaritd luvun kolmidesimaalinen likiarvo.
a)2i  b)2i  )2%?
d)2¥5 €272 2T

Tassa yhteydessa tuntuisi luontevalta esitellda myds logaritmin késite. Vaihtoehtoisesti vastaavat

tehtavit olisivat hyvd lahtokohta, kun eksponentti- ja logaritmifunktioihin palataan kurssilla
kahdeksan.

Kirjasarjoissa kiydaédn léapi potenssitaulukkoja, jotka ovat historiallisesti olleet merkittéiva
askel kohti logaritmin késitettd. Téssd kohtaa olisi luonnollinen kohta tuoda esille ajatus arit-
meettisen jonon ja geometrisen jonon yhteydestd. Myos kertolaskun siirtdminen yhteenlaskuksi
yvksinkertaisilla esimerkeillad olisi luontevaa. Lisdksi kurssilla kasitelliain murtopotenssi, jossa
tormatiaian vastaavaan ajattelun laajentamiseen kuin logaritmien yhteydessa.

Eksponenttifunktioihin tutustuttaessa kidydain lipi funktion ominaisuuksia, mutta loga-
ritmin kisitetta ei tuoda esille. Myoskddn ratkaisumenetelménd tiata ei esitetd, vaan ainoaksi
ratkaisu tavaksi annetaan kokeilu. Tdméa kokeilu on kuitenkin juuri se tapa, jolla logaritmin ka-
sitetta olisi helppo ja luonteva ldhestya. Tehtavissé, joissa kysytadn “mihin potenssiin luku pitda
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korottaa, jotta saadaan toinen luku”, kiiytetdan hyvéksi Eulerin logaritmikésitteen méaritelméaa.

Juuri- ja logaritmifunktiot kurssia lahestytddn oppikirjoissa kahdesta suunnasta. Kurssilla
voidaan edetd eksponenttifunktioista logaritmifunktioihin ja niiden derivointiin. T&ll6in ka&in-
teisfunktion késittely jda kurssin loppuosaan. Toinen ldhestymistapa on esitelld ensin kiédnteis-
funktio, josta siirrytddn muihin kurssin teemoihin. Késitteenmuodostuksellisesta nikokulmas-
ta kiddnteisfunktion esitteleminen on kriittistd, mikali logaritmit esitellddn eksponenttifunktion
kautta. Kadnteisfunktio on kuitenkin itsessdfin hankala kisite ja sen ldpikdyminen jia usein
kurssilla pinnalliseksi.

Eksponenttifunktion esittely vastaa kirjasarjoissa hyvin pitkille toisiaan ja perusmééritel-
mé on sama, joka on annettu jo lukion ensimmaisen kurssin aikana. Tamaén lisdksi syvennetdain
tietoa tutkimalla funktion ominaisuuksia, kuten maédrittely- ja arvojoukkoa. Myos Neperin lu-
ku esitellddn téssa kohtaa.

Matematiikan taito ja Pyramidi - sarjat kisittelevit kifnteisfunktion ensin ja logaritmi jaé
viimeiseksi. Funktio esitetdin eksponenttiyhtiloiden ja kymmenkantaisen logaritmin mééaritte-
lyn kautta. Taméan jélkeen yleinen k-kantainen logaritmi maaritelldén:

Olkoon k > 0, k # 1. Positiivisen luvun y k-kantainen logaritm:
log, y on se eksponentti, johon kantaluku k£ on korotettava, jotta

tulokseksi saadaan y. Siis

log,y =2 y=Kk".
Toisin sanoen

y =K%Y ja  log, k¥ = .

Pyramidi -sarjassa korostetaan méairitelméan jilkeen laskusddntojd ja jopa todistetaan eks-
ponentin siirtosadnto log, " = rlog, x, sekd tulon logaritmi log,(zy) = log, = + log, y. Myo6-
hemmin funktion ominaisuuksia kiiydaan liapi vastaavaan tapaan kuin eksponenttifunktiota.

Laskuharjoitukset koostuvat perustehtivisté, jotka ovat ldhinné logaritmin numeerista las-
kemista. Pyramidi-sarjassa on erikseen merkitty ilman laskinta laskettavat tehtévit. Sovelta-
viin tehtdviin kuuluu muun muassa Newtonin jadhtymislain ja Richterin asteikon tulkintaa.
Calculus-sarjassa kirjan lopusta 16ytyy myo6s tutkimustehtavia sisiltden logaritmitaulukot, ne-
gatiivisten lukujen logaritmit ja laskutikun.
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Lyhyen matematiikan oppikirjoissa maéritelmét ovat vihemmén matemaattisia ja erityisesti
logaritmin yhteydessd merkintdtapaa valtetdan aluksi. Kirjoissa on my6s huomattavasti enem-
maéan vaihtelua mitd pitkdn matematiikan oppikirjoissa. Vertaillessa kahta kirjasarjaa havaitaan,
ettd toisessa annettiin paljon historiallista taustaa, kdytdnnon sovelluksia ja ilmidpohjaista tut-
kimista (Lyhyt matematiikka). Tehtdvien yhteydessd ilmididen, kuten Richterin asteikon, ra-
dioaktiivisen hajoamisen ja radiohiiliajoituksen periaatteet on selitetty tarkemmin kuin pitkéin
oppiméérin kirjoissa. Sen sijaan toisessa (Summa 3) asiat esitetdéin matemaattisesti heikosti
ja oheistietoa on sisdllytetty vain vahan. Yhteistd on se, ettd méaarittelyehtoihin ei kiinnitetd
kovinkaan paljon huomiota.
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Tutkimukset

Téassd luvussa esitellddn tutkimuksia, joita logaritmin opetuksesta on tehty. Etenkin Weberin
(2002) tekemi pilottitutkimus on oleellisessa osassa, silld siind on yhtéaldisyyksid tamén tutki-
muksen kanssa. Tamén jalkeen kidydaan l1api helmikuussa 2015 tehty tutkimus Helsingin Yli-
opiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen matematiikan aineenopettajaopinnot keviilla
aloittaneiden kisityksid logaritmista.

5.1 Katsaus tutkimuksiin

Logaritmin opettamisesta on kdyty pedagogista keskustelua pitkdén. Christofferson (1924) esit-
tdd suurimmiksi hankaluudeksi uusien termien méédrdn. Myos Gamble (2005) pyrkii karsimaan
uusien termien madrad esittelemélld logaritmin kymmenpotenssin kautta. Vasta tamén jalkeen
esitelldan logaritmin notaatio ja késite. Merkintdtavan hankaluutta korostaa myos Hurwitz
(1999), joka toteaa oppilaiden sekoittavan logaritmilausekkeen funktioon. Hopkins (1959) kiin-
nittdd huomiota padttyméttémien desimaalien vaikeuteen logaritmilausekkeissa, muttei anna
tdhén suoranaista ratkaisuehdoitusta.

Historiallinen lahestymistapa Napierin alkuperiiselld idealla on yksi eniten esitellyistd. Jo
liki sata vuotta sitten (McClenon, 1919) Napierin ldhestymistapaa pidettiin varteenotettavana
lahtokohtana logaritmin opetukseen. Yhtélailla historiallista ldhtokohtaa on kritisoitu siité, etta
se vaatii osakseen taidokkaan ja innostavan opettajan (Frumveller, 1920). Katz (1995) on adap-
toinut logaritmin historiallisen kehityksen nykypéivin luokkahuoneeseen ja Panagiotou (2011)
laajentaa titd ajatusta pidemmille. Erityisesti Fauvel (1995) korostaa nidkokulman didaktista
hyotyd. Historiallisessa opetustavassa suuri paino on nimenomaan aritmeettisen ja geometri-
sen lukujonon yhdistdmiselld seka liikkeen tarkastelulla. Moni nostaa my&s prostafaireesin
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tutkimisen oleelliseen rooliin (Katz, 1995).

Siind missd erilaisia opetusideoita on paljon, selkeitd opetuskokeiluja logaritmin suhteen
on kuitenkin viahén (Bundy, 2010). Nam& myos rajoittuvat vahvasti yhteen aihepiiriin. Bundy
(2010) kdyttad kokeilussaan hyviksi runoja. Kokeilussa runoja hyvéksi kiyttinyt ryhmé oppi
kontrolliryhm&a paremmin. Vaikka runojen kiyttdminen ei vilttaméatta ole kovin luontevaa kai-
kille opettajille, on tutkimuksen ajatus konseptuaaliseen ajatteluun keskittymisesté oleellista.

Sekd runojen kautta oppiminen ettd ehdotetut historiallista kisitteenmuodostusta tukevat
kokonaisuudet eivit sellaisenaan sovellu suomalaiseen opetussuunnitelmaan. Namé ovat suun-
niteltu Yhdysvaltojen college-opintoja vastaaviksi, jolloin logaritmeja késitellidn esicalculus-
kursseilla. Mikili tdmén hetkinen opetussuunnitelma luonnos (LOPS -luonnos 2015) tulee lu-
kion ensimmadisen kurssin osalta voimaan, ei logaritmeille silti ji4 niin paljon aikaa mitd kokei-
luissa on kiytetty.

Tietokoneiden kiytostéd logaritmin opiskelussa tarjoaa mielenkiintoisen ndkokulman Budins-
kin ja Takacin (2013) tutkimus, jossa lihestymistapana pyritdan kiyttdméaan ilmiopohjaisuutta.
Pyrkimyksend on ldhestyd etenkin logaritmisen asteikon tulkintaa ja mallinnusta reaalimaail-
man tapauksissa. Kyseiseen tutkimukseen on valittu maanjiristysten magnitudin tarkastelu.
Datan tulkinnassa alustana kiytetddn GeoGebraa. Tdmé on etenkin tulevan opetussuunnitel-
man kannalta keskeinen menetelma, silla siind korostuu teknisten apuvélineiden ja ilmidlahtois-
ten ongelmien kiyttod opetuksessa.

Tamaéan tutkimuksen vastaavuuden kannalta ldhin tutkimus on Keith Weberin pilottitutki-
mus vuodelta 2002.

5.2 Weberin pilottitutkimus

Tutkimuksessa tarkasteltiin kahta college-tason ryhméé, joista toiselle opetettiin eksponentte-
ja ja logaritmeja perinteiselld tavalla. Toiselle pyrittiin luomaan konseptuaalisempaa kisitysta
aiheesta. Molemmille ryhmille kiiytettiin kutakuinkin sama méird aikaa aiheiden opetukseen.
Kontrolliryhméa opetti eri opettaja. Tamékin tutkimus eroaa suomalaisesta opetussuunnitel-
masta siind, ettd aihe opetetaan esicalculus vaiheessa. Talloin pitkdn matematiikan opiskelijat
eivit ole vastaavassa asemassa.

Konseptuaalinen lihestyminen aloitettiin antamalla oppilaille ohjelma, joka suorittaa ker-
tolaskua toistuvana yhteenlaskuna. Oppilaat saivat tehtdvikseen kirjoittaa graafiselle laskimel-
laan vastaava ohjelma, joka suorittaa potenssiinkorotusta toistuvana kertolaskuna. Tamaéan tar-
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koituksena oli selventii eksponentin késitettd. Kehittddkseen eksponentin ja logaritmin yhteyt-
td suoritettiin seuraavaksi rutiinilaskuja, joissa eksponentti- ja logaritmilausekkeita oli maara
kuvata matemaattisina objekteina. Lisdksi tehtavilld pyrittiin selventamaan merkintdjen raken-
netta. Tyypillinen tehtéva ja siithen toivottu vastaus oli:

43 =4.4.4 = the number that is the product of 3 factors of 4
b* =b-b-b----(r times ) = the number that is the product of x factors of b.

Kolme viikkoa opetuksen jilkeen ryhmit vastasivat kysymyksiin, joissa pyrittiin selvitta-
méain oppilaiden osaamista peruslaskutoimituksissa, laskusddnndissa ja konseptuaalisissa teh-
tavissd. Aikavali valittiin pitkdksi, jotta ndhtéisiin miten aiheet pystytdin palauttamaan muis-
tista. Erityisen opetuksen saaneet olivat jokaisella osa-alueella kontrolliryhm&4 parempia. Mo-
lemmat ryhmét osoittivat vahvaa proseduraalista osaamista, mutta erityisesti konseptuaalisissa
tehtavissé pilottiryhmén tulokset olivat paremmat. Tutkimuksen suppeudesta ja ulkopuolisista
tekijoistd, kuten oppilaiden ennakkotiedoista ja opettajan motivaatiosta johtuneista syistid ei
siitd voida kuitenkaan vetdd suoria johtopa#toksia. Tulokset olivat kuitenkin linjassa teoreetti-
sen analyysin kanssa.

5.3 Kysely matematiikan aineenopettajalinjalle suoravali-
tuille

Teetin helmikuussa 2015 Helsingin Yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen uusilla
matematiikan aineenopettajaksi opiskeleville kyselyn logaritmi- ja eksponenttifunktioista (liite
1). Kyselyn tarkoituksena oli selvittdd matematiikassa hyvin pérjanneiden oppilaiden ymmaér-
rystd logaritmeista ja sitd, ovatko vastaavat asiat hankalampia logaritmin kuin eksponentin
kontekstissa.

Kysymyksissé pyritdan hahmottamaan opiskelijoiden ymmarryksen tasoa proseduraalisessa
ja konseptuaalisessa mielessd. Lisédksi kyselyssa on tavallisesti logaritmien yhteydessd hanka-
laksi todettuja aihepiireji (Panagiotou, 2011). Tutkimuksen ensimmé&inen hypoteesi on, etti
opiskelijoiden tieto on voimakkaasti proseduraalista ja vastaavasti konseptuaalinen tieto on vi-
héistd. Toinen hypoteesi on, ettd logaritmi on oppilaille haastavampi aihepiiri kuin eksponentit.

Ensimmaisen kysymyksen (Miké on logaritmi ja mihin sitd kiytetdan?) tarkoituksena on
kartoittaa kisitteen yleistd ymmaérrysté ja saada selville miten logaritmin késite ndhdéan koko-
naisuudessa. Tdmén kysymyksen kohdalla olisi myos mielenkiintoista saada vastauksia, joissa
kdy ilmi missd muussa kuin matematiikassa logaritmit ovat hyodyksi.
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Tehtavit kaksi, kolme ja nelja ovat hieman muokattuna Weberin (2002) tutkimuksen kysy-
myksistd. Tdma mahdollistaa tutkimusten tulosten paremman vertailun. Toisen tehtévian (Mi-
ten selittéisit funktion f(x) = a® henkildlle, joka ei opiskele matematiikkaa?) tarkoituksena on
ensimmaistd tehtivid vastaavalla tavalla selvittdad vastaajan ymmérrysté eksponenttifunktion
suhteen.

Kolmas tehtéva (Onko f(x) = (1/2)" kasvava vai vihenevé funktio?) on lihinné opiskelijan
konseptuaalista ymmaérrystd mittaava. Mikali opiskelija osaa toisen tehtdvin, on oletettavaa
ettd hin osaa myo0s kolmannen. Jos ymmérrys on puutteellinen, niin tdmé tehtava paljastaa
heikon osaamisen. Weber kiytti samaa kysymysta konseptuaalisen tiedon mittaamiseen.

Tehtavd neljd (Miten lasket logs 78125 kiyttaméttd laskinta?) on tyypiltddn avoin. Teh-
tavissda on oleellisempaa opiskelijoiden ratkaisustrategiat, kuin oikean ratkaisun loytdminen.
Logaritmin kdsitteen ymmarryksen kannalta loogisimmat ratkaisustrategiat ovat joko luvun ja-
kaminen tai kertominen viidelld. My&s tama kysymys oli osana Weberin konseptuaalisen osaa-
misen kartoitusta.

Viidennessé tehtéivissi (Sievenni: a. e?e®, b. log, a?, ¢. logs 2+1og; 6 —log; 4) keskitytéin lo-
garitmin ja potenssin laskusdantéihin. Tehtavissa on tarkoituksena ndhda, onko nédiden vililla
eroa samantyyppisissd ongelmissa. Potenssien laskusddnnot kiydadn lapi jo yldasteen mate-
matiikassa, kun taas logaritmien laskusidanndt kisitellidn pitkdn matematiikan kahdeksannella
kurssilla. Jos opiskelija ymmartda nédiden yhteyden, ei jilkimmaisen oppimisessa kuitenkaan
pitaisi olla hankaluuksia. Tehtdvissa voi parjatd myos puhtaasti proseduraalisella tiedolla. Vii-
meinen tehtdvi (Miksi In —1 ei ole médritelty?) vastaavasti mittaa teoreettisempaa osaamista
ja logaritmin kasitteen ymmaérrysta.

5.3.1 Aineisto

Kyselyyn osallistui seitsemin matematiikan aineenopettajaksi suoravalittua opiskelijaa. Kaikki
ovat kirjoittaneet pitkdn matematiikan vuoden 2010 jilkeen ja suurin osa vuonna 2014. Lukio-
oppiméadri on siis melko tuoreessa muistissa ja nykyisen opetussuunnitelman sisiltéja vastaa-
va. Opiskelupaikan vuoksi otosta voidaan perustellusti luonnehtia lahjakkaampana ja ainees-
ta kiinnostuneempana kuin keskivertolukiolaista. Vastaukset kerdttiin osana uusien oppilaiden
ohjaajatuutorointitapaamista.
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5.3.2 Analysointi

Pienestd otannasta johtuen vastauksia on késitelty laadullisesti. Kustakin vastauksesta on poi-
mittu tehtdvan kannalta oleellisia ominaisuuksia sekd otettu huomioon mikéli vastaus on jatetty
antamatta tai on vaarin.

hi.h
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Taulukko 5.1: Vastausten jakauma T1: Mikd on logaritmi ja mihin sitd kdytetdin?

Ensimméisen tehtiavin vastaukset on jaoteltu viiteen kategoriaan, joihin on poimittu
vastauksista 10ytyneitd eri kuvauksia logaritmille. Kunkin kategorian esiintymiskerrat on ku-
vattu palkin korkeudella. Kategoria 0 sisdltda vastaukset, joissa ei ole annettu minkdinlaista
méadritelmad logaritmille tai sen kiyttotarkoituksille. Kategoria 1 sisdltdd vastaukset, joissa lo-
garitmia on kuvattu funktiona. Kategoria 2 siséltdd vastaukset, joissa logaritmi on méaritelty
eksponenttifunktion kidnteisfunktiona. Kategoriassa 3 on vastaukset, joissa logaritmi esitetdian
vastauksena kysymykseen “mihin potenssiin luku on korotettava, jotta saadaan toinen luku” ja
kategoria 4 ne vastaukset, joissa viitataan hydtyyn muilla tieteenaloilla.

Vastaukset ovat vahvasti samassa linjassa, kuin Vagliardon (2006) saamissa vastauksis-
sa. Vastaukset painottuvat ratkaisumenetelméin ja linkkeihin 1dhinna fysiikan mallinnukseen.
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Taulukko 5.2: Vastausten jakauma T2: Miten selittéisit funktion f(x) = ax henkildlle, joka ei
opiskele matematiikkaa?

Vagliardon tutkimuksesta poiketen myos funktion késite tuli esille, joskin vain yksi vastaajista
huomioi suhteen eksponenttifunktioon. My&skidin laskusdinnoistd ei tdmén vastauksen yhtey-
dessd puhuttu mitddn. Myohemmissd tehtivissd niiden hallinta kiy kuitenkin ilmi. Suurten
lukujen kanssa toimimisesta ja kertolaskun muuttamisesta yhteenlaskuksi ei vastauksissa mai-
nita mitddn. Taysin vailla sisdltod olleiden vastausten madrd on myos huolestuttava.

Toisen tehtidvin vastaukset on jaoteltu kuuteen kategoriaan, joihin on poimittu vas-
tauksista 10ytyneitd kuvauksia eksponenttifunktiolle. Kategoria 0 sisiltdéd vastaukset, joissa ei
ole annettu selitystd funktiolle. Kategoria 1 sisdltdd vastaukset, joissa sisdltyy ajatus "a kerro-
taan itsellddn x kertaa”. Kategoria 2 sisaltdd vastaukset, joissa mainitaan a:n olevan vakio ja
x:n muuttuja. Kategoriassa 3 on vastaukset, joissa on mainittu lukujen sijoitus tai on testattu
eri luvuilla sijoitusta funktioon. Kategoriassa 4 on vastaukset, joihin on joko piirretty kuvaa-
ja tai joissa mainitaan kuvaajat. Kategorian 5 vastauksiin on sisiltynyt kidytdnnon esimerkki,
jossa funktio esiintyy.
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Pelkistiaan tarkastelemalla vastauksista 10ytyneiden tietojen madriaa voidaan tehda havain-
to, ettd eksponenttifunktio nayttiisi olevan paremmin hallinnassa kuin logaritmi. Vastauksista
poimittavan datan maéra ldhes kaksinkertastui edelliseen tehtavidan ndhden. Silti on huomatta-
va, ettil vain kahdessa vastauksessa tuodaan ilmi luvun kertominen itsella&n. Tamé on oleellinen
huomio, miké saattaa hyvin vaikuttaa myos logaritmin osaamiseen. Mikéli logaritmi opetetaan
eksponenttifunktion kautta, mutta oppilas ei ymmaérrd mita eksponenttifunktio tarkoittaa, on
logaritmifunktiotakaan mahdotonta ymmartia.

Erot siind, ettd toisessa tehtdvissd kuvataan muuttujan ja vakion merkitystd voivat johtua
tehtiavan asettelusta. Mikéli ensimmaisen tehtivin annossa olisi annettu logaritmifunktio, voisi
kuvitella siihen tulleen vastaavanlaisia selityksid. Kuitenkaan esimerkiksi kuvaajan piirtoa ei
ensimmaisessi tehtdvissi esiintynyt niissikdidn vastauksissa, joissa logaritmia kuvattiin funk-
tiona. Eksponenttifunktion luonne tuntuu siis olevan paremmin hallussa.

Mielenkiintoista on se, ettd ainoa oikean maailman esimerkki eksponenttifunktion suhteen
16ytyi vastauksesta, jossa ei osattu selittad itse funktiota. Opiskelija osasi mainita bakteerikan-
tojen kasvun, muttei ymmaértanyt mitd funktio tarkoittaa. Itse funktion selitykseen opiskelija
kirjoitti: "Kunpa joku selittaisi mulle”. Vaikka eksponenttifunktio matemaattisesti tuntuisi ole-
van paremmin hallussa, kuin logaritmifunktio, sen yhteydet kiytintoon ei valttamatta ole yhté
hyvin selvilla.

Kahden ensimmadisen tehtdvin vastauksista ndkyy tyypillinen matematiikan toisen maail-
man taso opiskelijoiden ymmaérryksessa. Siind ei kuitenkaan olla ylletty proseptuaaliselle tasol-
le. Suurin osa ldhestyy kysymyksiéd proseduraalisen tiedon ndkokulmasta. Tarkemmat maaritel-
mét vastaavat oppikirjaméarittelyjé, mutta niitd ei vilttaméttd osata yhdistaé eri osa-alueisiin,
vaikka niiden vililld tietéisi olevan yhteyden.

Kolmannen tehtévin vastaukset on jaoteltu viiteen kategoriaan. Kategoria 0 sisdltda
vastaukset, joissa on annettu oikea ratkaisu tehtdvdan. Kategoria 1 sisdltdd vastaukset, joissa
on tarkasteltu funktion kantalukua. Kategoria 2 siséltdd vastaukset, joissa on tarkasteltu funk-
tion saamia arvoja eri muuttujia sijoittamalla. Kategoriassa 3 on vastaukset, joissa on kiytetty
hyodyksi kuvaajaa ja kategoriassa 4 ne vastaukset, joissa on perusteltu virheellisesti.

Taméin tehtavin kohdalla vastausten jakauma oli selked. Yhta vastausta lukuun ottamatta
kaikki olivat tavalla tai toisella paitelleet oikean vastauksen. Tamé kertoo hyvéstd konseptu-
aalisesta osaamisesta eksponenttifunktioiden suhteen. Suurin osa myos perusteli jollain tapaa
ratkaisuaan ja naista yleisin tapa oli funktion saamien arvojen tutkiminen. Yksi vastaajista mai-
nitsi myos derivaatan tutkimisen. Derivaatan tutkiminen ei tehtdvin kannalta ollut oleellista.
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Taulukko 5.3: Vastausten jakauma T3: Onko f(x) = (1/2)* kasvava vai vihenevd funktio?

Liséksi tarkempi tutkiminen olisi ollut erittdin tyolds tehtdvi. Tehtdvin annossa ei suoranai-
sesti pyydetty perusteluja, mikd vaikuttanee kokonaisuutena niiden vahyyteen.

Tehtava nelja polarisoi vastaajia selvisti aikaisempaa selvemmin. Taulukossa on jao-
teltu vastaukset kahteen kategoriaan. Kategoriassa 0 on ratkaisustrategiat, joissa joko jaetaan
tai kerrotaan luvulla viisi. Kategoriassa 1 on virheelliset tai tyhjit vastaukset. Mikéli opiskelija
ymmértda mita logaritmi tarkoittaa, on loogista ldhted jakamaan lukua 78125 luvulla viisi, kun-
nes saavuttaa tai ylittda luvun viisi. Vastaava strategia olisi kertoa lukua viisi itsellddn, kunnes
padsee lukuun 78125. Vain kolmessa vastauksessa ratkaisua haettiin talla tavalla. Muut ratkai-
sutavat sisilsivit muun muassa logaritmilausekkeen virheellistd algebrallista tulkintaa. T&amé
kertoo, ettéd opiskelijoilla on vaikeuksia logaritmin kisitteen suhteen. Téssé tehtdvissé oli myos
eniten taysin tyhjid vastauksia. Osa selittdjanéd tehtdvan huonoon suorittamiseen saattaa olla
tehtavatyypin erikoisuus.

Verrattaessa tehtévien kaksi, kolme ja nelji vastauksia Weberin (2002) tutkimukseen, voi-
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Taulukko 5.4: Vastausten jakauma T4: Miten lasket log; 78125 kdyttamatté laskinta?

daan ndhd& yhtyméakohtia. Toisessa tehtavissa itsellddn kertomista esiintyy jonkin verran, mut-
ta suurin osa keskittyy nimedmaéén funktiosta vakion ja muuttujan tai sijoittamaan muuttujan
paikalle lukuarvoja. Kolmannessa tehtavissé opiskelijat pérjésiviat hyvin, kuten Weberin tutki-
muksessakin. Tehtdva neljd toi eniten eroja Weberin kontrolliryhmén ja pilottiryhmén vilille.
Yksikdadn kontrolliryhmasté ei keksinyt ratkaisustrategiaa, kun pilottiryhmésta puolet osasi rat-
kaista tehtdvin. Aineenopettajaksi opiskelevilla on havaittavissa vastaavia vaikeuksia.

Viidennen tehtédvin vastaukset (5.5)) on jaoteltu kolmeen kategoriaan. Kategoria 0 sisédltda
ne vastaukset, joissa kaikki kolme tehtdvia on ratkaistu oikein. Kategoria 1 sisiltdé vastaukset,
joissa osa tehtavistd on ratkaistu oikein ja kategoria 2 sisdltda virheelliset vastaukset.

Tehtavissa viisi ndkyi edelliseen tehtdvaan verrattuna huomattavasti parempaa osaamista.
Suurin osa ratkaisi kaikki kolme tehtdvad taysin oikein. Kaikki vastasivat oikein ensimmaéiiseen
tehtidvadn, jossa tehtdvd koski samankantaisten potenssien laskusédintéd. Yhtd lukuun otta-
matta kaikki vastasivat oikein toiseen ja kahta lukuun ottamatta kaikki kolmanteen tehtavian.
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Taulukko 5.5: Vastausten jakauma T5: Sievenni: a.e’e3, b. log, a?, c. logs 2 + log; 6 — log, 4

Pientd eroa voidaan siis havaita osaamisessa potenssien ja logaritmien laskusddntdihin perus-
tuvassa osaamisessa.

Vastauksista voi paatelld, ettd vastaajien proseduraalinen tieto logaritmien suhteen on hyva
ja laskusddnndt ovat muistissa. Mielenkiintoista on, ettd vaikka opiskelija osaa hyodyntaa lo-
garitmin laskusddntGja, ei se taannut ensimmaéisessa tehtivissd kasitteellistd osaamista. Myos
harvoista virheistd kdy ilmi puutteellisuus késitteellisessd ymmaérryksessa. Tehtavissa 5c rat-
kaisuehdotukseksi tarjotaan log; 2 + logy 6 — logg 4 = 32 + 3% — 3%, jolloin logaritmin kisite on
selvisti ymmaérretty vadrin.

Viimeisessi tehtavin vastaukset (5.6) on jaoteltu neljadn kategoriaan. Kategoria 0 sisaltaa
vastaukset, joissa on annettu oikea ratkaisu tehtdviaan. Kategoriassa 1 ldhes oikeat ratkaisut,

kategoriassa 2 virheelliset ratkaisut ja kategoriassa 3 tyhjiksi jatetyt ratkaisut.

Tehtavissd kuusi vain kaksi vastaajista perusteli vastauksessaan, ettei f(z) = e” voi saada
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Taulukko 5.6: Vastausten jakauma T6: Miksi In —1 ei ole méaéritelty?

negatiivisia arvoja. Naistd toinen viittasi myds tehtdvian kaksi vastaten, ettei lukua e kerrot-
taessa itsellidn voida paatyd negatiiviseen lukuun. Néiden kahden lisdksi yhdessd vastauksessa
oli taustalla oikea ajatus, mutta sen formalisointi oli virheellinen. Vastaaja kirjoitti "Koska ei
ole lukua z, jolle a® = —1, a € R”. Témi ei kuitenkaan pide yleisesti, silli —1' = —1.

Virheellisissd vastauksissa perusteltiin maarittelemattomyytta esimerkiksi silld, ettei loga-
ritmifunktio anna epédnegatiivisia arvoja. Tama ei kuitenkaan pidd paikkaansa, eikd ole sita
mitd tehtavissd kysyttiin. Vastaus on siind mielessd mielenkiintoinen, ettd se tukee ajatusta
siitd, ettd logaritmin merkintitapa sekoittaa opiskelijan ajattelemaan jonkinlaista funktiotoi-
menpidettd luvun sijaan. Loput vastauksista oli joko tyhjid, tai sisilloltddn epdinformatiivisia.

5.3.3 Yhteenveto

Kaiken kaikkiaan vastaukset tukevat sitd késitystd, joka aikaisempien tutkimusten pohjalta
on muodostunut. Logaritmit osataan proseduraalisella tasolla ja ne ymmérretdéin ldhinné las-
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kusdéntdind ja eksponenttiyhtéldiden ratkaisuna. Ottaen huomioon, ettd vastaajat ovat kési-
telleet logaritmien yhteydessd myo6s derivointia ja integrointia, heidén késitteellinen ymmaérrys
on silti hyvin matala. Eksponenttien yhteydessi vastaavat ominaisuudet ovat paremmin hallin-
nassa. Voidaan siis sanoa, ettd molemmat hypoteesit pitivit paikkaansa.

Verrattaessa tuloksia Weberin (2002) tutkimukseen, voidaan nihda vastaavuuksia. Tdhén
kyselyyn vastanneet eivit olleet saaneet erityistd opetusta ja aiheen kisittelystd saattoi osalla
olla pitkdkin aika. Tahin nojaten voi vastaajien osaamisen todeta olleen hyvaa. Siitd huolimatta
vastaajat eivit suoriutuneet kovinkaan hyvin konseptuaalista tietoa mittaavissa tehtavissa.

5.3.4 Luotettavuus

Opiskelijat, jotka suorittivat tehtivait olivat kaiken kaikkiaan motivoituneita tekeméin ne hy-
vin. Otanta oli pieni, miké jossain mé&drin heikentdd tulosten luotettavuutta. Kyselyn tehneet
opiskelijat voidaan kuitenkin olettaa keskiverto lukio-opiskelijaa paremmiksi matematiikassa,
silld he ovat valikoituneet matematiikan aineenopettajan koulutukseen. Kysymyksien asettelu
voi vaikuttaa monessa kohtaa vastauksiin ja kaikki tehtavityypit eivit valttamatta olleet vas-
taajille entuudestaan tuttuja. Vastausten laadullinen tulkinta ja tutkijan omat taustakasitykset
voivat heikentdd tutkimuksen luotettavuutta. Vastaavuudet aikaisempiin tutkimustuloksiin ja
teoreettiseen taustaan voidaan pitdd luotettavuutta parantavana tekijana.
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Opetuskokeilu logaritmin opetuksessa

Téasséd luvussa esitellidn logaritmin opetukseen suunniteltu yhden oppitunninmittainen opin-
tokokonaisuus, jonka tarkoituksena on johdattaa opiskelija logaritmin késitteen pariin. Liséksi
luvussa kerrotaan kyseisen opintokokonaisuuden pohjalta suoritetun opetuskokeilun saamasta
vastaanotosta. Kokonaisuutta yritetdan kuvailla silld tavoin, ettd tutkimuksen lukija voi sen
pohjalta luoda itselleen mielekkddn oppitunnin. Lopuksi pohditaan tamén tutkielman pohjalta
linkkeja opetukseen ja jatkotutkimuskohteita.

6.1 Opetuskokeilu

Suoritin huhtikuussa 2015 opetuskokeilun helsinkildisen lukion opiskelijoille. Opetuskokeiluun
osallistui neljd ryhméaa, joista kaksi oli lyhyen ja kaksi pitkéin matematiikan ryhmid. Yhteensa
opetuskokeiluun osallistui noin 80 oppilasta. Oppilaat olivat ensimméisen vuoden opiskelijoita,
joten suurimmalle osalle logaritmit eivét olleet entuudestaan tuttu aihe. Toinen lyhyen mate-
matiikan ryhmistd suoritti samanaikaisesti kurssia MAB3, mutta kurssilla ei oltu vield edetty
logaritmeihin asti. Yhden opetustilaisuuden kesto oli 75 minuuttia, eli tyypillisen oppitunnin
pituus.

6.1.1 Luento-osuus

Opetustunti jakautui kahteen padosaan. Alkuosa koostui luento-osuudesta, jonka yhteydessa
kdytiin lyhyesti lapi logaritmin kisitteen kehitys historiallisesta nikékulmasta. Luento-osuuteen
kidytettiin noin 25 minuuttia tunnista.

Koska suurimmalle osalle oppilaista logaritmi ei ollut entuudestaan tuttu, aloitettiin tunti

herdttelemalld ajatuksia siitd, miksi suurten lukujen kasittely on ongelmallista. Mikéli esimer-
kiksi katsotaan pelkkdd lukuarvoa etdisyydelle Maasta Plutoon metreissi, ei saada minkaan-

35
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laista késitystd kuinka suuresta matkasta on kyse. Ndhdadn vain, ettd luku on erittdin suuri.
My6s luvun vertaaminen, esimerkiksi keskiverto ihmisen pituuteen on jarjetonta. Kun luvuista
otetaan kymmenkantainen logaritmi, ndhdaan suuruusluokka heti.

Matematiikan historiasta oleellisesti esiin tuotiin Arkhimedeksen ongelma lukusanojen puut-
teesta, jota kautta siirryttiin potenssien laskusidéntéihin. Kymmenpotenssit toimivat helppona
esimerkkind potenssien laskusddnnoista, silli kymmenpotenssien toiminta on monelle jo ala-
asteelta tulleen muistisddnnon, jossa "lasketaan nollat”, kautta tuttu. Potenssien laskusadnndgis-
td annettiinkin esimerkit juuri kymmenpotenssien avulla. N&in pyrittiin ldhestyméaéan aihetta
oppilaiden aiemmin kohtaaman kautta.

Napierin alkuperéistd logaritmin kehitysta ei ajan puutteesta johtuen kiyty lapi, eika kirjoit-
taja kokenut sen olevan oleellinen asian oppimisen kannalta. Idea esiteltiin, mutta varsinainen
johdatus suoritettiin tarkastelemalla luvun kaksi potensseja ja niiden kertolaskua. Oppilaille esi-
tettiin taulukko luvun kaksi potensseista ja heitii pyydettiin tunnistamaan misti luvuista
listassa on kyse. Kun lukujen ja vieressi olevien indeksien yhteys selvisi, siirryttiin ratkaisemaan
kertolaskua 32 - 16384. Taulukko oli koko ajan nékyvilld ja tehtdvin edetessd sieltd korostettiin
laskun kannalta oleelliset luvut ja indeksit. Taulukosta tehtiin huomio, ettd molemmat luvut
on kirjoitettavissa luvun kaksi potenssina. Nyt kertolasku voitiin kirjoittaa muotoon 2° - 214,
Talloin saatettiin kdyttdd hyodyksi samankantaisten potenssien yhteenlaskusdantoéd ja saatiin
vastaukseksi 219, Myos tamé luku 16ytyy taulukosta, jossa indeksid 19 vastaa luku 524288. Vas-
taavasti kdytiin ldpi jakolasku 131072/4096.
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Kuva 6.1: Aritmeettisen ja geometrisen lukujonon vertailu

Potenssien laskusdantojen lisdksi my0s lukujonot ovat oppilaan aiemmin kohtaamaa tietoa.
Looginen tarkastelundkokulma luvun kaksi potenssien jidlkeen on tarkastella aritmeettista lu-
kujonoa, johon kuuluu kokonaisluvut ja geometrista lukujonoa, johon kuuluu vastaavat luvun
kaksi potenssit. Opetuskokeilussa ndmaé esitettiin seké lukujonoina ettd kuvauksena koordinaa-
tistossa. Kuvaus on siis todellisuudessa f(z) = log, x. Se esitettiin kuitenkin aluksi diskreetting
pistesarjana, jossa f(z) kdy lapi kokonaisluvut. Kun oppilas on ymmairtinyt aiemmat esimer-
kit kertolaskun ja jakolaskun muuttamisesta yhteenlaskuksi, kun potenssina on kokonaisluku,
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tehdddn kriittinen ajattelun askel, jossa ikddn kuin "tdytetddn vilit”. Sen sijaan, ettd voidaan
esittdd vain kokonaislukupotenssit ja niiden kertolaskut, voidaan kukin luku kirjoittaa eri kan-
talukujen potenssina.

Napierin ja Briggsin ty6 logaritmitaulukoiden luomisessa esiteltiin antaakseen perspektiivii
sille tyoméarille jonka ndma herrat nékivat. Pedagogisesta tavoitteena on inhimillistidd matema-
titkkan luonnetta. Kymmenkantaista logaritmia hyviaksi kidyttden tutkittiin kertolasku suurilla
luvuilla. Luvut voi valita mielivaltaisesti vaikka oppilaiden toimesta, jolloin logaritmitaulukon
sijaan laskinta voidaan kayttda arvon selvittdmiseen. Tehtiin my6s huomio, ettei lukujen lis-
tauksessa tarvitse huomioida kuin luvut nollan ja ykkosen vélilla, silli kokonaislukupotenssit
voidaan aina ottaa erilliseksi kertoimeksi. Lisdksi huomattiin, etti 45 43 =45t =4 =2.2,
Toisin sanoen havaittiin, ettd neliojuuri voidaan kirjoittaa murtopotenssina.

Laskuesimerkkien jdlkeen korostettiin ajatusta, ettd vaikea tehtdva voidaan tehdd helpom-
maksi ldhestyttiessa sitd yksinkertaisemmasta nakokulmasta. Tamaé idea on oleellinen monessa
matematiikan osa-alueessa. Lisdksi mainittiin joitain tieteenaloja, joissa logaritmin sovelluksia
saattaa kohdata. Néilld pyrittiin motivoimaan oppilaat aihepiirin pariin.

Kavin lopuksi lapi logaritmin merkintatavan, silld se ei suurimmalle osalle oppilaista ollut
entuudestaan tuttu ja lopputunnin aikana he tulisivat sen kohtaamaan. Pyrin korostamaan mer-
kinnén tarkoittavan sitd, ettd esimerkiksi luku kolme on sellainen luku, johon luku kaksi taytyy
korottaa, jotta saadaan luku kahdeksan. Ensimmaiisti kertaa aiheeseen mentiessd merkintéita-
van kayttoa tulisi harkita, silla kisitteellisen ymmaérryksen kannalta se voi olla alkuun oppimista
problematisoiva. Vaihtoehtoisesti tehtavit olisi voinut esittdd kayttdmétta logaritmimerkintaa.

6.1.2 Tehtavaosuus

Opetustunnin toinen padosio oli pienryhmissé tehtavit ilmiopohjaiset tehtévat. Oppilaat jaet-
tiin viiteen ryhméén, jotka kiersivat tehtévien parissa. Tehtdvien pddpainona oli tutustua muu-
tamaan sovellukseen, jossa logaritmit ovat oleellisessa osassa. Osan tehtévista oli tarkoitukse-
na lidhestyd logaritmia kisitteellisestd ndkokulmasta, jotta oppilaille tarjoutuisi mahdollisuus
muodostaa pohjaa logaritmin proseptille. Tehtévissé késiteltiin paljon kuvaajia sekd dataa jos-
sa nikyy aritmeettisen ja geometrisen lukujonon vertailu. Vastaavia tehtdviaiheita on useita
, mutta ndma ovat valikoituneet kirjoittajan kannalta sopivasta ndkokulmasta. Tunnin pi-
tajéin rooli tdssd vaiheessa muuttuu luennoitsijasta ohjaajaksi. Oppilaat aloittivat satunnaisesta
tehtavista ja niiden suoritusjirjestys ei ollut oleellinen. Tehtévien méaaré oli valittu, jotta oppi-
laat péaasisivit tyoskenteleméddn sopivan kokoisissa ryhmissi. Ei vilttdmétta siten, ettd kaikki
kerkeisivit tekemddn kunkin tehtdvin. Ryhmien koko vaihteli kolmesta oppilaasta viiteen ja
ryhmaét kerkesivit suorittaa kolmesta neljaan tehtavaa.
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Ensimmainen tehtévi (liite 2) perustuu Keplerin kolmannen lain 16yt66n. Se on ensimmai-
nen tieteen sovellus, jossa logaritmeja hyodynnettiin ja ndyttdd logaritmisen datan analysoinnin
kannalta tdrkedn ndkokulman. Oppilaille on entuudestaan tuttua, mitd suora kertoo arvojen
suhteesta. Kun tavallisesti y-akselin arvon kasvaessa x-akselin arvo kasvaa tai vihenee aina sa-
massa suhteessa, nyt oppilaan tulee ymmartad logaritmin siirtavin vaikutuksen eksponenttiin.
Siis y-akselin arvon korottuessa tiettyyn potenssiin x-akselin arvo korotetaan tiettyyn potens-
siin. Lisdksi tehtdvdd on laajennettu puhtaasti laskennallisella tehtavalld. Tehtavien ratkaisu
vaatii logaritmin késitteen ymmaérrystd, mutta my6s proseduraalista tietoa.

Toisessa tehtiviissd (liite 3) tutustuttiin laskutikkuun ja sen toimintaperiaatteeseen. Téssé
syvennetadn tunnin alkupuoliskon keinoja potenssin laskusadnnéistd. Pyrkimyksena on laa-
jentaa ymmarrystd siitd, miten logaritmi helpotti arkea muun muassa tekniikan maailmassa.
Kun laskutikun periaatteen ymmértaa, on siitd hyotyd konseptuaalisen tiedon kehityksessa.
On konkreettisesti havaittavissa, kuinka kertolasku muuttuu yhteenlaskuksi ja jakolasku va-
hennyslaskuksi, jolloin paédstidn niin ldhelle linkkid matematiikan ensimmaéiseen maailmaan,
kun logaritmien yhteydessé voi toivoa.

Kolmas tehtéva (liite 4) keskittyi musiikkiin ja sévelasteikkoon. Téssd kohtaa yhteys ekspo-
nenttifunktioon on oleellisessa roolissa. Téllaisten asteikoiden tulkinta ja ymmérrys on yleissi-
vistavistd ndkokulmasta oleellista. Vastaavia asteikoita on esimerkiksi Richterin asteikko. Oh-
jaajan rooli tdmén tehtdvin suhteen on térked ja varsinainen tehtévin johdatus tapahtui oh-
jaajan toimesta. Téassd kiytettiin my6s hyddyksi instrumenttia, jolla soittamalla ja kuuntele-
malla syvennettiin teemaa. Tehtdvian tarkoituksena on kehittda ajattelua eksponentiaalisesti
kasvavien termien suhteen. Sivelasteikkoa ja taajuuden kasvua pohtimalla péédsee kiinni koron
korko-ajatukseen. Tehtédvissd tutkittiin myos aiemmin tarkasteltua luvun kaksi potenssien tau-
lukkoa 3.1} Tamén pohjalta tehtiin arvio ihmisen kuulemista oktaaveista. Ideana on ymmértaa,
ettd tulkittaessa luvun kaksi potenssit hertseind, nahdaan vastaavat oktaavit suoraan.

Tehtéviissd neljd (liite 5) tutustuttiin Gaussin havaintoon alkulukujen esiintymisesté. Loga-
ritmin kannalta oleellisin on geometrisen ja aritmeettisen lukujonon vertaaminen. Pyrkimykse-
né olisi, ettd oppilaat tunnistaisivat téllaisen yhteyden katsomalla arvoja ja osaisivat yhdistda
sen logaritmiin. Tehtdvan vaikeutta lisdéd konteksti, joka ei ole entuudestaan tuttu. Mikali idean
ymmaéartad vastauksen voi kuitenkin ndhdéa suoraan. Alkuluvut ovat myos kiehtova aihepiiri,
joka on motivoinut matemaatikoita kautta historian. Tehtévéissa tarjottiin myos kevennyksend
mahdollisuus tarkistaa onko oma puhelinnumero alkuluku.

Viides tehtiavéd (Vihart: How I feel about logarithms) oli tarkoitettu keventéviksi. Videos-
sa esitelladn yksinkertainen ajattelumalli logaritmeihin, mikd rakennetaan lukusuora-ajattelun
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kautta. Kun ajatellaan lukusuoraa joka ei kasva aritmeettisesti, vaan geometriseksi, voidaan
logaritmit ajatella askelina, joita tarvitsee ottaa padstikseen haluttuun lukuun. Tama voi tar-
jota oppilaalle toimivan ajatusmallin logaritmeihin ja potensseihin. My6s logaritmin merkintda
késitellaan.

6.2 Palaute

Opettajilta saamani palaute oli kannustavaa ja olimme samaa mieltd siitd, ettd logaritmeja
tulisi kilyda etenkin pitkdn matematiikan sisillossd aikaisemmin. Jo ensimmaéiseen kurssiin si-
sillyttdminen tukisi muun muassa fysiikan ja kemian kursseja, joilla kisite tulee esille varhai-
sessa vaiheessa. Lisdksi kahdeksas kurssi on niin tdynné asiaa, ettei sielld kerked késitteleméan
logaritmeja perusteellisesti. Téssd vaiheessa uutta luonnosta lukion opetussuunnitelman perus-
teista ei oltu vield julkaistu. Opetuskokeilun sisalloistd opettajat kehuivat erityisesti musiikin
yvhdistamistd matematiikkaan ja laskutikun hyodyntéamistd. Myos luento-osuutta pidettiin mie-
lenkiintoisena.

Kerasin opetuskokeiluun osallistuneilta palautetta tunnista. Palaute kerattiin google form-
sin kautta anonyymisti (liite 6). Palaute oli vapaaehtoinen. Tarkoituksena oli 1&hinn4 kartoittaa
tunnin onnistuneisuutta. Esitin my0s aikaisemmin aineenopettajalinjalle suoravalituille esitté-
méni kysymyksen: "Miké on logaritmi ja mihin sitd kiytetdan?”

Opetuskokeiluun osallistuneet opiskelijat kertoivat logaritmin liittyvéin eksponentteihin ja
lukujonoihin. My0s kidnteisfunktio tuli esille, vaikka téta ei suoraan opetuskokeilussa mainit-
tu. Yleisesti tuntia kuvattiin mielenkiintoiseksi. Luento-osuuden historian késittely sai moitet-
ta tylsyydestd, mutta tehtdviosuus oli hyva. Tehtdvien vaikeustaso oli kuitenkin korkea, miké
mainittiin osassa vastauksia. Yleisesti vaikeustao jakoi mielipiteité, silld osa piti potenssin las-
kusdantojen kertausta turhana, kun taas osa koki ldhtotietojensa olleen puutteelliset. Téhén
voi vaikuttaa se, ettd mukana oli pitkdn ja lyhyen oppiméaéran lukijoita.

Vastaajat kertoivat oppineensa logaritmien historiasta ja sen sovelluksista sekd laskutikun
kiytosta. Teoria jai kuitenkin ainakin osin epéselviksi. Tehtavisté laskutikun todettiin toimivan
hyvin. My6s Keplerin kolmas laki koettiin hyodylliseksi. Savelasteikko jakoi mielipiteitd eniten.
Osa koki sen toimivaksi ja osa liian vaikeaksi.

Luento-osuuden selkeys koettiin hyviksi. Osa vastanneista koki oppineensa paremmin tal-
14 tunnilla, kuin tavallisella matematiikan tunnilla. Eniten oppimista koettiin tehtévissd kaksi
(Laskutikku), kolme (Logaritmi musiikissa) ja viisi (Vihart: How I feel about logarithms). Vas-
taavasti vihiten oppimista koettiin tehtdvéssa nelja (Alkulukuja etsiméssé).
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6.3 Pohdintaa

Opetuskokeilu oli kaikessa muodossa onnistunut. Se ei missdin tapauksessa ollut taydellinen,
josta kertoo se, ettd jopa péivien vililld tein siihen pienid muutoksia. Mikali vetéisin kokeilun
uudestaan, keksisin varmasti yhé kehitettdvid. On myos huomioitava, ettd vaikka aiemmilla
opetuskokeiluilla ja ideoilla oli vaikutusta tunnin muokkautumiseen, jii moni naistd kaytté-
méattd. Esimerkiksi Napierin alkuperdisen idean tarkempi tarkastelu ja prostafaireesi vaatisivat
huomattavasti enemman aikaa, mutta kiinnostunut opettaja kykenee varmasti hyodyntdmaan
nditd mielekkdédseen kokonaisuuteen. Jo nyt tuntui, ettd asiaa oli paljon. Mikéli kiytossini olisi
esimerkiksi kaksi oppituntia, painottaisin toisen niistd luento-osuuden asioille ja mekaanisel-
le laskemiselle. Vasta toisen tunneista hyddyntéisin ilmidpohjaiselle tutkimiselle. TAll6in my6s
tietotekniikan hyodyntdminen tehtdvissa olisi helpompaa.

6.3.1 Linkit opetukseen

Etenkin lukion pitkd oppiméird on matematiikassa hyvin kiireinen. Siksi on vaikea oikeuttaa
yhdelle aihealueelle lisdtilaa. Nykyinen opetussuunnitelmakeskustelu on kuitenkin osoittanut,
ettd logaritmien kohdalla tdm& on tarpeellista. On mielenkiintoista ndhdi, millainen vaikutus
mahdollisilla muutoksilla on esimerkiksi Aalto-yliopiston lahtotasotesteihin.

Uskon, ettd minkd tahansa aihekokonaisuuden opetuksen yhteydessd opettajan oma moti-
vaatio aiheeseen on suuri vaikuttaja. Tieddn, ettd tehtyéni itse tdta tutkimusta olen muodos-
tanut eksperttiyden sekd aineenhallinnan ettd pedagogisen sisaltotiedon suhteen. Vastaavasti
opettaja, joka on kiinnostunut kehittiméaan opetustaan ja ndkee vaivaa tehdi taustatyota yk-
sittaisten késitteiden suhteen pystyy saavuttamaan samanlaisen asiantuntijuuden. Tdhdn tut-
kimukseen tutustumalla uskon tarjoavani kiinnostuneelle opettajalle mahdollisuuden saavuttaa
tarvittava proseptuaalinen ymmaérrys logaritmien aihekokonaisuuteen. Kyse ei tédssa tapaukses-
sa ole puutteista ajattelussa, vaan puutteista ajassa ja motivaatiossa.

6.3.2 Jatkotutkimuskohteet

Pelkké lisitila opetussuunnitelmassa ei takaa oppilaiden konseptuaalisen tiedon kehittymista
logaritmien suhteen. Koen, ettd usealla opettajaksi opiskelevalla on hyvin pelkistynyt kéasi-
tys logaritmista ja tdlloin se luonnollisesti heijastuu myohemmin opetuksessa. Ensimméiisen
vuoden yliopistokursseilla logaritmi- ja eksponenttifunktio on oleellisena osana matemaattista
analyysia, mutta tdmé ei silti takaa konseptuaalista osaamista. Lisiksi esimerkiksi kéisitteen
historiallinen kehittyminen ja sen tuomat edut opetukseen jadvit helposti viliin. Opettajaksi
opiskelevien késitys logaritmista on mielenkiintoinen jatkotutkimuskohde.
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Tutkimuksen tyostdmisen aikana julkaistiin luonnos tulevista lukion opetussuunnitelman
perusteista. Tama muutti tutkimuksen luonnetta siind mielessd, ettei sen tavoite enda ollut
vaikuttaa opetussuunnitelman sisdltoon sitd muokkaavana, vaan sitd tukevana. Logaritmien
opetus lukion ensimmaiselld matematiikan kurssilla tarjoaa myos erinomaisen jatkotutkimus-
kohteen logaritmien opetukseen. Se mahdollistaa Weberin (2002) kaltaisen kokeilun, jossa ver-
rataan kontrolliryvhmén ja tutkimusryhmén vélistd osaamista. Nykyisellddn kurssin kahdeksan
yhteydessa se ei ole mahdollista, silla kurssin luonteen vuoksi logaritmeja kasitellddn hyvin no-
peasti differentiaalilaskennan n&kokulmasta. Tallin huomio vikisinkin keskittyy néihin omi-
naisuuksiin.

Tutkimuksessa pyrittiin ottamaan huomioon oppilaan aiemmin kohtaama tieto (met-before).
Varsinaista tutkimusta sen suhteen, millainen aikaisempi tieto tukee ja mikd problematisoi lo-
garitmien oppimista ei kuitenkaan tehty. Téssd on kuitenkin mielenkiintoinen jatkotutkimuksen
mahdollisuus.

6.3.3 Lopuksi

On mahdoton méaritelld yhtd oikeaa tapaa opettaa mitdin matematiikan osa-aluetta. Sekd
opettajan henkilokohtainen tyyli ja opetusmenetelméit ettd opetettavat yksilot vaikuttavat sii-
hen milld tavoin aihekokonaisuus tulisi esittdd. Rohkaisen kuitenkin jokaista kokeilemaan eri-
laisia menetelmié, jotta niistd voi 16ytéa itselleen sopivimman ja mahdollistaa oman pedagogii-
kansa kehittdmisen. Tarkeintd on motivoitua aiheesta itse, jotta voi siirtdd sen motivaation ja
innostuksen opetettaville.
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LIITE 1: Kysely Aineeopettajaksi suoravalituille

Ylioppilaaksi valmistumisvuosi: Lyhyt matematiikka o Pitka matematiikka o

Aineenopettajaksi suoravalittu: Kylla o Eio

1. Mika on logaritmi ja mihin sita kaytetaan?

2. Miten selittaisit funktion f(x)=a* henkilélle, joka ei opiskele matematiikkaa?

3. Onko f(x)=(1/2)* kasvava vai viheneva funktio?

4. Miten lasket logs78125 kayttamatta laskinta?

5. Sievenna:

a) e2e3

' log,a’

c)

logsz2 + log3 6 —logs 4

6. MiksiIn -1 ei ole maaritelty?



LIITE 2: Keplerin 111 laki

Johannes Kepler julkaisi kaksi ensimmaista planetaaristen liikkeiden lakiaan vuonna 1609 tutkittuaan Tycho Brahen
tekemia havaintoja. Lait ovat:

Kepler I: Kiertdessaan tahted planeetta liikkuu pitkin ellipsin muotoista rataa, jonka toisessa polttopisteessa tahti on.

Kepler Il: Tahdesta kappaleeseen piirretty jana jattaa jalkeensa yhta pitkina ajanjaksoina pinta-alaltaan yhta suuren
alueen.

Tutkiessaan planeettojen kiertoaikoja ja etdisyytta auringosta Kepler jai kuitenkin vaille ratkaisua. Kiertoajat
kuitenkin kasvavat etdisyyden kasvaessa, joten Kepler uskoi yhteyden olevan.
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Kuvaaja 1: T (kiertoaika vuosina) / R(keskietdisyys auringosta (106km)

Kepler oli ensimmaisia, joka hyddynsi logaritmien keksimistad. Han otti seka planeettojen kiertoajoista, etta niiden
keskietaisyydesta aurinkoon kymmenkantaisen logaritmin.

Planeetta T (/vuosia) R (10° km) logo(T) logio(R)
Merkurius (m) 0,24 57,91 -0,618 1,763
Venus (V) 0,62 108,21 -0,211 2,034
Maa (E) 1,0 149,6 0,0 2,175
Mars (M) 1,88 227,94 0,274 2,358
Jupiter (J) 11,86 778,34 1,074 2,891
Saturnus (S) 29,45 1426,71 1,469 3,154
Uranus* (U) 84,02 2870,63 1,924 3,458
Neptunus* (N) 164,79 4498,39 2,217 3,653

Planeettojen kiertoajat ja etdisyydet, seka niiden logaritmit. Uranus ja Neptunus I6ydettiin vasta Keplerin jalkeen, mutta ne
noudattivat myds lakia.



Esim. Marsin kiertoaika (maan vuosina)
10*=1.88 siis log10(1.88) = x
x=0.274

Nyt arvojen vilille oli ndhtavissa lineaarinen yhteys! (Kun toinen luku kasvaa, toinen kasvaa aina samassa suhteessa).
Suurien lukujen logaritmeja on myds huomattavasti helpompi kasitelld. Kun piirretdan suoranyhtald, saadaany =
0.67x +2.18.
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y=0.67x+218
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Kuvaaja 2: log1o(T) / logio(R).

1. Suoran kulmakerroin on n. 2/3 (0.67). Mita voidaan siis paatella kiertoajan ja keskietdisyyden suhteesta?
(Keplerin kolmas laki)

2. AsteroidivyShyke sijaitsee Marsin ja Jupiterin vilissa keskietdisyydelld 413,79 10° km auringosta.

Paljonko on asteroidivyohykkeella sijaitsevan kdaapioplaneetan Cereksen kieroaika?



LIITE 3: Laskutikku

Laskutikku perustuu logaritmin laskusaantdihin, eli muutetaan kertolasku yhteenlaskuksi ja jakolasku
vahennyslaskuksi. log(a-b) = log(a) + log(b) ja log(a/b) = log(a) — log(b).

Laskutikku keksittiin englannissa hyvin pian Napierin julkaistua logaritmeista. Vasta 1800-luvun puolessa
valissa ne yleistyivat, kun insinddriala alkoi syntya. Laskutikku olikin l1dapi 1900-luvun insind6rien tunnus ja
sitd kantoivat mm. Apollo-lentojen astronautit.

1. Miten lasket laskutikulla 2-3? Ent& 8/4?

Virtuaalilaskutikku:

http://www.antiquark.com/sliderule/sim/virtual-slide-rule.html

Ratkaisu: Vasemmassa reunassa kirjainten C ja D perdssa on vastaavat luvut 1-9. Luvut on jaettu
kymmenkantaisten logaritmien (merkinta Ig=log,q) mukaan:

Ig(1) =0, Ig(2)=0,301..., 1g(3)=0,477... jne.
Siis luku 3 on noin puolessa valissa tikkua.

Liikuta C-asteikon luku 1 D-asteikon luvun 2 kohdalle. Nyt ollaan liikuttu tikulla pisteeseen Ig(2). Nyt
edetdan asteikolla C lukuun 3, jolloin ollaan suoritettu lasku Ig(2) + 1g(3). Luvun kolme alta asteikolla D
|6ytyy ratkaisu laskuun 2-3. Sen sijaan, etta tehtiin kertolasku, laskettiin sama lasku logaritmeilla ja
muutettiin se yhteenlaskuksi, silld 1g(2) + 1g(3) = 1g 2-:3 =Ig 6.

2. Laske laskutikulla 1,7- m.
Tehkaa paassalaskukilpailu, jossa:

1. yksi ryhmastd esittaa kerto- tai jakolaskun, jonka muut laskevat
2. yksi ryhmasta vuorollaan saa kdyttaa avukseen laskutikkua
3. kysyja tarkistaa vastauksen laskimella. Vastaus 1 desimaalin tarkkuudella.



LIITE 4: Logaritmi musiikissa

"Music is the pleasure that the human mind experiences from counting without being aware that it is counting.”
-Leibniz
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Nuotit taajuuden mukaan.

Savelasteikko koostuu kahdentoista savelen sykleista. Sama savel toistuu asteikossa, kun sitd vastaava taajuus
kaksinkertaistuu. Jos haluamme selvittaa kahden taajuuden valisen eron oktaaveissa, se saadaan suhteena log,

(f/f1).
Esim. A,=440Hz ja A;=880Hz, jolloin log, (880/440)=log,2=1. Siis savelien suhde on yksi oktaavi.

1. Ns. tasavireisessa asteikossa jokaisen savelen suhde on sama. Kun oktaaviin mahtuu 12 saveltd, mika on tall6in
kahden sadvelen vilinen suhde?

2. Ihminen kykenee kuulemaan taajuusalueella 20Hz — 20 000 Hz. Kayttden hyvaksi listaa luvun 2 potensseista,
arvioi kuinka monta oktaavia ihminen kykenee kuulemaan.

Luku Indeksi Luku Indeksi Luku Indeksi
1 0 128 7 16384 14
2 1 256 8 32768 15
4 2 512 9 65536 16
8 3 1024 10 131072 17
16 4 2048 11 262144 18
32 5 4096 12 524288 19
64 ] 8192 13 1048576 20




LIITE 5: Alkulukuja etsiméassa

Alkuluku tarkoittaa lukua, joka on jaollinen vain itselldan ja luvulla 1. Esim. 2,3,5,7,11... Luku 9 ei ole alkuluku, koska
se voidaan kirjoittaa 9 = 3 - 3. Alkuluvut ovat aina olleet matemaatikoille mysteeri. Antiikin kreikassa osattiin
todistaa, etta niitd on rajattoman paljon, mutta kukaan ei osannut ennustaa koska seuraava alkuluku tulee vastaan.
Esimerkiksi 881 ja 883 ovat perakkaisia alkulukuja, mutta 887 ja 907 valista ei l6ydy yhtdan alkulukua.

Viisitoistavuotiaalle Carl Friedrich Gaussille (1777-1855) oli annettu lahjaksi kirja, joka sisélsi luettelon alkuluvuista.
Samassa kirjassa oli myos tyypillinen logaritmitaulukko. Logaritmit ovat hyvin ennustettavissa, toisin kuin alkuluvut.

Gauss ymmarsi kysyd uuden kysymyksen. Sen sijaan, etta yrittdisi ennustaa seuraavan alkuluvun tarkan sijainnin, han
pyrki ennustamaan kuinka monta alkulukua esiintyy ensimmaisessa 100 luvussa, ensimmaisessa 1000 luvussa jne.
Gauss havaitsi lukujen esiintymistiheydessa saannollisyyden.

N A: Alkulukujen maara (N/A): Keskiarvo kuinka monen
valilla 1-N luvun paassa seuraava alkuluku
10 4 2,5
100 25 4,0
1000 168 6,0
10 000 1229 8,1
100 000 9592 10,4
1 000 000 78 498 12,7
10 000 000 664 579 15,0
100 000 000 5761 455 17,4
1 000 000 000 50847 534 19,7
10 000 000 000 455 052 511 22,0

Modernilla laskulla saadut arvot alkulukujen esiintymiselle

Gauss huomasi, ettd luku N kasvaa geometrisesta suhteessa lukuun (N/A), joka kasvaa noin 2,3 jokaista
kymmenpotenssia kohden. Gauss oli I6ytanyt linkin logaritmeihin. Han formuloi ennusteensa

f(N)= ——.

Gaussi itse tarkensi ennustetta myohemmin, kuten teki muut hanen jalkeensa. Seuraavan alkuluvun ennustaminen

pysyy edelleen mysteerind matemaatikoille...

1. Kuinka todenndkdista on, ettd seitseman luvun mittainen puhelinnumerosi (ilman operaattoritunnusta) on
alkuluku? Laske Gaussin alkulukuteoriaa kdyttdaen kuinka monta alkulukua esiintyy ennen puhelinnumeroasi.

Onko puhelinnumeroni alkuluku? Tarkista:




LIITE 6: Palautelomake opetuskokeiluun osallistuneille

Vastauksiani saa lainata (anonyymisti) pro gradu —tutkielmassa:
Kylla O
Mikali vastausta kaytetaan, siihen viitataan anonyymisti. Koulua, opiskelijaa tai muuta tietoa ei liiteta.

Mika on logaritmi ja mihin sita kaytetaan?

Yleinen palaute tunnista
Kerro mitd pidit tunnin sisallosta ja sen esitystavasta.

Mita opit? Mita et?
Kerro mitd tunnista jai pdalimmaisend mieleen ja mit& uutta opit. Jaiko jotain epaselvaksi?

Mik4 tehtava toimi parhaiten ja mik& heikoiten? Miksi?

Luento-osuus: Esitysta oli helppo seurata
Puhujan selkeys/ulosanti/materiaali

1 2 3 4 5

Eri mielta m| m| O O i Samaa mielta

Opin tunnilla paremmin, kuin tavallisella matematiikan tunnilla.
1 2 3 45

Erimielta o o o o o Samaa mieltd

Mielestani opin tehtavasta.
Valitse tehtdvat, joissa mielestési koit oppimista.

o Luento-osuus

o Kepler III laki

o Laskutikku

o Logaritmi musiikissa

o Alkulukuja etsiméssé

O Vihart: How I feel about logarithms

Vapaa sana
Kommentoi vapaasti tunnin siséltdd/vetdjan toimintaa.
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