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RESUMEN

En este trabajo se estudian las propiedades de reflexién y transmision
en un sistema multicapa fractal tipo Cantor. Los coeficientes de reflexion
y transmisién son obtenidos para incidencia normal de ondas planas y se
calculan para distintas dimensiones fractales y etapas de subdivisién. Estos
algoritmos se basan en las propiedades de auto-similaridad del sistema. Los
algoritmos obtenidos en este trabajo son una generalizacion de los presentado
por X. Sun y D.L. Jaggard'.

Observamos que los espectros son periédicos y simétricos. Encontramos
que al disminuir la dimensién fractal de los sistema los espectros aumentan
su periodo. Consideramos ademas la asimetria del sistema, tratandola como
parametro independiente de la dimensién fractal del sistema. La importan-
cia de este pardmetro se manifiesta fuertemente en la regién de pequenas
fracuencias. Escribimos un indice de refraccién efectivo a bajas frecuencias
en funcién de las razones de subdivisién, de la etapa fractal, de los indices
de refraccién de los diferentes medios del sistema. Se obtiene la dimensén
fractal del sistema observando el cambio de la razén entre el perimetro y el
4rea del la curva espectral para diferentes etapas.
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Introduccion

Para describir en forma completa ciertas irregularidades y patrones fragmenta-
dos de las formas que aparecen en la naturaleza tales como lineas costeras, nubes,
montaiias, etc., en 1977, B.B. Mandelbrot generé una nueva geometria. Introdujo
el término Fractal para identificar la familia de formas descritas por esta geometria.
Fenémenos fisicos como difusién, movimiento browniano, etc., también muestran un
comportamiento fractal. También, mediante algoritmos pueden generarse distintas
formas geométricas con estructura fractal.

E] estudio de las propiedades fisicas constituye una parte importante en el andlisis
de sistemas con estructura fractal. Los primeros trabajos sobre propiedades Opticas
en fractales datan de mediados de la decada de los 80’s. Estos trabajos tienen como
objetivo relacionar la respuesta Sptica del sistema con los pardmetros caracteristicos
del fractal o caracterizar su estructura fractal mediante la ayuda de espectroscopia
éptica. El objetivo de esta tesis es estudiar las propiedades 6épticas de un sistema de
peliculas delgadas con una distribucién fractal en sus espesores generada mediante
una estructura de Cantor generalizada.

F. Claro y R. Fuchs [1] analizaron los modos colectivos de superficie para cluster
fractales. Ellos construyeron los cluster fractales con esferas y usan un algoritmo
recursivo. Sus resultados muestran que el espectro de los modos colectivos de super-
ficie tienen un comportamiento aproximadamente auto-similar. Por otro lado, V. A.
Markel y colaboradores [2] estudian como la propiedad de auto-similaridad del cluster
fractal es transferida a las excitaciones dipolares y a su polarizabilidad éptica. En un
estudio de dispersién resonante de luz por cluster fractales, V. M. Shalaev, R. Botet
y J. Julien [3] determinan la dimensién espectral Gptica del sistema.



En 1984, H.D. Bale y P.W. Schmidt [4] analizaron la dispersién de rayos-x a
4ngulos pequiios en medios con porosidades submicroscépicas los cuales presentan
propiedades fractales. Encuentran que la intensidad de dispersién es proporcional a
k~©®-D) donde D es la dimensién fractal y k el vector de onda. La dispersién de
ondas electromagnéticas por pantallas de fase aleatorias Gaussianas con estructura
fractal fueron estudiadas por Eric Jakeman [5]. D.L. Jaggard y Y.Kim [6], X. Sun y
D.L. Jaggard [7] a través de la dispersién de ondas electromagnéticas por superficies
rugosas fractales, encuentran la relacién de la distribucién angular y de la cantidad
de energfa dispersada especularmente con las caracteristicas fractales de la superficie.

Existen trabajos donde la caracteristica fractal del sistema se manifiesta en la
funcion dieléctrica del medio material. V.V. Konotop, 0.1. Yordanov y L.V. Yurke-
vitch [8] consideraron la transmisién de ondas planas a través de un medio unidi-
mensional caracterizado por una funcién dieléctrica tipo Cantor. Para generar este
medio se inicia con una funcién dieléctrica constante €(z) = €o, a continuacién se
divide el medio en tres partes iguales y se remueve el tercio central; posteriormente
en los segmentos restantes se incrementa su funcién dieléctrica por un factor de 3/2.
Se continua de esta manera hasta una etapa deseada, aplicando el algoritmo solo
a los medios con funcién dieléctrica diferente de uno. Debido a que el sistema es
auto-similar, el coeficiente de transmisién se obtiene como solucién de una relacién
recursiva infinita . Para una capa fractal con funcién dieléctrica unidimensional dada
por la funcién de Weiertrass, V.V. Konotop [9] encuentra que en regiones de longitud
de onda suficientemente pequeiias el coeficiente de transmisién tiene dos componentes;
una componente considera la dispersién de las fronteras y describe efectos de reso-
nancia, la otra da la dispersién interna por las estructuras fractales. En un trabajo
posterior, V.V. Konotop y S.A. Bulgakov [10] generalizaron los trabajos anteriores al
uso de funciones dieléctricas singulares. .

X. Sun y D.L. Jaggard [11] realizaron un estudio de la interaccién de las ondas
electromagnéticas con un sistema multicapa fractal tipo barras de Cantor general-
izadas. La construccién del sistema se da de la siguiente forma: en el inicio (etapa
s = 0) tienen una barra de espesor A e indice de refraccién n; inmersa en vacio
(no = 1). Posteriormente dividen la barra en N segmentos iguales y remueven Np,
segmentos centrales. Los espacios dejados por los Ny, segmentos lo reemplazan por
un medio con indice de refraccién ng (=1). Este procedimiento lo contindan hasta
un etapa s deseada, aplicandolo unicamente a los medios con indice n;. Como re-
sultado de esto obtienen un sistema simétrico de peliculas delgadas con estructura
fractal tipo Cantor. Debido a la auto-similaridad que presenta el sistema, obtienen
relaciones de recursividad para los coeficientes de reflexién y transmisién en funcién
de N, Ny, 8, no, ¥y n1. La dimensién fractal la expresan en funcién de N, Np,y en
el limite de bajas frecuencias encuentran el indice de refraccién efectivo en términos
de N, Nm, 8, Mo, Y M.

Una diferencia importante del trabajo de Konotop y et. al. [11] y el realizado por
Sun y Jaggard [11], esque en el primer trabajo la fractalidad del sistema se realiza al
ir modificando la funcién dieléctrica del medio en cada etapa siguiendo el algoritmo
de Cantor, mientras que en el segundo la aplicacién del algoritmo de Cantor se aplica
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a la distribucién de los espesores.

El objetivo de esta tesis es dar una generalizacién del trabajo realizado por X.
Sun y D.L. Jaggard [11]. La generalizacién consiste en tener una estructura final
no simétrica. La construccién del conjunto de Cantor es de la siguiente manera:
se inicia con una barra de espesor A e indice de refraccién n; inmersa en vacio ng
(=1), posteriormente se subdivide el sistema en tres partes con razones de subdivision
diferentes r1, r2 y r3(3; i = 1). Seretirala parte con espesor ro/A\ y se sustituye por
un medio del mismo espesor pero con indice de refraccién n, (caso particular ny = no).
Se prosigue con la aplicacién de este algoritmo, hasta una etapa s deseada, aplicandolo
unicamento a los medios con indice de refraccién n;. Obtenemos relaciones recursivas
para los coeficientes de transmisién y reflexién en funcién de ri, n; y 3, la dimensi6én
fractal D en funcién de r; y r3. Estos resultados son extendidos para N = 5
divisiones con distintas razones de subdivisién 7y, T2, T3, T4 Y Ts O = 1).
Aqui los medios removidos son roA y T4, los cuales son reemplazados por medios
con indice de refraccién ny. La estructura particular del sistema analizado por Sun y
Jaggard [11] se recupera, en nuestro caso N =3, al hacerry =r3 = N—;—]{,Xm, re =
"NJ\‘? Yy ng = No.

Fl contenido de esta tesis se distribuyé en cinco capitulos. En el capitulo nimero
uno se describen conceptos fundamentales en la teoria de fractales, como son, su
dimensién fractal, concepto de auto-similaridad, conjuntos de Cantor, etc... En el
capitulo dos se obtienen las relaciones recursivas para los coeficientes de reflexién y
transmision en el caso donde un medio con indice de refraccién n, se distribuye en un
medio huesped (n; = 1). Estas relaciones se obtienen tanto para N =3 como N =3,
donde N es el nimero de subdivisiones en el conjunto de Cantor. En el capitulo
tres se obtienen relaciones recursivas similares para el caso donde ng # 1, esto es, el
sistema se distribuye de la siguiente formang —n; —nz— Ny Nz — N1 —No . En
el cuarto capitulo se muestran los resultados obtenidos y en el capitulo quinto y final
se dan las conclusiones.



Capitulo 1

Conceptos de Fractales

1.1 Introduccién

“Sostengo que muchos patrones de la naturaleza son tan irregulares y fragmentados, que comparados
con Euclides, -término usado para denotar la geometria estandar- la naturaleza exhibe un alto grado

asi como distintos niveles de complejidad...”

“ Respondiendo a esto, he concebido y desarrollado una nueva geometria de la naturaleza e im-
plementado su uso en un nimero diverso de campos. Esta nueva geometria describe muchas de la
irregularidades y patrones fragmentados de las formas de la naturaleza, y conduce a teorias comple-
tas, identificando una familia de formas, las que he llamado FRA CTALES. Los fractales mas iitiles
involucran formas o cuestiones azarosas y tanto sus regularidades e irregularidades son estadisticas.
Ademés, las formas descritas aqui tienden a tener propiedades de escalamiento, implicando que el
grado de irregularidad y/o fragmentacién es idéntico en todas las escalas”.

Benoit B. Mandelbrot [12]

B.B. Mandelbrot creé la palabra fractal del adjetivo Latin fractus, la cual proviene
del verbo Latin correspondiente frangere, el cual significa “romperse”, para crear seg-
mentos irregulares. FRACTUS también podria significar “irregular”. Defini6 ademas,
en forma rigurosa el término conjunto fractal a diferencia de como lo hizo con el
término fractal natural, el cual utiliza para describir vagamente un patrén natural
(fractal) y el que representara finalmente por un conjunto fractal. Por ejemplo, las
curvas brownianas son curvas fractales, a diferencia del movimiento fisico browniano
el cual es un fractal natural [12, 13].

En la siguiente seccién se estudiara la dimensién fractal para sistemas que solo
necesitan un patrén de medicién. Esto se hard usando una generalizacion del concepto
de longitud topoldgica (longitud ordinaria).

1.2 Dimensién fractal

El concepto de dimensién produce ciertas ambigiiedades dado que existen conjuntos a
los cuales se les puede asignar diferentes dimensiones, como resultado del proceso de
medida. Durante el perfodo de tiempo 1875 — 1925 los matematicos reconocieron que
un entendimiento adecuado de irregularidad o fragmentacién no puede ser satisfecho



cuando se define a la dimensién como nimero de coordenadas. Mandelbrot [12] men-
ciona, que cualquier matematico que escribe un libro sobre la teoria de la dimension,
dice que su teoria es la tnica. Mandelbrot piensa que esta ambigiiedad conduce a
perder la nocién de lo que es dimensién, ya que no sélo son distintas conceptualmente
sino también numéricamente.

Antes de discutir el concepto de dimensién fractal, demos las descripciones de lo
que es un fractal geométrico y fractal natural.

e Fractal Geométrico.— Este tipo de fractales no existen generalmente en forma
natural, sino que se crean con la aplicacién de un algoritmo particular. A
cada una de las aplicaciones del algoritmo al subsistema se le llama etapa de
subdivisién o etapa de generacién s. A la forma inicial se le llama iniciador
(etapa s = 0) y a las reglas geométricas del algoritmo se les llama generador. En
general, el conjunto resultante es la unién de subconjuntos con la forma obtenida
al aplicar el generador a cada una de sus partes. El tamaiio del generador es
diferente para cada una de las etapas de subdivisién. El generador puede estar
formado por componentes mas elementales. En los conjuntos a estudiar en esta
seccién los elementos basicos tienen el mismo tamaiio.

o Fractales Fisicos (o naturales).- Son aquellos fractales que se encuentran en
la naturaleza; son ejemplos lineas costeras, fenémenos de difusién, nubes,
montanas, etc...



Una dimensién

Veamos como se puede obtener la longitud de una linea costera, figura 1.1a. Para
poder realizar la medicién es necesario cubrir completamente la costera con un patrén
adecuado. El patrén puede ser un segmento lineal del longitud §, un cuadrado cuyos
lados sean de longitud &, o cualquier otra forma geométrica que cubran de la manera
més eficiente posible el conjunto. En este caso particular se elige cubrir la costera
con un patrén cuadrado de lado 6. Esto es debido a que es necesario cubrir las islitas
que acompaiian a la costera. Si utilizaramos un patrén lineal seria muy problematico
cubrir completamente la costera. Un patrén lineal es adecuado cuando tenemos una
curva fractal continua, por ejemplo, la curva de Koch, que se vera m’as adelante.
Para encontrar la longitud de la costera es necesario contar el nimero N de veces que
el patrén se acomoda en la costera. Entonces, por definicién, la longitud asociada a
la costera es igual a la longitud del patrén cuadrado multiplicada por el nimero de
veces que este se utilizo, esto es '

L=N-§. (1.1)

Como se observa de la figura 1.1, en sus distintos incisos, el nimero de veces que
se utiliza el patrén &, N(6) = N[6(s)], va aumentando conforme el valor del patrén
va disminuyendo, por lo que el valor de la longitud L(6) = L[§(s)] asociado con la
costera es incrementado también. Este procedimiento se sigue indefinidamente, y en
el limite § — 0 el valor de la longitud L = L(6) — oo. Asi

L(§) = N(8)- 6 . (1.2)

Experimentalmente, figura 1.2, se muestra que la relacién InL(8) versus Iné es de -
la forma

InL(6) = (1 — D)Iné + Ina . (1.3)
Aqui § y L se expresan en Kms., D se determina de la pendiente de la recta de
mejor ajuste y a de la interseccién de la recta con el eje vertical. Se observa que
D > 1 ; ademas se nota que es relativamente pequeiio (Z, 1) para costeras lisas y
relativamente grande (< 2) para costeras desarrolladas. De la ecuacién (1.3)

L(§) = a8 P . (1.4)

Podemos dar una interpretacién simplificada de la ecuacién anterior de la siguiente
manera. Usando un patrén & inicialmente, siendo la longitud asociada con la costera
Lo, de las ecuaciénes (1.2) y (1.4)

L(&o) _ a
=N =55 - (1.5)




Figura 1.1: Costera de Noruega



AU
- STRALIAN Coa gy
el EE———— =
CIRCLE \

SOUTH AFRICAN COAST r
l

logio{L(6) (km)}

I
Ltan M

D-FRONT |
1ER OF
PORTYG
AL

e L3 20 13

V) logso(8 (km)

Jo 38

Figura 1.2: Curvas experimentales para diferentes lineas costeras, InL versus é

De la ecuacién (1.4) obtenemos

1-D

L) _(8) | (1.6)
L(60) o

S; acordamos normalizar a § con & y a L(6) con L(&o), entonces

L(§) =8P, (1.7)
Por otro lado, de las ecuaciones (1.2), (1.5) y (1.6)

N(5)

-(5)"
S0 [
=7

con lo cual podemos normalizar a N(6) con N (80) para obtener

N(§) =§P = % . (1.8)
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Figura 1.3: Curva triddica de Koch

Esta posibilidad de normalizar nos permite trabajar con § y L sin dimensiones.

Fn el caso anterior se obtuvo la longitud asociada con un fractal fisico. Veamos
ahora como obtener la longitud en un fractal geométrico, asociada en una de sus
etapas prefractales [13]. Usaremos como ejemplo la curva de Koch triddica, la cual
se construye de la siguiente manera:

Iniciador.- Segmento lineal de longitud topolégica Lt = 1.

Generador.- Se divide el segmento lineal en tres partes iguales; se reemplaza el
segmento central por dos segmentos de igual longitud y se acomodan a un dngulo de
120° de los segmentos restantes, como se muestra en la figura 1.3a. Por lo tanto la
razén de subdivisién es 3 y la fraccién de subdivisién es r =1 /3.

En primer lugar elijamos el patrén & que usaremos en la etapa s = 0. En esta
etapa 6(s = 0) = 1 y por lo tanto

L(1)=N-6=1.

posteriormente se elige 6 = §(s = 1) = 1/3 y ¢l mimero de veces que se utiliza el
patrén es N = 4, por lo tanto

Lr(6=1/3) =43

i
Wl

Para la etapa s = 2 el patrén se elige como 6(s = ) =1/9 = (1/3)* y el nlimero de
veces que se acomoda en el sistema es N [6(s = 2)] = 16 = 4%, por lo tanto la longitud
de la curva en la etapa s = 2 es:

11



(o

Lefs(s =2)] =16 5 = (%)2

y asi sucesivamente. En la s-ésima generacién prefractal tenemos que 8(s) =
(1/3)° y NI[6(s)] = 4*, por lo que

Lr(§) = (i;‘.) _ (g.)_g_s | (1.9)

Tomemos el logaritmo de la ecuacién anterior,

InLt(6) = —% (In4 — In3)
InLr(6) = (1 — %) - Iné. (1.10)

Si consideramos que el proceso de medicién realizado en la curva de Koch es equiva-
lente al utilizado en el proceso de cuntificacién de la longitud de la costera, ecuacion

(1.7), obtenemos

InL = (1 — D)Iné. (1.11)
Comparando esta dos iltimas expresiones, tenemos
In4
D= 3’ (1.12)

que es la dimensién fractal de la curva triddica de Koch.

Se puede observar que tanto para la costera (fractal fisico), asi como para la curva

triddica de Koch se hizo uso inicamente un patrén é de medicién en cada una de las

etapas. Estos sistemas fractales son cararterizados por
L(é) _ 1

donde D es la “dimensién fractal” del sistema, la cual tiene un valor especifico para
cada conjunto fractal; esta dimensién es definida estrictamente en la seccion 1.2.2.
Escribiendo la ecuacién (1.13) en forma de igualdad tenemos

(1.13)

-L—(;l = N(§) = ab~P. (1.14)

Con referencia a la ecuacién (1.4) podemos inferir que la ecuacién (1.14) es valida
para ambos fractales geométricos y estadisticos. Lo anterior puede ser entendido del
hecho que el proceso de meidda fué desarrollado de la misma manera. El concepto
de medida se explicara con més detalle en la seccion 1.2.2.
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En el caso de fractales geométricos la etapa s = 0 frecuentemente consiste sim-
plemente de una recta de longitud Lo. En esta etapa podemos escoger, sin limitacién
de generalidad, un patrén del mismo tamaiio, o sea, 6o = Lo. De la ecuacién (1.14)

- tenemos

L, _

& LY

Si acordamos normalizar a L(8) y a & con Lo entonces la ecuacién (1.14) se reduce a
L(6) = &P,

]\/'((5)) = §D } (1.16)

Aclaremos el tipo de conjuntos que satisfacen la ecuacién (1.13) para distintos
valores de la dimensién.

=>a=LJ. (1.15)

1. Conjuntos con valor de D entero. Este tipo de conjuntos pueden ser curvas
lisas, superficies suaves, cuerpos geométricos que se describen con la geometria
Euclideana, etc... Més adelante en esta seccién se dan un par de ejemplos; ver
las figuras 1.4, 1.5.

2. Conjuntos con valor de D no entero. Este tipo de conjuntos se definen como
fractales (se dan sus definiciones formales mds adelante). Estos conjuntos se
pueden clasificar en:

o Fractales Geométricos con un solo patrén é(s)- una sola razén de subdi-
visién- para ejemplos ver las figuras 1.3, 1.6-1.8 y 1.10-1.13.

o Fractales Fisicos (o naturales ), a ser discutidos en la seccién 77, ver figuras
1.1y 7?2

Una vez que fueron obtenidas las relaciones normalizadas para la longitud, tanto
para fractales fisicos como geométricos con un solo patrén §, podemos calcular la
dimensién D sin realizar en principio todo el procedimiento anterior. De la ecuacién
(1.8) o (1.16) obtenemos

InL(s) _ InN(s)
Iné(s)  Ind(s) °

En esta ecuacién §, N, y L dependen de la etapa s de subdivisién. No obstante
l';fs(:) y lzﬁfsl((:)) son independientes de s, dado que la ecuacién (1.8) se cumple en
cualquier etapa con D constante. Podemos concluir que si seleccionamos algin valor
del patrén & en una etapa s arbitraria y determinamos el N(s) o L(s) correspondi-
ente, segiin la ecuacién (1.17) es suficiente para determinar la dimensién D.

En el caso de fractales estadisticos tipo costera, por la naturaleza del sistema,
el valor del patrén 6 es arbitrario y puede tomar valores continuos. En la practica
se eligen valores convenientes, esto es, aquellos valores que optimizen el proceso de

medicién. Es claro que la longitud topolégica no se obtiene simplemente como N(6)6

D=1-

(1.17)
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con § arbitrario. Aqui el término longitud topoldgica se usa para designar longitud
ordinaria; 6§ - 0 L — cte. Por otro lado, para fractales geométricos la longitud
fractal se define como la longitud topoldgica, en las etapas prefractales. Entonces es
natural elegir el patrén & (en cualquier etapa s) igual a la longitud topolégica maxima
posible de los pedazos que componen el sistema. Por el momento nos limitamos a
sistemas que utilizan un solo patrén de escalamiento, o sea a una sola razén de
subdivisién; por lo tanto, con ¢l entendimiento de que 6(0) =1,

8(s) =r*, s=0,1,2... (1.18)

donde 0 < r < 1, siendo r la razén de subdivisién. Si la primera divisién (etapa
s = 1) involucra N unidades (“pedazos”) de igual tamaifio, entonces

N(s)=N* s=0,1,2.. (1.19)
Con la sustitucién directa de las ecuaciones (1.18) y (1.19) en (1.17) tenemos
p= M (1.20)

in(7)’
independiente de la etapa s. Es claro que no es necesario tomar el limite s — co. De

la ecuacién (1.20) podemos observar que el valor de la dimensién D puede ser mayor,
menor, o igual a uno, esto es,

i. )N <! entonces 0<D <1; conjunto fractal “discreto”.
ii. )N'=1 entonces D =1; caso “Euclidiano”.
iii. )M >1 entonces D >1; conjunto fractal “sustancial”.

Los nombres asignados a cada caso es debido a lo siguiente: en el i) tenemos
que el conjunto caracterizado resultante es un conjunto discreto, ver por ejemplo la
barra de Cantor figura 1.13. En el ii) tenemos el caso trivial de longitud topoldgica
(independiente de la etapa) figura 1.4. Finalmente en iii) tenemos que los conjuntos
resultantes son continuos y mas sustanciales que los conjuntos discretos (ver concepto
de sustancialidad en la seccién 1.2.2), como se observa para las curvas de triadica y
cuadrética de Koch, figuras 1.3, 1.11 respectivamente.

Regresemos al caso i), ver figura 1.4. En este caso r = 1/3 y N = 3, o sea,
no removemos o agregamos “pedazos”. Por lo tanto D = 1. En este caso limite se
obtiene que la dimensién fractal es igual a la dimensién topolégica— como se esperaba
en este caso trivial. Nos daremos cuenta, al dar las definiciones formales de un fractal,
que el sistema anterior no lo es.

En el caso de una curva lisa ( figura 1.5), tenemos que acudir a la primera ecuacion
(1.17) y aplicar el limite s — 0o. Observamos que los “prefractales” en el desarrollo

1El término prefractal fué introducido por Feder[13] para referirse a una etapa intermedia (s

finita) ’

14



Figura 1.4: Conjunto de segmento recto con tres divisiones sin remover o agregar

alguna

15



Figura 1.5: curva lisa en dos etapas de subdivisién

de un fractal no dan la dimensién topolégica correcta (=1). En este caso, tenemos

que tomar el limite
D = lim [1 I”L(s)]

300 B I‘n(S(S)
_ . InL(s) _ InLt _
=1-lm 25 = L iy n6(s)

De manera semejante, para fractales geométricos que involucran partes curvadas
(no rectas) las ecuaciones (1.13)-(1.17) tendrdn que ser generalizadas tomando el

limite s — oo.
La ecuacién (1.20) es valida para [ractales geométricos de una séla razén de sub-

divisién.

Dos dimensiones

Veamos que sucede si en lugar de tener una curva tuviéramos una superficie, esto
es, un problema que corresponde a dos dimensiones topoldgicas (drea). En este caso

tenemos que reemplazar L — A.
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La ecuacién (1.14) se reemplaza por (como veremos en la ecuacién (1.24) el
cardcter fractal (D; y Ds) no es necesariamente el mismo en ambas direcciones)

ecua)
A(6) _ a
Es importante sefialar que en el lado izquierdo de la ecacién (1.13) el patrén 4 se
reemplazé por el 4rea 62 del patrén cuadrado , pero en el lado derecho no hay ningun
cambio, por definicién, de la dimensién D.
El resultado para fractales geométricos, ecuacién (1.15) sigue siendo vélida, sin
embargo, la ecuacién (1.16) se reemplaza segiin la ecuacién (1.21) por

(1.21)

A(8) = 6P, , (1.22)
De aqui

InA(6)  InN(s)
T Iné(s)  Iné(s)”
Entonces la dltima expresién en la ecuacién (1.17) sigue siendo vélida para 4reas (pero
no la primera). Como § es el lado de un cuadrado, entonces es obvio que la ecuacion
(1.18) también es correcta. La ecuacién (1.20) es también vilida dado que ahora N
es el niimero de cuadrados después de la primera divisién. La ecuacion (1.20) también

es aplicable en este caso de areas. ‘

En el caso de que el nimero N se pueda escribir como N = N;N;, donde N,
es el nimero de veces que el patrén se acomoda en una direccién, digamos z, y N,
el nimero de veces que lo hace en la direccién perpendicular a x, digamos y, la
dimenensién fractal de la superficie sera dada por

_In[N1(6)N,(6)]

Iné
donde D, y D; son las dimensiones fractales correspondientes a las direcciones z y a
Y. '

D=2 (1.23)

D= = Dy + D, (1.24)

Tomemos el caso particular que se muestra en la ﬁgura 1.6. Aqui tenemos que
r = 1/2 (dado que r se define segiin & y no segiin el 4rea §?) y N = 4. Entonces de

la ecuacién (1.20)
D=2,

o sea, este valor nos da correctamente la dimensién topolégica de area. El mismo
resultado se obtiene de la ecuacién (1.24). Debemos aclarar que la superficie mostrada
en la figura 1.6 no es un fractal.

El tipo de conjuntos fractales que cumplen con la ecuacién (1.24) son aquellos
conjuntos que son generados mediante el producto cartesiano de dos conjuntos frac-
tales, esto es, sean S; y S, dos conjuntos fractales entonces S = S; X Sy serd un
conjunto fractal con dimensién D = D; + D,, ver [12]. Un ejemplo fractal con es-
tas caracteristicas es el conjunto fractal generado mediante dos conjuntos de Cantor

17



S S P

S=R

Figura 1.6: Superficie suave con D = 2

(ver definicén de conjuntos de Cantor en seccién 1.4.2), con diferentes razones de
escalamiento, ver figura 1.7. A este conjunto lo hemos denominado tabla de Cantor.
Un ejemplo pertinente es la superficie de Koch [12], figura 1.8. En esta curva
Jos comportamientos fractales son diferentes en las dos dimensiones topoldgicas (%, y
digamos). Si I- longitud lineal, ver figura 1.8-es dado, entonces no cabe, en general,
un nimero entero N(s) en el drea A(s), dado que [/6(s) no es un nimero entero en
general. El patrén de drea §? se puede acomodar por completo en A(s) solamente
si 62 — 0, es decir, s — oco. Entonces solo podemos utilizar la ecuacién (1.24) en
el limite s — co. Denotamos por D; la dimensién fractal longitudinal dada por la
ecuacién (1.12) y por D, (= 1) la dimensién del conjunto en la direccién de l. De la
ecuacién (1.24) la dimensidén de este sistema es

D=D2+D1=1+-ln—4.

n3

Como hemos podido esperar intuitivamente, la dimensién fractal de la superficie
de Koch difiere de la dimensién fractal de la curva de Koch en uno. Esto es debido a
que la superficie de Koch tiene caracter Euclideano en la direccién de [.

;. Qué sucede si elegimos como patrén un disco circular de didmetro § en lugar de
un cuadrado de lado § 7 Claramente, para cubrir cierta area con discos de diametro
necesitamos un nimero mayor de discos que cuadrados de lado § (igual). ; Cuantas
veces mas discos ? Para una etapa de subdivisién s arbitraria la respuesta seria una
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S
)
S=90
S=\
7 &3 s S
— —  — —
S=2
— = —l ==

Figura 1.7: Tabla de Cantor generado con diferentes razones de escalamiento;
S, con rp =71y =r3 =1/3 (D = 0.6309) y el conjunto S; con r; = rz =
1/4 y r,=1/2 (D, =0.5), por lotanto D =1.1309.
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Figura 1.8: Superficie de Koch

funcién complicada de s y de la forma del drea. Sin embargo, en el limite s — oo el
factor requerido es

Si en lugar de discos circulares utilizamos otra forma geométrica, siempre ten-
dremos un factor geométrico semejante, al cual denotaremos 1/7.

Ahora, la dimensién fractal D, por definicién debe de corresponder a la forma mas
eficiente de llenado, esto es el patrén debe de ser cuadrado. Si utilizamos un patrén
diferente a un cuadrado, entonces N(s) en la ecuacién (1.23) es demasiado grande y
debemos de reducirlo mediante el factor geométrico de “ineficiencia” 4. Entonces la
ecuacién (1.23) se reemplaza por una forma mas general, dada por

_ . In[yN(s)] or
D = 81_111; n8(s) (1.25)

donde v = 7 /4 para discos circulares.
Tres dimensiones
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El mismo razonamiento se puede aplicar al caso de tres dimensiones topoldgicas.
Ahora L o A seran reemplazados por el volumen V. No obstante la ecuacién (1.25)
sigue siendo valida. Si el patréon es un cubo obviamente ¥ = 1. Por otro lado, si el
patrén es una esfera, entonces

En el limite s — oo podemos escribir

7N(3) = Noptimo(s) ‘ (126)

que corresponde a cubos. Notemos que en una dimensién normalmente vy = 1.

1.2.1 Fractales que no pueden ser caracterizados mediante
un solo patron

En el caso de fractales que si pueden ser caracterizados mediante un solo patrén, de
la ecuacién (1.14) tenemos

Noptimo(s)(sD =a.
Utilizando la ecuacién (1.26) obtenemos
YN(s)6°(s) = a.

Si el proceso de medicién involucra dos diferentes patrones de tamafios 6, y 62, y
el primer (segundo) patrén se utiliza N;(s) (N2(s)) veces entonces la tltima ecuacién
se generaliza de la siguiente manera

Ny ()67 (5) + YNa(5)82(s) = a.

En general en el caso de tener n patrones de tamaifios 6y, 62,...,6,(s) la general-
1zacion es

> YN,(5)62(s) = a. (1.27)

v=1
Si tenemos un conjunto geométrico donde en la etapa s = 0 existe un solo elemento
entonces YN1(0) = 1. En este caso se elige 6,(0) = 1, asi que la ecuacién (1.27) nos
da

a = YN;(0)8,(0) = 1. (1.28)

De esta manera se reemplaza el lado derecho de la ecuacién (1.27) por 1, lo que es
la generalizacién de la ecuacién (1.8).
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Apliquemos la ecuacién (1.27) al conjunto fractal mostrado en la figura 1.15.
Por definicién este conjunto consta solamente de las barras negras. Para entender
mejor la notacién que usaremos, consideremos la etapa s = 3 como ejemplo. Es
conveniente utilizar tantos patrones §,(3) como son barras negras, o sea en esta etapa
v(3) = 11, va,...,vs. Eligiendo patrones de los mismos tamafios como son las barras

de la figura 1.15 vemos que 6;(3) = r}, 62(3) = rirs, ...,8s(3) = r3. Generalizando,
en este caso v es un indice colectivo que abarca a vy, vy, ..., v, (n indices). Asi que

v(8) = v1, V2, ...,Vn(s) M indices, dependiendo de la etapa.
En esta notacién definimos
by = buyuy e m =TTy " 3Tun

Donde 6, es la longitud del patrén de medicién en la etapa v.

Cualquiera de estos factores r,; puede tener el valor r; o r3 (tomar en cuenta que
en este ejemplo v; solo toma valores impares, dado que los valores pares corresponden
a barras blancas). Claramente la férmula para 6, es 1la longitud de un elemento
arbitrario de la barra de Cantor en una etapa arbitraria s. Si permitimos que todos
los r,, tomen estos dos valores posibles entonces en la sumatoria de la ecuacién (1.27)
cada “barrita” é,(;) serd contada una sola vez. Entonces en esta notacién YN, =
Nyyvg,wi = 1 y la ecuacién (1.27) se reduce a

Y ¥ Y ()P =1 (1.29)

»n=1,31n,=1,3 vn=1,3

La etapa s = 0 ya se elimino, en realidad. En la etapa s = 1 la ecuacién se reduce

> ()P =P+ =1,

n=1,3

En la etapa s = 2 tenemos que

D _ D.D ppD,.DD, . DD, .D.D
E, E:("ulrm) = E: Ty T =T1 71 T 71 T3 + 7371y + 7373

v=1,31,=1,3 vv2=1,3
= (rf’ +rf)2 =1.
Es facil observar que para una etapa s arbitraria la ecuacién (1.29) se reduce a
(r?-{—rf)s:l, s> 1.
Como r; > 0 y r3 > 0 la tinica solucién posible es

P +ry =1, (1.30)
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independientemente de la etapa.
Tomemos un ejemplo con r; = 1/4 y r3 =2/5, entonces

(0"~

La solucién aproximada es D = 0.6110.
Regresando al caso general, una manera compacta de escribir la ecuacién (1.27)
es

> 18P(s)=a (1.31)

donde los factores N, (s) ya estan tomados en cuenta en la sumatoria que ahora incluye
a todos los elementos individualmente. La expresion

6P (s) = h[6(s)] (1.32)

se llama “funcidn de prueba”— debido a que sirve para determinar la dimensiéon D
mediante el requerimiento

Z h[6(s)] = a (=1 para fractales geométricos) . (1.33)

Los lados izquierdos de las ecuaciones (1.27), o (1.29), o (1.31), o (1.33) se llaman

“medida”. Asi que de manera general la medida se define como

Mp =) h[s(s)] . (1.34)

En el caso de que el conjunto fractal incluye curvas entonces es necesario involucrar
el limite s — oo, y entonces la ecuacién (1.34) tiene que ser generalizada a:

Mp = lim > h[8(s)] - (1.35)

Por supuesto, el limite s — co equivale a § — 0 para todas las §’s involucradas.
De las ecuaciones (1.33) y (1.34) o (1.35) obtenemos que

Mp = a (=1 para fractales geométricos).

Esta ecuacién define a la dimension fractal D en el caso de sistemas que no pueden
ser caracterizados mediante un solo patron.

El concepto de la medida como criterio fundamental para la determinacion de la
dimensién fractal D del sistema fué introducido por Haussdorf y Besicovitch, y por
eso frecuentemente se le llama medida de Haussdorf-Besicovitch (HB). También a la
dimensién D correspondiente frecuentemente se le llama dimensiéon HB.
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1.2.2 La medida y la dimension Haussdorf -Besicovitch

La medida de prueba Mj se define como
M, = lim ) " 6%s) (1.36)

donde “d” es una dimensién de prueba hipotética; se busca un valor de d tal que
dard una medida finita. Este valor especial se llama “la dimensién de Haussdorf-
Besicovitch”, Dyp. El valor correspondiente de la medida es M(Dgp).

Si todos los elementos son iguales en tamafio entonces la ecuacién (1.36) toma la

forma simplificada

My = lim [Y6(s)N[6(s)]] (1.37)

donde N[6(s)] es el nimero de patrones (iguales), en la etapa s, que caben en el con-
junto prefractal, por ejemplo nimero de barras, de cuadrados, de discos circulares,etc.
Utilizando la ecuacion (1.14) y el hecho que, en el limite s — 0o, § — 0, obtenemos

M; =lim, [75d‘D(s)a]

oo , d<D
={ va , d=D (1.38)
0 , d>D.

La condicién, entonces, para que se obtenga una medida finita es

DHB =D. (139)

Concluimos que la dimension de Haussdorf-Besicovitch es idéntica a la dimensién
fractal ordinaria D del conjunto. Ademas,

Mp = ~a (1.40)

aun para s arbitrario.

El procedimiento anterior es la manera formal para calcular el pardmetro D, di-
mension fractal, para un conjunto arbitrario. En particular, en esta tesis la dimensién
fractal asociada con los conjuntos de Cantor (fractales deterministicos), se encontrard
con el procedimiento mostrado en la seccién anterior. Cabe mencionar que si calcu-
lamos la medida M, para d < D entonces el resultado diverge. Por otro lado M, para
d > D se anula. Entonces es claro que Mp es la tinica medida ttil. De hecho, por
definicién, la dimensién de Haussdorf-Besicovitch es la dimensién fractal.

Ahora ya estamos en posibilidad de dar las diferentes definiciones de conjunto
fractal dadas por B.B. Mandelbrot[12]. Estas no son equivalentes, dado que describen
distintos tipos de fractales. Tenemos que cada una de las siguientes definiciones es
suficiente pero no necesaria y que un fractal puede cumplir con una o més de las
definiciones simultaneamente.
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Figura 1.9: Conjuntos con distinta sustancialidad

e Un fractal es un conjunto para el cual la dimensién de Haussdor(f-Besicovitch
excede “estrictamente” la dimensién topoldgica del conjunto.

e Cualquier conjunto con un valor de D (dimensién de la medida) no entera sera

un fractal.

e Un fractal es una forma compuesta de partes similares a el todo en alguna
manera (condicién de auto-similaridad, ver seccién 1.3).

Usaremos el término “sustancial” para decir cuando un conjunto fractal es maés
irregular y/o fragmentado que otro. La cuantificacién de la sustancialidad nos la da el
valor de la dimensidn fractal asociada con el conjunto. Esto es, al decir que un sistema
fractal es mds sustancial que olro, significa por lo general, que su dimensién fractal es
mayor. Observemos lo anterior con mayor claridad. En la figura 7?7 se muestran un
par de conjuntos fractales con distintos grados de irregularidad. Escojamos el mismo
patrén de referencia 8y como un patrén arbitrario, no necesariamente el “inicial”,

para ambas curvas a y b. Entonces

L.(§) _ (E)I_Da , If’:(_(;o)): (%)I—Db . (1.41)
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Para comparar a las dos curvas necesitamos encontrar un valor especifico bo para el
cual las longitudes de las curvas son iguales, o sea

La(60) = Ls(60) - (1.42)

Esto lo lograremos tomando diferentes extensiones lineales en las curvas. Entonces
dividiendo a las ecuaciones (1.41),

L) 43

L,<Ly si §6<ép

Suponiendo que D, < Dy

(1.44)
Ly>Ly si §>6o .

Concluimos que la curva b en la figura ?? es mas sustancial que la curva a, porque
para 8 suficientemente pequefio (6 < &) Ly > L, lo cual muestra mayor grado de
irregularidad de la curva b. El hecho que, para valores peque fios de §, Ly > L, (v,
también, N, > N,) es una manifestacién cuantitativa de “sustancialidad”. Entonces
vemos que un grado mayor de sustancialidad (Ly > L., Ny > N,) se caracteriza
mediante una dimensién fractal mayor (D > D,). (Por otro lado, la posibilidad de
que L, > L no nos dice que la curva a sea més sustancial que la curva b, sino que
este valor del patrén 6 > & para medir la longitud de las curvas no es un patrén
adecuado para medir la curva b.)

Es de esperarse el mismo comportamiento para fractales geométricos. En la figura
1.10 se muestran cinco conjuntos diferentes que tienen el mismo iniciador pero distinto
generador, y por lo tanto, diferente sustancialidad. Con la aplicacién directa de
la ecuacién (1.20) obtenemos la dimensién de cada uno de los sistemas. Esta va
aumentado con N para 2 < N < 5. Obviamente, N es una medida cuantitativa de la
sustancialidad, por lo que en un fractal geométrico es también cierto que la dimensién
aumenta con la sustancialidad. Este analisis nos lleva a la conclusién que la dimensién
fractal es una medida de la sustancialidad (o irregularidad o complejidad) del sistema.

1.3 Auto-Similaridad y Auto-Afinidad

En esta seccién hablaremos de las propiedades de invarianza (simetria) que tienen los
objetos fractales. Sabemos que para un objeto Euclideano las propiedades de simetria
pueden ser de traslacién, rotacién, escalamiento, reflexién, etc... Los fractales también
presentan estas propiedades las cuales nos ayudaran a clasificarlos.

Analicemos la curva triddica de Koch, figura 1.3. Esta curva es un conjunto limi-
tado dado que su generacidén se define en un intervalo finito y es continua. Notemos
que si reescalamos la etapa n por una razén r = 1/3 podemos cubrir la etapa (n +
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Figura 1.10: Conjunto de curvas con § =r = 1/3 y diferente N

1), al hacer uso de traslaciones asi como rotaciones. A esto se le denomina auto-
similaridad, lo que nos dice es que cierta parte del conjunto en la etapa (n+1) tienen
exactamente la misma forma como la etapa n, siendo la tnica diferencia la escala.
Por lo que se sigue que la curva triddica de Koch es auto-similar. ‘

Representemos con r a la razén de escalamiento mencionada anteriormente, por
S al conjunto fractal, y por r(.S) al conjunto resultante al aplicar la operacién r sobre
el conjunto S. Una manera formal de definir la autosimilaridad es la siguiente:

¢ Un conjunto limitado o no limitado S en el espacio es auto-similar con respecto
a la razén r (razén de escalamiento) y a un entero N, cuando S es la unién
de N subconjuntos que no se traslapan, cada uno de los cuales es congruente
al conjunto r(S) escalado. Congruente significa idéntico en forma y no excluye
desplazamientos y/o rotaciones. Este tipo de propiedad puede ser observada en
la curva de Koch.

La dimensién dada por la ecuacién (1.20) se conoce como dimensién de auto-
similaridad o de similaridad.

Apliquemos la dimensién de similaridad a la curva cuadratica de Koch, figura
1.11. Esta curva tiene como iniciador un cuadrado de lado unitario, el generador
consiste en la forma geométrica que se muestra en la parte a) de la figura, aplicandolo
a cada lado del cuadrado. El ndmero de segmentos de igual longitud que se repiten
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Figura 1.11: Curva cuadrética de Koch

es N(6) = 8, y el valor de la razén de subdivisién es r = %, por lo que su dimension

fractal es dada por:

[ In8 3 :
_InN _ e (1.45)
Inr Iny 2
El siguiente ejemplo es la curva de Peano-Gosper, figura 1.12. Podemos observar
que esta curva es auto-similar y que se nccesitan siete segmentos lineales (N = 7) de
longitud r = = en la etapa s = 1. Usando la ecuacién (1.20), encontramos que su

V7
dimensién de similaridad es dada por :

D=

D=-

llnz =2 . (1.46)
i
La curva de Gosper-Peano es fractal dado que su dimensién fractal excede a su
dimensidén topoldgica, la cual es Dy = 1.
A continuacién damos un par de definiciones para otros tipos de conjuntos auto-
similares.

e Un conjunto limitado S es auto-similar, con respecto a un arreglo de razones
T(1); -+ T(n)> cuando S es la unién de n subconjuntos (S») que no se traslapan,
respectivamente congruentes al conjunto r(,)(.5).
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Figura 1.12: Curva de Gosper-Peano

e Un conjunto limitado S es estadisticamente auto-similar, con respecto a la razén
r y a un entero N, cuando S es la unién de N subconjuntos S, que no se
traslapan, cada uno de los cuales es de la forma r(Sy,), donde los N subconjuntos
S, son congruentes en distribucién a S. Este tipo de conjuntos aparecen, por
ejemplo, en una linea costera.

Existen conjuntos fractales que no son auto-similares. Por ejemplo, si quere-
mos estudiar el movimiento Browniano (fractal natural) de una particula, siendo la
posicién y el tiempo cantidades fisicas diferentes, no es posible escalar las dos canti-
dades con la misma razén de escalamiento; entonces no se puede aplicar el concepto

de auto-similaridad.

Para poder estudiar dicho tipo de conjuntos necesitampos introducir el concepto
de auto-afinidad.

Una transformacién afin transforma un punto £ = (21,..,2ZE) a &/ =
(riz1, ...,’ETE), donde las razones de escalamiento ri,...rg no son todas iguales. La
auto-afinidad se define como:

e Un conjunto limitado o no limitado S es auto-afin con respecto a la razoén
vectorial # = (r1,...,7E), s1 S es la unién de N subconjuntos que no se traslapan
Sy, ..., Sn, cada uno de los cuales es congruente al conjunto 7(S).

En la siguiente seccién nos damos cuenta que el conjunto que discutiremos en
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Figura 1.13: Conjunto Triddico de Cantor

el desarrollo de la tesis es un sistema fractal auto-similar con razones de divisién

distintas.

1.4 Conjuntos de Cantor

En esta seccién se discutirdn diferentes tipos de conjuntos de Cantor. En la
primera subseccién se analizan conjuntos simétricos; en este caso particular usaremos
Unicamente una razén de subdivisién (o escalamiento). Posteriormente se consideran
conjuntos no simétricos, tanto en el arreglo triddico, asi como en el caso de tener
cinco subdivisiones .

1.4.1 Conjuntos simétricos triadicos de Cantor

El conjunto triddico de Cantor estandar, figura 1.13, se construye en base al siguiente
algoritmo: inicialmente se tiene un segmento lineal de longitud unitaria (etapa s =
0),en seguida se divide en tres partes iguales N = 3, porloquer = 1/3 y se remueve la
parte central; de esta manera se obtiene la etapa s = 1. Se prosigue de esta manera
aplicando el algorimo un nimero infinito de veces (o hasta una etapa s deseada)
solo a los segmentos negros de la figura 1.13. Dado que el conjunto resultante es
auto-similar, su dimensién correspondiente se encuentra usando la ecuacién (1.20)

directamente, con N =2 y r =1/3, por lo que
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Figura 1.14: Conjuntos simétricos de Cantor
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Como la dimensién topoldgica del conjunto de Cantor es cero (distribucién discreta
de puntos en el limite s — 0), entonces D es mayor que su dimensién topoldgica, por
lo que el conjunto triddico de Cantor es un fractal con dimension D = In2/In3.

Analicemos ahora conjuntos de Cantor simétricos con razones de subdivisién difer-
entes a r = 1/3 pero usando un solo patrén de medicién. En la figura 1.14 se muestran
dos conjuntos de Cantor con difcrentes dimensiones. Iiste tipo de conjuntos se con-
struyen de la siguiente mancra: se divide el segmento lineal unitario en N partes
iguales, posteriormente se remueven las Ny, partes centrales, dejando que la razén de
escalamiento para las partes extremas sea de r = %Vm = %; y el nimero de patrones
de esta longitud es ' = N — N,, = 2. Este algoritmo se aplica unicamente a las
barras negras del conjunto hasta alcanzar la etapa s deseada. En la figura 1.14a se
muestra un conjunto que se construye dividiendo el iniciador en cuatro partes iguales
(N = 4) y posteriormente removiendo las dos partes centrales (N, = 2), de donde
r = 1/4. Las ecuaciones (1.18)-(1.20) siguen siendo validas, por lo tanto, la dimensién

fractal del sistema es



En la figura 1.14b se muestra un conjunto fractal construido con N =5y N, = 3.
Este conjunto tiene una razén de escalamiento r = 1/5, por lo que su dimensién es

In2
D = — =0.4306 .
Inb
El concepto intuitivo de “sustancialidad” se puede cuantificar definiendolo como
la fraccién de “espacio negro” (3 en la figura 1.14a y 2 en la figura 1.14b). Entonces
en el caso presente podemos definir la sustancialidad como o = ry + 13 =2r = 2/N.
Es facil ver que D = (1 — Ino/In2)~!. Podemos concluir que la dimensién aumenta

con la sustancialidad.

1.4.2 Conjuntos de Cantor asimétricos con tres razones de
escalamiento.

En esta seccién se estudian sistemas no simétricos de Cantor con tres divisiones de
distinta longitud, figura 1.15. Estos sistemas se construyen iniciando con segmento
lineal unitario, el cual se divide en tres partes con razones de subdivisién 71, 72 y 73
que son diferentes. Posteriormente se remueve el segmento cuya razén de escalamiento
es ry, dando como resultado la etapa s = 1. Se prosigue aplicando este algoritmo
infinitamente (o hasta la etapa s deseada) solo a las barras negras del sistema. La
dimensién fractal de este tipo de sistemas fractales se calcula usando la ecuacién
(1.30). En estos sistemas se utilizan dos patrones § diferentes para cuantificarlos,
bi=r1 y &2=rs.

En la figura 1.15a se muestra un conjunto conry =1/4 y r3 = 2/5. Con estos
valores en las razones de escalamiento la dimensién fractal del sistema es dada por la

ecua,aon
N2 r2\?
(3) +() -

D =0.611 .

En la figura 1.15b tenemos un conjunto con razones r; =1/3 y r3 = 1/5, con los
cuales obtenemos una dimensién fractal

de donde

D =0.518 .

La asimetria tiene como efecto disminuir la dimensién fractal del sistema; este
comportamiento se muestra en la figura 1.16. Es importante sefialar que el efecto de la
asimetria es independiente de la sustancialidad. En la curva mostrada en la figura 1.16
se mantiene la sustancialidad- recordemos como fué definida para conjuntos de Cantor
al final de la seccién anterior- y se varia el grado de asimetria del conjunto. El grado
de asimetria es cuantificado por a = |7'1 - §| = 1|r1 — r3|. Aqui la sustancialidad es
a=r1+r3=1—r2=§.
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Figura 1.15: Conjuntos asimétricos de Cantor. En la seccién consideramos dos casos:

AN =2,r=1/4, ro=3/20 r3=2/5 (D=06109). )N =2,r =1/3, rp =
7/15, rs=1/5 (D = 0.518).
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Figura 1.16: Efecto de la asimetria en la dimensién fractal, N=3

1.4.3 Conjuntos de Cantor asimétricos con cinco razones de
escalamiento.

En esta seccién se estudian sistemas no simétricos de Cantor con cinco divisiones de
distinta longitud, figura 1.17. Estos sistemas se construyen iniciando con segmento
lineal unitario, el cual se divide en cinco partes con razones diferentes de subdivisién
Ty, T2 T3 T4 Y Ts. Posteriormente se remueven los segmentos cuyas razones de es-
calamiento son rp y r4, dando como resultado la etapa s = 1. Se prosigue aplicando
este algoritmo infinitamente (o hasta la etapa s deseada) solo a las barras negras
del sistema. La dimensién fractal de este tipo de sistemas fractales se calcula de-
sarrollando la ecuacién (1.27) hasta v, = 5 y recordando que v, solo toma valores
impares. En estos sistemas se utilizan tres patrones é diferentes para cuantificarlos,
6127‘1,,62:7‘3'!/63:7'5. :

En la figura 1.17 se muestra el arreglo para este tipo de sistemas. En la parte (a)
de la leyenda de esta figura el conjunto de Cantor se forma con las siguientes razones
de subdivisién ry = 3/20, ro=r3=rqs=1/5, y rs =5 = 20; con la aplicacién de
la. ecuacién (1.27) tenemos

rp 4y g =1, (1.47)

que puede ser considerado una generalizacién de la ecuacién (1.30).
Para los valores dados arriba
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Figura 1.17: Conjuntos asimétricos de Cantor con a) r; = 3/20, ro =713 =14 =
1/5 rs = 5/20 con D = 0.6797 y b) ry = 1/20, 7, =rz =ry =1/5 r5 =
7/20 con D = 0.6495
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Figura 1.18: Efecto de la asimetria en la dimensién fractal, N=5
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D = 0.6795 .

con la solucién

En la parte (b) de la leyenda de la misma figura mostramos que atn y cuando la
sustancialidad del sistema se mantiene constante el valor de la dimensién disminuye.
Para las razones de subdivisién ry = 1/20, r; =713 =714 = 1/5, y rs = 1/20 la
ecuacién (1.47) da D = 0.6495 .

El efecto de la asimetria del sistema se muestra en la figura 1.18 de manera mas
completa. Como se puede observar al aumentar la asimetria el valor de la dimensién
fractal disminuye. Como es claro para poder analizar el efecto de la asimetria la
sustancialidad del sistema no cambia.

1.5 Fractales en la Fisica :ejemplo

Existen algunos fenémenos fisicos que proveen datos experimentales directamente
relacionados con la dimensién fractal del sistema. Por ejemplo, tenemos que para dis-
persién de rayos X a dngulos pequefios, la intensidad de dispersién I es proporcional
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a 0P+~ [4], donde 0 es el dngulo de dispersién (en radianes) y D, la dimensién. Con-
secuentemente graficando InI vs Inf obtendremos la dimensién superficial fractal
del dispersor rugoso (para una superficie lisa se obtendria el caso Euclideano D, = 2).
Tsallis[15] argumenta que el efecto pelicular pertenece a este tipo de métodos, y que
por lo tanto podria ser conveniente usarlo para determinar las distintas dimensiones
fractales asociadas con conductores arbitrariamente rugosos e irregulares.

Muchos fenémenos fisicos tienen caracteristicas fractales, tales como el proceso de
difusién, agregacién, crecimiento de cristales, movimientos Brownianos, etc...[14, 15].
Un ejemplo importante es el desarrollado por C. Allien y M. Cloitre [15a], en el
cual presentan resultados de difraccién éptica para fractales deterministicos, en par-
ticular para una rejilla fractal Tipo Cantor. Ellos demuestran que la intensidad
dispersada por la rejilla esta dada por I(q) ~ ¢ — D) y que es simplemente la trans-
formada de Fourier 6ptica. Esto les permite la determinacién directa de la dimensién
de Hausdorff-Besicovitch (dimensién fractal) y otras caracteristicas geométricas del
fractal.
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Capitulo 2

ARR;EGLO FRACTAL DE
PELICULAS DELGADAS:caso I

2.1 Introduccion

En esta parte del trabajo desarrollaremos el algoritmo para encontrar los coeficientes
de reflexién y transmisién de una estructura fractal. Esta estructura se obtiene me-
diante un iniciador (pelicula delgada de espesor A) y un generador que consiste del
algoritmo de Cantor con razones distintas, el cual es dado en la seccién 1.4.3. Em-
pezando con una capa delgada (de espesor A e indice de refraccién ny), se inicia un
proceso de subdivisién mediante el algoritmo mencionado anteriormente. Por ejem-
plo, dividimos el espesor inicial A en tres partes, cuyos espesores son r1A, r2A, y
r3A; los indices de refraccién correspondientes se alternan (ny, ng, y n1). Este pro-
ceso se continta hasta alcanzar la etapa deseada, aplicando el algoritmo (generador)
dnicamente a los medios con indice de refraccion n;.

Estudiaremos las propiedades de reflexion y transmisién en este tipo de sistemas.
Los coeficientes de reflexién y transmisién son obtenidos para incidencia normal de
ondas planas, y se calculan para distintas dimensiones fractales y etapas de subdi-
visién. Obtendremos un algoritmo recursivo general para los coeficientes de reflexion
y transmisién en una etapa de subdivisién dada en funcién de los coeficientes de la
etapa anterior. La obtencién de los algoritmos se basa en las propiedades de auto-
similaridad del sistema.

2.1.1 Cadlculo de los coeficientes de reflexion y transmision
de un sistema multicapas.

Para calcular los coeficientes de reflexién y transmision de un sistema multicapas se
usara el método de interfaces efectivas [17], i.e., el sistema se separa en dos subsistemas
los cuales se unirdn por medio de una pelicula de espesor A dado, figura 2.1. Cada
uno de los subsistemas consta de un nimero finito de peliculas delgadas en cualquier
etapa prefractal.
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Subsistema | Subsistema 11

Figura 2.1: La fase del v — ésimo medio es dada por ¢, = kA,n,, donde A, =1, A
es el espesor de una fraccién r, del espesor total A, n, es el indice de refraccién
correspondiente y k el vector de onda. Cada uno de los subsistemas I y II contienen
un numero arbitrario de capas.

Los coeficientes de reflexién y transmisién para una pelicula delgada de espesor A
son dados por las formulas de Airy [18], ver deduccién apéndice A : (la onda incide
de izquierda a derecha)

tirt1LroRe®?
TR =TIR FE——— R —T (2.1)
tirtare”
th= 1RU2RE (2.2)

1 — ryproRe?®

con los sub-indices R y L indicando que la onda incide por la derecha o por la izquierda
a cada una de las interfaces (1 o 2) respectivamente. Por otro lado, si queremos
calcular los coeficientes de reflexién y transmisién para un sistema multicapas se divide
el sistema en dos subsistemas, que denotaremos como I y II, los cuales son unuidos
por una peli’cula. de espesor A y fase ¢, (= kn,). Cada uno de los subsistemas se
considera como interface para la pelicula delgada de espesor A que los separa, por lo
que los coeficientes totales para cada uno de ellos es considerado como un coeficiente
efectivo de interface [18], [17]. Entonces las ecuaciones (2.1)-(2.2) dan lugar a

tirtILrIIRE??
rp = - 2.3
B R LT iiRe®™ (23)
tirt1ire™
th = IrtIIRE (2.4)

1 —rrire®®

Como ya se dijo anteriormente, los subsistemas mostrados en la figura 2.1 estan
compuestos por un sistema multicapas. Por lo cual, los coeficientes de reflexiéon y
transmisién correspondientes a cada uno de los subsistemas son calculados usando el
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procedimiento anterior; esto es, de nuevo se divide en dos a cada uno de los subsis-
temas. Este procedimiento se prosigue hasta llegar a un sistema monocapa. A este
método de cilculo se le denomina “método de interfaces efectivas” [17], dado que el
coeficiente total del sistema se puede usar como un coeficiente de interface cuando
dicho sistema es componente de otro més general. La deduccién de las ecuaciones
(2.3) y (2.4) es dada en el apéndice A, este método fué introducido por Knittl [17].

2.1.2 Arreglo fractal de peliculas delgadas en un medio hue-
sped

El sistema que se resuelve en esta seccién se muestra en la figura 2.2. De esta figura
podemos observar que se puede utilizar el método de coeficientes de interface efectiva.
Esto se realiza de la siguiente manera: Para la etapa s = 0, los coeficientes son dados
por las interfaces no|ny y ni|no, ver ecuaciones (2.7). Los coeficientes de interface
en la etapa s = 1, son los coeficientes encontrados para la etapa anterior (s = 0),
evaluados para el subsistema I de espesor r; A y para el subsistema I de espesor r3A.
Esto es debido a que los subsistemas I y II para cualquier etapa, diferente a la etapa
s = 0, son equivalentes al sistema completo en la etapa anterior, y la tinica diferencia
es su espesor, esto es, su grado de escalamiento en la etapa. En los casos a resolver
en este capitulo las peliculas de indice n; estdn inmersas en un medio huesped, i.e.,

N9y = Ng.

2.2 Coeficientes de reflexién y transmisioén : caso
Triadico

El sistema que se resuelve en esta seccién se muestra en la figura 2.2. Como ya se dijo
se tiene un medio huesped (n; = no) y el nimero de divisiones de cada pelicula de
indice n, del sistema en una etapa dada es igual a N = 3. El espesor del medio inicial
(etapa s = 0) es A. Se usa la siguiente notacién para los coeficientes de reflexién y
transmisién total: R(s,z) y T(s,z) donde s es la etapa de subdivisién y z al espesor
del medio.

Los coeficientes de reflexién y transmisién para la etapa de subdivisiéon s = 0 son
dados de la siguiente manera:

rogtigtipe?mA
Rp(0,8) = rip + {2y (2.5)
tint thkn1 A
Tr(0,A) = —F2RC (2.6)

1 — rypropelikmd
donde

40



YT~ TTTT1

- [I7- 10 ~ [

e mA o A —]

77 77 77V
AV VY R V7 I Y B

Figura 2.2: Geometria del sistema, caso de medio huesped y tres divisiones
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n1=-ng — n1—ng

"L = nit+no T2R n1+no
MR = —Ti1L
» (2.7)
— 2ng — 2n
hr=gin > ML=
— _2n
t2R — ny+no Y,

siendo estos coeficientes los correspondientes a la etapa s = 0.
Debemos recordar que los coeficientes de transmision cumplen con la siguiente

condicién:

TL(Oa A) = TR(Ov A) (2‘8)

donde Ty, y TR respectivamente son los coeficientes de transmisién cuando la luz incide
por la izquierda y por la derecha al sistema respectivamente. La igualdad (2.8) se
obedece dado que tenemos un medio huesped (n; = ng).

Definamos un par de funciones g, y g: las cuales nos permitirdn escribir de una
manera mas simple las ecuaciones (2.5) y (2.6) [11]:

wwzeﬁkﬂ@d
50 d) = 1 @9
zwe”’""d
9(2,y,2,w,d) = T zyctimd (2.10)

donde z,y, z,w representan los coeficientes de reflexién y transmision, segin sea re-
querido, y d el espesor del sistema correspondiente.
Los coeficientes de reflexién y transmisién para la etapa s = 1, usando las funciones

gr ¥ 9t , son dados de la siguiente forma:

RR(I’ A) = gr [RR(O, TIA), RL(O, rlA),
RR(O, T3A), TR(O, TIA)a 1"2A]
(2.11)
Tr(1,A) = ¢:[RL(0,mA), Rr(0,734),
Tr(0,mA), Tr(0,r34), roA]

donde
R1(0,mA) = Rg(0,mA)

Es importante notar que la igualdad dada para el coeficiente R, = Rp sdlo es
valida para la etapa s = 0 , esto se puede observar de la figura2.3 considerando la
ecuacién (2.1). En forma analoga se encuentran los coeficientes para etapas subsigu-
ientes. Los coeficientes correspondientes a la etapa s = 2 son:
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Figura 2.3: Sistema para encontrar el coeficiente Ry (1,r1A)

RR(27 A) = G [RR(17 rlA)v RL(]-a 7'IIA)7
RR(]., 7'3A), TR(l, T]A), TQA]
(2.12)
TR(2, A) = G [RL(], TlA), RR(I, 7‘3A),
TR(1> rlA)’ TR(]-, T3A), r2A}

donde

RL(l, rlA) = G- [RL(O, T3A)’ RR(O’ T3A)’
RL(O, 1 A), TR(Os T3A), 'I“2A]

Ahora ya estamos en posibilidad de generalizar las ecuaciones para los coeficientes
de reflexién y transmisién.

Rg(s,A) = g,[Rr(s—1,mA),Rr(s —1,mA),
Rp(s —1,r3A), Tr(s — 1,mA), rA]
(2.13)
Tr(s,A) = ¢:[RL(s—1,mA), Rr(s —1,r3A),
Tr(s —1,mA), Tr(s — 1,73A), 12A]

Ri(s—1,A) = g,[Ri(s —2,m3A), Rr(s — 2,13A),
Ri(s —2,mA), Tr(s — 2,m3A), 4]

Es importante expresar el indice de refraccién efectivo del sistema fractal mostrado
en la figura 2.2 en funcién de las razones de particién, ( r1, r2, y, r3), y de la etapa
de subdivisién correspondiente. Esto debe realizarse para obtener informacién de las
caracteristicas fractales de los espectros de reflectividad, como se vera en el capitulo
cuatro. Para esto veamos primeramente los resultados que arroja la teoria de medios
efectivos para un sistema arbitrario, ver las referencias [19], [18], [20] y [21]. En estos
trabajos se muestra que si tenemos el campo eléctrico paralelo a las interfaces del
sistema (polarizacién TE), la constante dieléctrica efectiva se escribe como
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€es = fre1 + fae2

donde f; y f2 son las fracciones de ocupacién de los medios uno y dos respectivamente.
El rango de validez de esta aproximacién es dado por la teoria de medios efectivos ,
ver [19]. Este rango es dado por la condicién: espesor (o tamafio caracteristico del
medio) sea a lo mas 10% del valor de la longitud de onda de la onda incidente.

En general, la constante dieléctrica efectiva a bajas frecuencias, de un medio
compuesto de varios materiales dieléctricos (con constantes dieléctricas €; y fracciones
de ocupacién f;) y siendo el campo eléctrico paralelo a las interfaces que separan a
estos materiales es dado, simplemente, por la constante dieléctrica promedio de los
dieléctricos componentes [19]:

€f =€= Y &fi | (2.14)

3

Por lo tanto, el indice de refraccion efectivo es

Mef = \f€es = Mz:fifi (2.15)

En nuestro caso, dado que tenemos incidencia normal y nuestro sistema fractal
cumple con las condiciones del desarrollo anterior a bajas frecuencias, podemos usar la
relacién anterior para escribir en la etapa nimero uno la constante dieléctrica efectiva
de la siguiente manera

€ef = T1€1 + T2€0 + T3€ (2.16)

o sea, €.; es simplemente el promedio ponderado de las constantes dieléctricas con-
stituyentes ¢;. Las fracciones de ocupacién se transforman en las razones de division
para el desarrollo fractal, dado que ambas nos dicen que fraccién del medio total es
ocupada por dicho material.

Agrupando términos semejantes

€ef = (r1+13) &1 + 1260 (2.17)

Extendiendo directamente la ecuacién (2.16), escribamos la constante dieléctrica
efectiva para s = 2

€cf = T1T1€1 + T1T2€0 + 717361 + T2€0 + T3T1€1 + T3T2€0 + T3T361
agrupando

€et = (r1+73)" €& + (r1 + 73) 1260 + 1260 (2.18)

Aplicando el procedimiento anterior a la etapa s = 3 y agrupando, obtenemos
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€es = (r} +3rirs + 3riri +r3) e+
(r? + 2rir3+ r3) r2€0 + (11 + 13) 260 + 260

€ef = (1 + r3)’ € + [(r + r3)? + (r1 +r3) + 1] T9€0 (2.19)
De las ecuaciones (2.17)-(2.19) deducimos:

s—1

€r = (r1+73) 1 + 1260 ) (r1+73)" (2.20)
n=0
Desarrollando la serie geométrica se tiene
s 1—(ri+r3)
€ef = (7’1 + 1’3) €1 + T2€0 1— (rl T 1"3)

Utilizando r; = 1 — (r; + r3) obtenemos finalmente

€ef = (€1 —€) (r1+73)" +eo (2.21)

Es importante sefialar que la reflectividad del sistema a bajas frecuencias serd
igual a la reflectividad producida por una pelicula delgada de espesor A e indice de
refraccién n.; = /s dado en la ecuacién anterior. Esto es debido a que a bajas
fracuencias la onda incidente no siente la estructura del sistema, dado que la longitud
de onda de la luz incidente es mucho mayor que el espesor del sistema completo . A
bajas frecuencias Sun y Jaggard [11] utilizan un indice de refraccién efectivo igual
a® =Y n;fi. Segin la discusién anterior, referencias [19]-[21] y la ecuacién (2.14),
el procedimiente en la referencia [11] no es correcto. Esto se confirma mediante el
siguiente calculo. En la figura 2.4 se muestran los espectros exactos encontrados para
un sistema de tres peliculas delgadas, con n; = 3.0 y f; = 3/9 para el primer medio,
para el segundo medio n; = 1.5y fo = 2/9 y finalmente n3 = 5.0 f3 = 4/9 para
el tercer medio. También se muestran dos espectros aproximados: uno (campanitas)
basado en la aproximacién de Sun y Jaggard [11], con indice de refraccién efectivo
ne = 1 = 3.5555; y el otro (asteriscos) calculado en base de la aproximacién dada en
[19] (la aproximacién dada por (2.21) que usaremos en fractales) de medios efectivos,
con indice efectivo ne; = 3.8224, ecuacién (2.14). En la figura se observa que la curva
del sistema efectivo con n.s concuerda en un rango mayor con el espectro exacto,
a diferencia de la curva obtenida con el indice efectivo n.. Por lo que se confirma
que el promedio correcto es el promedio de las constantes dieléctricas y no el de
los indices de refraccién correspondientes. Es importante sefialar que existe relacion
entre el indice efectivo de refraccién con la etapa de desarrollo fractal s. De esta
manera relacionamos la amplitud del coeficiente de reflexién con una caracteristica
fractal. En los ecpectros, que mostraremos en el capitulo cuatro, esta informacién es
rescatada del valor en el primer pico.
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Figura 2.4: Se muestran tres espectros a bajas fracuencias . Linea continua indica
sistema completo. La curva para n. es el indice promediado. Finalmente la curva
con ny es el indice obtenido de la constante dieléctrica efectiva. En esta figura no se
muestran resultados para una estructura fractal.
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Figura 2.5: Pelicula fractal con cinco razones de subdivisién ri(: =1,2,...,5)

Un pardmetro importante para distinguir una estructura fractal de otra es la
dimensién fractal asociada con ellas. Dado que tenemos estructuras fractales tipo
Cantor triddicas, su dimensién fractal es dada por la ecuacién (1.30) '

Pyl =1

2.3 Coeficientes de Reflexién y Transmision: N =
5

Ahora extenderemos los algoritmos recursivos encontrados para el caso triddico (N=3)
al caso de tener N = 5. El sistema a resolver se muestra en la figura 2.5.

Los coeficientes de reflexién y transmisién para la etapa cero son dados por las
ecuaciones (2.5 y 2.6). Para calcular los coeficientes correspondientes a cada una de
las siguientes etapas se usard la misma metodologia que en la seccién anterior. La
distribucién de los subsistemas, que en este caso son tres, se muestra en la figura
2.5. El subsistema cuyo espesor es r3A + r4A + r5A forma el subsistema I con
este subsistema y 1 se calculan los coeficientes totales. Utilizaremos directamente las
funciones g, y g:, introducidas en la seccién anterior.

De esta manera tenemos que el coeficiente de reflexién es dado por el conjunto de
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ecuaciones siguiente:

RR(la A) = g [RR(O’ 7'1A), RL(Oa 7'IA)’
RHR(I, d), TR(O, TIA), ’I‘gA]

donde

RIIR(17 d) = gr [RR(O'; TSA)-) RL(O, 7'3A)’
RR(O, 7'5A), TR(O, 1'3A), 1"4A]

1

, (2.22)

J

donde Rjig es el coeficiente de reflexién cuando la luz incide de izquierda a derecha

en el subsistema dos.

El coeficiente de transmisién correspondiente a la etapa s = 1 es dado por las

siguientes relaciones:

Tr(1,A) = ¢:[RL(0,mA), Rir(1,d),
Tr(0,mA), Trr(1,d), 24|

donde

Tir(1,d) = ¢:[RL(0,73A), Rr(0,754),
TR(O, 7‘5A), TR(O, T3A), T'4A]

)

\ (2.23)

J

Recordemos que en el caso de s = 0 el coeficiente izquierdo es igual al coeficiente

derecho.

Demos a continuacién los coeficientes correspondientes a la etapa nimero dos;

posteriormente se dan las relaciones generales para los mismos.

RR(2’ A) = gr [RR(la rlA)’ RL(la TlA)a
Rir(2,d), Tr(1,mA), r2A]

donde

Rir(2,d) = g¢-[Rr(1,734), Rr(1,734),
RR(I, 7‘5A), TR(I, T3A), 7‘4A]

el coeficiente de transmisién correspondiente es dado por:
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Figura 2.6: Geometria del sistema para calcular el coeficiente Ry, evaluado en la etapa

s=1.

Tr(2,A) = g:[RL(1,m4), Rir(2,d), )
TR(l, 7'1A), TIIR(2) d)7 TZA]

donde

Tiur(2,d) = g¢:[Ru(1,73A), Rr(1,754),
TR(l,rsA),TR(l,r3A),r4A]

/

(2.25)

En la figura 2.6, se muestra la configuracién correspondiente al coeficiente Ry (1, d),

el cual es dado de la siguiente forma

Ri(1,A)= g [RIIL(I’d)’RIIR(lad)’ v ‘
R(0,mA), T1ir(1,d), r2A]

donde L

RIIL(I, d) = gy [RL(O, 7‘5A), RR(O, 7‘5A),
RL(O, T3A)3 TR(O, TSA)s 1"4A]

/

(2.26)

donde RyjL representa el coeficiente de reflexion cuando la luz incide por el lado

izquierdo al subsistema dos.

La generalizacién de las ecuaciones (2.22)-(2.26) para los coeficientes de reflexién

y transmisién para cualquier etapa es dada de la siguiente manera:

49



Rr(s,A) = g-[Rr(s —1,mA), R(s - 1,mA), )
RIIR(S, d),TR(S - l,rlA),rzA]

2.27

RIIR(S, d) = gr [RR(S -1, 7‘3A), RL(S — 1,7‘3A), s ( )

‘ Rr(s —1,rsA), Tr(s — 1,734),74A]

/

Para el coeficiente de transmisién correspondiente tenemos que las relaciones son las
siguientes:

Tr(s,A)= g:[Rr(s—1, rA), Rir(s, d), )
TR(S — 1, TlA), THR(S, d), rzA]
2.28
TIIR(37 d) = G [RL(S - 17 T3A)7 RR(S - I’TSA)7 $ ( )
TR(S - 1, 7‘5A), TR(S - 1, 7‘3A), 7'4A]

/

A continuacién se dan las relaciones correspondientes al coeficiente Ry.

Ri(s,A) = g [Ri(s,d), Rur(s, d), )
RL(S - 1, 7‘2A), THR(S, d), "'QA]

RHL(S,d) = gr [RL(S - 1,1‘5A), RR(S - 1,1‘5A), > (2.29)
Ri(s — 1,r3A), Tr(s — 1,75),r4A]

/

Las relaciones anteriores nos dan los algoritmos recursivos de los coeficientes de
reflexién y trnasmisién. Solo nos resta dar los algoritmos correspondientes al caso
donde N es general pero impar. Esto lo haremos en la préxima seccién.

Utilizando la ecuacién (2.14), la constante dieléctrica efectiva a bajas frecuencias
se obtiene de la misma manera en que se obtuvo el correspondiente al caso N =3,y
es dada por: :

s—1
€ef = (7'1 +rs + 7‘5)3 €+ (T2 + 1‘4) Coz (rl + 173+ rs)n
n=0
cef = (a1 —€)(ritr3+7s) + 6 (2.30)

La dimensién fractal asociada con este tipo de fractales es dada por la ecuacion
(1.27) con el indice de la suma a cinco y tomando unicamento valores impares, esto
es,
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En el siguiente capitulo se obtienen los algoritmos de recursividad para los coefi-
cientes de reflexién y transmisién en el caso de ya no tener medio huesped, nz # no.
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Capitulo 3

Calculo de los coeficientes de
reflexion y transmision para el
caso donde se tiene tres medios
distintos(ng,ny,n9).

Como se mencioné en la introduccién del capitulo anterior, el interes de este trabajo
es el analizar los coeficientes de transmision y reflexién para un sistema multicapas
fractal tipo Cantor generalizado. La diferencia entre este capitulo y el anterior es
que en lugar de tener un medio huesped (n; = ng), ahora se tiene que ny # ng, esto
es, se distribuye un medio con indice de refraccién n; entre los medios con indice de
refraccién n; y el medio que los rodea tiene indice de refraccion ng, figura 3.1. El
ya no tener medio huesped nos amplia la realizacion experimental de dichos sistemas
fractales.

Otra diferencia importante con el capitulo anterior es la no simetria que se tiene
para calcular los coeficientes de reflexién y transmisién. En lugar de encontrar rela-
ciones recursivas directas para los coeficientes de reflexién y transmision estos seran
encontrados de una manera indirecta con el uso de coeficientes de reflexiéon y trans-
misién auxiliares R y 7 para las distintas partes del sistema. Esto se ilustra
graficamente en la figura 3.3. Como puede observarse de la figura 3.1, el coeficiente
de la etapa s = 1 no se puede escribir con el coeficiente de la etapa s = 0 usando
el método de interfaces efectivas usado en el capitulo anterior. Esto es debido a que
los medios que limitan a los subsistemas ya no son iguales para etapas diferentes de
cero, capitulo anterior ny = ng. Para lograr escribir el coeficiente de reflexién en la
etapa s = 1 necesitamos usar los coeficientes auxiliares correspondientes a los sistemas
mostrados en la figura 3.2. Posteriormente para construir el coeficiente de reflexién en
la etapa s = 2 necesitamos utilizar los coeficientes auxiliares mostrados en las figuras
2.3-3.4 y asi sucesivamente. Este procedimiente se muestra en la siguiente seccién.
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Figura 3.1: En esta figura se muestran las primeras tres etapas de subdivision.

3.1 Algoritmo Recursivo para los Coeficiente de
Reflexiéon y Transmision para tres razones de

subdivisién (ry,rs,73).

En la figura 3.1 se muestra la geometria del sistema a resolver. Los coeficientes de
reflexién y transmisién para la etapa s = 0 son dados por las ecuaciones (2.5) y (2.6).
Ahora debemos proceder a encontrar los coeficientes de reflexiéon y transmision en la
etapa s = 1.
ETAPA s=1

Para poder encontrar los coeficientes de reflexién y transmision totales correspon-
dientes a la etapa s = 1 es necesario calcular los coeficientes auxiliares R y 7,
correspondientes a la geometria mostrada en la figura 3.3. A continuacién damos sus
relaciones.
de la figura 3.3(a), Rr y 7r son dados por :
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Subsistema [ :

HTI-TIT -

Subsistema II

Figura 3.2: Estructura geométrica de los sistemas I y 1I

1ot 2ikny =
Re(0,z) = -7+ £ i
(3.1)
tkniz
Ta(0,2) = igwms
los coeficientes correspondientes a la figura 3.3(b) Rr y 7 son dados
1. p2ikny z
Ri(0,0) = —r'+ {iamars
(3.2)
1t ikny z
7'L(0’ .'L') = lt_,:.l;.leefnﬁlnlz

Finalmente damos los coeficientes correspondientes a la pelicula de la figura 3.3(c)
Rsy7Ts

_ ' TT'y 2ikny z
RS(O) 17,') - - + l_rITIeCZlEnlJ:
(3.3)
_ TT'e“""l z
7:5'(0, x) - l_rlrle2y:7;n1 z

donde
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Figura 3.3: Descripcién geométrica de los coeficientes R's y T's
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r = M7 P = =™

ni+no T ni4ng
_ 21],9 — 211.]
T mtne T= n1+n2 (34)
= 2n TI — 2np
ni4no ny+nz
se observa facilmente que
Nno '
T.(0,2) = n—_TR(O,m) (3.5)
0

El significado de los indices es el mismo que se les di6 en el capitulo anterior.

Debemos de observar que para poder encontrar los coeficientes de reflexion y
transmisién en una etapa dada sélo es necesario usar los coeficientes auxiliares
Rr(s,z), Ri(s,z), y 7Tr(s,z), escritas para la etapa anterior de interes (s-1),
dado que con estos cubrimos completamente el sistema completo en la etapa deseada.
Por otro lado, para encontrar los coeficientes auxiliares correspondientes a esa misma
etapa se usardn ademds de los coeficientes anteriores, los dos restantes, Rs y 7s.
Escribamos los coeficientes de reflexién y transmisién correspondientes a la etapa

nimero uno.

R(l, A) = ¢gr [RR(O, 1"1A), 'R,L(O, 1"1A),
RL(O, 7‘3A), \/ ng/noﬁ(o, TIA), TzA]

T(l, A) = G [RL(O, TIA), RR(O, 1"3A),
TR(O, T3A), %TR(O, T]A), TzA]

(3.6)

ETAPA s =2
Para poder encontrar los coeficientes de reflexion y transmisién totales correspon-
dientes a la segunda etapa (s = 2) necesitamos conocer los coeficientes auxiliares
R'[ y T'[ para la geometria mostrada en la figura 3.4. Estos coeficientes son dados

por :

RR(I’ II)) = gr [RR(O’ 7‘1117), RL((), 1‘1517),
Rs(0,73z), 4 /%’TR(O, ), rza:]

¢ (3.7)
Tr(l,z) = ¢:[RL(0,r:1z),Rs(0,r32),
Tr(0,r12), T5(0, r3z), roz) )
RL(].,.'B) = 9r [’Rs(O,rlz),Rs(O, le), (3 8)
R1(0,r32), T5(0,r12), o] )
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Figura 3.4: Descripcién geométrica de los subsistemas en la etapa uno.
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Figura 3.5: Descripcién de las funciones Rp; ¥ Rasi

RS(17 (L') = gr [RS(Ov 1‘1.’1:), Rs(l, Oa 7'1:17),
RS(O’ r3z), 7s(0, rz), ra7]
(3.9)
7:9(1’ x) = Gt [RS(O') 7"1"’7)': RS(O’ 7‘3.‘17),
T5(0, 1), Ts(0, r3z), raz]

Como se hizo en el capitulo anterior, se necesitan unos coeficientes que nos sirvan para
describir la situacién cuando la onda incide de la derecha , es decir, que incida sobre
la parte del sistema que se escala con la razén r3. A este nuevo par de coeficientes
los denotaremos por R y Rsi respectivamente, que corresponden a los coeficientes
de reflexién para los sistemas de la figura 3.5.

RRI(I’ ‘T) = g- [RS(O’ 7'337),725(0’7'33:)’
RL(O,T](E),?'S(O, 7'3.’12),7‘211:]
(3.10)
Rsi(1,2) = ¢-[Rs(0,r3z), Rs(0,732),
Rs(0,m17), Ts(0, r3z), raoz]

Demos a continuacién los coeficientes de reflexién y transmisién para la etapa
nidmero dos (s = 2).
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Figura 3.6: Descripcién de los subsistemas para s=2

R(2, A) = ¢gr [RR(I, T]A),'RR((I, 7‘1A),
Ri(1,r3A), \/%’TR(I, nA), rzA]
> (3.11)
T(2,A)= ¢:[Rr(l, rd), Ri(1,m3A), .
TR(].,TlA),ﬂ(l,TsA), 1‘2A] )

ETAPA s =3
Siguiendo el procedimiento anterior, obtengamos los coeficientes de reflexién y
transmisién auxiliares mostrados en la figura 3.6, para poder calcular los coeficientes
de reflexién y transmisién totales de la etapa s = 3. Asi tenemos que:
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Rr(2,z) = ¢r [RR(l,rlx),RRI(l,rlz), W
Rs(1,r3z), \/—gTR(I,rlg),rzw] g 1)

Tr(2,2) = 9t [Rri(1,m12), Rs(1,73%),
Tr(1,712), Ts(1, 32), 727}

/

donde Rp; fué dada en la ecuacién (3.10). A continuacién damos la funcién coore-
spondiente a Ry, para posteriormente dar las correspondientes a Rs y Ts.

RL(2’ m) = g" [RS(].,T]:L‘),RS[(].,TIlC), (3 13)
RL(l,r;»,m),’ng(l,rlx),rga:] ’
'R,s(z,.'t) = gr [Rs(l,'r‘lx),Rsz(l,le),
Rs(l,r;;w),'lfg(l,rlx),rz:c]
(3.14)

Ts(2, )= gt [RSl(l, ), Rs(1, r3T),
Ts(1,mz), Ts(1, rat), rak]

Escribamos los coeficientes de reflexion y transmisién correspondientes a la etapa
numero tres.

R(3’ A) = gr [’R'R(zarlA)aRRl(z""lA), ‘ W
Ri(2,r30), \/5%73(2, rA),mAl | -

T(3, A) = G [RR{(z, 'I‘]A), RL(z, TsA),
TR(2, ™ A), 7},(2, 7’3A), TzA]

“Etapa s 7
Después de haber encontrado los coeficientes (y los correspondientes coeficientes
auxiliares) correspondientes a las primeras tres etapas (a las primeras dos etapas),
nos es posible extender el célculo a etapas superiores arbitrarias, digamos la etapa s.
Escribamos primero los coeficientes R's y T's y posteriormente los coeficientes de
reflexién y transmisién. Estos coeficientes auxiliares pueden ser visualizados con la
ayuda de las figuras 3.3-3.6.

Rr(s,z) = ¢-[Rr(s— 1,mz), Rru(s — 1,m12), )
Rs(s — 1,73z), 4 [22TR(s — 1,m2), 72T
’ ] , (3.16)

Tr(s,z) = 9¢[Rruls — 1,mz), Rs(s — 1,732),.
Ta(s — 1,m12), Ts(s — 1,r3z),ro]
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Ri(s,z) = 9r [Rs(s— 1,mz),Rsi(s — 1,mz), (3.17)
Ri(s—1, raz), Ts(s — 1,m2), 7] )

Rs(s,z) = gr[Rs(s— 1,m2), Rsi(s — 1,712),
Rs(s—1, raz), Ts(s — 1,r12),ra2)
(3.18)
Ts(s,z) = ¢t [Rsi(s — 1,mz),Rs(s — 1,m37),
Ts(s — 1,mz), Ts(s — 1,732), o]

A continuacién se dan las funciones correspondientes al caso donde la onda incide por
el lado izquierdo del sistema, esto es, Rm ¥ Rsi:

Ra(s,z) = g [Rsi(s — 1,rsz), Rs(s — 1,732),
Rauls — 1,mz), Ts(s — 1,7r3z), 2]
(3.19)
Ra(s,z) = 9r [Rsi(s — 1, raz), Rs(s — 1,r3z),
Rsi(s — 1,mz),Ts(s — 1,raz), 2]

Finalmente los coeficientes de reflexién y transmisién para el sistema completo en
la etapa s son dados por

R(s,A) = g:[Rr(s— 1,mA),Rals — 1,mA), )
Ri(s —1,r34), \/%TR(.S - 1,1"1A),T2A]
' $ (3.20)
T(s,A)= g:[Rr(s— 1,1 A), Ry(s — 1,7m34),
Tr(s — 1,mA), TL(s — 1,73A),r2A]

/

La dimensién fractal del sistema es dada por la ecuacién (1.30), esto es
r? + 7'3D =1

Fl indice de refraccién efectivo en el limite de bajas frecuencias es dado por la
generalizacién de la ecuacién (2.21), por lo que

n=0
e = (r1+73)’er+rama ) (ri+r3)"
s—-1
€es = (61— €) (1 + r3)’ + € (3.21)

donde el dnico cambio con respecto a la constante dieléctrica efectiva para el caso
mostrado en el capitulo anterior es €g — €.
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Figura 3.7: Sistema de peliculas delgadas en el caso de tener N = 5.

3.2 Algoritmo Recursivo para los Coeficientes de
Reflexién y Transmision para cinco razones
de subdivisién (r1, T2, T3, T4, T5)

En esta seccién resolveremos el caso donde el nimero de divisiones en el generador
fractal es igual a cinco. Se alternaran dos medios distintos rodeados por un medio
de indice de refraccién no (medios a alternar ny y ng). Después de la primera di-
visién, se volvera a aplicar el generador, pero unicamente a los medios con un indice
de refraccién ny. Para encontrar los coeficientes de reflexién y transimisiéon que cor-
responden a cada una de las etapas de subdivisién, se usan las mismas funciones
introducidas en la seccién anterior, aunindole el procedimiento recursivo para las
funciones en la misma etapa introducido en la seccién 2.3 del capitulo anterior. La
geometria del sistema a resolver se muestra en la fig. 3.7.

Para poder calcular los coeficientes de reflexién y transmisién de la etapa uno,
usaremos las funciones definidas en las ecs. (3.1 -3.3) de la seccién anterior. Ademaés
estas funciones sirven de base para la construccién de las funciones subsiguientes para
poder calcular los coeficientes correspondientes a las siguientes etapas.
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‘R(1,A) = yr[RR(O,TlA)l,'RRI(O,HA),RH(I,d), )
(ﬁf)zTR(O,rlA),rgA]

3.22
T(,8)= @[Ri(OnA),Rr(1Ld), (3.22)
TR (0, TlA) N 7}1 (1, d) N TQA]
RRI (0, 1,') = 'RL (0, .’I:) J
donde

R (1’ d) = 9r [RS (0’ 7'3A) yRsi (07 7'3A) ’ W

RL (0’ TSA) ] 7:9 (0’ 1’3A) 9 7‘4A]
donde
Rs (0, 7'3A) = Rsz (0, TaA)

K (3.23)

T (1’ d) = gt [RSI (0’ 7‘3A) ’RL(Oa 7‘5A),

TS (07 T3, A) ,’IL (0, 75y A) ’ T4A]
con
TLOrsA)= BTa(0nA) | J

Con las ecs. (3.22) y (3.23) encontramos los coeficientes en la etapa uno, para
poder construir los coeficientes de la segunda etapa necesitamos encontrar los coe-
ficientes auxiliares de reflexién y transmision R's(1,d) y T's(1,d), en términos de
los coeficientes auxiliares en s = 0. En la figura 3.8 se muestran esquematicamente
dichas funciones.

Escribamos los coeficientes Rr y Tr para la etapa uno:

Rr(1,z) = ¢-[Rr(0,m7),Rr (0,1‘1:1:); )

Rparr (1,2), (%%) " Tn (0,r12), 7'237]
(3.24)

TR (1,37) = gt [RRI (O,TlI),RAII (1’:1;)’
Tr (0,m12), Trarr (1,2) yT2]

con la condiciéon

R (0,m12) = R (0, rz) .
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Figura 3.8: Geometria para las distintas funciones R'syT's
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donde

Rearr(1,2) = gr[Rs(0,732),Rs1(0,732), - )
Rs(0,7sz),Ts(0,r3z), T4T)

3.25

TRAII (1’ .'L‘) = G [RSI (07 7'3'77) ’RS (07 7‘53) ] $ ( )
Ts(0,73z), 75 (0, r;:c) ,T4Z)

con la condicién
Rsi(0,r3z) = Rs (0, r2z)

para Ry (1,z) ya sabemos la relacién que existe entre Tz, y Tr para cualquier etapa

(T (s,2) = %TR (s, ).

7?'L (1,11}) = Gr [RS (077', JJ),RSI (0,7’137),
Riar (1,2) ,7s (0,712) ,72)
(3.26)
Rearr(1,z) = gr [Rs(0,r32),Rs1(0,737),
R (0,757),Ts (0,r3z) , T2}
finalmente
RS (1, fl?) = gr [RS (0, Tlil?) ,RSI (0’ le) ‘1
RSAII (1, (17) ’ 7:9 (07 1‘12‘7) ’ 7'251,']
(3.27)
Rsarr (1, r)= gr [Rs (0, rsz), Rsi (0’ r3T);
Rs (0,75z),Ts (0,3z) , 4]
Ts(1,z)=  ¢:[Rsi(0,m2),Rsarr(1,7),
Ts (0,m2), Tsarr (1,2) , 72)
(3.28)

Tsarr (L,z) = g:[Rsi(0,732),Rs(0,752),
75 (0,r3z), 75 (0, T5T),T4Z)

Como podemos observar de las ecuaciones (3.22) y (3.23) nos hace falta escribir
las ecuaciones paraRp; (1,2) y Rsi(1,), ver figura 3.9. Esto se hara con el fin de
encontrar los coeficientes de reflexién y transmisién par s = 2.

Rr (1, 33) = gr[Rsar (1,:1:) s Rsarr (lax) ’
R (0,m12),Tsar (1,2) , 2]
' (3.29)
Rsar(1,7) = gr [Rs (0,r5z) , Rsi (0,r5z),
RS (01 r3x) ’ 7:3 (07 r5$) ’ r4m]
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Tsar (1’ x) = G [RSI (0, 1‘537) ’ Rs (07 7‘3.’1?) ’
Ts(0,rsz), Ts (0, T3T) , T4Z)

Rsi(1,2) = gr [Rsar(1,2),Rsam 1,z), v
Rs (0,m12), Tsar (1, ) , 2]

No

n2

(3.30)

donde Rsar(1,z), Tsar(l,z) son dados por las ecuaciones anteriores (3.29) y

Tsarr(1,2) es dado por la ecuacién (3.27).
Ahora estamos en posibilidades de calcular R(s = 2)

R(2,A)= ¢ [Rr(1,nA),Ru(l,nd),
Rir(2,7), (ﬁf) " Tr(l,mA) ,r2A]

Rir(2,2) = ¢-[Rs(1,m3),Rai(1,m34),
RL (17 T5A) 7TS (17 TSA) ] T4A]
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T (27 A) = Gt [RRI (lvrlA) 7RII (27 ID) ’ . W
TR (1a 7‘1A) 77}1 (2’ 3}) )r2A]

7'II (25 117) = G [RSI (17 T3A) ,RL (I,TSA) y
Ts (1,raA), 2Tp (1,758),r2A| |

Generalizando para s arbitrario,

R(s,A)= ¢ [Rr(s—1,mA),Rr (s —1,mA),

Ru(s,8), (2)" Ta(s - l,rlA),rgA] |

Rir(s,A) = gr [Rs(s— 1,r3A),Rsi (s — 1,734),
RL (s —1,m54),Ts (s — 1,m38) , T4

T(s,A)= g: [Reu(s -1, rd),Ri (5,4), A
Tr(s —1,mA), T (s,A),r24]

Tir(s,A) = g:[Rsi(s—1,730),Re(s - 1,rs4),
Ts (s — 1,m30), T (s — 1,75) ,TaA]

donde

To(s,d)= 2Tn(s,d)

(3.32)

)

(3.33)

/

b (3.34)

/

Esto para los coeficientes de reflexién y transmisién del sistema. Ahora debemos
escribir la relacién recursiva para los coeficientes de reflexién y transmisién auxiliares

usadas.

Rr(s,z) = ¢- [Ra(s — 1,mz), Rau(s — 1,m2),
Raar(s,); /2Tk(s = 1,m), 23]

'R.RAH(S,:I:) = gr [Rs(s - 1,'!‘3:12),7351(3 bt 1,1‘3.’1)),
Rs(s —1,r5z),Ts(s — 1,737), 4]

Tr(s,z) = g:[Rm(s— 1,1‘133),73&411(3,33);
Tr(s — 1,m2), Tan(s, x), m27]

7?9[[('%"”) = 4 [RSI(S - laTSm),RS(s - 1,7'53:)7
Ts(s — 1,r3z), Ts(s — 1,75z), 4]
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Ri(s,z) = g, [Rs(s —1,mz),Rai(s — 1,m17),
RLAII(sa 1?), 7:5'(3 - 1’ 7'122),1"2.27]

Rrarr(s,z) = gr[Rs(s —1,r3z), Rai(s — 1,r3z),

Ri(s — 1,r52), Ts(s — 1,7r3z), 747]
Rs(s,z) = g [Rs(s — 1,mz), Rai(s — 1,11 2),

Rsarr(s,z),Ts(s — 1,m1z), rax]
Rsarr(s,z) = gr[Rs(s —1,r3z), Rais — 1,732),

Rs(s —1,r5z), Ts(s — 1,737), raz)
Ts(s,z) = g: [Rsi(s — 1,m12), Rsan(s, z),

Ts(s — 1,mz), Tsani(s, x), rax]

Tsarr(s,z) = g:[Rsi(s — 1,732), Rs(s — 1,752),
Ts(s — 1,73z), Ts(s — 1,75z), r47]

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Escribamos finalmente las ecuaciones correspondientes a Rri(s,z), Rsi(s,z) y

Ta(s, z):

Ru(s,z) = g [Rsar(s,z), Rsair(s, z),
RRI(S - 1’ 37),7-3.4[(37 .17),1"2:1)]

RSAI(S,.’I)) = gr [Rs1(s - 1,7‘5(3),725(3 ot 1,1"53),
Rsi(s — 1,r3z), Ts(s — 1,75), m47]

RsarL(s,z) = Rsar(s,r)

Tsar(s,z) = g:[Rsi(s — 1,752), Rsi(s — 1,732),
Ts(s — 1,7s7), Ts(s — 1,r3z), raz]

Rsi(s,z) = ¢r[Rsai(s,z),Rsan(s,z),
RS(S - 1,.’1!), 7.—S'AI(37 1‘),1"2.’17]

/

> (3.40)

(3.41)

donde las funciones Rsar(s,z) y Tsar(s,z) son dados por la ecuacién (3.40) y

Rsar(s,z) = Rsari(s, ) por la ecuacién (3.38).

La dimensién fractal del sistema es dada por la generalizacién de la ecuacién

(1.47), esto es
rf’ + r;? + r? =1
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La correspondiente constante dieléctrica efectiva a bajas frecuencias es dado por:

s~-1

€= (r1+rat+ rs)’ € + (r2 + ra) €0 Z (1‘1 +r3+rs)" (3.42)

n=0

En los sigiuentes capitulos damos los resultados numéricos y las conclusiones.
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Capitulo 4

Descusién y Resultados

En los capitulos anteriores hemos obtenido expresiones para los coeficientes de re-
flexién y transmisién de una manera recursiva basandonos en la propiedad de auto-
similaridad del sistema. Para el caso donde se tiene un medio huesped las expresiones
son dadas por las ecuaciones (2.13 ) caso de tres divisiones (N = 3), y (2.27)- (2.29)
para el caso de cinco divisiones (N=>5). Ademas expresamos el indice efectivo de
refraccién a bajas frecuencias en funcién de las razones de subdivisién y de la etapa
de subdivisién del sistema (s). Este es dado por la ecuacién (2.21) en el caso tres
divisiones y por la ecuacién (2.30) para cinco divisiones. Por otro lado, se obtienen
expresiones para el caso donde se tiene un sistema mas general en el cual, en lugar
de tener un medio huesped con indice de refraccién ng, en la estructura este se inter-
cambia por un medio con indice ny. Para este caso las expresiones para los distintos
sistemas (diferente nimero de subdivisiones en el algoritmo de Cantor) son dados en
las ecuaciones (3.20) para tres subdivisiones y con N = 5 son dados por las ecua-
ciones (3.33)-(3.34). Los indices efectivos de refraccién respectivos son dados por las
ecuaciones (3.21) y (3.42).

Hemos mencionado en la introduccién de la tesis que esta es una generalizacién
del trabajo de Sun y Jaggard [11]. Ellos tratan sistemas simétricos de peliculas del-
gadas, las cuales son arregladas en base al algoritmo de Cantor Triadico. El sistema
es triddico en el sentido que independientemente del nimero de divisiones iniciales
realizadas (ver introduccién) siempre resulta un arreglo de tres subsistemas efectivos
de los cuales los dos subsistemas extremos son idénticos. Encuentran relaciones re-
cursivas para los coeficientes de reflexién y transmisién del sistema, esto es, escriben
los coeficientes de la etapa s en funcién de los correspondientes en la etapa s — 1 del
sistema fractal. Escriben un indice de refraccién efectivo a bajas frecuencias el cual es
el promedio de los indices del sistema; como se mencioné anteriormente (capitulo 2)
esto no es una aproximacién bona fide ain en el limite de bajas frecuencias. Por otro
lado, los autores mencionados estudian como influye la dimensién fractal de diferentes
sistemas en sus espectros de reflectividad. Ellos encuentran que cuando la dimensién
fractal decrece, los picos de la reflectividad se separan (bifurcan). Observan, ademas,
que los espectros son periédicos y simétricos con respecto al valor central en cada
periodo. Encuentran que el periodo es dado por p = N?, donde N es el nimero
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de divisiones iniciales en el algoritmo de Cantor. También describen como varia la
amplitud del primer pico conforme incrementan la dimensién fractal en cada una de
las etapas de subdivision.

Las curvas publicadas por Sun y Jaggard [11] las podemos obtener empleando las
ecuaciones (2.13) y (3.20). Estas curvas son mostradas en la figura 4.1 y reproducen
exactamente las correspondientes de la referencia [11].

A cambio del trabajo de Sun y Jaggard [11] nosotros analizamos sistemas no
simétricos de peliculas delgadas arregladas bajo el algoritmo de Cantor Generalizado.
Este algoritmo fué descrito en la introduccién de la tesis. Estudiamos sistemas con
medio huesped y sistemas donde el arreglo se construye con dos medios de indices
de refraccién diferentes al medio exterior- vacio. Este dltimo arreglo introduce una
diferencia importante en las relaciones recursivas para los coeficientes de reflexion
y transmisién del sistema. De hecho, no se encuentra una relacién recursiva para
los coeficientes de reflexién y transmisién del sistema en una etapa dada, sino que
se divide el sistema en diferentes subsistemas (ver capitulo tres), para los cuales se
escriben sus coeficientes de reflexién y transmisién correspondientes. Es para estos
coeficientes que se escriben las relaciones recursivas del sistema. Por otro lado, in-
troducimos un pardmetro para describir la asimetria del sistema y analizamos los
espectros de reflectividad en funcién de este parametro. Otra diferencia importante
con el trabajo de Sun y Jaggard es la forma de escribir el {ndice efectivo de refraccion
en bajas frecuencias. Este se obtiene de la constante dieléctrica promedio del sistema,
Nef = V€ , ver capitulo dos.

A continuacién mencionamos el orden en que realizaremos el analisis en los difer-
entes sistemas de peliculas delgadas considerados en esta tesis:

e Sistema fractal de peliculas delgadas en un medio huesped con tres subdivisiones
iniciales en el algoritmo de Cantor. Esto corresponde a no|ni1|no en la etapa
s = 0 y para la etapa s = 1 a no|ny|no|ni|no, figura 2.2. Analizaremos la
dependencia de los espectros de la reflectividad con la etapa de subdivisién s,
la asimetria del sistema a- concepto que es introducido en la seccién 1.4.2-, la
dimensién fractal y observaremos lo que sucede con los espectros en un periodo
dado para diferentes dimensiones fractales.

e Sistema fractal de peliculas delgadas en un medio huesped con cinco subdivi-
siones iniciales en el algoritmo de Cantor con estructura simétrica. En la etapa
s = 0, los indices de refraccién se distribuyen de la siguiente forma ng|ny|no, y en
la etapa s = 1 como no|n1|no|ny|noe|na|no, figura 2.5. En este caso la asimetria
del sistema es igual a cero. Decimos que tenemos simetria cuando las razones
de divisién cumplen lo siguiente: ry = r3 =15y rp = r4. En estos sistemas la
dimensién fractal se puede expresar en funcién de la sustancialidad.

e Sitema fractal de peliculas delgadas en un medio huesped con cinco subdivi-
siones con estructura asimétrica. En este caso consideraremos el analisis con
respecto a la asimetrfa. Se hard el anélisis con respecto a los demas parametros
también.
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e Sistema fractal de peliculas delgadas, no considerando medio huesped, con tres
y cinco subdivisiones iniciales en el algoritmo de Cantor. El orden inicial es
no|n1|no, etapa s = 0; para la etapa s = 1 tenemos que los indices se distribuyen
como ng|ny|ng|ni|no, figura 3.1 . Analizaremos la reflectividad con respecto a
la variacién de los pardmetros mencionados anteriormente, s, @, D. Esto lo
haremos para dos dieferentes situaciones. En el primer caso consideraremos
ny > na, esto es, el algoritmo de Cantor se aplica al medio Spticamente mas
denso. Finalmente estudiaremos el sistema cuando el algoritmo de Cantor se
aplica al medio épticamente menos denso (n; < nz).

Los espectros de reflectividad se presentaran en funcién de A/\ = w/(2wc), donde
A es el espesor total del sistema de peliculas y A es la longitud de onda en vacio.

Antes de analizar las variaciones en los espectros de reflectividad debemos no-
tar que los espectros tienen un periodo, esto es, el espectro se repite completamente
después de un valor A/A = p, el cual depende de los valores de las razones de subdi-
visién, indices de refraccién y etapa de subdivisién. Esto era de esperarse dado que
la reflectividad se obtiene de funciones periédicas. La expresién para el periodo es
dada por, (ver prueba en el apéndice B)

S

vq

Ps=7y

donde los pardmetros v, ¢, v, tienen el siguiente significado: v es el denominador

que resulta de escribir los indices de refraccién como n; = u;/v, siendo v es el minimo

comtin denominador que resulta de expresar los indice de refraccén en forma frac-

cionaria.; ¢ corresponde al minimo comin denominador de las razones de subdivisién
r; = t;/q; v es el factor comiin que resulta de los productos #;u;.

La férmula anterior para el periodo se puede checar con los siguientes datos:
ri=1/4, 7 = 1/4 , r3 = 2/4 e indices de refraccién ng = 1.0, ny = 6/3 y ny = 7/3.
Con estos valores se encuentra que el periodo en la etapa s = 1 es p = 6, en la etapa
s=2es p=24y para la etapa s = 3 es p = 96, lo cual se observa en la figura 4.2.

(4.1)

4.1 Andlisis del sistema de peliculas delgadas con
tres divisiones iniciales y medio huesped, caso
asimétrico. |

En la figura 4.3 se muestra como varian los espectros conforme aumenta la etapa s
de subdivisién. Se observa que conforme aumenta la etapa de subdivisién el nimero
de picos por periodo aumenta. El valor del primer pico disminuye conforme la etapa
de subdivisién aumenta; esto es debido a que el indice efectivo de refraccién también
disminuye. Debemos de recordar que la reflectividad de una pelicula delgada es menor
conforme su indice sea menor. Los efectos de la auto-similaridad se siguen manife-
stando en los espectros, lo cual se muestra en la figura 4.3 por medio de las lineas
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de subdivisién son los siguientes: ry = 1/4, r2 =1/4, r3=2/4y
=7/3. La dimensi6n fractal del sistema es D = 0.694241.
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punteadas la cuales marcan la envolvente del espectro. Los espectros son simétricos
con respecto al valor central en cada uno de los periodos.

Para demostrar que los espectros mostrados en la figura 4.3 son fractales auto-
similares, es necesario encontrar que la razén entre el perimetro y el drea de las curvas
espectrales, normalizados con los correspondientes de la etapa cero, sigue una serie
geométrica, jugando el papel de exponente la etapa de subdivisién fractal. Esto es
basado en el analisis de fractales deterministicos, ver curva de Koch (secc. 1.2). La
relacién matematica es la siguiente

P,/A, = @’ o In(P,/A,) = slna

Lo anterior se muestra graficamente en la figura 4.4

Definamos ahora la asimetria del sistema. La asimetria a, serd dada por a = |r1—
r3|. Debemos observar que la dimensién fractal ya no es un parametro independiente
que dependa solo de una razén de subdivisién r; ( caso simétrico) sino que ahora es
funcién de r; y ra. Por otro lado, si definimos 7 =7 + 713, , entonces de la ecuacion
(1.30) para la dimensién fractal obtenemos

[—;—(T+a)]D + 50 —a)]D =1

Si fijamos los valores de D y a entonces la ecuacién anterior determina 7. Como
resultado, encontramos los valores de ry, 12, T3 ¥ podemos calcular el espectro. La
conclusién es que D y a determinan el espectro. Por lo tanto, para poder observar los
efectos de la dimensién fractal o de la asimetria en las amplitudes de la reflexién es
necesario cambiar solo uno de los dos. El analisis anterior se realiza de esta manera
para no introducir efectos de los dos parametros simultaneamente sobre el espectro.

Analicemos primero como influye la dimensién fractal del sistema en los espectros.
En la figura 4.5 se observan un conjunto de curvas con asimetria o = 1 /5 en las
etapas s = 1 y s = 2. Los primeros cuatro incisos (a-d) son para la etapa s =
1 con periodos respectivos p = 5.0, 833, 10.0, 2.5. Los espectros restantes
(incisos e-h) corresponden a s = 2 con periodos p = 25.0, 625/3, 100, 37.5.
La reflectividad es simétrica con respecto al valor central en cada periodo. El valor
del primer pico aumenta conforme la dimensién fractal aumenta. Por otro lado, al
aumentar el periodo en los espectros los picos de la reflectividad se separan a diferencia
de lo que dicen Sun y Jaggard [11], que la separacién se da al disminuir la dimensién
fractal. Lo anterior lo notamos si observamos las figura 4.5 en el orden d, a, b, c.
Los resultados anteriores son independientes de la etapa s de subdivisién, ver figuras
4.5e-h.

Para continuar con nuestro estudio sobre sistemas fractales con tres subdivisiones
iniciales en un medio huesped, fijemos ahora la dimensién fractal del sistema con
D = 0.631, y cambiemos la asimetria del mismo. Esto se muestra en la figura 4.6. Se
observa que la amplitud del primer pico aumenta al incrementar la asimetria. Esto se
debe a que el valor del primer pico esta asociado con el indice efectivo de refraccion,
el cual crece al aumentar el valor de a, dado que r; + r3 es mayor conforme o crece.
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Recordemos que la funcién dieléctrica efectiva es proporcional a ry + 73, ver ecuacién
(2.20). Ademds sabemos que a mayor indice de refraccién mayor reflectividad para
una pelicula. Por otro lado, el valor del punto central (en el periodo) se corre un
poco a la regién de bajas frecuencias al aumentar c. Es importante sefialar que
aparecen mayores zonas (bien definidas) de interferencia constructiva alrededor del
valor central. En este valor aparece el tinico punto con interferencia destructiva bien
definida dentro de este rango.

De los espectros mostrados en las figuras anteriores es factible considerar la idea de
que existe un periodo aproximado en los espectros al variar en una pequeiia cantidad
las fracciones de ocupacién (r}s) de los distintos medios que componen al sistema.
Se ejemplifica este concepto en la figura 4.7 donde se toma el espectro de la figura
4.5a y se anexan tres curvas las cuales tienen los siguientes pardmetros: mismos
valores en los indices de refraccién que los usados en la figura 4.5, con razones de
subdivisién a) ry = 1/5, rz =r3 = 2/5, b) r; = 0.205, r; = 0.4, r3 = 0.395, c)
ry = 0.205, ry = 0.3905, r3 =0.4045yd) r =021, r, =04, r3 = 0.39 . Los
periodos exactos para las diferentes curvas son: a) p=5;b) p=200;c) p=2000;
d) p = 100. Notamos que la figura 4.6b se asemeja considerablemente a la figura
4.6a, a pesar del hecho que el periodo es 40 veces més grande. Entonces, en el caso (b)
podemos hablar de un periodo aprozimadop ~ 5 (igual al caso (a)), ademas al periodo
exacto p = 200. Esta situacién se debe, por supuesto, a la igualdad aproximada de
los r; en los dos casos. En los casos (c) y (d) los ris se alejan mas y mds de los
valores del caso (a). Por lo tanto, como se puede observar de las figuras 4.6(c) y
(d), el concepto de “periodo aproximado” gradualmente pierde su legitimidad. De los
resultados anteriores se observa que los espectros de reflectividad del sistema son muy
sensibles a pequefios cambios en las fracciones de ocupacién de los diferentes medios
que componen al mismo.

4.2 Analisis del sistema de peliculas delgadas con
cinco divisiones iniciales y medio huesped,
caso simétrico.

Analicemos a continuacion el sistema fractal de peliculas delgadas en un medio hue-
sped que se genera al tener N = 5 subdivisiones iniciales en el algoritmo de Cantor.
En este caso el conjunto serd simétrico si las razones de subdivisién r; cumplen con
ry = r3 = rs y Iy = 14, existiendo como caso particular el tener todas las razones de
subdivisién iguales, esto, r; = 1/5. Esto lo mostramos en la figura 4.8. Notamos que
la auto-similaridad en los espectros se mantiene. Esto es debido a que las ecuaciones
para los coeficientes de reflexién y transmision siguen siendo recursivas. Observamos
que la amplitud del primer pico disminuye conforme aumenta la etapa de subdivision
s. Esto es debido a que el indice efectivo de refraccién disminuye con la etapa s,
ecuacién 2.21. El periodo de las distintas curvas se obtiene con la ecuacién (4.1).
Conforme las etapas de subdivisién aumentan, las zonas de interferencia constructiva
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(bien definidas) son més marcadas, tal que el valor de la reflectividad es uno. En este
caso la dimensién fractal del sistema debe considerarse como parametro independi-
ente dado que no existe asimetria. En la figura 4.9 observamos un conjunto de curvas
con distintos valores de la dimensién fractal. El valor del primer pico disminuye con-
forme disminuye el valor de la dimensién fractal. Debemos observar que no existen
diferencias en el comportamiento cualitativo de los espectros para los dos diferentes
casos aqui. De lo anterior se observa que cualitativamente no existe diferencia entre
los resultados encontrados aqui y los dados por Sun y Jaggard [11].

4.3 Anadlisis del sistema de peliculas delgadas con
cinco divisiones iniciales y medio huesped,
caso no simétrico.

En la figura 4.10 observamos los espectros de reflectividad de un sistema no simétrico.
Se observa que el valor del primer pico disminuye conforme aumenta la etapa de sub-
divisién. Tanto en el caso simétrico como no simétrico existe auto-similaridad del
sistema. Por otro lado se observa que en ambos tipos de arreglos las zonas de inter-
ferencia destructiva y constructiva se definen desde la primera etapa de subdivision
a diferencia del caso de tres divisiones.

La dimensién fractal no puede ser considerada como una variable independiente,
dado que existe asimetria en el sistema. La asimetria en este caso la definimos como
as = |rs — r1|- Analicemos los espectros cuando mantenemos fija o y variamos la
dimensién fractal, ver figura 4.11. De nuevo, el valor del primer pico crece al aumentar
la dimensién fractal del sistema. Al incrementar el periodo los picos de la reflexién
se bifurcan, en concordancia con lo dicho para el caso de tener tres subdivisiones. En
los incisos a y ¢, que tienen el mismo periodo, se mantiene practicamente el mismo
mimero de picos dentro del periodo. Lo anterior se observa también en la etapa s = 2.

Estudiamos ahora los cambios de los espectros respecto a la asimetria, figura 4.12.
Se observa que al aumentar a se incrementa el valor del primer pico. El pico centrado
con respecto al perfodo se corre hacia la izquierda conforme el valor de a crece. Al
aumentar la asimetria se definen mejor las zonas de interferencia constructiva dentro
del periodo. La naturaleza de estos efectos es la misma que se mencioné en el caso
triadico.

Observamos que no existe gran diferencia cualitativa entre el comportamiento
de los espectros con tres y cinco subdivisiones, con respecto a la variacién de los
paramétros fractales.
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4.4 Andlisis del sistema de peliculas delgadas
con tres divisiones iniciales y n, # ny, caso
asimétrico.

En el caso de no tener medio huesped, esto es, ng # ng, el comportamiento de
los espectros con respecto a la variacién de los pardmetros antes mencionados es
cualitativamente el mismo independientemente del mimero de subdivisiones usado,
ver figuras 4.13-4.15. Sin embargo, se observa que el valor del primer pico es mayor
que el correspondiente cuando se tiene medio huesped. Esto es claro dado que el
sistema ahora tiene una constante dieléctrica efectiva mayor. Debemos recordar que
el valor del primer pico disminuye al aumentar la etapa de subdivisién. El periodo
de las curvas aumenta y las zonas de interferencia destructiva son mas localizadas.

Si ahora aplicamos el algoritmo de Cantor al medio 6pticamente menos denso,
esto es, n; = 1.5 < ny = 1.8 encontramos diferencias importantes en el cambio del
valor del primer pico con respecto al incremento de la etapa de subdivisién. Lo an-
terior es debido a que la constante dieléctrica efectiva aumenta al aumentar la etapa
de subdivisién, figura 4.16. Lo anterior se comprueba directamente en la ecuacién
(3.21). Con respecto a la variacién de la dimensi6n fractal, ver la figura 4.17, y para
la variacién de a observar la figura 4.18. A pesar de los cambios mencionados en
el comportamiento de los espectros con respecto a los distintos pardmetros involu-
crados la forma cualitativa de los espectros se mantiene, cambiando solo el periodo
correspondiente a cada uno de los espectros.

Finalmente es importante sefialar las diferencias en los espectros de reflexién en
el caso de tener tres razones de subdivisién iniciales, cuando el valor de el indice de
refraccién ny es = ng, < ny, > n;. Tenemos que independientemente de la etapa de
subdivisién, dimensién fractal y asimetria el nimero de picos por periodo aumenta
conforme el medio huesped es opticamente mds denso. Como se ha mencionado
anteriormente, cuando el indice de refraccién n; es mayor que el indice n; observamos
que la reflectividad es mayor, en promedio, que en los casos restantes. Tenemos
ademds que las zonas de interferencia contructiva se defien mas fuertemente conforme
el medio huesped es épticamente mas denso.

El caso considerado en esta seccién, ny # no, tiene la importancia de corresponder
a arreglos de peliculas delgadas en la practica del laboratorio.
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ro=rg=1rg=1/3, ¢ =00;b)r = 0363364, r = 0.332366, r3 = 0.30427, o = 0.059; ¢) ry = 0.393405, r» =
0.329578, 73 = 0.277017, o = 0.116; d) vy = 0413432, rp = 0.326781, r3 = 0.259787, & =~ 0.1564. Istos pardmetros
son los mismos como en la figura 4.13, pero con np = 1.8.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudio la propagacién de ondas electromagnéticas a traves de
un sistema de capas discretas distribuidas bajo el algoritmo fractal de Cantor gen-
eralizado. El sistema se construye mediante el algoritmo de Cantor con razones de
subdivisién diferentes, generalizacién del trabajo presentado por X. Sun y D.L. Jag-
gard [11]. A diferencia del trabajo de Sun y Jaggard aqui es importante considerar
otro parametro como la asimetria o del sistema para poder describir en forma com-
pleta los espectros. Es importante sefialar que debido a que existe asimetria en el
sistema no es posible considerar la dimensién fractal del sistema como un parametro
totalmente independiente, debido a que existen un conjunto de parejas (trios) de
razones de subdivisién para los cuales se tiene el mismo valor de la dimensién frac-
tal si el ndmero de subdivisiones iniciales son tres (cinco) . Por lo que los efectos
de 1a dimensién fractal se deben estudiar en sistemas que tienen el mismo valor de
la asimetria. A pesar de la asimetria existente la autosimilaridad de los sistema se
mantiene por lo cual es posible escribir relaciones recursivas para los coeficientes de
reflexién y transmisién usando coeficientes efectivos de interface. En el caso de tener
medio huesped las relaciones de recursividad para los coeficientes de reflexion y trans-
misién son escritas en funcién de los coeficientes de la etapa anterior directamente.
Cuando ya no tenemos un medio huesped las relaciones recursivas son complicadas,
dado que se escribieron relaciones recursivas para coeficientes de reflexion y trans-
misiénde subsistemas diferentes al caso de tener medio huesped. Una vez obtenidas
estas relaciones se encuentran los coeficientes de reflexién y transmisién correspon-
dientes a cada una de las etapas de subdivisién del arreglo fractal. Estas relaciones
recursivas generalizan en forma completa las relaciones recursivas encontradas por
Sun y Jaggard [11]. Ademés de que ellos solo muestran resultados para valores en los
{ndices de refraccién ng = 1.0 y ny = 1.5. Por otro lado, la formula encontrada para
el periodo por nosotros es mucho més general que la dada por Sun y Jaggard. Una
diferencia muy importante con el trabajo [11] es la realizada para encontrar el indice
promedio. Donde la validez de la misma comparada con el indice efectivo usado por
nosotros fué mostrado en la figura 2.4. Consideramos un error la aproximacién hecha
por Sun y Jaggard dado que solo es valida cuando el valor de los indices de refraccién
usados tienen valores aproximados a uno [17, 20].
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Es importante sefialar la diferencia que existe en el comportamiento de los sistemas
cuando se considera que ng # no. Encontramos que el comportamiento cualitativo
de los espectros debido a cada uno de los parametros se mantiene si se aplica el
algoritmo generalizado de Cantor al medio épticamente mas denso. Sin embargo,
cuando aplicamos el algoritmo de Cantor al sistema Spticamente menos denso los
comportamientos de los espectros ya no son cualitativamente similares. En este caso
se observa que al aumentar la etapa de subdivisién del arreglo el valor del primer
pico aumenta en lugar de disminuir. Si disminuimos la dimensién fractal del sistema
el valor de los dos primeros picos aumenta en lugar de disminuir como se da en la
situacién de tener un medio huesped o cuando se tiene que n; > ny. Estos resultados
nos muestran la magnitud de nuestra generalizacién de los resultados comparada con
los obtenidos por Sun y Jaggard, los cuales son limitados.

En ambos tipos de arreglos, con y sin medio huesped, se observa que existen zonas
de interferencia constructiva que nos lleban a tener amplitudes de reflectividad de uno,
y zonas de interferencia destructiva, que nos dan transmisién completa. Conforme
aumenta la etapa de subdivisién las zonas de interferencia constructiva van agran-
dando y las zonas de interferencia destructiva se localizan practicamente en valores
bien determinados de la frecuencia.

Cuando se aplica el algoritmo generalizado de Cantor con cinco razones de divisién
podemos volver a considerar la dimensién fractal como un parametro totalmente
independiente si consideramos que el sistema es simétrico. La diferencia importante
con el trabajo de Sun y Jaggard, bajo estas circunstancias, es debida a que las zonas de
interferencia constructiva y destructiva bien definidas se manifiestan mas rapidamente
que en el caso de tres razones de subdivisién. En general ain y cuando el sistema no
sea simétrico la diferencia importante es la relacionada con las zonas de interferencia
constructiva y destructiva. El comportamiento de los. espectros con respecto a la
variacién de los parametros restantes se mantiene.

Una aplicacién directa de este tipo de arreglos de peliculas delgadas es la con-
struccién de filtros épticos, espejos para cabidades resonantes de laseres, etc.

Los objetivos principales del trabajo fueron cumplidos en forma completa, dado
que se buscaba la generalkizacién del trabajo de Sun y Jaggard tanto en las ecuaciones
como en los resultados finales.
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Apéndice A

Deduccién de los coeficientes de
reflexién y transmisién de
interface efectivos.

La deduccién de los coeficientes se hara usando el método matricial para un sistema
multicapa; el sistema se muestra en la figura A.1. El sistema multicapa completo se
separara en dos subsistemas enlazados por un medio de espesor A,, como se mues-
tra en la figura A.2; por lo que necesitamos expresar los coeficientes de reflexién y
transmisién del sistema completo en funcién de los coeficientes de los dos subsistemas
[17].

La relacién de las amplitudes de la onda en el medio con etiqueta cero y el medio
etiquetado por N +1 es

Eor \ _ [ Mu M, Eniir (A1)
Eo L M, M22 EnsL )
con
My M al |
11 12 _ _
( M; M22 ) = DO1 [g DiP,D, 1] D41 (A.2)
e 0
p= ( S ) (A3)
donde ¢; = knjA,.

En este formalismo los coeficientes de reflexién y transmisién son definidos por las
siguientes relaciones

(A.4)

_ My 1
TR = My tr= 11 }

— __ M2 — M|
TL ="My L= M
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ny nN-1 nN

EoL EnnL

Figura A.1: Sistema multicapa con N medios.

| [ [
[ [ !
1 1 ]
I I |
. - - (I
[ [ 1
! [ I
| | 1
i | I

Subsistema I Subsistema 11

Figura A.2: Sistema multicapa separado en dos subsistemas por una pelicula delgada
de espesor A, y fase ¢, = knn, A,

cumpliendo la siguiente relacion

|M|+ MjaMy Mo
M} My
Ahora nos interesa separar el sistema multicapa completo en dos subsistemas

separados por un medio cuya fase es dada por ¢,, como se muestra en la figura A.2.
Denotemos las matrices de los subsistemas parciales como My = ||M:J|| y Mp; =

HM,’;H con i,j = 1,2 y la matriz final M es dada por el producto

tptp, — TRTL = (A5)

M = || M;]| = MiP, My (A.6)

Realizando el producto matricial obtenemos
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! " i ! " i, ] " i
M + My, e 1 Me™ + M, Myoet®
M= (A.7)
7 " Lt ’ " i 1 AfN Lt 7 " i
My Miye* + Mo, My et My, M3 ¥ + Mo Myse™®”

Usando las ecuaciones (A.4) y (A.7) obtenemos

7 (R 17 ! / tcp
14

dividimos por M;, M};e*#* entonces

Mis 4 M T etier
Mll Mll Mll

TR =
1+ Y, Mo e2iev
M;, M;”:

reinterpretando los cocientes anteriores en el conjunto de ecuaciones (A4) y (A.5)

obtenemos el coeficiente de reflexién requerido
2ipy

rp = rir + (t1rtiL — TIRTIL) TIIRE

1 — riprire®e”

el cual se expresa finalmente como

tirtrLriiRe®®”

1 — riLrirre®*r

(A.8)

TR =TIR

Siguiendo un procedimiente similar se obtiene el coeficiente de transmisién, el cual
es dado como '

tintire’® ,
IRVIIR (A.9)

tp = -
1 — riLrire*
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Apéndice B

Deduccién del periodo y simetria
dentro de este, para curvas de
reflexién, de un sistema fractal de

peliculas delgadas.

B.1 Deduccién del periodo

Primero encontremos el periodo asociado con un sistema multicapas arbitrario de
peliculas delgadas. Posteriormente lo extenderemos a un sistema fractal.

Para un sistema de peliculas delgadas compuesto de N capas la amplitud de
reflexién se puede escribir como

r= 'I'((I)l, T2, ...,.’BN),

donde
i2%nid; _ eiZ%nar.'A

;= €
— e:'41|'n.’r,-(A/z\) = ei41m.‘r;8 = 37,(5)

§=A/x=(A2rc)w

Aqui r; = d;/8 es el espesor normalizado de la capa ¢ o, simplemente, su razén de
subdivisién (A es el espesor total de la pelicula), y 6 es el espesor normalizado de la
pelicula.

Si definimos

1
B = 2n,-r,'

x.(&-{-p,) — ei47rn.'r,'(6+1/2n;rg) — ei41mgrg5+i21r
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lo cual nos lleva a
zi(6 + pi) = =i(8)
Entonces observamos que p; es el perfodo de la funcién zi(6).
Ahora, siempre es posible escribir n; y r; como fracciones,
u; i . :
n=—, ri=-, 1=123,.,N

v q
Esto es, v y ¢ son independientes de ¢ (también , 3>t = q). Aqui, u;, v, %, y ¢ son
enteros positivos (Notese que los ¢; no pueden tener un factor comin, pués ese se
hubiera cancelado con el ¢, debido a que 3 ¢; = ¢). Por lo tanto,

Y4
pi= 2u;t;

Si uity, usgla, ..., unty tiene un factor v en comin, entonces podemos escribir u;t; =
vu't}, donde ahora los u/t} no tienen factor comin. Notese que los t; no pueden tener
un factor comun, pués este se hubiera cancelado con el ¢, debido a que ) t; = ¢. No
obstante, los t; si pueden tener un factor en comin con los u;. Entonces
_ v
pi= 2uult;

Si multiplicamos p; por algin entero arbitrario N; entonces, por supuesto, z;(6)
también sera periédico en N;p;. Es necesario encontrar el conjunto mds pequefio
de enteros N; tal que '

N1 =p2 N2 = ... = pNNN

Obviamente, €l espectro entero poseera el periodo p = p;N;. Debido a que uit] no
tienen factor comin, estos enteros son

N; = u:-t:v
por lo tanto, ,
v
pilN: = Z(f-

Entonces
vq X
z;(6 + 5;) =z;(6), i=1,2,...,N
Esto permanece valido para todo i. Debido a que r depende de § unicamente a través
de z;, por lo tanto

r(6+2)= rle(6+3L),22(6 + 22),...,on(0 + 32 ]
= rE;;(&),xz(é),...,wN(cs)]

Finalmente probamos que el periodo del sistema de peh'culas delgadas es



B.1.1 Sistema fractal

Es importante aplicar la ultima formula para el sistema fractal que nos interesa,
sistema de Cantor. Para lograr esto es necesario que escribamos las razones de sub-
divisién y los indices de refraccién correspondientes a cada medio, para cada una de
las etapas, en funcién de los parametros introducidos anteriormente.

Consideremos €l caso de tres razones de subdivisién. En la etapa s = ltenemos
que las razones de subdivisién son

ri=t1/q, r2=12/q, ¥y T3 =13/q
y los indices de refraccién son
n =ufv, nz = ugf/v y ng=n; = uy[v

por lo que, comparando con los pardmetros anteriores el periodo en esta etapa es
dado por
-
1= 2%
En la etapa s = 2, tenemos que el mimero de medios se incrementa a siete, por lo
que es necesario conocer las nuevas razones de subdivisién r; y los indices de refraccién

correspondientes n;. Estos son

= tltl/qz, ny = u1/v
T = tztl/qz, Ng = uz/v
r3 = tat1/q?, n3=u1fv
ra = t2q/q%, 1na=uzfv
rs = tat1/q%, ns=ufv
re = tata/q?, mne = uzfv
r7 = t3t3/q2, ny = ul/v

Debemos encontrar el factor comin v, y notar que g se transforma en q*

t1t1u1 = tht'lu;
t1t2U2 = tht'2u'2
t1t3u1 = tlutgu'l
qtouz = qutyul
t3t1u1 = t3l/t’lu’1
t3t2’d2 = t31/t'2u'2
t3t3’ll,1 = t31/t§u’1

Una observacién cuidadosa de las expresiones en los lados derechos nos conduce a la
conclusién que tienen el factor comin v anterior, unicamente. Por lo tanto,

_vg
P2 = o
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Prosiguiendo de esta manera para las siguientes etapas se encuentra que el periodo
en una etapa s arbitraria es dado por
vg®
Ps = 5
2
Con esto queda definido el perfodo para un sistema de peliculas delgadas tipo Cantor.
Sin embargo, al tener cinco razones de subdivisién surge un nuevo factor comun entre

los ¢;, con & impar, y g. A este factor comin lo denominaremos 7. Por lo que la
ecuacién para el periodo se ve modificada de la siguiente manera

8

__vq
- 2uya-1

Ds

B.2 Simetria de los espectros de reflexién dentro
de un periodo.

Definimos v

6= 2N +1/2D)+n= b+
esto es, mide la distancia apartir del centro de un periodo, con N =10,12,...
Entonces
r(6x — 1) = rlz1(éx — 1), 22(x — 1), ey TN(Oxr — 1))

con :
zt(&)\f - 77) — ei41m.‘r.'(5_,v—n) — ei41m.-r.-[%’-3(_/\f+1/2)_17]

= ei27ru§ ti(N+1/2) e—i4vm.~r.-n
— (__ l)u:t: e—dmnirin
La reflectividad es

R = |r* = r(z1, 22, ..., 2N)r" (21, T2, -, TN)

Debido a que la disipacién es despreciable todos los coeficientes parciales de reflexion
y transmisién son reales. De aqui

R = r(z1,Z2, ..., zN)r (2], 23, --» TN)

Entonces

R(éx —n)

1 1o 1o
r [(—]_)“itie t41m1r1n, (—1)"‘:’tie :41mgr2n, ey (-—1)“-"«'6 :41mNan] X
'

X7 [(_l)uftf ei41m1r1n’ (_l)uft.- ei41m2r217, ey (—1)“£t€ ei41rnNan]

= R(bx +m)

Con esto demostramos que los espectros son simétricos dentro de un periodo
alrededor del punto medio de este.
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