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Tutkimukseni tarkoituksena oli tarkastella matematiikan kielentdamistd matemaat-
tisia oppimisvaikeuksia omaavien nuorten opetuksessa seké kehittdd heiddn osaa-
mistasoon sopivia kielentdmistehtivia. Tutkimuksessa selvitettiin myds, mitd mielta
oppilaat olivat matematiikan kielentimisestd, niin kirjallisesta kuin suullisestakin.
Lopullisena tarkoituksena oli hyotyd tulevana matematiikan aineenopettajana tutki-
muksesta ja selvittdd milld tavoin matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavat oppilaat
hyotyvit parhaiten matemaattisesta kielentdmisestd, myos yleisopetuksessa.

Tutkimukseni on kvalitatiivinen ja empiirinen tapaustutkimus. Itse osallistuin
tutkimukseen havainnoimalla tutkimuskohteita, suunnittelemalla tuntien sisallot se-
ka kehittamalla sopivia kielentamistehtivid. Tutkimuskohteenani oli nelja ylikou-
luikdista oppilasta lansisuomalaisesta koulusta. Erityisopettaja valikoi heidit tutki-
mukseen ja jokaisella heistd oli jonkin tasoisia matemaattisia oppimisvaikeuksia.
Tutkimusperiodin aikana oppilailla oli kuusi oppituntia, joiden aiheina oli yhtilo,
sen ratkaiseminen ja yhtédloparit. Jokaisella tunnilla pyrittiin kiyméaéan paljon ma-
temaattista keskustelua seké tehtiin erilaisia kielentdmistehtidvid. Kaikki oppitunnit
kuvattiin ja kuvamateriaalin perusteella tutkimuksen kannalta tarkedt keskustelut lit-
teroitiin. Tamin lisdksi jokainen oppilas osallistui alku- ja loppuhaastatteluun, jotta
heiddn mielipiteitd pystyttiin kunnolla kartoittamaan. Aineistoon kuului myos oppi-
laiden tunneilla kayttdmét vihot sekd erityisopettajan kanssa tuntien jilkeen kiydyt
keskustelut.

Tutkimustuloksista selvisi, ettd aiheen ollessa oppilaiden mielestd ymmarrettava,
kielentiminen oli miellyttavampad. Jatkuva kielentaminen ja matemaattinen keskus-
telu oli kuitenkin useiden mielestd raskasta. Suurin osa oppilaista koki hyotyneensa

edes jollakin tavalla kielentamisestd sekd koki kirjallisen kielentdamisen luonnolli-



sempana kuin suullisen. Kielentdmistehtdvid tehdessd oppilaissa oli havaittavissa
jonkin tasoista oppimista, silld tutkimusperiodin jédlkeen tehtidvit onnistuivat ilman
sen suurempaa ohjeistusta. Keskusteluista nousi esille myos kuinka tirkeda opetta-
jan on kiinnittdd huomiota aikaan. Suullisesti kielentdesséd oppilaalle kannattaa antaa
kunnolla aikaa jasentéa asia itselleen, ennen kuin pyytdi heitd aloittamaan déneen se-
littimisen. Opettajan on my0s helppo puuttua virheellisiin ajatusmalleihin suullisessa
kielentdmisessi.

Tutkimustulokset eivit sellaisenaan ole yleistettdavisséd, koska tutkimus on laa-
dullinen tapaustutkimus. Tulokset voivat kuitenkin toimia ohjaavina tuloksina jat-
kotutkimuksille. Myods matematiikan aineenopettajat ja erityisopettajat voivat saada
tutkimuksen tuloksista uusia ideoita ja nikokulmia omaan opetukseensa. Tutkimuk-
seni osoitti, ettd matematiikan kielentdmiselld opettaja voi auttaa matemaattisia oppi-
misvaikeuksia omaavia oppilaita ymmartamiin matematiikka paremmin. Kuitenkin
oppilaiden ndkokulmasta kielentiminen pitii olla harkittua seka sité tulee kayttaa sil-
loin kun opettaja kokee siitd oikeasti olevan hyotyi. Kaikkiin aiheisiin kielentaminen

ei sovi, kun oppilaana on matemaattisia oppimisvaikeuksia omaava nuori.

Avainsanat: matematiikka, matemaattinen ajattelu, matematiikan kielentdminen,
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1 Johdanto

Matemaattiset oppimisvaikeudet ovat kiinnostaneet minua yliopistourani alusta saak-
ka. Matemaattiset oppimisvaikeudet kdsitteeni toimii ylidkésitteend kaiken tasoisille
matemaattisille oppimisvaikeuksille. Vaikeusasteeltaan lievempid matemaattisia op-
pimisvaikeuksia kuvataan kisitteelld heikko osaaminen matemaattisissa taidoissa ja
sitd voi aiheuttaa esimerkiksi heikko motivaatio. Minulle itselleni matematiikan opis-
kelu peruskoulun ja lukion aikana oli helppoa. Tulevana opettajana minua kuitenkin
kiinnosti, miten matematiikasta ja sen opiskelusta saataisiin mielekkdampiid myos
matemaattisia oppimisvaikeuksia omaaville oppilaille. Suurimmalla osalla oppilais-
ta on jossain vaiheessa vaikeuksia matematiikan kanssa ja halusinkin tutkia, voisiko
matematiikan kielentdmisen avulla matematiikasta tehdd ymmarrettidvimpii ja sita
kautta mukavampaa.

Tutkimuksessa matematiikan tuntien sisdltd muutettiin tdaysin. Tyypillisesti mate-
matiikan tunnit ovat hyvinkin opettajajohtoisia ja tdhidn my06s oppilaat ovat tottuneet.
Opettaja selittdd tunnin alussa aiheen, jonka jilkeen oppilaat tekevét hiljaisuudes-
sa kirjan tehtdvid ja kysyvit, jos on kysyttivdd. Joutsenlahden (2003) mukaan, jos
opettaja aktiivisesti kannustaa oppilaita kiyttimiin epaformaalia kieltd eli kannus-
taa heitd kertomaan matemaattisista ajatuksistaan omin sanoin, piisee hin tilloin
kaikista lahimmiksi oppilaan ajatuksen kulkua. Ottamalla kielentdmisen osaksi ma-
tematiikan oppitunteja opettaja voi saada siis arvokasta tietoa oppilaan oppimisesta,
jonka lisdksi oppilas itse pystyy jisentimiin omaa ajatteluaan. Matemaattisten rat-
kaisuiden perustelu niin suullisesti kuin kirjallisesti on sellainen oppilaan kyky, joka
on nostettu esille myos perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa. (Opetushal-
litus 2014)

Tiesin tutkimuksen aihetta paittdessini, ettd halusin jollain tavalla tutkia oppi-
laita, joilla on jonkin tasoisia matemaattisia oppimisvaikeuksia. Matematiikan kie-
lentdmiseen pdddyin lopulta luettuani Joutsenlahden ja Tossavaisen artikkelin “Ma-
temaattisen ajattelun kielentdaminen ja siihen ohjaaminen koulussa” (2018). Ajatus
matematiikan tekemisestd hyvin erilli tavalla kuin on totuttu, innosti minua.

Tutkimus suoritettiin syksynd 2019 lansisuomalaisessa yldkoulussa. Tutkimuk-
seen osallistui neljd matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavaa oppilasta. Tutkimus-
jaksoon kuului kuusi 75 minuutin pituista oppituntia ja niiden aiheina olivat yh-

tdlo, sen ratkaiseminen sekd yhtiloparit. Tunnit suunniteltiin yhteistyossd koulun



erityisopettajan kanssa, joka toimi tunneilla opettajana. Jokaisella tunnilla tehtiin
kielentdmistehtdvid ja koko tunnin aikana pyrittiin kdymééin paljon matemaattista
keskustelua.

Itse toimin tuntien aikana ulkopuolisena havainnoijana. Havainnoinnin lisaksi
oppitunnit kuvattiin sekd jokainen oppilas osallistui alku- ja loppuhaastatteluihin.
Tutkimuksesta saatuja tutkimustuloksia on pyritty havainnollistamaan eri tapahtu-
mien ja keskustelujen avulla. Tutkielmassa késitellddn ensin tutkimukseen liittyvaa
teoriaa ja tuodaan esille matemaattisia oppimisvaikeuksia, jotta lukija saa kasityksen
millaisia taustoja oppilailla voi olla. Kuitenkaan tutkimukseen osallistuneiden oppi-
laiden matemaattisia oppimisvaikeuksia ei tutkielmassa avata. Lopuksi tutkimuksesta

saatuja tutkimustuloksia peilataan teoriaan.



2 Teoreettinen viitekehys

2.1 Matemaattinen osaaminen

Kasitettd matematiikan osaaminen (mathematical profiency) kiytetdin kun puhutaan
matematiikan monipuolisesta hallinnasta. Kilpatrick, Swafford ja Findell (2001) kat-
sovat jokaisen yksilon matemaattisen osaamisen koostuvan viidestd matemaattisen

osaamisen padpiirteesta:

1. Kaisitteellinen ymmirtaminen (conceptual understandiing): matemaattisten

kasitteiden, operaatioiden ja niiden vélisten relaatioiden ymmartdminen.

2. Proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency): kyky kayttdd proseduureja
mahdollisimman joustavasti, huolellisesti seki tehokkaasti ja tarkoituksenmu-

kaisesti.

3. Strateginen kompetenssi (strategic competence): taito muotoilla, esittdd sekd

ratkaista erindisid matemaattisia ongelmia.

4. Mukautuva paattely (adaptive reasoning): olla kykeneva ajattelemaan loogi-

sesti, reflektoimaan, selittimiin ja todistamaan.

5. Yrittelidisyys (productive disposition): luontainen kyky nidhdd matematiikka
jarkevind, hyodyllisend ja arvokkaana sekd yksilon usko ahkeruuden merki-

tyksellisyyteen ja omiin kykyihinsa.

On tirkedd huomata, ettd kaikki edelliset piirteet ovat kietoutuneet toisiinsa ja ovat
my0s riippuvaisia toinen toisistaan. (kuva 2.1). Oppilas, jolla on hyvi kisitteellinen
ymmaérrys, omaa enemman tietoa kuin vain erillisid faktoja ja menetelmia. Tamin
lisdksi han ymmartid kiyttdd matemaattisia kisitteitd oikeissa konteksteissa, tietda
miten eri matemaattiset kisitteet liittyvét toisiinsa ja osaa liittdd uudet kisitteet omaan
tietorakenteeseensa. Oppilaan ei tarvitse olla kykenevéa ilmaisemaan sanallisesti omaa
kasitteellistd ymmarrystaén, silld usein kisitteen voi ymmartaa jo ennen kuin kykenee

ilmaisemaan ymmarrystdin. [23, s. 118]
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Kuva 2.1. Matemaattisen osaamisen katsotaan koostuvan viidestd piir-

teestd, jotka ovat kietoutuneena toisiinsa. [23, s. 117]

Proseduraalisen sujuvuuden johdosta oppilas tietdd missid tilanteissa ja miten
proseduureja voidaan kayttdd tarkoituksenmukaisesti. Proseduurien hallinta ja késit-
teellinen ymmarrys ovat yhteydessa toisiinsa, silld ilman proseduurien hallintaa esi-
merkiksi paikkajdrjestelmén ja rationaalilukujen ymmaértaminen ei olisi mahdollista.
[23,s. 121]

Strateginen kompetenssi ndhdiin sellaisten ongelmien ratkaisuissa, joiden ratkai-
sumenetelma ei oppilaalle ole etukiteen selvilld. Jotta ongelma saadaan ratkaistua,
oppilaan on tunnettava ja hallittava useita erilaisia ratkaisustrategioita. Hénen tulee
tunnistaa tehtidvisti ratkaisustrategioiden kannalta olennaiset piirteet ja muotoilla
ongelma ratkaistavaan muotoon. [23, s. 124]

Mukautuvalla paittelylld tarkoitetaan oppilaan kapasiteettia ajatella loogisesti ki-
sitteiden ja tilanteiden vilisistd suhteista. Oppilas kykenee mukautuvaan paittelyyn,

jos seuraavat ehdot toteutuvat: hinelli on riittiva tietopohja, tehtdvd on ymmaérretté-



vé ja motivoi oppilasta seki tehtdvin konteksti on oppilaalle tuttu ja miellyttidva. Erds
tiarked asia, jossa mukautuva péittely ilmenee, on kyky perustella omat ratkaisunsa.
[23, 5. 129-130]

Oppilaan yrittelijdisyydelld tarkoitetaan taipumusta ndhdid matematiikka merki-
tyksellisend, mieltdid se hyodyllisend sekd kannattavana seki uskoa, ettéd jatkuva pon-
nistelu ja matematiikan opiskelu kannattaa. Lisdksi oppilas nikee itsensi tehokkaana
oppijana ja matematiikan kiyttdjina. Oppilaan yrittdjyys kehittyy samalla kun muut
matemaattisen osaamisen piirteet kehittyvit ja samalla auttaa muita piirteitad kehitty-
maiin edelleen. Esimerkiksi samalla kun oppilaat kehittévét strategista kompetenssia
ratkaistessaan ei-rutiininomaisia tehtiavid, heidan asenteensa matematiikkaa kohtaan

ja usko itseensd matemaattisena oppijana kasvaa ja muuttuu positiivisemmaksi. [23,
s. 131]

2.2 Kielentiaminen matematiikassa

Matematiikkaa opiskellessa ei voida vilttyd kasitteiden monipuoliselta tarkastelul-
ta. Kayttiméilld matemaattisen symbolikielen lisdksi omaa luonnollista kieltd seka
kuviokieltd voidaan luoda syvempi ymmairryksen taso. Kielentdessd oppilaat ji-
sentidvit omaa matemaattista ajatteluaan itselleen sekd mahdollisesti myds muille
oppilaille ymmarrettaviksi. Oppilaiden monipuolinen kielen kiytto tekee opettajan
arviointityostd mielekkddmpii ja siten opetuksen suunnittelustakin. Kielentiminen
on siis matemaattisen ajattelun ilmaisemista kielen avulla, niin kirjallisesti kuin
suullisestikin. Tédssad yhteydessd matemaattisella ajattelulla tarkoitetaan tiedon; kon-
septuaalisen, proseduraalisen seki strategisen, prosessointia, jota ohjaavat ihmisen
metakognitiot. [21]

On perusteltua tarkastella luonnollisen kielen kéyttod ja sen merkitystd matema-
tiikan opiskelussa, silld kielemme on keskeisessd osassa niin opettajan ja oppilaan
vilisessd vuorovaikutuksessa, kuin oppimateriaalin ymmairtamisessd. Kun oppilas
selittdd ongelmaa déneen tai kirjallisesti opettajalle tai muille oppilaille, hén jasentad
ongelman itselleen luonnollisen kielen avulla. Tadma voi johtaa siihen, ettd selittdessa
oppilas kykenee jo ndkemiin ongelman ratkaisun. Ajatuksen ja ulkoisen puheilmai-
sun (puhetta muille) vililld on sisdinen puhe (puhetta itselle), joka on supistunutta
ja ilman konkreettista muotoa jadvdd puhetta, mutta sen komponenttien ympdarille

rakentuvat puheen kokonaiset lauseet [48]
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2.2.1 Kieli ja matematiikka

Tarkasteltaessa kielen merkitystd matematiikan opiskelussa voidaan havaita muun
muassa seuraavat kaksi nikokulmaa: psykolingvistinen seké sosiolingvistinen. Psy-
kolingvistisessa nakokulmassa keskitytdén tarkkailemaan henkilon kielen kiyttod ja
toimintaa. Tarkkailu tapahtuu yleensi valmiiksi suunnitelluissa koeolosuhteissa. So-
siolingvistisessa nikokulmassa tarkkaillaan enemmaénkin kielen sosiaalista luonnetta
seki sen kayttod eri tilanteissa. [29]

Jorma Joutsenlahti (2003) on tutkinut matemaattisen ajattelun ja kielen yhteytti
matematiikan oppimisen nikokulmasta. Oppilaan kognitiivisessa kehitysprosessissa
kielelld on hyvin tirked rooli. Kielen avulla oppilas kykenee jdsentiméddn omaa
ajatteluaan itselleen ja muille. Ndin ollen itse asiassa kielti ja ajattelua ei voida erottaa
toisistaan. Luonnollisen kielen kéytto auttaa oppilasta jisentimdidn matemaattista

ajatteluaan. Luonnollisella kielelld tarkoitetaan yleensd oppilaan omaa didinkielta.
[18]

Kieli matematiikan peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa

Peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa tuodaan esille matematiikan kieli muu-
tamaan kertaan. Esimerkiksi matematiikan opetuksen tavoitteisiin luokille 1-2 ja
luokille 3-6 on kirjattu, ettd opetuksen tulee kehittidd oppilaiden kykya ilmaista omaa
matemaattista ajatteluaan konkreettisten vilineiden avulla, suullisesti, kirjallisesti
sekd kuvia tulkitsemalla.

Ylikouluikdisilla matematiikan opetuksen tavoitteisiin on kirjattu seuraava lause:

“Kannustaa oppilasta harjaantumaan tdismdlliseen matemaattiseen il-
maisuun suullisesti ja kirjallisesti.”
(Opetushallitus 2014)

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteista voidaankin tulkita, ettd matema-
tiikassa kielen kiyton ensisijainen tarkoitus on, ettd oppilas kykenee jasentimiin

matemaattisen ajattelunsa niin, etti sen pystyy muutkin ymmairtamain.

Matematiikan kieli

Matematiikka voidaan tulkita aivan omaksi kielekseen, silld esitettdessd matema-
tiikkaa perimmiltddn kysymys on ajattelusta ja kommunikaatiosta. Matemaattiseen

kieleen voidaan luokitella kuuluvaksi muun muassa luonnollisen kielen ilmauksia,
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joilla on omat erityiset merkityksensid matematiikan kielessi. Sen lisdksi siihen kuu-
luvat tietysti matemaattiset symbolit ja lausekkeet. Matematiikan kieli on kuitenkin
siitd erikoinen, ettd kaikilla matemaatikoilla ei ole yhtd yhtendistd tapaa ilmaista
itseddn, vaan esimerkiksi kulttuurilla on suuri vaikutus matematiikan kielenkayt-
toon. Myos yksiloiden vililld on paljon eroja. Matematiikan symbolijdrjestelmén
avulla matematiikan abstrakteja késitteitd pystytddn ilmaisemaan yksinkertaisesti ja
yksiselitteisesti sekd yhteisen normin tavalla. [21]

Matematiikan symbolijéirjestelméa ei ole kuitenkaan ainoa, mitd voidaan kayt-
tda avuksi matematiikkaa tehdessid. Matematiikan historiasta voidaan huomata, ettd
luonnollinen seka kuviokieli eli asioiden visualisointi ovat olleet keskeisesséd osassa
matematiikkaa esittdessd aina 1800-luvulle saakka. Taménkin jalkeen matematiikkaa
on esitetty luonnollisen kielen, kuviokielen sekd symbolisten lausekkeiden avulla.
[44, 34]

Toiminnan kieli on my0s keskindinen matemaattisen ajattelun ilmaisemistapa.
Siind oppilas pystyy esimerkiksi toimintamateriaalien avulla havainnollistamaan eri-
laisia laskutoimituksia. Esimerkkind voidaan kiyttdd yhtdlon ja laskutoimituksten
havainnollistamista vaa’an avulla. [21]

Alla esitetty malli ei ole yksiselitteinen vaan siind on my0s yhteisii alueita. Kuten
edella todettiin, ettd luonnollisessa kielessd on useita matematiikan kieleen kuuluvia

késitteita.
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Kuva 2.2. Matemaattista ajattelua voidaan ilmaista neljin kielen avulla;
taktiilinen toiminnan Kkieli, kuviokieli, luonnollinen kieli sekd matema-

tiikkan symbolikieli. [20]

Edelld esitettyjen kielien ominaispiirteet sekd ilmaisulliset vahvuudet eroavat
toisistaan, mutta silti tdydentavit toisiaan. On tehokasta kdyttdd luonnollista kielta
silloin, kun kisitteitd mééritellddn ja niille haetaan merkityksid niiden laadullisten
ominaisuuksien perusteella. Kun taas matematiikan symbolikieltd on tehokasta kiyt-
tdd tutkittaessa kisitteiden mééréllisia muutoksia tai ominaisuuksia ja matemaattista

kuviokieltd havainnollistettaessa kasitteita.

2.2.2 Matematiikan kielentiminen

Yksi keskeisimmistid haasteista matematiikan opetuksessa on se, miten saisimme
kuvattua matemaattista ajattelua ja miten saisimme sen nikyvéksi. Yksi mahdollisuus
olisi matemaattisen ajattelun kielentdminen, jolloin oppilaan ajatusprosessia olisi

mahdollista seurata ja myos kehittia.
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Matemaattinen ajattelu

Matemaattista ajattelua voidaan lidhestyi seuraavista ndkokulmista tyypillisten omi-

naispiirteidensa perusteella:

1. Antropologinen lihestymistapa: Matemaattista ajattelua tarkastellaan eri
kulttuurien nakokulmista. Esimerkiksi eri kielilla muodostetut lukusanat eroa-
vat toisistaan huomattavasti muodostamistavoiltaan. Tama voi taas vaikeuttaa

lasten lukukasitteen muodostumista eri kulttuureissa.

2. Informaation prosessointia tutkiva lihestymistapa: Pyritdfin keskittyméin
matemaattisen ongelmaratkaisun kannalta olennaisiin prosesseihin, jotka muo-

dostavat matemaattisen ajattelun ytimen.

3. Matematiikan lihestymistapa: Tutkitaan, mitki piirteet ovat keskindisimpia

matemaattisessa ajattelussa, kun opiskellaan matematiikkaa puhtaasti tieteeni.

4. Pedagoginen lihestymistapa: Matemaattista ajattelua tarkastellaan opettami-
sen nidkokulmasta, osa matemaattisista kisitteitd on helpompia opettaa tulok-

sekkaasti kuin toiset.

5. Psykometrinen lihestymistapa: Matemaattisen ajattelun ajatellaan kuvaavan
ihmisen mieltd karttana, jossa on monia eri kokoisia alueita, jotka sijaitsevat

eri paikoissa. Toiset ndistd paikoista ovat keskeisempii kuin toiset.

[42]

Tissd yhteydessd matemaattista ajattelua tarkastellaan informaation prosessoin-
nin kannalta. Matematiikan opiskelun yhteydessd puhumme tiedon eli merkittidvin
informaation prosessoinnista. Siihen vaikuttavat ja sitd sditelevit affektiiviset tekijat
ja henkilon aikaisemmat tiedot. Voidaankin puhua henkilon metakognitioista, joilla
tarkoitetaan yksilon ajattelua omasta ajattelustaan.

Hiebertin ja Lefevren mukaan tieto jaetaan konseptuaaliseen tietoon (consep-
tual knowledge) ja proseduraaliseen tietoon (procedural knowledge). Konseptuaa-
linen tieto on usein linkittyneend useampaan tietoyksikkoon ollen ndin osana suu-
rempaa tietoverkkoa. Proseduraaliseen tietoon kuuluvat matemaattisten symbolien
esittimisjarjestelmi ja esimerkiksi matematiikan saannot matemaattisten ongelmien

ratkaisemiseksi, algoritmit ja proseduurit. [19]
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Voidaan siis todeta, ettd tdssd yhteydessa matemaattisella ajattelulla tarkoitetaan
siis konseptuaalisen, proseduraalisen ja strategisen matemaattisen tiedon prosessoin-
tia, jota ohjaavat henkilon metakognitiot.

Matemaattista ajattelua voidaan ilmaista kuvan 2.2 kullakin esitetyllda kielella
erikseen tai useampaa yhdistellen. [20] Ajattelun ndkokulmasta kielen kiytossd voi-
daan havaita erilaisia tapahtumia: sisdistd puhetta (tiivistettyd puhetta itselle), puhut-
tua kieltd (puhetta ulkopuolisille) ja kirjoitettua kieltd ( selvdid ja mahdollisimman
tiaydellistd ilmaisua), jotka ovat kaikki hyvinkin erilaisia rakenteeltaan ja tarkoitus-
periltddn. Kielellinen ajattelu on kuitenkin késitteellistd eikd sanallista ajattelua.[48]

Matemaattista ajattelua kielennettiessi oppilas ohjataan matemaattisen ajattelun
sekd puhutun ja kirjoitetun kielen viliseen sykliin, jossa oppilaan omaa ajattelua
pyritddn jasentdméin ja kehittiméain kielen avulla. Uudet ajatukset mahdollistavat
sen, ettd oppilas kykenee kuvaamaan késitteitd ja prosesseja yhd monipuolisemmin

ja sitd kautta pystyy syventamadn ymmarrystdén. [21]

Suullinen kielentidminen

Matematiikan suullinen kielentdminen on paisdantoisesti keskustelua ryhméssa omal-
la luonnollisella kielelld, tehtdvien ratkaisuiden selittdmisti toisille ja argumentointia

seka kasitteiden merkitysten rakentamista arjesta tuttujen ilmididen avulla. Suullinen

kielentiminen on oppilaan oman ymmaérryksen syventimisen kannalta hyodyllista.

Ratkaisua selittdessd oppilas joutuu ensin jasentdméddn oman ajattelunsa itselleen.

Sen jdlkeen hén joutuu vield muotoilemaan sen kokonaisiksi lauseiksi niin, ettd myos

muut kuuntelijat ymmartéisivit sen. [21]

Erids tunnettu tapa etsid ratkaisua ongelmaan on déneen ajattelu. Siind puheeksi
jasennetty kieli auttaa oppilasta ajattelemaan. Opettajan on myo6s helppo ja nopea
arvioida oppilaan sanoin esittamisti ratkaisuista, onko oppilas ymmartéinyt oikealla
tavalla kiydyt kisitteet ja kuinka niitd kiytetdan.

Oppilaat voivat kielentdd matemaattista ajatteluaan opettajajohtoisesti koko luo-
kan keskusteluissa, pienryhmékeskusteluissa tai parikeskusteluissa. Opettaja voi oh-
jata keskustelua esimerkiksi seuraavilla tavoilla: 1) oppilas selittdd uudelleen saman
asian eri sanoin, 2) toistamalla toisen oppilaan selittdmén paéttelyn tms., 3) vertai-
lemalla paattelyitd, 4) tdydentamalld toisen paittelya ja 5) odottamalla hetken ja sen
jilkeen kertomalla ajatuksiaan. [7]

Oppilaat véistimattd ymmartavit matematiikan peruskésitteitd paremmin ja op-

pivat kdyttimain niitd tismallisemmin, kun he paisevit esittimain ajatuksiaan muil-
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le. Tdimé& onkin keskeinen tavoite matematiikassa. Kuunnellessa muiden oppilaiden
ratkaisuita oppilas kykenee reflektoimaan omaa ratkaisuaan vaikkei sisdlto olisikaan
aivan sama. Oppilas voi saada uusia ldhestymistapoja saman tehtdvin ratkaisuun
ja ndin laajentaa omaa ymmarrystddn aiheesta. Kuuntelijat voivat my0s tarkastella
ratkaisun oikeellisuutta ja mahdollisesti keskustella siité, jolloin ratkaisun esittdja

padsee perustelemaan omia ratkaisujaan.

Kirjallinen kielentiminen

Kirjoittaessa ylos omia ajatuksia omat ratkaisun vaiheet jadvit nihtiviksi ja niihin
voi palata uudelleen myohemmin tai niité voi tarvittaessa muuttaa. Kirjallinen kielen-
tdminen auttaa oppimaan matematiikkaa sillé kirjoittaessa oppilas joutuu pohtimaan
enemmadn ja syvillisemmin ratkaisua kuin d4neen puhuessa. Kirjoittamisprosessi voi
my0s selkeyttdd ja kehittdd matemaattista ajattelua. Kirjalliseen kielentdmiseen on
luotu erilaisia malleja (kts. Joutsenlahti 2009). Ideana on kuitenkin, ettd oppilas luo
oman, itselle tarkoituksenmukaisen tavan, jolla esittdaa ratkaisu. Niin tehdessdin hin
jasentdd tehtdvin itselleen ja tekee oman ajattelun kulun seuraamisesta helpompaa

my06s muille tehtidvin lukijoille. [21]

2.3 Oppilaan matematiikkakuva ja asenteet

Oppilaan matematiikkakuvalla tarkoitetaan oppilaan tunnesuhtautumista matematiik-
kaan sekd matematiikkaan liittyvdi motivaatiota ja uskomuksia. Uskomukset voivat
koskea matematiikkaa, sen oppimista sekd oppilasta itseddn matematiikan oppija-
na. Matematiikkakuvan muodostumiseen ja sen muuttumiseen vaikuttavat oppilaan
matematiikassa kokemansa kokemukset. Kuitenkaan matematiikkakuvaan ei vaiku-
ta ainoastaan oppilaan yksilotasolla kokemat asiat, vaan my0s luokan ilmapiirilla ja
kulttuurilla on suuri vaikutus matematiikkakuvan muovaantumiseen. [15]

Matematiikkaan ja sen oppimiseen liittyvit uskomukset, tunteet ja motivoitunei-
suus voivat olla tiedostettuja tai sitten tiedostamattomia. Kuitenkin niitd on hyvin
hankala muuttaa ja ne ovatkin yleensi suhteellisen pysyvid. Nopeasti vaihtelevat ti-
lannesidonnaiset tunteet, tavoitteet ja ajatukset ovat matematiikkakuvasta erillisia
asioita.

Matematiikan oppimistutkimuksissa kiinnitetdéin huomiota yleensa juuri oppilai-
den kielteisiin matematiikka-asenteisiin. [15] Pahimmillaan vahvasti kielteinen asen-

ne matematiikkaa ja sen oppimista kohtaan voi johtaa niin kutsuttuun matematiikka-
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ahdistukseen. Jo vihdinenkin matematiikka-ahdistus voi heikentii oppilaan suoritus-
ta matematiikassa ja saa oppilaan vilttelemiin matematiikan opiskelua. Hembreen
(1990) meta-analyysin tulokset osoittavat, ettd syvian matematiikka-ahdistuksen va-
hentdminen on hidas prosessi. [16]

Matematiikkaan liittyvistd asenteista erityisesti pystyvyyden tunteen korrelaa-
tio suoritustason kanssa on monissa tutkimuksissa havaittu korkeaksi. Pystyvyyden
tunteen ja oppilaan suoriutumisen vélinen yhteys on ollut jo pitkdid tiedossa. Esi-
merkiksi Banduran (1986) sosiaalis-kognitiivisen oppimisteorian mukaan oppilaan
tunne omasta pystyvyydestddn ennustaa vahvasti tulevaisuuden osaamistasoa. Té-
ma voidaan perustella silld, ettd ihmiset kiyttiytyvit ja tekevit valintoja peilaten
usein omaan pystyvyyden tunteeseensa. [4] Matematiikan osaamiseen ja oppimiseen
liittyvin oppilaan pystyvyyden tunteen on havaittu olevan kaikista voimakkaimmin
yhteydessi tulevaan osaamistasoon kuin muiden oppilaan matematiikkaan liittyvien
asenteiden. [32] Kuitenkin pystyvyyden tunne harvoin yksin selittdd tulevaisuuden
osaamistasoa vaan se kulkee usein vihintiinkin kési kddessd muiden asennetekijoi-
den kanssa. Muita asennetekijoitd ovat esimerkiksi matematiikasta pitdminen, sen
kokeminen tulevaisuudessa hyodylliseksi sekéd ahdistuksen tunne.

Opetushallituksen teettdmén pitkittaistutkimuksen mukaan oppilaan osaaminen
selittdd hinen asennettansa opeteltavaa aihetta kohtaan, mutta ei juurikaan toisin-
pdin. On todennékdistd, ettd asenteiden heikkenemisen taustalla on oppilaan epdon-
nistumisen kokemukset matematiikan oppimisessa. Oppilaan epdonnistuessa kasitys
omista kyvyistdin matematiikassa heikkenee. Pelko tulevista epdonnistumisista kas-
vattaa oppilaan matematiikka-ahdistusta. Mitd vahemmin oppilas kokee tarvitsevan-
sa matematiikkaa sitd heikommaksi hianen kokemus omasta pystyvyydestiin laskee

ja matematiikka-ahdistus kasvaa. [46]

2.4 Matemaattiset oppimisvaikeudet

Matemaattisia oppimisvaikeuksia on tutkittu huomattavasti vihemman verrattuna
lukivaikeuksiin. [39] Matematiikan oppimisessa epdonnistumisen taustalla on usein
monia tekijoitd. Matemaattisesti heikkojen oppilaiden oppimisvaikeudet ovat yhtey-
dessd niin sosiaalisiin, keskushermoston toimintaan liittyviin kuin opetuksellisiin
tekijoihin. Sosiaalisia tekijoitd voivat olla esimerkiksi oppilaan sosioekonominen
status sekd vanhempien koulutus. Keskushermoston toimintaan liittyviin ongelmiin

vaikuttavat esimerkiksi oppilaan perintotekijit ja aivotoiminnan eroavaisuudet oppi-
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laiden vililla. MyGs opetuksen laatu ja sen saatavuus ovat tekijoitd, joiden vaikutusta
oppilaan oppimiseen ei tule unohtaa. Heikkoon matematiikan osaamiseen on siis
useita tekijoitd ja ndistd viimeisimpddn on helpoin vaikuttaa. Oppilaiden opetuksen
laatua tulisi parantaa seki antaa sellaista opetusta, joka vastaisi paremmin heidédn sen
hetkisid oppimisen haasteitaan. [28]

Oppimisvaikeuksia yleisesti tarkastellessa tulee huomioida kolme eri niakokul-
maa. Ensimmadisend ovatko oppilaan oppimisvaikeudet laaja-alaiset vai kapea-alaiset.
Tamén jilkeen tulee miettid ovatko oppimisvaikeudet lievii, kohtalaisia vai jopa vai-
keita eli tarkastella oppimisvaikeuden vaikeusastetta. Timén lisdksi tulee tarkastel-
la millaisia oppimisvaikeudet ovat laadultaan eli missd tapahtumissa niitd voidaan
havaita. Yleensd matemaattiset oppimisvaikeudet ovat melko kapea-alaisia, mutta
niiden vaikeusaste vaihtelee. On itsestdédn selvid, ettd matemaattiset oppimisvaikeu-
det hankaloittavat matemaattisten taitojen opiskelua, mutta ne tuotavat hankaluuksia
my0Os useiden muiden oppiaineiden opiskelussa. Oppilaalla sanotaan olevan mate-
maattisia oppimisvaikeuksia silloin, kun puhutaan oppilaasta, jolle matemaattisten
taitojen oppiminen ja niiden kéyttdminen on muihin saman ikdisiin oppilaisiin ver-
rattuna vaikeampaa. [28]

On melko yleistd, ettd oppilaalla on jonkin tasoisia matemaattisia oppimisvai-
keuksia, silla noin 15-20 prosentilla lapsista ja nuorista on havaittu vaikeuksia ma-
tematiikan oppimisessa. Jos matemaattiset oppimisvaikeudet ovat erityisen vaikei-
ta, puhutaan dyskalkuliasta. Sitd on havaittavissa 5-7 prosentilla ihmisista. [13, 41]
Heilld on havaittavissa huomattavia vaikeuksia erottaa ja ymmartaa lukuméarien suu-
ruuksia ja aritmeettisten taitojen kayttd on heikkoa. Taméin lisdksi matemaattisten
taitojen osaaminen on heikkoa 10-15 prosentilla lapsista ja nuorista. [13]

Tiassd tydssd kdytetddn usein kirjallisuudessa olevan kisitteen matematiikan oppi-
misvaikeudet (engl. mathematics learning difficulties) sijaan kisitettd matemaattiset
oppimisvaikeudet (engl. mathematical learning difficulties), jolla pyritddn painotta-
maan siti, ettd matemaattisia vaikeuksia on ldsna jatkuvasti, arjessa seké tyoelamas-
sd, ei ainoastaan matematiikassa oppiaineena. Tdytyy myOs muistaa, ettd ei ole yhta
matemaattista vaikeutta vaan kirjo matemaattisten taitojen oppimisessa ilmenevia
vaikeuksia.

Vaikeusasteeltaan lievempid matemaattisia oppimisvaikeuksia kuvataan siis ki-
sitteelld heikko osaaminen matemaattisissa taidoissa (engl. low performance/achieve-
ment in mathematical skills). Vaikeudet néyttiisivit selittyvin kognitiivisten taitojen

heikkouksilla, motivationaalisilla tekijoilld sekd oppimisympéristotekijoilla.
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2.4.1 Dyskalkulia

Dyskalkulia on ihmisen kehityksellinen hiirio ja sitd esiintyy 5-7 prosentilla ihmi-
sistd. [13, 41] Dyskalkuliasta kdytetdin myos kisitettd laskemiskyvyn hiirio (Tun-
niste F81.2, engl. Specific disorder of arithmetical skills) maailman terveysjarjeston
WHO:N ICD-10-tautiluokituksessa. [49] ICD-10-tautiluokituksen mukaan dyskal-
kuliassa matemaattisten taitojen heikkous ei selity kehitysvammaisuudella tai puut-
teellisella opetuksella ja se havaitaan hdirionid peruslaskutaitojen kdytossd, kuten
yhteen- ja vihennyslaskutaidossa. Késitteellisempiin matemaattisiin taitoihin, kuten
algebraan ja trigonometriaan dyskalkulia ei niinkdin vaikuta.

Taménhetkisen tutkimustiedon perusteella dyskalkulian syitd ovat hiiriot niis-
sd neurologisissa ja kognitiivisissa toiminnoissa, joita tarvitaan lukumaari-kéasitteen
ymmartdmisessd sekd lukumaédrien prosessoinnissa. Vaikeuksia ilmenee siis juuri-
kin pienten lukujen tarkassa méérittelyssd sekd lukumééran suuruuden arvioinnissa.
[38] Monissa maissa tuen saamiseksi tarvitaan diagnoosi, mutta Suomi eroaa tis-
sd. Tuen tarve madritellddn suomalaisissa kouluissa moniammatillisesti pedagogisen
arvioinnin avulla. On kuitenkin tdrkedd yksilon kannalta saada selitys sille, miksi
matemaattisten taitojen oppiminen on niin hankalaa. Useimmiten psykologisten tai
neuropsykologisten tutkimusten avulla ldhdetdin selvittimaddn mahdollista dyskal-

kuliaa ja Suomessa lopullisen diagnoosin madrittia ladkari. [28]

2.4.2 Heikko osaaminen matemaattisissa taidoissa

Lapsista ja nuorista 10-15 prosentilla matemaattiset taidot ovat huomattavasti hei-
kommat kuin muilla saman ikdisilld. Vaikeudet eivit ole yhtid pahoja kuin dyskalku-
liassa, mutta ne hankaloittavan matematiikan oppimista oppiaineena seki selviyty-
mistd arkielamén asioista. Heikko osaaminen voi selittyd kognitiivisilla, motivatio-

naalisilla sekd oppiympiristosta johtuvilla tekijoilla.

Kognitiiviset tekijit
Tutkimusten mukaan heikkous kognitiivisissa taidoissa voi omalta osaltaan selittaa
matemaattisten taitojen heikkoa osaamista. Viimeaikaisissa tutkimuksissa on selvi-
tetty erityisesti kielellisten taitojen ja toiminnanohjauksen yhteyttd matemaattisten
taitojen oppimiseen.

Tehdessddn matemaattista tehtdvdd oppilaan tulee osata ohjata toimintaansa,

suunnitella eteenpdin ja arvioida sekd mahdollisesti jopa korjata toimintaansa. Kési-
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tettd roiminnanohjaus kiytetadn yleensi yleisend kisitteena erindisille kognitiivisille
prosesseille. Se voidaan karkeasti jakaa kolmeen keskeiseen alueeseen, jotka ovat
tyomuisti, inhibitio sekd kognitiivinen joustavuus. [12]

Tyomuistilla tarkoitetaan ihmisen rajallista resurssia prosessoida asioita. Tama
mahdollistaa lyhyiden periodien ajan tiedon yhtiaikaisen késittelyn ja varastoinnin.
[3] Tyomuistin vaikutusta matemaattisiin oppimisvaikeuksiin on tutkittu paljolti ja
sen onkin havaittu olevan yksi tirkeimmisti matemaattisten taitojen oppimiseen
liittyvistd kognitiivisista tekijoistd. [17] On havaittu my0s, ettd niilld nuorilla, joilla
on matemaattisia oppimisvaikeuksia, on usein myos heikompi tyomuistikapasiteetti
verrattaessa samaan ikdluokkaan. [33]

Inhibitiolla tarkoitetaan oman kiyttdytymisen ja reagoimisen séételyi, erityisesti
silld hetkelld epdolennaisen kdyttdytymisen ja toiminnan estdmistd. [9] Tdmén voi
havaita esimerkiksi silloin, kun oppilaan muistista tulee viliin matemaattisen tehtivin
kannalta epdolennaisia tietoja ja drsykkeitd, esimerkiksi vidrd laskustrategia. On
esitetty, ettd yksi syy, minké takia aritmeettisten tietojen noutaminen muistista voi
olla vaikeaa, on tyomuistin hiiriintyminen viliin tulevasta epéoleellisesta tiedosta.
[14] Inhibitioon liittyvdt ongelmat tulevat nikyviksi todennédkdisesti vasta sitten,
kun muistissa on enemmin opittuja asioita, jotka voivat hypitid oikean vastauksen
Ioytamisen viliin.

Kognitiivisella joustavuudella tarkoitetaan oman tarkkaavaisuutensa suuntaamis-
ta, sen ylldpitdmistd sekd tarkkaavaisuuden kohteen vaihtamista. [30] Matematiikassa
kognitiivista joustavuutta vaaditaan esimerkiksi silloin, kun samalla tehtavasivulla
on yhteen- ja vihennyslaskuja sekaisin tai pidempdd laskua laskettaessa tarkkaa-
vaisuus tulee kohdistaa eri laskuvaiheisiin. Jo se, ettd omassa luokassa tekee omia
tehtividan, vaatii oppilaalta tarkkaavaisuuden sédételya ja kohdistamista.

Toiminnanohjauksen liséksi kielellisten taitojen yhteyttd matemaattiseen osaa-
miseen on tutkittu melko laajalti. Tutkimusten mukaan matemaattisten taitojen osaa-
mista ja oppimista voidaan ennustaa hyvin sanavaraston hallinnan, fonologisen tie-
touden sekd painetuun kieleen liittyvien taitojen avulla [25, 37, 36] Paivikoti- ja
esikouluikdisilld lapsilla sanavaraston hallinta niyttdisi vaikuttavan siihen, kuinka
hyvin he osaavat tunnistaa numeroita ja nimeti niité. [36]

Fonologisella tietoudella tarkoitetaan lapsen kykyé jakaa sanoja erisuuruisiksi
yksikoiksi, kuten dénteiksi tai tavuiksi, sekd rakentaa edelld mainituista yksikoistd
sanoja. Tutkimustulokset fonologisen tietoisuuden yhteydestd matemaattisiin taitoi-

hin ovat hyvinkin ristiriitaisia. [28]
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Painetun kielen liittyvien taitojen yhteyttd matemaattiseen osaamiseen on tutkittu
ndistd kolmesta kielellisesti taidoista kaikista vihiten. On kuitenkin havaittu, ettd juu-
ri kirjainten tunnistamisen esikouluidssid ennustaa yhteen- ja laskutaitoa ensimmai-
selld luokalla sekd myohempdd kehitystd aritmeettisissa taidoissa aina kolmannelle
luokalle saakka. [52]

Lapsille ja nuorille, joilla on kielellisid erityisvaikeuksia, tehty tutkimus on osal-
taan valoittanut kielen roolia matemaattisen osaamisen ja oppimisen kehityksessa.
On havaittu, etti kielellisid erityisvaikeuksia omaavilla lapsilla on keskimiirin hei-
kommat matemaattiset taidot jo ennen koulun alkua kuin ikitovereillaan, joilla ei ole

kielellisid erityisvaikeuksia. [27]

Motivationaaliset tekijat

Motivaatiolla on suuri vaikutus kaikenlaiseen oppimiseen. Sen rooli matemaattisten
taitojen kehityksessd on huomattava. [8] Késitteend motivaatio on hyvinkin laaja.
Sitd voidaan kuvata muun muassa oppilaan kyvykkyyskisityksen, kiinnostuksen ja
arvostuksen sekd oppimiseen liittyvien tavoitteiden avulla. My6s motivationaalisil-
la tunteilla on suuri vaikutus oppimisprosessin etenemiseen. [35] Yleisesti voidaan
sanoa, ettd motivationaaliset tekijdt vaikuttavat laajalti matemaattisten taitojen ke-
hitykseen ja tukevat oppilaan halua yrittda ja panostaa matematiikan opiskeluun ja
oppimiseen. [45] On yleistd, ettd vahvat matemaattiset taidot omaavalla oppilaalla on
my0Os vahva matematiikan oppimismotivaatio. Tutkimuksissa on kuitenkin ilmennyt,
ettd on myos sellaisia oppijoita, joilla perustaidot ja kognitiiviset tyokalut ovat hy-
vit, mutta heiddn heikko motivaatio tai negatiiviset tunteet matematiikkaa kohtaan

estavit heitd suoriutumasta ja oppimasta. [6, 51]

Oppimisympiéristoon liittyvit tekijat

Oppimisympiristotekijoill tarkoitetaan tdssd yhteydessa niin koti- kuin kouluympé-
ristdd ja niiden vaikutusta oppilaan matemaattisen osaamisen kehittymiseen. Yksi op-
pimisympdristotekijoistd on lapsen tai nuoren perheen sosioekonominen tausta. Sita
mitataan yleensd perheen tulojen ja vanhempien koulutuksen perusteella. Suomessa
esi- ja ensiluokkalaisille tehdyssé tutkimuksissa on todettu, ettd vanhempien koulu-
taustalla on ollut yhteys soveltavien aritmeettisten taitojen osaamiseen. Vanhemman
korkeampi koulutausta ennusti kyseisten tehtidvien parempaa osaamista. Muihin ma-

temaattisiin taitoihin silld ei niink#éin ollut vaikutusta. [2] Aidin koulutuksella on
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todettu olevan myos vaikutusta ensiluokkalaisten matemaattisen suhdekésitteen ke-
hittymiseen. [26] Suomessa ensiluokkalaisille tehdyssi tutkimuksessa todettiin, etti
didin korkeampi koulutustaso ennusti lapsen parempaa osaamista matemaattista suh-
detaitoa kehittivissa tehtidvissid. Todennikoisesti kyse on siitd, ettd kodeissa, joissa
didin koulutustaso on korkeampi, kiinnitetdfin huomiota suhdetaitojen harjoitteluun
jo ennen kouluikad, esimerkiksi suhdekdsitteisiin ja luokittelutehtaviin. [28]
Toisinaan voi olla, ettd oppimisympéristossa lapsi ei saa tarvittavaa maédraa ope-
tusta ja matemaattisten taitojen harjoittelu jii vahiiseksi, joka osaltaan selittda myos

heikkoa osaamista.

2.5 Erityisopetus Suomessa

Perusopetuslain mukaan jokaisella oppilaalla on oikeus saada erityisopetusta;

“Oppilaalla, jolla on vaikeuksia oppimisessaan tai koulunkdynnissddin,
on oikeus saada osa-aikaista erityisopetusta muun opetuksen ohessa.”

(Perusopetuslaki 16 §)

Erityisopetusta pyritdin antamaan kolmiportaisen mallin mukaan ja se on saanut
nykyisen muotonsa vuoden 2010 perusopetuslakiuudistuksen yhteydessa. Yleistd
tukea tarjotaan kaikille oppilaille, tehostettu tuki on tarkoitettu heille, jotka tarvitsevat
osittaista oppimisen tukea ja erityinen tuki heille, jotka tarvitsevat jatkuvaa tukea
opinnoissaan.

Thunbergin ja kollegoiden (2014) mukaan tehostettua tukea tarvitsevia olisi 20
prosenttia oppilaista ja 5 prosenttia tarvitsisi erityistd tukea. Kuitenkin opetus- ja
kulttuuriministerion laatimassa selvityksessad (2014) todetaan, etté tehostettua tukea
saa ainoastaan 5,1 prosenttia ja erityisen tuen piirissd on 7,6 prosenttia peruskoulun
oppilasmaarasta.

Yleiselld tuella tarkoitetaan opetuksen eriyttimistd, tukiopetuksen antamista ja
mahdollisesti my6s yksilollistd tukea. Tuen antaminen tapahtuu yleensid omassa ylei-
sopetuksen luokassa. Jos oppilaan tuen tarve kasvaa ja on jatkuvaa, siirretdin oppilas
tehostetun tuen pariin. Oppilaalle tehdddn pedagogisen arvion mukaan oppimissuun-
nitelma, johon kirjataan tuen muodot. Tarjottava tuki suunnitellaan ja toteutetaan aina
moniammatillisesti, jolloin oppilashuoltoryhmén merkitys kasvaa. Oppilas siirretdén
erityiseen tukeen sen jilkeen, kun todetaan, ettd yleinen ja tehostettu tuki ei riita.

Oppilas voi saada erityisti tukea yleisopetuksen tai erityisopetuksen opetussuun-

nitelman mukaisesti ja oppivelvollisuutta voidaan tarvittaessa pidentdd. Oppilaalle
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laaditaan virallisen hallintapdiatoksen jdlkeen yksilollisen tuen suunnitelma (henki-
lokohtainen opetuksen jirjestimistd koskeva suunnitelma, HOJKS) .

Yksi yleisimmisté tavoista jirjestdd osa-aikaista erityisopetusta on pienen ryhmén
opettaminen erityisopettajan omassa luokassa. Jokainen ryhméssé olevista oppilais-
ta tarvitsee tukea joko opillisissa asioissa tai koulunkidynnissa. Jokaiselle ryhméssa
olevalle voidaan taata yksilollinen ohjaus unohtamatta sosiaalisten taitojen harjoit-
tamista. Oppilaille tutussa ja turvallisessa ympiristossa tyoskentely on tirkead, jotta

he uskaltavat pyytdi apua.

2.6 Tutkimuksia matematiikan kielentamisesta matemaattisia op-

pimisvaikeuksia omaaville

Matematiikan kielentimistd matemaattisia oppimisvaikeuksia omaaville oppilaille
on tutkittu hyvin vihédn. Suurimmassa osassa tutkimuksista kielentdmisti on tutkittu
alakouluikadisilld tai sitd nuoremmilla lapsilla.

Kramerin (2012) mukaan suullisesta matematiikan kielentimisestd on ollut apua
matemaattisia oppimisvaikeuksia omaaville alakouluikiisille oppilaille. Kielenta-
malld suullisesti matemaattisia ajatuksiaan, he tulevat tietoiseksi omista vahvuuk-
sista sekd heikkouksista. Muiden selityksid kuuntelemalla he saavat ideoita omaan
tyoskentelyynsi ja voivat reflektoida omaa tyoskentelydan. Suullisesti kielentamailla
myos erityisopettajallakin on mahdollisuus seurata oppilaan ajatuksia, jolloin epa-

johdonmukaisuudet, vadrit ajatusmallit sekd metodivalinnat huomataan ajoissa.
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2.7 Matematiikka tutkimuksen takana

Téssd kappaleessa esitellddn oppilaiden opiskelemaa aihetta huomattavasti syvem-
malld tasolla seka esitelldédn joitain oppilaiden tekemia tehtdvid. Tutkimuksessa op-
pilaiden aiheena oli yhtilo, sen ratkaiseminen seki yhtdloparit. Seuraavissa kappa-
leissa tuodaan esille tapoja ratkaista myds useamman muuttujan yhtiloitd. Tehtdvien
ratkaisujen muoto on enemmén koulumaailmassa kuin matemaattisessa kirjallisuu-
dessa kéytetty. Oletetaan, ettd lukija osaa matriisien peruskisitteet. Kuvat on piirretty

GeoGebra-matematiikkaohjelmiston avulla.

2.7.1 Johdatus lineaarisiin yhtiloryhmiin

Palautetaan mieleen, ettd kaksiulotteisessa avaruudessa xy-koordinaatistossa oleva

suora saadaan esitettyd muodossa
ax + by =c, atai b # 0,

sekid kolmeulotteisessa avaruudessa xyz-koordinaatistossa oleva taso saadaan esitet-
tyd muodossa

ax +by+cz=d, a,btaic #0.

Naditd yhtéloitd voidaan kutsua lineaariyhtdloiksi. Ensimmadisessd lineaariyhtdlossa

muuttujia ovat x ja y ja toisessa muuttujia ovat x, y sekd z. [1, s. 2]

Mairitelmi 2.1. Lineaariyhtélo, jossa on n muuttujaa xp, x, ..., X,, voidaan esittaa
muodossa

aixy +axxy + ...+ ayx, = b, (2.1)

missd ay,as, ...a, sekd b ovat vakioita ja kaikki a vakiot eivit ole nollia. [1, s. 2]

Maaritelma 2.2. Homogeeniseksi lineaariyhtdloksi kutsutaan sitd erikoistapausta,

kun b = 0. Téllin yhtdlo (2.1) saa muodon
aixy +asxy + ...+ ayx, =0, (2.2)
missd xp, xa, ..., X, ovat lineaarisen yhtalon muuttujia. [1, s. 2]

Adrellisti joukkoa lineaarisia yhtiloiti kutsutaan lineaariseksi yhtiloryhmiiksi
ja sen muuttujia tuntemattomiksi. Jos muuttujia on vain kaksi, symboleja x; ja x;
voidaan merkiti kirjaimilla x ja y. Jos muuttujia on kolme, merkintdjen xp, x; ja x3

sijaan kaytetdin yleensi kirjaimia x, y ja z. [1, s. 2]
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Mairitelma 2.3. Lineaarinen yhtdloryhmi on muotoa

ajxy +apx + ... +agx;, = by

az1 Xy +axxy + ...+ ayux, = b2
(2.3)

amiX1 + auaX2 + ... + AunXxn = bm,

missd a;; jab; (1 <i <mjal < j < n)ovat vakioita ja xi, xp, ..., X, ovat muuttujia.
[1,s.2][11,s. 158-159]

Yhtialoryhmaissid 2.3 on siis m kappaletta lineaariyhtélitéd ja n kappaletta tunte-

mattomia.

2.7.2 Kahden ja kolmen muuttujan yhtiloryhmit ja graafinen ratkaisu

Kahden muuttujan lineaarisissa yhtidloryhmissd muuttujien arvot saadaan suorien
leikkauspisteen avulla. Tarkastellaan seuraavan kaltaista lineaarista yhtaloryhmaa:
aix + b1y =c
arx + byy = ¢,
jonka kuvaajat ovat suoria xy-koordinaatistossa. Jokainen yhtdloryhmén ratkaisu

(x,y) vastaa suorien leikkausta, joten ndin ollen on olemassa kolme eri mahdolli-

suutta:

1. Suorat voivat olla samansuuntaiset, mutta erit. Ndin ollen niilld ei ole yhtdkadn

yhteistd pistettd ja tastd johtuen yhtdlorymalld ei ole myoskién ratkaisua.

2. Suorat voivat leikata jossain yhdessa pisteessd. Tama piste on tdlloin yhtilo-

ryhmén yksi ja ainoa ratkaisu.

3. Suorat voivat my0s yhtyd, jolloin suorilla on ddrettoémén monta leikkauspistetta

ja ndin ollen yhtédloparilla on ddrettoméan monta eri ratkaisua.

[1,s. 3]

Kuvassa 2.3 on esitelty ylla esitetyt ratkaisut xy-koordinaatistossa.
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Ei ratkaisua. Yksi  ratkaisu  suorien Adireton miird ratkaisuja.
Kaksi yhdensuuntaista suo- leikkauskohdassa. Kaksi samaa suoraa pallek-

raa, ei leikkausta. kiin. Leikkaus on suora itse.

Kuva 2.3. Kahden muuttujan lineaarisen yhtdloryhmén kaikki mahdol-

liset ratkaisut.
Tutkimuksessa oppilaat ratkaisivat yhtdlopareja graafisesti esimerkin 2.4 tapai-
sesti.
Esimerkki 2.4. Ratkaistaan yhtilopari

y=-2x+5
—x+y=-1
graafisesti. Muutetaan ensin alempi yhtdld suoran yhtdlon muotoon eli y = kx + c.
Siis
-x+y=-1,
niin
y=x-1.

Seuraavaksi esitellddn kaksi eri tapaa piirtdad suorat.
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Tapa 1. Suorien yhtdlot voidaan suoraan kirjoittaa matematiikkaohjelmistoon ja

lukea sen avulla niiden leikkauspiste kuvan 2.4 tapaan.

f:y=x-—-1
g:y=—2x+5

Kuva 2.4. Suorat kirjoitettuna matematiikkaohjelmistoon.

Ohjelmistosta voidaan lukea ettd suorien y = —2x + 5 ja y = x — 1 leikkauspiste
on (2,1).

Tapa 2. Jollei matematiikkaohjelmistoja ole kiytettidvissd voidaan suorat piirtaa
my0s itse. Ratkaistaan molemmilta suorilta ainakin 3 pistetti. Piirretdédn pisteet koor-
dinaatistoon ja niiden ldpi suora kuvan 2.5 mukaisesti. Luetaan suorien leikkauspiste

koordinaatistosta.
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x y=-2x+5 (x,y)
-1|y==-2-(-1)+5=7 | (-1,7)

—%

0 y=—-2:-0+5=5 (0,5) 302 1 0
1 y=—-2-14+5=3 (1,3)

x y=x—-1 (xy)
-1 y=—1-1=-2 [ (=1,-2) ! 4
0 y=0—-1=-1 (0,-1)
1 y=1-1= (1,0

Kuva 2.5. Suorat piirrettynd pisteiden avulla.

Leikkauspisteeksi saadaan taas (2, 1).
Tarkastellaan seuraavaksi kolmen muuttujan lineaariyhtdlon ryhméaa

aix+byy+ciz=d

ayx +byy+crz=dp

azx + b3y + c3z = ds,
jossa kuvaajat ovat tasoja xyz-koordinaatistossa. Yhtdloryhmén ratkaisu on se kohta,
jossa kaikki kolme tasoa leikkaavat. Huomataan siis taas, ettd on ainoastaan kolme
mahdollisuutta: ei ratkaisuja, yksi ratkaisu tai ddrettoméan paljon ratkaisuja. [1, s. 4]

Kuvassa 2.6 on esitelty kaikki mahdolliset kolmen muuttujan lineaarisen yhtéloryh-

man ratkaisut.
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N

N

b

Ei ratkaisua.
Kolme yhden-
suuntaista tasoa, ei

yhteista leikkausta.

Ei ratkaisua.
Kaksi  yhdensuun-
taista  tasoa, ei

yhteisti leikkausta.

Ei ratkaisua.

Kaksi identtistd ta-
soa, jotka ovat yh-
densuuntaiset  kol-
mannen Kkanssa, ei

yhteistd leikkausta.

Ei ratkaisua.

Kolmas taso yh-
densuuntainen tois-
ten tasojen leikkaus-
suoran kanssa, ei yh-

teistd leikkausta.

A

Yksi ratkaisu.
Tasojen leikkaus on

piste.

Adireton midrd rat-
kaisuja.

Kaikki tasot ovat
identtisid, leikkaus

on taso.

Adretén médrd rat-
kaisuja.

Kaksi tasoista ovat
identtisid, leikkaus

on suora.

Adireton médri
ratkaisuja.

Leikkaus on suora.

Kuva 2.6. Kolmen muuttujan lineaarisen yhtéloryhmin kaikki mahdol-

liset ratkaisut.

Seuraavassa kappaleessa todetaan, ettd itse asiassa jokaisella lineaarisella yhta-
16ryhmallé on joko nolla, yksi tai ddrettomén monta ratkaisua. Ei ole muita mahdol-

lisuuksia.

2.7.3 Lineaariyhtilon matriisiesitys

Yhtidloryhmin yhtiloiden ja muuttujien méérdan noustessa, myos niiden algebraalinen
ratkaiseminen hankaloituu. Ratkaisun laskemista voidaan helpottaa yksinkertaista-

malla sekd yhtendistamilld merkint6jd. On olemassa muutamia tapoja esittdd ylla
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esitetty yhtdloryhma (2.3) matriisin avulla.

Maaritelma 2.5. Yhtdloryhmén kerroinmatriisi saadaan muodostettua yhtaloryh-

min kertoimien avulla. Yhtidloryhmén (2.3) kerroinmatriisi on

al alp ... dip
ar dazp ... dap
aAml Am2 ... Amn
Olkoon o o
x| by
X2 . b2
x=|_| ja b=
Xn b

Téten yhtdloryhma (2.3) voidaan kirjoittaa yhtend matriisiyhtalond
Ax =b.
[11,s.159]

Maaritelma 2.6. Yhtdloryhmda Ax = b, jossa on m lineaariyhtdlod ja n tunte-
matonta, sanotaan homogeeniseksi, jos b = 0. Muutoin yhtdloryhmii kutsutaan

epahomogeeniseksi.

Jokaisella homogeeniselld yhtdloryhmaélld on ainakin yksi ratkaisu, nollavektori.

Tatd ratkaisua kutsutaan triviaaliksi ratkaisuksi. [1,s. 17]

Lause 2.7. Olkoon K lineaarisen yhtdiloryhmdn Ax = b ratkaisujen joukko, ja olkoon
Ky vastaavan homogeenisen yhtdloryhmdin Ax = 0 ratkaisujen joukko. Tidlloin

yvhtdiloryhmdn Ax = b mille tahansa ratkaisulle s pditee
K={s}+Ky={s+k:keKy}.

Todistus. Olkoon s jokin yhtdloryhmén Ax = b ratkaisu. Osoitetaan siis, ettd

K ={s} + Kg.Jos w € K, niin Aw = b. Titen
Aw—-s5)=Aw—-As=b—-b=0.

Niin ollen w — s € Kp. Siis on olemassa k € Ky, siten ettd w — s = k. Tastd seuraa,

etti w = s + k € {s} + Ky, jonka takia

K C {s} +Kjy.
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Tarkastellaan vield pdinvastoin. Oletetaan nyt, ettd w € {s} + Ky. Nytsiisw = s + k
jollekin k € Kp. Silloin Aw = A(s + k) = As + Ak = b+ 0 = b, joten w € K. Niin
ollen {s} + Ky C K jasaadaan K = {s} + Kp. O
[11,s.162]

Miaritelma 2.8. Olkoon matriisi A neliOmatriisi eli # X n-matriisi. Jos on olemassa

saman kokoinen matriisi B, jolle pitee
AB=BA=1,

niin tdlldin matriisin A sanotaan olevan kddntyvd ja matriisia B sanotaan matriisin A
kdicinteismatriisiksi ja merkitaan
B=Al

Jos tillaista matriisia B ei ole olemassa, sanotaan matriisin A olevan singulaarinen.
[1,s.43]

Tarkastellaan seuraavaksi yhtdloryhmin mahdollisia ratkaisuja.

Lause 2.9. Olkoon Ax = b yhtdloryhmd, jossa on n lineaariyhtdlod ja n tuntema-
tonta. Yhtdloryhmdilld on vain ja ainoastaan yksi ratkaisu tdasmdilleen silloin, kun se

on kécintyvi. Ratkaisu on aina A~'b.

Todistus. Oletetaan, etti A on kisintyvi. Sijoittamalla A~! b yhtiloon saadaan A(A™'b) =
(AA~1)b = b. Joten A~'b on ratkaisu. Jos s on mielivaltainen ratkaisu, niin As = b.
Kerrotaan yhtilon molemmat puolet kiinteismatriisilla A~!, jolloin saadaan s =
A~'b. Niin ollen yhtiloryhmillid on ainoastaan yksi ratkaisu: A~!b. O
[11,s.163]

Lause 2.10. Jokaisella lineaarisella yhtdloryhmdilld on joko nolla, yksi tai ddretto-

mdn monta ratkaisua. Ei ole muita mahdollisuuksia.

Todistus. Jos Ax = b on yhtidloryhmai, yksi seuraavista pitee: (a) yhtdloryhmalld
ei ole ratkaisua, (b) yhtdloryhméllid on tasan yksi ratkaisu. (c) yhtdloryhmalld on
enemman kuin yksi ratkaisu. Tdytyy siis osoittaa, ettd yhtdloryhmilld on ddreton
maird ratkaisuita kohdassa c. Oletetaan, ettd yhtdloryhmilld Ax = b on enemmaén
kuin yksi ratkaisu, ja olkoon xp = x| — x>, missi x; ja x, ovat kaksi erillisti ratkaisua.

Koska ratkaisut x; ja x, ovat erit, vektori xq ei ole nollavektori. Sen lisdksi

AXo=A(X1—X2)=AX1—AX2=b—b=0.
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Olkoon k jokin skalaari. Talloin

A(x1 + kxg) = Axy + A(kX()) = Axy + k(Axp)

=b+k0O=b+0=0.

Niin ollen x; + kxo on yhtdloryhmidn Ax = b ratkaisu. Koska matriisi xq ei ole

nollamatriisi ja skalaarille £ on direton miird mahdollisuuksia, on yhtdloryhmailla

Ax = b ddretdon méira ratkaisuja.

[1,s.61]

O

Mairitelma 2.11. Yhtidloryhmin tdydennetty matriisi saadaan muodostettua yhdis-

tdmalla kerroinmatriisi sekd yhtdloryhmén oikeanpuoleinen vektori. Yhtaloryhmin

(2.3) tdydennetty matriisi on

an

az

am1

a2

an

am?2

Ain

azp

amn

b |
by

b

Eli saadaan muodostettua matriisi pelkéstdan yhtdlonryhmin lukujen avulla.

[1,s.6]

Esimerkki 2.12. Muodostetaan yhtaloryhméan

10x1 — 7XQ

=7

—3x1 +2x) +6x3 =4

5x1—x+5x3 =6

tdydennetty matriisi. Tdydennetyksi matriisiksi saadaan

2.7.4 Lineaariyhtialoiden ratkaiseminen

10 -7 0 7
-3 2 6 4].
5 -1 56

Lineaaristen yhtdaloryhmien ratkaisemiseen on monia erilaisia tapoja. Tassi kappa-

leessa esitellddn niistd muutama.
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Elementaariset rivioperaatiot

Miiritelmi 2.13. Algebrallisia operaatioita, joiden avulla ratkaistaan matriisimuo-
dossa oleva yhtédloryhma, kutsutaan elementaarisiksi rivioperaatioksi. Niitd ovat

seuraavat laskutoimitukset:
1. Rivin kertominen jollain nollasta eroavalla vakiolla.
2. Kahden rivin paikan vaihtaminen keskenéén.
3. Jonkin muun rivin tai sen monikerran lisddminen toiseen riviin.

[1,s.7]
Seuraavaksi esitetdiin kuinka rivioperaatioiden ja tidydennetyn matriisin avulla saa-
daan ratkaistua lineaarinen yhtéaloryhmia.

Gaussin ja Gauss-Jordanin eliminointimenetelmiit

Téssd osassa esitellddn systemaattinen tapa lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemi-
seksi. Siind tiettyjen rivioperaatioiden avulla tdydennetty matriisi saadaan yksinker-

taistettuun muotoon, josta yhtdloryhmain ratkaisu on helppoa nihda.

Mairitelmia 2.14. Matriisin sanotaan olevan redusoidussa porrasmuodossa, kun

sille patevit seuraavat kohdat:

1. Jos rivi sisdltdd nollasta eroavan alkion, on vasemman puoleisimman oltava

numero 1. Tatd lukua kutsutaan johtavaksi alkioksi.

2. Jos matriisi siséltii riveja, jotka koostuvat pelkistiéin nollista, tulee niiden olla

ryhméytyneend yhteen matriisin pohjalla.

3. Kahdessa peridkkiisessi nollasta eroavan alkion siséltdvassa rivissd alemmassa
rivissd olevan johtavan alkion tulee olla kauempana matriisin vasemmasta

laidasta kuin ylemmaéssa rivissi olevan johtavan alkion.

4. Jokainen sarake, joka sisdltdd johtavan alkion, sisédltdd muutoin pelkéstddn

nollia.
Matriisin, jolle pétee vain kolme ensimmaisté kohtaa, sanotaan olevan porrasmatriisi.

[1,s.11]
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Esimerkki 2.15. Seuraavat matriisit ovat redusoidussa porrasmuodossa:

0130 1
1 00 2

0001 -2
01 0 4, )

00O0O0
0 016

0 00O

ja seuraavat matriisit ovat porrasmuodossa mutteivit redusoidussa muodossa:

1 4 27 1 10
016 2, |01
00135 00O

Gaussin eliminaatiomenetelmdissd pyritdin saamaan tdydennetty matriisi porras-

muotoon, kun taas Gauss-Jordanin eliminaatiomenetelmdssd tiydennetty matriisi

muutetaan redusoiduksi porrasmatriisiksi.

Tdydennetty matriisi saadaan muutettua porrasmatriisiksi ja siitd redusoiduksi por-

rasmatriisiksi seuraavien vaiheiden avulla.

. Etsitddn matriisin vasemmanpuoleisin sarake, joka ei koostu pelkéstidin nol-

lista.

. Jos on tarpeen, vaihdetaan ylimmaén rivin ja jonkun toisen rivin paikkaa, jotta

saadaan sarakkeen ylimmaksi alkioksi jokin nollasta eroava alkio.

. Jos nyt sarakkeen ensimmadisend oleva alkio on a, kerrotaan koko rivi luvulla

1/a, jotta saadaan ensimmaiseksi alkioksi 1 eli johtava alkio.

. Lisdtddan sopiva miird ensimmadisen rivin moninkertoja alla oleviin riveihin

niin, ettd jokainen johtavan alkion alapuolella olevista alkioista on nolla

. Jatetddn ylin rivi huomiotta ja aloitetaan uudestaan kohdasta 1 jiljelle jadvin
osamatriisin kanssa. Tilld tavalla jatketaan niin kauan kuin koko matriisi on
porrasmuodossa. Jotta ndin saadusta porrasmatriisista saadaan vield redusoitu,

tehdédin vield vaihe 6.

. Aloitetaan alimmasta rivisti, joka ei sisdlld pelkdstdédn nollia ja 1ihdetédédn tyos-
kenteleméddn ylospdin. Lisdtidin jokaisen rivin moninkertoja sen rivin yldpuo-
lella oleviin riveihin niin, ettd saadaan johtavan alkion ylidpuolelle pelkistdan

nollia.
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[1,s.14]

Esimerkki 2.16. Ratkaistaan yhtaloryhmi

x—-2y—z=2
-3x-4y+z=0
2y—z=1

Gaussin eliminaatiomenetelmin avulla. Yhtdloryhmén tdydennetty matriisi on

I -2 -1 2
-3 -4 1 0].
0 2 -11

Ratkaistaan matriisi rivioperaatioiden avulla.

1 -2 -1 2 1—2—12] 1 -2 -1 2
ry+3r 1o’ r3—2r
3 -4 1 0o/ Z5 00 10 2 6| =50 1 L -3
0o 2 -11 0O 2 -11 0o 2 -1 1
1 -2 -1 2 S 1 -2 -1 2
1 3| 15 1 3
01 5 -5—[0 1 5 -3
711 11
00 -1 4 00 1 -4
Saadaan siis
x—-2y—-z=2
L3
YT5ET7s
o
z=-=.
Sijoitetaan z keskimmadiseen yhtidloon.
1 11 3
+ - (——)=-Z=
y+35)=73
13 L
Y7357 75 35
2111
Y=7357 35
10
Y="735
B 2
Y=77
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Sijoitetaan y ja z ylimpééan yhtaloon.

2 11
x—2-(—7)—(—7):2
4 11

+=+==2
T

15 15
+ 220 2
T -

Ratkaisuksi saadaan siis

)’:—7

1
= 7

Gauss-Jordanin eliminaatiomenetelmassa on kaksi erillista vaihetta.

1. Edestdpdin suuntautuvassa vaiheessa tiydennetty matriisi muutetaan ylikol-
miomatriisiksi, jonka jokaisen rivin ensimmaiinen nollasta eroava alkio on 1
ja se esiintyy sarakkeessa edeltdvin rivin ensimmaisen nollasta eroavan alkion

oikealla puolella.

2. Takaapdin suuntautuvassa vaiheessa ylikolmiomatriisi muunnetaan redusoi-
dun porrasmatriisin muotoon muuttamalla ensimmadinen nollasta eroava alkio

sarakkeen ainoaksi nollasta eroavaksi alkioksi.
Vrt. [11, s. 175-176]

Esimerkki 2.17. Ratkaistaan yhtaloryhmi

x—-2y—-2z=3
3x—-y+z=1
—x+5y+5z=5

Gauss-Jordanin eliminaatiomenetelmén avulla. Yhtidloryhmén tdydennetty matriisi

on
1 -2 -2 3
3 -1 1 1f.
-1 5 =55
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Ratkaistaan matriisi rivioperaatioiden avulla.

1 -2 -2 3 1 -2 -2 3 1 -2 -2 3
}’2—3}’1 r3+ri

3 -1 1 1f—|0 5 7 -8 —|0 5 7 -8
-1 5 =55 -1 5 -5 5 0 3 -7 8
1 -2 -2 3 1 -2 -2 3| _ |1 -2 -2 3
7 _s| e 7 g| 37 7 _8

01 5 -5 o1 5 —-5|—|0 1 5 -3
0 3 -7 8 0o 0 -% ¢ oo 1 -8
1 -2 -2 3 10 -2 3 100 2

ri+2r ri+2r3
01 0 0 01 0 0O|——1|010 0
o o 1 -% 00 1 -8 001 -5

5
*=3
y=0

8
z=-7
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3 Tutkimustehtava ja tutkimusongelmat

Tamén tutkimuksen tehtivina oli kehittid heikosti matematiikassa suoriutuville op-
pilaille sopivia kielentdmistehtivid seki selvittdd mitd mieltd oppilaat ovat mate-
matiikan kielentdmisestd. Tehtivid suunniteltaessa pyrittiin huomioimaan luvun 2
teoreettinen viitekehys. Tehtavit liittyivit yhtalon kisitteeseen, sen ratkaisuun ja yh-
taloparin ratkaisemiseen. Tahédn pro gradu -tutkielmaan liittyvaa tutkimusta tehtiin
erddn Linsi-Suomen alueella olevan koulun osa-aikaisessa erityisopetuksessa. Tut-
kimuksessa pyritddn selvittimain heikosti matematiikkaa osaavien oppilaiden mie-
lipide niin suullisesta kuin kirjallisestakin kielentdmisestd. Tarkastelun kohteena on
myoOs heididn oppimisprosessinsa niin opettajan, oppilaan kuin tutkijankin nikokul-
masta ja pyrkimys sen avulla selvittdd mahdollisimman tehokkain tapa hyodyntaa
kielentdmista.

Tutkimuksessa haluttiin vastata seuraaviin tutkimuskysymyksiin:
1. Minkilaista oppimista havaittiin kielentdamistehtévien avulla?

2. Mitd mieltd matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavat oppilaat olivat kielen-

tamisesta?

3. Milld tavoilla kielentamistd pystytddn hyodyntamiin matemaattisia oppimis-

vaikeuksia omaavien oppilaiden kanssa parhaiten?

Tutkimuksen keskiossd on oppilaiden mielipiteet kielentimisestd ja sen toimi-

vuudesta.
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4 Tutkimuksen lahtokohdat ja toteutus

Tassd luvussa esitellddn tutkimuksen 1dhtokohtia, toteutusta ja aineiston keruu- seka
analysointimenetelmid. Tutkimus on kvalitatiivinen ja empiirinen tutkimus. Tehtyja
havaintoja ldhestytddn tutkimusongelmien nikokulmasta sekd havaintojen pohjalta
tehdéén johtopaatoksid. Empiirisessa tutkimuksessa teoria tukee havainnoista saatu-
ja tuloksia. [47] Kvalitatiivisessa tutkimuksessa taas pyritddn kuvaamaan eri meto-
dien avulla sellaista aineistoa, jota ei voida méairéllisesti analysoida. Tutkimuksessa
lahdetidin liikkeelle yleensd jostain ilmidstd tai menetelmasti ja aineistona voi olla
esimerkiksi haastatteluita ja havaintoja. [10]

Tutkimusstrategiana kéytetddn tapaustutkimusta, silld tutkimuksessa tarkastel-
laan yksittdisid tapauksia. Tapaustutkimus on empiiristd tutkimusta, jossa tutkimuk-
sen kohteena on jokin nykyajan ilmi6 todellisessa eliméntilanteessa, sen omassa ym-
paristossdin. Yleensd tapaustutkimuksessa tutkitaan yhtd tapahtumaa, mutta myos
useamman tapauksen tutkimukset ovat mahdollisia. Kohteeksi voi valikoitua tyypil-
lisid ja edustavia tapauksia tai ainutkertaisia ja poikkeavia. Tapaustutkimus ei yleensa

ole yleistettdvissa vaikkakin yksiloitd yhdistavii piirteitd voidaan havaita. [50]

4.1 Tutkimuksen toteutus ja aineiston keruu

Ideana matematiikan kielentimisen tutkiminen tuli minulle luokanopettaja ystavalta-
ni. Hén tutki matematiikan kirjallista kielentdmistd alakouluissa. Matematiikan kie-
lentdmiseen pdddyin lopulta luettuani Joutsenlahden ja Tossavaisen artikkelin “Ma-
temaattisen ajattelun kielentiminen ja siihen ohjaaminen koulussa” (2018). Ajatus
matematiikan tekemisestd hyvin erilld tavalla kuin on totuttu, innosti minua. Olen
myos aina ollut kiinnostunut niistd oppilaista, joiden on vaikeaa oppia matematiikkaa
syystd tai toisesta. Halusinkin siis tutkia olisiko kielentdminen niille oppilaille hy-
vd tapa jisentdd omaa ajatusmaailmaansa ja millaisia seikkoja tulisi ottaa huomioon
kielentdmistehtivii tehdessa.

Tutkimus tehtiin syksylld 2019 lidnsisuomalaisessa yldkoulussa osa-aikaisessa
erityisopetuksessa. Kyseinen yldkoulu valikoitui tutkimuksen kohteeksi aiempien
suhteideni takia. Tutkimuslupaa pyydettiin koulun rehtorilta séhkopostitse lahetetylla
kirjeelld (liite A) sekd tutkimukseen osallistuvien oppilaiden huoltajilta paperisella

lomakkeella (liite B). Erityisopettaja valikoi tutkimukseen sopivat oppilaat, joita
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loppujen lopuksi tutkimuksessa oli nelja.

Tutkimusperiodiin kuului kuusi 75 minuutin pituista oppituntia. Jokainen tutki-
mukseen osallistuva oppilas osallistui ainakin kahdelle oppitunnille. Tuntien aiheena
oli yhtélon késite, sen ratkaiseminen seké yhtédloparit. Jokaisella tunnilla pyrittiin jos-
sain vaiheessa tekemiin minun suunnittelemia kielentdmistehtivid. Osalla tunneista
tehtivit olivat parin kanssa tehtivid suullisia tehtdvid ja osassa kirjallisia. Ohessa

esimerkkejd kielentdmistehtiavityypeista.

» Kisitteen médrittely ja sen kdyttaminen (liite D)
» Ratkaise itse, ja selitd parille ratkaisu (liite E)
e Selitd, missd virhe (liite F)

Kaikki oppitunnit videoitiin, jonka liséksi itse olin tutkijan roolissa seuraamassa
niitd. Tuntien lisdksi oppilaat osallistuivat alku- ja loppuhaastatteluun.

Haastatteluihin paiddyin sen takia, ettd sen etuna on ennen kaikkea joustavuus.
Haastattelijana minulla on mahdollisuus toistaa kysytty asia, oikaista vaarinkésityk-
sid, selventdd kysymyksid sekd kiydi keskustelua haastateltavan kanssa.

Tutkimusjakson alussa tehdyn alkuhaastattelun (liite C) avulla pyrittiin kartoitta-
maan heidin minédpystyvyyttd, omia asenteitaan matematiikkaa sekd yleensd ryhmé-
tyoskentelya kohtaan. Alkuhaastattelu sisdlsi kymmenen 4-portaista viittamaa, joissa
vaihtoehdot olivat “tdysin samaa mieltd”, “jokseenkin samaa mieltd”, “jokseenkin
eri mieltd” ja “tdysin eri mieltd”. Vdittimien lisdksi haastattelussa oli neljd avoin-
ta kysymystd, joista keskustelimme oppilaiden kanssa. Haastattelutilanteessa mina
kyselin ja tiytin lomaketta ja oppilaat vain vastailivat.

Loppuhaastattelu suoritettiin teemahaastatteluna ja siini kéasiteltiin seuraavia ai-

heita:
* Mielipiteet matematiikan kielentdmisesti, niin suullisesti kuin kirjallisesti,
» Kielentimiseen vaikuttavat seikat seka

* Eri tehtavityypit.

Haastattelun aikana néytin oppilaille tunneilla tehtyja tehtdvid, jolleivat he muis-
taneet kyseistd tehtidvid. Loppuhaastattelut myos nauhoitettiin analysoimista varten.
Oppilaiden haastatteluiden ja tuntien lisdksi tutkimusaineistoon kuului myos tutki-
musperiodin ajan kiytetyt vihot sekd erityisopettajan kanssa tuntien jilkeen kiydyt

keskustelut.
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4.2 Aineiston analysointi

Tunneista saadun kuvamateriaalin perusteella litteroin oppilaiden seka oppilas-opettaja
viliset keskustelut, jotka olivat tutkimuksen kannalta tdrkeitd. Litterointi oli siis va-
likoitu niin, ettd kuvatut puheet olivat yhteydessi tutkimuksen tavoitteisiin. Tdmén
lisdksi myOs loppuhaastattelut litteroitiin.

Oppituntien aikana puheen luominen niin oppilaiden kuin opettajan ja oppilaan
vilille oli tarkeintd. Heidédn vélistd vuorovaikutusta pyrittiin kehittamain ja tekeméén
oppimisympéristosta turvallisen.

Ennen aineiston tarkempaa analysointia tutustuin matemaattiseen osaamiseen,
kielentimiseen ja matemaattisiin oppimisvaikeuksiin tarkemmin. Vasta timén jal-
keen aloin tutustua kuvattuun materiaaliin. Keskustelimme koko tutkimuksen ajan
aktiivisesti tekemistidni kielentdmistehtdvistd erityisopettajan kanssa, joten pystyin
aktiivisesti kehittaméadn niita tutkimusperiodin ajan oppilaan osaamisentasoa vastaa-
viksi. My0s erityisopettaja huomasi tuntien aikana helpottaa antamia tehtévid, jos
koki aiheen muutenkin jo oppilaille hankalaksi. Litteroidun materiaalin ja havainto-
jen avulla pyrittiin tekeméén tutkimuskysymyksiini liittyvia johtopaatoksia.

Oppilaiden oppimista tutkiessani analysoin erikseen jokaisen tunnin ja heiddn op-
pimisensa silld tunnilla tietyn kielentdmistehtdvén avulla. Jos saman tapaisia tehtivia
oli useammalla tunnilla tein oppilaiden oppimisesta yhteenvedon.

Oppilaiden mielipiteitd analysoidessa jaoin heidit tyyppeihin sen mukaan ketd
koki kielentimisen mielekkadédni ja hyodyllisend, raskaana, mutta hyodyllisend, mie-
lekkéddnd, mutta hyodyttomind sekd raskaana ja hyodyttomind. Havaintojeni seka
haastatteluiden perusteella analysoin timin jdlkeen minké takia he kokivat ndin.

Tunteja havainnoidessani ja oppilaita haastateltaessa otin ylos oppilaan asen-
teista, oppimisympadristostd sekd mielipiteistd sellaisia asioita, joiden koin auttavan
hyodyntdmaéén kielentdmistd matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavien oppilaiden

kanssa parhaiten.
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S5 Kielentaminen matemaattisia oppimisvai-

keuksia omaaville oppilaille

Tutkimukseni tavoitteena oli kehittid matemaattisia kielentimistehtivid, jotka so-
pivat heikosti matematiikkaa osaaville, sekd selvittdd mitd mieltd he olivat mate-
maattisesta kielentdmisestd. Tutkimukseen osallistui neljd oppilasta, joita merkitsen
kirjaimilla A, B, C ja D.

5.1 Minkalaista oppimista havaittiin Kielentimistehtavien

avulla?

Tarkein tavoitteeni oli kielentamistehtdvid tehdessi, ettd ne tukisivat oppilaan op-
pimisprosessia. Oppilailla yhtdlon ratkaiseminen ei ollut vield halussa, joten kes-
keisimmaksi tavoitteeksi tuli se, ettd oppilaat tuntien jilkeen osaisivat itsendisesti
ratkaista yhtiloitd. Jorma Joutsenlahden (2003) mukaan my0s matemaattisten ka-
sitteiden kielentdminen on osa késitteen konstruointiprosessia. Selittdessdin muille
kisitettd ja siihen liittyvid alakisitteitd, joutuu oppilas pohtimaan késitteen keskeisia
piirteitd ja prosessoimaan syvemmin sen merkitystd samalla syventien omaa ym-

marrystain asiasta.

Opettaja: Sanooko oppilas C yhtdilo sinulle mitddn?

Oppilas C: Juu.

Opettaja: Osaisitko sd selittdd sitd jollain tapaa?

Oppilas C : En.

Opettaja: Niin. Eli vihdn niin kuin tuttua on. Tulee heti mieleen. Jos md
kirjoittaisin jotakin tohon ni minkdlaisen md kirjottaisin? Miltd se ndyttdid se
yhtdilo?

Oppilas C: Onks ne niitd mis on kaikkii dksii ja nditd.

Opettaja: Siin ois dksdd. Mitd siin muut vois olla?

Oppilas C: Vaik x plus neljd o kuus

Oheisesta keskustelusta huomataan, ettd oppilas kokee, ettei osaa selittdd miki

yhtédlo on, mutta osaa kuitenkin kuvailla omin sanoin millainen se voisi olla. Op-
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pilaan vihdisenkin osaamisen piille on hyvi lihted rakentamaan uusia kisitteitd
syventimdlld heiddn ymmairrystd asiasta. On erityisen tirkedd, ettd oppilasta ohja-
taan kadyttimiin matemaattisia kisitteitd oikein sekd annetaan késitteille maaritelma
ja tarkoitus. [22]

“Kisitteen madrittely ja kasitteen kiytto” -kielentamistehtéva oli toisella tunnilla.
Oppilaita pyydettiin keksimaén yhtilo ja kiyttimain ensimmadiselld tunnilla opittuja
kisitteitd selittdessddn yhtilod toiselle. Kaikki oppilaista vierastivat alussa déineen se-
littmistd. Tilanteen epdmielekkyys vaikutti siihen, ettd heidédn oli helpompi oikoa ja
olla kayttdmattd uusia kasitteitd, silld he eivit olleet vield aivan varmoja, milloin nii-
téd tulisi kéyttdad. Vaikka opettaja kdvi huomauttamassa oikeiden késitteiden kaytostd,
heti opettajan ldhdettyi kisitteiden kéytto unohtui.Tehtédva tehtiin kahteen kertaan ja
oppimista havaittiin niilld henkil6illd, jotka uskalsivat epdavarmanakin kiyttda uusia
kisitteitd. Niilla oppilailla jo toisella kerralla oli huomattavasti helpompi kayttaa
kisitteita selittdessd asiaa parille.

“Ratkaise itse, ja selitd parille ratkaisu™ -tyyppisid kielentdmistehtivid tehtiin
kolmella eri tunnilla, joiden aiheina olivat yhtédlon ratkaisu, yhtidlopari ja yhtidloparin
ratkaisu piirtimalla. Niilld tunneilla ajatus sanallisesta selittimisestd oli jo oppilail-
le tuttu ja jannitys oli osalla jo hieman helpottanut. Useissa tutkimuksissa ollaan
havaittu, ettd vaikka oppilaan perustaidot opittavassa asiassa sekd kognitiiviset tyo-
kalut olisivat hyvit, heidin heikko motivaatio tai negatiiviset tunteet matematiikkaa
kohtaan estivit heitd oppimista kisiteltdvdd asiaa sekd heiddn on vaikea suoriutua
annetuista tehtavistd. [6, 51] Tdma pystyttiin havaitsemaan heikosti matematiikkaa
osaavien oppilaiden keskuudessa aiheen vaikeutuessa. Aluksi tehtidvien ollessa nor-
maaleja yhtdlon ratkaisuun liittyvié tehtivid oppilaat kielensivit mielekkaasti parille
ja myos he itse kokivat ymmairtineensa asian. Asian hankaloituessa motivaatio teh-
di tehtévia laski seké aktiivinen osallistuminen tunnin keskusteluihin viheni. Asian
hankaloituessa my0s ajatuksia oli hankala jasentdd ymmaérrettdvaan muotoon.

“Selitd, misséd virhe.”-tyyppisid kielentamistehtavid tehtiin viimeiselld tunnilla
jonka aiheena oli kertaus. Téllid kertaa oppilaat padsivit myos kokeilemaan kirjal-
lista kielentdmistd. Kirjallinen kielentaminen auttaa oppimaan matematiikkaa, silla
kirjoittaessa oppilas joutuu pohtimaan enemmain ja syvillisemmin ratkaisua kuin
ddneen puhuessa. Kirjallisen kielentdmisen rauhoittava vaikutus pystyttiin havait-
semaan myos oppilaiden vililld. Innokkaimmat olisivat heti laskun nidhdessddn ha-
lunneet vastata ddneen, mutta koska vastaus tuli ensin kirjoittaa vihkoon, oli muilla

oppilailla enemmén aikaa kunnolla prosessoida asia. Pidempi prosessointiaika voi
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johtua esimerkiksi toiminnanohjauksen ongelmista, mikd on yksi matemaattisten
oppimisvaikeuksien selittivisti tekijoista. [28]

Tehtdvid suunnitellessa tuli olla tarkkana, ettei tehnyt liian haastavia tehtévia.
Koska tehtévit pyrittiin kdlymaiin erityisopettajan kanssa ennen tunteja 1adpi, oli teh-
tavit sisdllollisesti suurimmaksi osaksi tarpeeksi helppoja.

Tuntien ja tehtdvien uudenlainen rakenne himmensi aluksi. Oppilaat ovat tot-
tuneet tekeméén itsendisesti tehtivia kirjasta ja useamman tehtdvin kerrallaan. Nyt
tunneilla oli pddasiallisesti paljon keskustelua sekd vain muutama aiheeseen liittyva

tehtava.

“Joskus oli vihdn silleen, et mitd vittuu, et milleen se tehddn, et ei oikein
tajunnut jotakin, mut sit kuitenki tajuskin helpommin.”

-Oppilas A

Tutkimusperiodin jédlkeen oppilaat olivat ldhteneet seuraavalla tunnilla omatoi-
misesti tekemiin tehtidvid yhtdlon ratkaisusta ja tehtivit olivat onnistuneet lihes

tulkoon ilman ohjeistusta. Voimme siis olettaa, etti oppimista on tapahtunut.

5.2 Mita mieltd matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavat

oppilaat olivat Kielentimisesti?

Tarkein tavoitteeni oppilaiden mielipiteitd selvittdessi oli, ettd saisin mahdollisim-
man selkedn kuvan heidin ajatuksistaan. Tadssd kappaleessa avataan heiddn mate-
maattista profiiliaan alkuhaastattelun avulla sekd loppuhaastattelun avulla pyritdin
kartoittamaan heiddn mielipiteitddn matemaattisesta kielentdmisestd. Seuraavaksi

kdyn oppilaskohtaisesti 1dpi alkuhaastattelun tulokset.

Oppilas A: Alkuhaastattelun perusteella hyvin motivoitunut oppimaan matema-
tiikkaa ja innostuu helposti matematiikan tehtivistd. Kuitenkin haastavan tehtivin
tullessa vastaan motivaatio laskee nollaan, jollei heti saa apua. Esimerkiksi kotona
tai isossa luokassa tehtivit harvoin onnistuvat. Kokee, ettd opitut asiat unohtuvat
helposti mielestd, jolloin uusien asioiden opettelu hankaloituu. Oppilas kertoo teke-

véansi tunneilla yleensd yksilollistettyd matematiikan kirjaa.

Oppilas B: Alkuhaastattelun perusteella oppilas kokee matematiikan ahdistava-

na. Uuteen asiaan mentédessd jo ahdistuu, koska ei edellistikidin asiaa ymmartinyt.
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Joskus kiy niin, ettd aihe on tuntunut alussa vaikealta vaikka lopulta se ei sitd ollut-
kaan. Kokee ryhmai- ja parityoskentelyn kuitenkin miellyttivani. Kokee, ettéd pystyisi
oppimaan matematiikkaa, jos olisi vain tarpeeksi aikaa. Oppilas kertoo tekevinsa

osittain yksilollistettyd matematiikan kirjaa.

Oppilas C: Alkuhaastattelun perusteella oppilas kokee olevansa huono matema-
tiikassa eikd pida siitd. Oppilas ei koe olevansa kykenevi oppimaan matematiikkaa,

silld aina unohtaa sen tunnin asiat.

Oppilas D: Alkuhaastattelun perusteella oppilas ei pidd matematiikasta eikd
myOskéin hirvedsti ryhméityoskentelystd. Kokee ettd on kuitenkin melko hyvé oppi-

maan uusia asioita ja ratkaisemaan tehtévii.

Tutkimukseen osallistuvien oppilaiden kirjo oli siis yllittavan laaja vaikka otos
olikin pieni. Loppuhaastatelussa kysyttiin oppilaiden mielipidettd matematiikan kie-
lentdmisestd, niin suullisesta kuin kirjallisesta. Seuraavaksi kdyn oppilaskohtaisesti

lapi loppuhaastattelun tulokset.

Oppilas A: Koki suullisen kielentdmisen aluksi hyvin outona ja mietti ymmarsiko
edes aiheesta mitdidn, koska tunneilla ei tehty perinteisen mallin mukaan tehtivid.
Ensimmadisilld tunneilla oli haastavaa ldhted selittimiin, mutta sitten kun ymmarsi
paremmin mitd pitdd tehdd oli jo hieman helpompaa. Jos oppilas koki aiheen helpok-
si, oli kielentiminenkin helpompaa. Itse selittdessd ratkaisua ymmarsi sen paremmin,
mutta oppilas koki, ettd my0Os toisen selittiminen saattoi auttaa ymmértdméaan asiaa.
Kokee kuitenkin, ettei kielentdmisestd ollut hirveisti hyotyd. Yhi tuntien loputtua
koki suullisen kielentimisen outona ajatuksena sekd hidnen mielestidin kirjallinen
kielentdminen oli luonnollisempaa. Usein huomasi suullisessa kielentdmisessa sen
ongelman, ettei kerennyt kunnolla jisentdmaiin ajatusta itselleen, kun jo piti selittaa

sitd seuraavalle ja muiden puhuminen héiiritsi omaa keskittymista.

Oppilas B: Koki suullisen kielentamisen ihan mukavana vaikka aluksi se olikin
jannittavad. Oppilaan mielestd han ymmarsi asian paremmin silloin, kun selitti sita
muille. Tunneilla tehdyt kielentimistehtavit auttoivat hinen mielestiéin oppimaan ja
syventimiin oppimaansa. Kirjallinen kielentdminen oli kuitenkin oppilaalle ominai-

sempaa kuin suullinen kielentdminen ja ldhes tulkoon joka tuntinen kielentiminen
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oli vililla raskasta. Pitdd hyvina ideana normaalien kirjan tehtivien ja kielentamis-

tehtivien yhdistelya.

Oppilas C: Koki, ettd olisi mielekkdampéaa tehdi tehtdviad yksin. Turhautui helposti,
jos pari ei osannutkaan asiaa tai itselld oli vaikeuksia ymmartii aihetta. Suullinen
kielentiminen oli hanen mielestdidn miellyttavimpéaa kuin kirjallinen, silld tuntui tur-
halta kirjoittaa pitkia juttuja turhaan. Oppilas koki my0s, ettd ei kehtaa kyseenalaistaa
toisen ratkaisua, jos huomaa siind jonkin virheen, eikd kehtaa kysyd, jos joku kohta
muuten mietityttdd. Oppilaan mielestd kielentdmisesti ei ollut hyotyd hidnen oppimi-

se€ssaan.

Oppilas D: Ei pitdnyt parityoskentelysti ja déneen selittiminen ei tuntunut kovin ki-
valta. Koki ymmairtidvinsd asian paremmin kun joku muu selitti ratkaisunsa. Oppilas
huomasi myos, ettd aiheen vaikeustasolla oli suuri vaikutus kielentimisen mielek-

kyyteen.

“Joskus ei vaan tee mieli puhua”

-Oppilas D

Oppilaiden mielipiteistd voidaan tehdi yhteenveto, ettd suullinen kielentdminen
jannitti suurimpaa osaa. Heiddn mielestddn opittavalla aiheella oli suuri merkitys
sithen, miten kielentiminen onnistui. Osalla valittu pari aiheutti epamielekkyytti
suulliseen kielentdmiseen, josta ei pdésty eroon tutkimusjakson aikana. Suurin osa
koki matematiikan kirjallisen kielentdmisen luonnollisempana kuin suullisen kielen-

tamisen.

5.3 Milla tavoilla Kielentidmista pystytaan hyodyntaméaan
matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavien oppilaiden

kanssa parhaiten?

Tavoitteena oli havaintojeni seki haastatteluiden perusteella miettid, milld tavoilla
kielentdmista pystyttdisiin hyodyntamaén parhaiten juurikin matemaattisia oppimis-
vaikeuksia omaavien oppilaiden kanssa. Thunbergin ja kollegoiden (2014) mukaan
tehostettua tukea tarvitsevia olisi 20 prosenttia koko oppilasmiérasté ja 5 prosenttia
tarvitsisi erityistd tukea. Kuitenkin opetus- ja kulttuuriministerion laatimassa sel-

vityksessd (2014) todetaan, ettd tehostettua tukea saa ainoastaan 5,1 prosenttia ja
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erityisen tuen piirissd on 7,6 prosenttia peruskoulun oppilasméérastd. Néin ollen voi-
daan olettaa, ettd osa tehostettua tukea tarvitsevista on yleisopetuksen piirissi. Tu-
levana matematiikan aineenopettaja haluan ottaa parhaimmalla tavalla myos heidat
huomioon tehtévii laatiessa.

Tunneista oli selkeisti havaittavissa se, ettd jos aihe on hankala, oli oppilaiden
vaikea ldhted kielentdamiin. Jokaiseen aiheeseen ei vilttdmittd edes kielentiminen
sovi. Opettajan olisi hyva kayttid kielentimistd tukemaan oppilaan oppimista vasta
sitten, kun aihe on hieman tutumpi. Vaikean aiheen kielentdaminen voi aiheuttaa
ahdistusta oppilaissa, jotka eivit muutenkaan pidd matematiikasta tai ovat jo valmiiksi
heikosti motivoituneita. Tatd on viltettdvad. Opettajan on siis tarkkaan harkittava onko
aihe sellainen, ettd siitd saa ymmarrettavid kielentamistehtavid seka ettd oppilailla
on myos tarvittavat tiedot ratkaista tehtdvit ja kielentdd ne.

Opettajan kannattaa ottaa kielentdmisen osaksi tuntia ihan pienissdkin miérin.
Jorma Joutsenlahden (2003) mukaan, jos opettaja aktiivisesti kannustaa oppilaita
kdyttamadn epdformaalia kieltd eli kertomaan matemaattisista ajatuksistaan omin sa-
noin, padsee hén tédlldin kaikista Iihimmaiksi oppilaan ajatuksen kulkua. Niin oppilas
tottuu ajatukseen siitd, ettd matemaattisia ajatuksia voi selittdd ddneen ja tilannetta
ei tarvitse jannittdd. Myos opettajan on helppo huomata mahdolliset ajatusvirheet
nopeasti ja vilttdd ndin vadrien ajatusmallien syntymisen. Esimerkkind voin ava-
ta erddlld tunnilla kdyneen tapahtuman. Silld tunnilla, jolla tehtiin “yhtélopari” -

kielentdmistehtdvi (liite E), oppilaiden tuli piirtdd vihkoihin samankaltainen yhtilo,

jossa kéyttdd omenaa muuttujana. Oppilas piirsi oheisen yhtalon vihkoon.

Kuva 5.1. Oppilaiden kehittdmit yhtilo ja yhtédlopari
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Tamén jédlkeen parin tuli ratkaista kuinka paljon omenan on oltava. Tassi vai-
heessa oppilas sanoi, ettd niiden on oltava 6 ja 4, koska 6 + 4 = 10. Yhtilon keksinyt
oppilas hieman himmentyi vastauksesta. Tédsséd vaiheessa opettaja puuttui tilantee-
seen ja muistutti, ettd kysessd on sama muuttuja, eli molempien omenien on oltava
saman verran. Jollei oppilas olisi tidssd vaiheessa avannut ajatteluaan déneen, olisi
voinut olla, ettd hdnelli olisi jddnyt koko tunnin asia ymmartamatta.

Oppimisympiristolld, opettaja-oppilas-suhteella sekd oppilas-oppilas-suhteella
on myOs suuri vaikutus suullisessa kielentamisessd. Suullinen kielentdminen sopii
parhaiten sellaiseen luokkaan, jossa on turvallista epdonnistua ja uskalletaan kysya
ja kyseenalaistaa.

Kirjallista kielentdmisti kannattaa 1dhted ujuttamaan hiljalleen tehtivien tekoon.
Kun motivaatio tehtidvien tekoon on jo muutenkin alhainen, osa oppilaista voi kokea
ettd ns. yliméardisen kirjoittaminen on hyvin turhauttavaa. Kuitenkin kun siita tulee
rutiinin omaista, kirjoittamisprosessi voi my0s selkeyttdd ja kehittdd matemaattista
ajattelua.

Paras tapa hyodyntéi kielentimistd matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavien
oppilaiden kanssa on siis kdyttdd molempia kielentimisen muotoja ja pieniné osina

tuntia.
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6 Pohdintaa

Tutkimukseni on laadullinen tapaustutkimus, joten siini tutkitaan yksittdisten hen-
kiloiden toimintaa tutkimustilanteessa. Niin ollen tutkimustulokset voivat vaihdella
riippuen tutkimuksen otoksesta eli keitd henkiloitd tutkitaan. Osassa samankaltai-
sissa tutkimuksissa tutkimustulokset voivat kuitenkin olla hyvinkin samankaltaisia,
joten ne ovat osittain yleistettiavissa.

Tutkimustuloksiin vaikuttaa tutkimukseen valikoituneet oppilaat. Jokainen op-
pilas on yksild, joten tutkimustulokset voisivat olla hyvinkin erilaisia, jos tutkimus
toistettaisiin eri oppilailla. Toisille oppilaista kielentaminen sopii paremmin kuin toi-
sille. Sen lisdksi esimerkiksi oppilaan matemaattisen oppimisvaikeuden vaikeusaste
ja asenteet matematiikka kohtaan vaikuttavat tutkimustuloksiin. Useat tehdyista teh-
tavistd olivat myos paritehtivid, joten myos halukkuus tyoskennelld parin kanssa ja
valittu pari voi vaikuttaa tuloksiin.

Myos tutkijana olen itse osallistunut tuntien suunnitteluun seka haastatteluihin ja
olen tehnyt havaintoja ulkopuolisen nikokulmasta. Olen analysoinut tuntien tapah-
tumat peilaten omaan kokemukseeni seké teoriapohjaan. Toisille tutkijoille voi tulla
erilainen késitys tapahtumista seki he voivat nidhda asiat eri tavalla kuin mini. Kes-
kusteluita voidaan tulkita eri tavoin sekd tunnit ollaan voitu suunnitella eri tavalla.
Olen pyrkinyt tukemaan piaidtelmiéni esittdmdlld tunneilla tapahtuneita tilanteita ja
keskusteluita litteroituna.

Haastatteleminen oli myos vililld hankalaa. Oppilaiden oli hankala sisdistdd ki-
sitettd kielentdminen, joten sen kdyttamisti olisi pitdnyt valttdd haastattelutilanteissa.
Kuitenkin se oli hankalaa silld itse olen tottunut jo kdyttiméén sitd ja ymmarran mita
se tarkoittaa. Vililld oli my0s oltava tarkkana, ettei johdatellut oppilaita vaan, etti
antoi oppilaan itse kertoa oman mielipiteensa.

Kielentamisestid on hyotyd monille oppilaille, vaikka he itse kokevat sen ylimii-
rdisend tyond. Aluksi tyoskentelytavan muuttaminen on raskasta seké osittain tunte-
mattomien oppilaiden edessd puhuminen voi jannittdd. Ennen puhumaan tottumista
monella on pelko, ettd sanookin jotain védrin tai pari ei ymmarrid omaa selitystd. Jos
oppilaalla on vahva kokemus, ettei tdstd mitdédn tule, niin kestdd hetken, ettd siita
tunteesta pddsee eroon. Turvallinen ja hyviksyvi ilmapiiri on timén takia tirkeda

Suurin osa oppilaista koki kirjallisen kielentimisen luonnollisempana. Johtuuko

tdma vain totutusta toimintamallista vai siitd, ettd todellakin kirjallisesti kielentdessa
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oppilaat saivat jasennettyd paremmin ajatuksensa? Kirjoittaessa ei ollut jannitysta
daneen puhumisesta ja kirjoittamaansa sai muokata niin kauan kun se oikeasti kuvasi
sitd mitd ajatteli.

Osalla oppilaista asioiden prosessointi tapahtuu myos selvisti helpommin sisdisen
puheen avulla. Oppilas ddneen pohtiessaan jdsentdd ongelman itselleen luonnollisen
kielen avulla, muttei kuitenkaan mahdollisesti luo sellaisia lauserakenteita, ettd muut
voisi ymmairtdd ajatuksen kulun. Tdméa voi johtaa siihen, ettd selittiessd oppilas
kykenee jo ndkemiin ongelman ratkaisun. Voiko olla, ettd osa oppilaista alisuoriutuu
tamin takia yleisopetuksen luokassa, koska ei pddse pohtimaan asioita itsekseen
ddneen?

Pohdittavaksi jadkin mitd asioita tulee ottaa huomioon kielentédessa yleisopetuk-
sen luokassa niin, ettd matemaattisia oppimisvaikeuksia omaavat oppilaatkin hyo-
tyisivit siitd. Kielentiminen on hyvin hdirioherkkii. Isossa luokassa kaikkien oppi-
laiden samanaikainen suullinen kielentdminen voi aiheuttaa enemmaén haittaa kuin
hyotyd niille kenelle matematiikan osaaminen on heikkoa. Télloin kirjallinen kie-
lentiminen voisi auttaa, mutta tehtdvistd pitdisi tehdd sellaisia, ettd myos heikosti

motivoitunut jaksaa niihin panostaa.
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Liitteet

A Tutkimuslupa rehtorille

Arvoisa rehtori

Olen Tampereen yliopiston matematiikan aineenopettajaopiskelija ja teen télld hetkelld pro gradu -
tutkielmaani. Ty0sséni tulen tutkimaan matematiikan kielentdmistd seka kirjallisesti ettd suullisesti
laaja-alaisessa erityisopetuksessa. Kielentamiselld tarkoitetaan matemaattisen ajattelun ilmaisemista
oman luonnollisen kielen, matematiikan symbolikielen tai kuviokielen avulla ja sen tavoitteena on
syventdd oppilaan matemaattista ajattelua.

Lokakuussa 2019 tulisin  kerddmiddn aineistoa _ laaja-alaiseen

erityisopetukseen. Tutkimukseni on laadullinen tapaustutkimus. Oppilaat péddsevdt tekemddn
suunnittelemiani tehtévid erityisopettajan ohjauksessa. Tarkoituksena on tutkia kielentdmista
ylékoulun erityisopetuksessa, kehittdd tdhédn tarkoitukseen sopivaa oppimateriaalia sekd selvittdd
oppilaiden mielipiteitd omasta oppimisestaan. Opetustilanteiden taltiointi tapahtuu videokameran
avulla ja tutkimuksen aikana oppilaat osallistuvat haastatteluihini. Tutkimukseen on mahdollista
osallistua myds ilman videointia.

Tutkimukseen osallistuminen on vapaachtoista ja oppilaan nimea tai koulua ei tutkielmassa mainita.
Tutkimuksessa saatua aineistoa hyodynnetddn vain tdssd tutkimuksessa ja sitd kisitelldan
luottamuksellisesti. Aineisto tullaan hévittdmadn kahden kuukauden kuluttua tulosten
julkaisemisesta.

Pro gradu -tutkielmani ohjaajana toimii dosentti Jorma Joutsenlahti, _@-)

Toivon, ettd voisin suorittaa pro gradu -tutkielmani tutkimusosan koulussanne.

Ystavillisin terveisin

Katri Thurén
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B Tutkimuslupa oppilaiden huoltajille

Hei,

olen Tampereen yliopiston matematiikan aineenopettajaopiskelija ja teen tilld hetkelld pro gradu -
tutkielmaani. Tydsséni tulen tutkimaan matematiikan kielentdmisté seké kirjallisesti ettd suullisesti
laaja-alaisessa erityisopetuksessa. Kielentdmiselld tarkoitetaan matemaattisen ajattelun ilmaisemista
oman luonnollisen kielen, matematiikan symbolikielen tai kuviokielen avulla ja sen tavoitteena on
syventdd oppilaan matemaattista ajattelua.

Loka-marraskuussa 2019 kerdén aineistoa _ laaja-alaisessa erityisopetuksessa.
Tutkimukseni on laadullinen tapaustutkimus. Oppilaat padsevit tekemddn suunnittelemiani tehtavia
erityisopettajan ohjauksessa. Tarkoituksena on tutkia kielentdmistd ylédkoulun erityisopetuksessa,
kehittdéd tahdn tarkoitukseen sopivaa oppimateriaalia sekd selvittdd oppilaiden mielipiteitd omasta
oppimisestaan. Opetustilanteiden taltiointi tapahtuu videokameran avulla ja tutkimuksen aikana
oppilaat osallistuvat haastatteluihini. Tutkimukseen on mahdollista osallistua myds ilman videointia.

Tutkimukseen osallistuminen on vapaaehtoista ja oppilaan nimed tai koulua ei tutkielmassa mainita.
Tutkimuksessa saatua aineistoa hyodynnetddn vain tdssd tutkimuksessa ja sitd kisitellddn
luottamuksellisesti. Aineisto tullaan hévittdmdén kahden kuukauden kuluttua tulosten
julkaisemisesta.

Toivon, ettd nuorenne saisi osallistua tutkimukseeni ja pyydan Teité tdyttdmaén oheisen lupalapun.

Pro gradu -tutkielmani ohjaajana toimii dosentti Jorma Joutsenlahti, _@-)

Ystavallisin terveisin

Katri Thurén

I

Oppilaan nimi

Saa osallistua tutkimukseen |:| Annan luvan kuvaamiselle |:|

Ei saa osallistua tutkimukseen |:| En anna lupaa kuvaamiselle |:|

Huoltajan allekirjoitus
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C Alkuhaastattelu

Alkuhaastattelu

Nimi:

Vaittama @@@@

Olen hyva matematiikassa

Koen onnistuvani tekemaan matematiikan tehtavia tunnilla

Pidan ryhmatyoskentelysta

Pidan sanallisista tehtavista

Olen hyvé oppimaan uusia asioita

Olen hyva keksimaan ratkaisuja

Olen hyva laskemaan kirjan tehtavia

Koen pystyvani saamaan paremman arvosanan matematiikasta

Uskallan kysya jollen ymmarrd TAl Haluan ymmartaa matematiikkaa

Matematiikan opiskelu on mukavaa TAI Piddn matematiikasta

Mika matematiikassa on helppoa? Enta vaikeaa?

Matematiikan arvosana?

Pystytkd mielestasi oppimaan matematiikkaa?
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D Kisitteen miérittely ja sen kiyttaminen

Kasitteend yhtalo

Muodosta yhtalo, jossa on lauseke, joka siséltaad kertoimen, kirjainosan seka vakiotermin ja tuloksen.
Ratkaise tekemasi yhtalo sanallisesti. Taman jalkeen pyri esittamaan parillesi muodostamasi yhtalo
hyédyntamalld edelld olevia kasitteitd. Esim. jos muodostettu yhtédlé on 2s — 3 = 5 El tule sanoa "kirjoita
kaksi s plus viisi on yhta suuri kuin kolme” VAAN ”Kirjoita lauseke, jossa on kaksi termia ja jonka
kirjainosana on s, sen kertoimena luku kaksi seka vakiotermina luku miinus kolme. Tama lauseke on yhta
suuri kuin luku 5”. Taman jalkeen on parin vuoro ratkaista yhtalo ja kertoa sen jalkeen parille, miten sen

teki. Sitten sama toisin pain.
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E Yhtilopari

Mita numeroita hedelmat kuvaavat?

Ratkaise itse ja selitd parille, miten sait vastauksen.

SO - 3
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F Mika ratkaisussa on vaarin?

Mika ratkaisussa on vaarin?

Selitd omin sanoin mika ratkaisussa on vaarin. Taman jalkeen tee viereen oikea
ratkaisu.

Vaara ratkaisu Miksi ratkaisu on vaarin? = Oikea ratkaisu

x+4=12 |—4
x+4—-4=12
x=12

45 —-x =30 | — 45
x=30—-45
x=-15

[ ww
= Rw @8
|| Il

N DNW|IOO

X

~+5=8 |-5
X+5-5=8-5

> -

= [: 2

2 NI R

Il
N| W
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