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А. В. Куценко

Приводится обзор известных метрических свойств множества самодуальных бент- 
функций. Бент-функция называется самодуальной, если она совпадает со своей 
дуальной бент-функцией, и анти-самодуальной, если совпадает с отрицанием сво
ей дуальной. Приводится полный спектр расстояний Хэмминга между самоду- 
альными бент-функциями из класса Мэйорана — МакФарланда. Даются результа
ты, касающиеся характеризации булевых функций, находящихся на максимально 
возможном удалении от множества самодуальных бент-функций. Описаны груп
пы автоморфизмов множеств самодуальных и анти-самодуальных бент-функций 
от n переменных, автоморфизмы множества булевых функций от n переменных, 
которые меняют местами множества самодуальных и анти-самодуальных бент- 
функций, изометричные отображения, сохраняющие неизменным отношение Рэ
лея каждой булевой функции от n переменных. Даётся характеризация всех изо- 
метричных отображений, сохраняющих максимальную нелинейность и расстоя
ние Хэмминга между каждой бент-функций и дуальной к ней.

Ключевые слова: булева функция, самодуальная бент-функция, расстояние 
Хэмминга, изометричное отображение, метрическая регулярность, группа ав
томорфизмов, отношение Рэлея.

Через F2n обозначим линейное пространство всех двоичных векторов длины п над 
полем F2. Булевой функцией от п переменных называется отображение вида Fn F2.
Множество всех булевых функций от п переменных обозначается через Fn. Для каж- 

n
дой пары x,y Е Fn через (x,y) обозначим скалярное произведение ф xiyi. Весом Хэм- 

i=1
минга wt(x) вектора x Е F2n называется число его ненулевых координат. Расстояние 
Хэмминга между булевыми функциями f, g от п переменных — число двоичных векто
ров длины п, на которых эти функции принимают различные значения, обозначается 
dist(f, g). Преобразованием Уолша — АДамара булевой функции f от п переменных на
зывается целочисленная функция Wf : Fn Z, заданная равенством

Wf (y) = £ (—1)f(x)®w, y Е F™.
xe>n
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Булева функция f от чётного числа переменных n называется бент-функцией, если 
|Wf (y)| = 2n/2 для каждого y G Fn [1]. Для множества бент-функций от п перемен
ных используется обозначение Bn. Для каждой f G Bn однозначным образом из со
отношения Wf (y) = (—1)f'(y)2n/2 определяется Дуальная к ней бент-функция f G Bn. 
Бент-функция f называется самоДуальной (анти-самоДуальной), если f = f (соот
ветственно f = f ф 1). Множества самодуальных и анти-самодуальных бент-функций 
от n переменных обозначаются через SB+(n) и SB-(n) соответственно [2].

Открытой проблемой является полная характеризация и описание класса само- 
дуальных бент-функций. Этому и другим вопросам, связанным с самодуальными 
бент-функциями, посвящён ряд работ (C. Carlet, L. E. Danielson, M. G. Parker, P. Sole, 
X. Hou, T. Feulner, L. Sok, A. Wassermann и др.). В частности, в работе [3] приведена 
аффинная классификация самодуальных бент-функций от 2, 4, 6 переменных и всех 
квадратичных самодуальных бент-функций от 8 переменных относительно преобразо
вания, сохраняющего самодуальность. В [2] дана классификация всех квадратичных 
самодуальных бент-функций. Аффинную классификацию квадратичных и кубических 
самодуальных бент-функций от 8 переменных относительно преобразования, сохраня
ющего самодуальность, можно найти в [4]. Верхняя оценка количества самодуальных 
бент-функций приведена в [5]. В работах [6- 8] представлены конструкции самодуаль- 
ных бент-функций. Связь самодуальных кватернарных бент-функций и самодуальных 
булевых бент-функций отмечена в [9].

Согласно [10], назовём ортогональной группой порядка n над полем F2 группу

On = {L G GL (n, F2): LLT = In} ,

где LT — транспонирование L; In — единичная матрица порядка n над полем F2.
Далее представлены известные результаты, касающиеся метрических свойств са- 

модуальных бент-функций, опубликованные в работах [11 -16].

1. Самодуальные бент-функции Мэйорана — МакФарланда
Бент-функции от 2k переменных, представимые в виде

f (x,y) = (х,п(у))ф g(yL x,y G Fkk,

где n — перестановка на множестве Fk и g — булева функция от k переменных, об
разуют известный класс Мэйорана — МакФарланДа [17]. Данный класс имеет мощ
ность 2k! • 22.

Через SB+ (n) (SB- (n)) обозначим множество самодуальных (анти-самодуальных) 
бент-функций от п переменных из класса Мэйорана — МакФарланда. В работе [3] най
дены необходимые и достаточные условия самодуальности бент-функций из класса 
Мэйорана — МакФарланда, а именно: бент-функция f (x,y) Мэйорана — МакФарлан
да принадлежит множеству SB+ (2k) тогда и только тогда, когда

n(y) = L(y ф c) g(y) = (с,у)ф d y G Fkk,

где L G Ok; c G Fk; wt(c) —чётное число; d G Fn. Заметим, что |SBM(2k)| = 2k • |Ok|.
Всюду далее предполагаем, что п — чётное натуральное число. В [11] исследованы 

возможные расстояния Хэмминга между самодуальными бент-функциями из класса 
Мэйорана — МакФарланда.
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Теорема 1 [11]. Пусть п > 4 и f, g Е 8ВМ(п) U SBm (п), тогда

dist(f, g) Е {2n-1, 2n-1 (1 ± 1) , r = 0,1,..., п/2 — 1

Более того, если f, g Е SB+ (п) или f, g Е SB- (п), то все приведённые расстояния, 
кроме 2n-1, являются достижимыми. Для произвольной пары функций f Е SB+ (п) и 
g Е SB- (п) справедливо dist(f, g) = 2n-1.

Анализ приведённых расстояний позволяет вычислить минимальное расстояние 
Хэмминга между рассматриваемыми функциями.

Следствие 1. Пусть п 4, тогда минимальное расстояние Хэмминга между са- 
модуальными бент-функциями от п переменных из класса Мэйорана — МакФарланда 
равно 2n-2.

В силу того, что минимальное расстояние Хэмминга между квадратичными буле
выми функциями от п переменных (кодовыми словами кода Рида — Маллера RM(2, п)) 
не меньше чем 2n-2 [18], получаем следующее

Следствие 2. Пусть п 4, тогда минимальное расстояние Хэмминга между 
квадратичными булевыми функциями достижимо на самодуальных бент-функциях 
от п переменных из класса Мэйорана — МакФарланда.

2. Метрическая регулярность
Известно [19], что минимальное расстояние Хэмминга между бент-функциями от п 

переменных равно 2n/2. В работе [12] доказано, что при п 4 данное расстояние 
достижимо на множестве (анти-)самодуальных бент-функций.

Утверждение 1 [12]. Пусть п 4, тогда минимальное расстояние Хэмминга 
между (анти-)самодуальными бент-функциями от п переменных равно 2n/2.

Пусть A С Fn — произвольное множество и у Е Fn — произвольный двоичный 
вектор. Расстояние от вектора y до множества A определяется как dist(y, A) = 
= min dist(y, x). Радиусом покрытия множества A называется число d(A) = 

= max dist(y, A). Множество двоичных векторов, находящихся на расстоянии d(A) от 

множества A С F2n, называется метрическим дополнением множества A и обозначает

ся A [20]. Если A = A, то множество A называется метрически регулярным.
Рассматривая данные определения применительно к векторам значений булевых 

функций, можно определить радиус покрытия, метрическое дополнение и метриче
скую регулярность произвольного подмножества M С Fn [21].

В [3] доказано, что радиус покрытия множества SB+ (п) равен 2n-1. Следую
щее утверждение описывает метрическое дополнение множества самодуальных бент- 
функций.

Теорема 2 [12]. Пусть п 4, тогда булева функция от п переменных:
— является самодуальной бент-функцией в том и только в том случае, когда она 

находится на расстоянии 2n-1 от множества всех анти-самодуальных бент-функций 
от п переменных, то есть является элементом множества SB-^);

— является анти-самодуальной бент-функцией в том и только в том случае, когда она 
находится на расстоянии 2n-1 от множества всех самодуальных бент-функций от п 
переменных, то есть является элементом множества SB+^).
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В [22] доказано, что аффинными являются булевы функции, которые находятся 
на максимально возможном удалении от множества бент-функций, что влечёт дуаль
ность в определении аффинных функций и бент-функций. Таким образом, на осно
вании теоремы 2 можно говорить о том, что между множествами самодуальных и 
анти-самодуальных бент-функций от n 4 переменных существует метрическая Ду
альность.

На основании теоремы 2 (случай n = 2 рассмотрен отдельно) показано, что 
Следствие 3 [12].
1) Множество SB+(n) всех самодуальных бент-функций от n переменных является 

метрически регулярным.
2) Множество SB-(n) всех анти-самодуальных бент-функций от n переменных яв

ляется метрически регулярным.

3. Группа автоморфизмов
Отображение всех булевых функций от n переменных в себя называется изомет- 

ричным, если оно сохраняет расстояние Хэмминга между каждой парой булевых функ
ций от n переменных. Множество изометричных отображений множества всех булевых 
функций от n переменных в себя будем обозначать через In. Известно, что каждое та
кое отображение однозначно представляется в виде

f (x) —>f (п(х)) ф g(x)

где п — перестановка на множестве Fn; g — булева функция от n переменных [23]. Отоб
ражение такого вида обозначим через ^n,g G In. Известно, что каждое изометричное 
отображение множества всех булевых функций от чётного числа переменных n в се
бя, оставляющее множество Bn на месте, представимо в виде композиции аффинного 
преобразования координат и прибавления аффинной функции от n переменных [24].

Группой автоморфизмов фиксированного подмножества M С Fn называется груп
па элементов множества In, оставляющая множество M на месте; она обозначается 
Aut (M).

В [4] (см. также [3]) доказано, что отображение всех булевых функций от n пере
менных в себя, имеющее вид

f (x) —> f (L (x Ф c)) Ф (c, x) Ф d,

где L G On; c G Fn; wt(c) —чётное число; d G F2, сохраняет самодуальность бент- 
функции. Нетрудно видеть, что все отображения данного вида являются элементами 
множества In. Группа таких преобразований называется расширенной ортогональной 
группой и обозначается On [4, 25]. Известно, что On является подгруппой группы 
GL(n + 2, F2) [4].

В [2] отмечено, что отображение всех булевых функций от n переменных в себя, 
имеющее вид

f (x) —> f (x Ф c) Ф (c,x) ,
где c G Fn; wt(c) —нечётное число, определяет биекцию между множествами SB+(n) 
и SB-(n). Очевидно, что такое отображение сохраняет расстояние Хэмминга. Частный 
случай отображения данного вида — при c = (1,0, 0,..., 0) G Fn — ранее был расмотрен 
в [3], на основании чего был сделан вывод о том, что между множествами SB+(n) 
и SB-(n) существует взаимно однозначное соответствие.
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В [13] получено обобщение данных результатов в рамках класса изометричных 
отображений: доказано, что группы автоморфизмов множеств SB+(n) и SB-(n) сов
падают.

Теорема 3 [13]. При n > 4 справедливо Aut (SB+(n)) = Aut (SB-(n)).

Получен следующий критерий сохранения самодуальности.
Теорема 4 [13]. Пусть n 4, тогда изометричное отображение ^n,g является эле

ментом грппы Aut SB+(n) в том и только в том случае, когда для любых x, y € F2n 

справедливо
(n(x),y) ® g(x) = (x,n-1 (y)) ® g(n-1(y)).

С использованием этого критерия и теоремы 3 получено описание группы автомор
физмов множества (анти-)самодуальных бент-функций от n переменных.

Теорема 5 [13]. При n 4 справедливо

Aut (SB+(n)) = Aut (SB-(n)) = On.

Из этих результатов следует, что более общего подхода к классификации само- 
дуальных бент-функций на основе изометричных отображений, чем предложенный 
в [3, 4], не существует.

Применительно к биекциям между множествами SB+(n) и SB-(n) получен следу
ющий критерий.

Теорема 6 [13]. Пусть n 4, тогда изометричное отображение ^n,g определяет 
биекцию между множествами SB+(n) и SB-(n) в том и только в том случае, когда для 
любых x, y € F2n справедливо

(n(x),y) ® g(x) = (x,n-1(y)) ® g (n-1 (y)) ® 1.

С использованием данного критерия получена общая форма изметричных отобра
жений, определяющих биекцию между множествами SB+(n) и SB-(n).

Теорема 7 [13]. При n 4 изометричное отображение ^n,g € In определяет би
екцию между множествами SB+(n) и SB-(n), если и только если

n(x) = L (x ® c) , g(x) = (c, x) ® d, x € Fn,

где L € On; c € Fn; wt(c) — чётное число; d € F2.

Из теорем 5 и 7 следует, что чётность веса Хэмминга вектора c € F2n, фигуриру
ющего в описании расширенной ортогональной группы, является «переключателем» 
между изометричным отображением, сохраняющим (анти-)самодуальность, и изомет- 
ричным отображением, меняющим местами самодуальные и анти-самодуальные бент- 
функции.

4. Расстояние Хэмминга между бент-функций и дуальной к ней
Согласно [3, 25], отношением Рэлея (the Rayleigh quotient) Sf булевой функции f 

от n переменных называется число

Sf У (-1)f(x)®f(»)©<x>y) V (-1)f(y)wf(y).
x,y€®n
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Известно [3], что абсолютное значение Sf не превосходит 23n/2, при этом в слу
чае, когда п — чётное число, данная оценка достигается только на самодуальных бент- 
функциях +23n/2 и анти-самодуальных бент-функциях —23n/2 .

В [13] исследованы вопросы сохранения и смены знака отношения Рэлея каждой 
булевой функции от п переменых при изометричных преобразованиях.

Теорема 8 [13]. Пусть п 4, тогда изометричное отображение ^n,g G In сохра
няет отношение Рэлея каждой булевой функции от п переменных в том и только в том 
случае, когда ^n,g G Aut (^В+(п)).

Теорема 9 [13]. Пусть п 4, тогда изометричное отображение ^n,g G In меняет 
знак отношения Рэлея каждой булевой функции от п переменных в том и только в том 
случае, когда оно определяет биекцию между множествами SB 1 (■//) и SB-(7/).

Пусть f G Bn. Из соотношения
S

<МЛ/) = 2”—1 — _

следует, что отношение Рэлея полностью характеризует расстояние Хэмминга между 
бент-функцией f G Bn и дуальной к ней функцией f G Bn. Таким образом, на основе 
теорем 5 и 8 можно получить следующий результат.

Теорема 10 [13]. При п 4 изометричное отображение ^n,g G In оставляет мно
жество бент-функций от п переменных на месте и сохраняет расстояние Хэмминга 
между бент-функцией и дуальной к ней тогда и только тогда, когда

f (x) —> f (L (x ф c)) ф (c, x) ф d, x G Fn,

где L G On; c G Fn; wt(c) — чётное число; d G F2.
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КРИПТОГРАФИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ КОМПОЗИЦИЙ 
ВЕКТОРНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Е. С. Липатова

Рассматриваются три класса обратимых векторных булевых функций, таких, что 
каждая их координатная функция существенно зависит от заданного числа пере
менных. Приведены результаты экспериментального исследования криптографи
ческих свойств композиций функций из этих классов.

Ключевые слова: векторная булева функция, нелинейность, алгебраическая 
иммунность, дифференциальная равномерность.

Обозначим через Fn множество всех подстановок на F2n и будем рассматривать 
следующие подклассы функций из Fn:

1) Kn — функции, полученные из тождественной подстановки с помощью n неза
висимых транспозиций [1];




