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Αβστραχτ

Ιν τηισ παπερ ωε χονσιδερ εστιmατινγ τηε τιmινγ οφ α βρεακ ιν λεϖελ ανδ/ορ τρενδ
ωηεν τηε ορδερ οφ ιντεγρατιον ανδ αυτοχορρελατιον προπερτιεσ οφ τηε δατα αρε
υνκνοων. Φορ στατιοναρψ ιννοϖατιονσ, βρεακ ποιντ εστιmατιον ισ χοmmονλψ περ−
φορmεδ βψ mινιmιζινγ τηε συm οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ αχροσσ αλλ χανδιδατε βρεακ
ποιντσ, υσινγ α ρεγρεσσιον οφ τηε λεϖελσ οφ τηε σεριεσ ον τηε ασσυmεδ δετερmινιστιχ
χοmπονεντσ. Φορ υνιτ ροοτ προχεσσεσ, τηε οβϖιουσ mοδι�χατιον ισ το υσε α �ρστ
δι�ερενχεδ ϖερσιον οφ τηε ρεγρεσσιον, ωηιλε α φυρτηερ αλτερνατιϖε ιν α στατιοναρψ αυ−
τορεγρεσσιϖε σεττινγ ισ το χονσιδερ α ΓΛΣ−τψπε θυασι−δι�ερενχεδ ρεγρεσσιον. Γιϖεν
υνχερταιντψ οϖερ ωηιχη οφ τηεσε αππροαχηεσ το αδοπτ ιν πραχτιχε, ωε δεϖελοπ α
ηψβριδ βρεακ φραχτιον εστιmατορ τηατ σελεχτσ φροm τηε λεϖελσ−βασεδ εστιmατορ, τηε
�ρστ−δι�ερενχε−βασεδ εστιmατορ, ανδ α ρανγε οφ θυασι−δι�ερενχε−βασεδ εστιmατορσ,
αχχορδινγ το ωηιχη αχηιεϖεσ τηε γλοβαλ mινιmυm συm οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ. Wε
εσταβλιση τηε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ οφ τηε εστιmατορσ χονσιδερεδ, ανδ χοmπαρε
τηειρ περφορmανχε ιν πραχτιχαλλψ ρελεϖαντ σαmπλε σιζεσ υσινγ σιmυλατιον. Wε �νδ
τηατ τηε νεω ηψβριδ εστιmατορ ηασ δεσιραβλε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ ανδ περφορmσ
ϖερψ ωελλ ιν �νιτε σαmπλεσ, προϖιδινγ α ρελιαβλε αππροαχη το βρεακ δατε εστιmατιον
ωιτηουτ ρεθυιρινγ δεχισιονσ το βε mαδε ρεγαρδινγ τηε αυτοχορρελατιον προπερτιεσ
οφ τηε δατα.

Κεψωορδσ: Βρεακ ποιντ εστιmατιον; Βρεακ ιν λεϖελ; Βρεακ ιν τρενδ; Λοχαλ−το−ζερο
βρεακσ.

ϑΕΛ Χλασσι�χατιον: Χ22.



1 Ιντροδυχτιον

Τηε ρεχεντ λιτερατυρε ισ ρεπλετε ωιτη αναλψσισ φοχυσινγ ον στρυχτυραλ χηανγε ιν τηε τρενδ
φυνχτιον οφ α τιmε σεριεσ, mοτιϖατεδ βψ τηε αππαρεντ πρεϖαλενχε οφ βρεακσ ιν λεϖελ ανδ/ορ
τρενδ ιν mαχροεχονοmιχ τιmε σεριεσ; σεε, φορ εξαmπλε, Στοχκ ανδ Wατσον (1996, 1999,
2005) ανδ Περρον ανδ Ζηυ (2005). Χορρεχτ σπεχι�χατιον οφ α βρεακ ιν τηε δετερmινιστιχ
τρενδ πατη οφ α σεριεσ ισ ϖιταλ φορ mοδελλινγ, εστιmατιον ανδ φορεχαστινγ ε�ορτσ, ανδ ισ
χρυχιαλ φορ αχηιεϖινγ ρελιαβλε υνιτ ροοτ τεστ ινφερενχε (σεε, ιντερ αλια, Περρον (1989)).
Γιϖεν τηατ ιν mοστ mαχροεχονοmιχ σεριεσ, υνχερταιντψ αλσο εξιστσ ασ το ωηετηερ τηε
υνδερλψινγ στοχηαστιχ χοmπονεντ ισ βεστ mοδελλεδ βψ α στατιοναρψ (Ι(0)) ορ υνιτ ροοτ
(Ι(1)) προχεσσ, mυχη ρεχεντ ωορκ (ε.γ. Ηαρϖεψ ετ αλ. (2009, 2010), Περρον ανδ Ψαβυ
(2009), Σαψγ�νσοψ ανδ ςογελσανγ (2011) ανδ ςογελσανγ (1998)) ηασ βεεν διρεχτεδ ατ
τεστινγ φορ τηε πρεσενχε οφ στρυχτυραλ βρεακ(σ) ωηεν τηε τρυε ορδερ οφ ιντεγρατιον οφ τηε
σεριεσ ισ ασσυmεδ υνκνοων.
Οφ εθυαλ ιmπορτανχε το τηε πρεσενχε οφ α βρεακ ιν λεϖελ ανδ/ορ τρενδ ιν α σεριεσ ισ

τηε ρελατεδ ισσυε οφ τηε τιmινγ οφ τηε χηανγε, ανδ ιτ ισ τηε εστιmατιον οφ συχη βρεακ−
ποιντσ τηατ τηισ παπερ αδδρεσσεσ. Wηιλε α νυmβερ οφ mετηοδσ οφ βρεακ δατε εστιmατιον
ηαϖε βεεν προποσεδ ιν τηε λιτερατυρε, σελεχτιον οφ αν ε�χιεντ βρεακ φραχτιον εστιmατορ
ισ χοmπλιχατεδ βψ τηε αφορεmεντιονεδ φαχτ τηατ τηε ορδερ οφ ιντεγρατιον ισ τψπιχαλλψ
νοτ κνοων ωιτη χερταιντψ. Ιν τηε χοντεξτ οφ στατιοναρψ ιννοϖατιονσ, Βαι (1994) ανδ
Βαι ανδ Περρον (1998), ιντερ αλια, χονσιδερ χηοοσινγ τηε βρεακ δατε ωηιχη χορρεσπονδσ
το mινιmιζινγ τηε συm οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ, αχροσσ αλλ χανδιδατε βρεακ ποιντσ, φροm
α ρεγρεσσιον οφ τηε λεϖελ οφ τηε σεριεσ ον τηε αππροπριατε δετερmινιστιχ ρεγρεσσορσ. Ιν
α υνιτ ροοτ σεττινγ, α mορε ε�χιεντ αππροαχη ισ οβταινεδ βψ mινιmιζινγ τηε συm οφ
σθυαρεδ ρεσιδυαλσ φροm α �ρστ−δι�ερενχεδ ϖερσιον οφ τηε ρελεϖαντ ρεγρεσσιον; σεε Ηαρρισ
ετ αλ. (2009). Α φυρτηερ αλτερνατιϖε, αδοπτεδ βψ Χαρριον−ι−Σιλϖεστρε ετ αλ. (2009) ιν
αν ασσυmεδ λοχαλ−το−υνιτψ σεττινγ, ισ το αγαιν δατε τηε βρεακ αχχορδινγ το τηε mινι−
mυm ρεσιδυαλ συm σθυαρεσ, βυτ υσινγ α θυασι−δι�ερενχεδ ρεγρεσσιον. Πραχτιτιονερσ αρε
τηεν φαχεδ ωιτη χηοοσινγ βετωεεν α νυmβερ οφ χανδιδατε βρεακ φραχτιον εστιmατορσ,
ινεϖιταβλψ ωιτηουτ κνοωλεδγε οφ τηε υνδερλψινγ ιντεγρατιον προπερτιεσ οφ τηε σεριεσ.
Ιν τηισ παπερ ωε φοχυσ ον δεϖελοπινγ α mινιmυm συm οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ−βασεδ

βρεακ φραχτιον εστιmατορ τηατ περφορmσ ωελλ αχροσσ υνιτ ροοτ ανδ στατιοναρψ προχεσσεσ,
ανδ ιν τηε στατιοναρψ χασε, αχροσσ α ρανγε οφ σεριαλ χορρελατιον στρυχτυρεσ. Ιν χοmmον
ωιτη ρεχεντ λιτερατυρε ον τηισ τοπιχ, ε.γ. Περρον ανδ Ζηυ (2005) ανδ Ψανγ (2012), ωε
ϖιεω ουρ αναλψσισ ασ χοmπλεmενταρψ το mετηοδσ οφ βρεακ δετεχτιον, φορ τωο ρεασονσ.
Φιρστ, mανψ τεστινγ προχεδυρεσ εξπλιχιτλψ ρεθυιρε αν εστιmατεδ βρεακ δατε, ανδ τηε
ποωερ οφ συχη βρεακ δετεχτιον τεστσ ισ ινηερεντλψ λιmιτεδ βψ τηε αχχυραχψ οφ τηε δατινγ
προχεδυρε. Αν αχχυρατε δατινγ προχεδυρε ισ ωηατ τηισ παπερ προϖιδεσ, ηενχε ουρ προ−
ποσεδ εστιmατορ χουλδ φεεδ ιντο α νυmβερ οφ βρεακ δετεχτιον mετηοδσ. Σεχονδ, εϖεν
φορ βρεακ δετεχτιον προχεδυρεσ τηατ δο νοτ ρεθυιρε αν α πριορι βρεακ δατε εστιmατορ
(ε.γ. τηε εξπ−Wαλδ στατιστιχ προποσεδ βψ Περρον ανδ Ψαβυ, 2009), ιντερεστ στιλλ λιεσ ιν
τηε τιmινγ οφ τηε βρεακ σηουλδ ονε βε δετεχτεδ, τηερεφορε ουρ προποσεδ προχεδυρε ισ
εθυαλλψ ρελεϖαντ τηερε. Τηε ρελεϖανχε αλσο εξτενδσ το υνιτ ροοτ τεστινγ ιν τηε πρεσενχε
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οφ α βρεακ ατ αν υνκνοων τιmε.
Τηε ουτλινε οφ τηε παπερ ισ ασ φολλοωσ. Ιν σεχτιον 2, ωε βεγιν βψ εσταβλισηινγ,

υσινγ α λοχαλ−το−ζερο βρεακ mαγνιτυδε ασσυmπτιον, τηε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ οφ βρεακ
φραχτιον εστιmατορσ βασεδ ον βοτη θυασι−δι�ερενχεδ (ωηιχη ινχλυδεσ λεϖελσ ασ α σπεχιαλ
χασε) ανδ �ρστ−δι�ερενχεδ ρεγρεσσιονσ, ανδ χον�ρm τηατ τηε φορmερ ισ το βε πρεφερρεδ
φορ α στατιοναρψ σεριεσ, ανδ ιν γενεραλ τηε λαττερ φορ α υνιτ ροοτ προχεσσ. Ιν σεχτιον 3,
ωε τηεν δεϖελοπ α ηψβριδ εστιmατορ ωηιχη σελεχτσ βετωεεν τηε �ρστ−δι�ερενχεδ−βασεδ
εστιmατορ ανδ α ρανγε οφ θυασι−δι�ερενχεδ−βασεδ εστιmατορσ αχχορδινγ το ωηιχη αχηιεϖεσ
τηε γλοβαλ mινιmυm συm οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ. Τηε λαργε σαmπλε βεηαϖιουρ οφ τηε νεω
εστιmατορ ισ αλσο εσταβλισηεδ. Σεχτιον 4 δεmονστρατεσ τηρουγη α �νιτε σαmπλε Μοντε
Χαρλο αναλψσισ τηατ τηε ηψβριδ εστιmατορ περφορmσ εξτρεmελψ ωελλ αχροσσ α ωιδε ρανγε
οφ ποσσιβλε DΓΠσ, ουτπερφορmινγ εσταβλισηεδ βρεακ φραχτιον εστιmατορσ (ωηιχη περφορm
βαδλψ ουτσιδε οφ τηειρ ρεσπεχτιϖε ασσυmπτιονσ ρεγαρδινγ τηε ιντεγρατιον ορδερ οφ τηε
δατα). Τηε ηψβριδ εστιmατορ ισ σιmπλε το χοmπυτε, ανδ ισ φουνδ το χοmπρισε α ρελιαβλε
αππροαχη το βρεακ δατε εστιmατιον ωιτηουτ ρεθυιρινγ α πριορι δεχισιονσ το βε mαδε
ρεγαρδινγ τηε αυτοχορρελατιον προπερτιεσ οφ τηε δατα. Σεχτιον 5 χονχλυδεσ. Προοφσ οφ
τηε mαιν ρεσυλτσ αρε προϖιδεδ ιν τηε ονλινε Αππενδιξ το τηισ παπερ.
Ιν τηε φολλοωινγ, β:χ∋ δενοτεσ τηε ιντεγερ παρτ οφ ιτσ αργυmεντ, )∋ δενοτε ωεακ

χονϖεργενχε, ανδ 1(:) δενοτεσ τηε ινδιχατορ φυνχτιον.

2 Τηε mοδελ ανδ στανδαρδ βρεακ δατε εστιmατορσ

Wε χονσιδερ τηε φολλοωινγ mοδελ αλλοωινγ φορ α βρεακ ιν λεϖελ ανδ τρενδ

ψτ = �1 + �2τ+ 1DΥτ(�
�) + 2DΤτ(�

�) + υτ; τ = 1; :::; Τ; (1)

υτ = �υτ�1 + ∀τ; τ = 2; :::; Τ (2)

ωιτη υ1 = ∀1, ωηερε DΥτ(�
�) = 1(τ > β� �Τ χ) ανδ DΤτ(�

�) = 1(τ > β� �Τ χ)(τ � β� �Τ χ)
ωιτη β� �Τ χ τηε βρεακ ποιντ ωιτη ασσοχιατεδ βρεακ φραχτιον � � ανδ λεϖελ ανδ τρενδ
βρεακ mαγνιτυδεσ 1 ανδ 2, ρεσπεχτιϖελψ. Ηερε �

� ισ υνκνοων βυτ σατισ�εσ � � 2 �,
ωηερε � = [�Λ; �Υ ] ωιτη 0 < �Λ < �Υ < 1. Το mακε ουρ τηεορετιχαλ δεϖελοπmεντσ ασ
τρανσπαρεντ ασ ποσσιβλε, ωε ασσυmε τηατ τηε ιννοϖατιον προχεσσ φ∀τγ οφ (2) ισ αν ΙΙD
σεθυενχε ωιτη ϖαριανχε !2∀ ανδ �νιτε φουρτη mοmεντ. Τηε παρτιαλ συm προχεσσ οφ φ∀τγ
τηεν σατισ�εσ α φυνχτιοναλ χεντραλ λιmιτ τηεορεm [ΦΧΛΤ],

Τ�1=2
βΤρχ
Ξ

τ=1

∀τ ) !∀W (ρ)

ωηερε W (ρ) ισ α στανδαρδ Βροωνιαν mοτιον προχεσσ ον [0; 1].
Wε χονσιδερ τωο χασεσ φορ τηε ορδερ οφ ιντεγρατιον οφ τηε αυτορεγρεσσιϖε προχεσσ,

υτ. Τηε Ι(0) χασε φορ υτ ισ ρεπρεσεντεδ βψ σεττινγ ϕ�ϕ < 1 ιν (2). Ιν τηισ σιτυατιον τηε
λονγ ρυν ϖαριανχε οφ υτ ισ γιϖεν βψ !

2
υ = !

2
∀=(1 � �)

2. Ηερε ωε ωιλλ αλσο ασσυmε τηατ
1 = 1;Τ = �1Τ

�1=2 ανδ 2 = 2;Τ = �2Τ
�3=2. Τηε Τ�1=2 ανδ Τ�3=2 σχαλινγσ προϖιδε
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τηε αππροπριατε Πιτmαν δριφτσ φορ τηε ασψmπτοτιχ αναλψσισ οφ βρεακ δατε εστιmατορσ ιν
τηισ χασε. Τηε Ι(1) χασε φορ υτ ισ ρεπρεσεντεδ βψ σεττινγ � = 1 ιν (2). Ηερε ωε ασσυmε
1 = �1 ανδ 2 = 2;Τ = �2Τ

�1=2 ωηιχη αρε νοω τηε αππροπριατε σχαλινγσ.1 Φορ φυτυρε
βρεϖιτψ, τηε τωο χασεσ αρε συmmαριζεδ ασ φολλοωσ:

Ασσυmπτιον Ι(0): ϕ�ϕ < 1 ωιτη 1 = 1;Τ = �1Τ
�1=2 ανδ 2 = 2;Τ = �2Τ

�3=2.

Ασσυmπτιον Ι(1): � = 1 ωιτη 1 = �1 ανδ 2 = 2;Τ = �2Τ
�1=2.

Wε χονσιδερ εστιmατινγ � � βψ mινιmιζινγ τηε ρεσιδυαλ συm οφ σθυαρεσ φροm α θυασι−
δι�ερενχεδ ϖερσιον οφ (1), ι.ε.

⊥� �� = αργmιν
�2�

Σ(��; �)

ωηερε Σ(��; �) δενοτεσ τηε ρεσιδυαλ συm οφ σθυαρεσ φροm αν ΟΛΣ ρεγρεσσιον οφ ψ�� ον Ζ��;�
ωιτη

ψ�� = [ψ1; ψ2 � ��ψ1; :::; ψΤ � ��ψΤ�1]
0;

Ζ��;� = [ξ1;ξ2 � ��ξ1; :::;ξΤ � ��ξΤ�1]
0 ωιτη ξτ = [1; τ; DΥτ (�) ; DΤτ (�)]

0:

Ιφ � ωερε κνοων, στανδαρδ ΓΛΣ−βασεδ ε�χιενχψ χονσιδερατιονσ ωουλδ λεαδ υσ το σετ
�� = �. Φορ εξαmπλε, ιφ � = 0, ωε ωουλδ οβταιν ⊥� 0 φροm τηε λεϖελσ οφ ψτ ρεγρεσσιονσ ασ

⊥� 0 = αργmιν
�2�

Σ(0; �)

= αργmιν
�2�

Τ
Ξ

τ=1

φψτ � ⊥�1 � ⊥�2τ� ⊥1DΥτ(�)� ⊥2DΤτ(�)γ
2

ωηιλε ιφ � = 1, ωε ωουλδ οβταιν ⊥� 1 φροm τηε �ρστ δι�ερενχεσ οφ ψτ ρεγρεσσιονσ ασ

⊥� 1 = αργmιν
�2�

Σ(1; �)

= αργmιν
�2�

Τ
Ξ

τ=2

φ�ψτ � ⊥�2 � ⊥1Dτ(�)� ⊥2DΥτ(�)γ
2

ωιτη Dτ(�) = 1(τ = β�Τ χ+ 1).
2

Ιν πραχτιχε οφ χουρσε, τηε ϖαλυε οφ � ισ τψπιχαλλψ υνκνοων, σο ωε βεγιν βψ εσταβλισηινγ
τηε ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ οφ δι�ερεντ εστιmατορσ υνδερ βοτη Ι(0) ανδ Ι(1) σπεχι�χατιονσ.
Το τηισ ενδ, τηε νεξτ τωο τηεορεmσ δεταιλ τηε λαργε σαmπλε προπερτιεσ οφ ⊥� �� φορ αν
αρβιτραρψ �� ωηερε �1 < �� � 1.

1Νοτε τηατ τηε αππροπριατε ∴σχαλινγ∀ ον τηε λεϖελ βρεακ ιν τηε Ι(1) χασε ισ Ο(1), ανδ δι�ερσ φροm
τηε Ο(Τ 1=2) Πιτmαν δριφτ αππροπριατε ωηεν τεστινγ φορ τηε πρεσενχε οφ α λεϖελ βρεακ ιν αν Ι(1) προχεσσ.

2Ηερε τηε ΟΛΣ εστιmατορσ ⊥�1, ⊥�2, ⊥1 ανδ ⊥2 αρε υσεδ ιν α γενεριχ σενσε. Τηεψ αρε αλσο φυνχτιονσ
οφ � βυτ ωε συππρεσσ τηισ δεπενδενχε φορ νοτατιοναλ βρεϖιτψ.
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Τηεορεm 1 Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0),

(ι) φορ ϕ��ϕ < 1

⊥� �� ) αργ συπ
�2�
[Α(�01; �

0
2; �

�; �)�Β1(�)Χ(�
0
1; �

0
2; �

�)]0Β2(�)
�1[Α(�01; �

0
2; �

�; �)�Β1(�)Χ(�
0
1; �

0
2; �

�)]

� Λ0(�
0
1; �

0
2; �

�) (3)

ωηερε

Α(�01; �
0
2; �

�; �) =

�

�01Γ11(�
�; �) + �02Γ21(�

�; �) +W (1)�W (�)

�01Γ12(�
�; �) + �02Γ22(�

�; �) +
Ρ 1

�
(ρ � �)δW (ρ)

�

Β1(�) =

�

(1� �)(1� 3�) 6�(1� �)

�� (1� �)2 (1� �)2 (1 + 2�)

�

Β2(�) =

�

� (1� �) (1� 3� + 3� 2) � 2 (2� � 1) (1� �)2 =2

� 2 (2� � 1) (1� �)2 =2 � 3 (1� �)3 =3

�

Χ(�01; �
0
2; �

�) =

�

�01(1� �
�) + �02 (1� �

�)2 =2 +W (1)

�01(1� �
�2)=2 + �02 (1� �

�)2 (2 + � �)=6 +
Ρ 1

0
ρδW (ρ)

�

ωιτη �0ι = �ι=!υ ανδ

Γ11(�
�; �) =

�

1� � � � � �

1� � � � � � �

Γ21(�
�; �) =

�

(1� �) (1 + � � 2� �) =2 � � � �

(1� � �)2 =2 � � � �

Γ12(�
�; �) =

�

(1� �)2 =2 � � � �

(1� � �) (1 + � � � 2�) =2 � � � �

Γ22(�
�; �) =

�

(1� �)2 (2 + � � 3� �) =6 � � � �

(1� � �)2 (2 + � � � 3�) =6 � � � �
;

(ιι) φορ �� = 1
⊥� 1 ) αργ συπ

�2�
λιm
Τ!1

�υ2�Τ+1: (4)

Ρεmαρκ 1 Ιτ ισ σηοων βψ (3) τηατ ⊥� �� ηασ α λιmιτ διστριβυτιον ωηιχη ισ ινϖαριαντ το αλλ
ϕ��ϕ < 1; τηισ φολλοωσ ασ α χονσεθυενχε οφ τηε ασψmπτοτιχ εθυιϖαλενχε βετωεεν λεϖελσ ανδ
θυασι−δι�ερενχεδ ρεγρεσσιον εστιmατεσ ιν τηισ χοντεξτ (σεε Γρενανδερ ανδ Ροσενβλαττ,
1957). Ηοωεϖερ, τηε διστριβυτιον δοεσ δεπενδ ον � ϖια !υ ιν �

0
ι.

Ρεmαρκ 2 Τηε χορρεσπονδινγ λιmιτ (4) φορ ⊥� �� ωιτη �� = 1 χαν ονλψ βε ωριττεν ιν αν
ιmπλιχιτ φορm, βεχαυσε ιτ ονλψ δεπενδσ ον τηε τωο διστυρβανχεσ υ�Τ+1 ανδ υ�Τ ηενχε
νο ΦΧΛΤ ισ αππλιχαβλε. Τηε mορε περτινεντ φεατυρε ηερε, ηοωεϖερ, ισ τηατ (4) δοεσ
νοτ ινϖολϖε � �. Ηενχε, ⊥� 1 χαν νεϖερ βε χονσιδερεδ αν ε�εχτιϖε εστιmατορ οφ �

� υνδερ
Ασσυmπτιον Ι(0).
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Φιγυρε 1 προϖιδεσ ηιστογραmσ οφ τηε λιmιτ διστριβυτιον Λ0(�
0
1; �

0
2; �

�) φορ ϖαριουσ χοm−
βινατιονσ οφ νον−ζερο ϖαλυεσ οφ �1 ανδ �2 φορ τηε χασε οφ �

� = 0:5. Ηερε ωε σετ � = 0
ανδ !∀ = 1, συχη τηατ !υ = 1 ανδ ηενχε �

0
ι = �ι. Wε αππροξιmατε τηε λιmιτ φυνχτιοναλσ

βψ νορmαλιζεδ συmσ οφ 1,000 στεπσ υσινγ νορmαλ ΙΙD(0; 1) ρανδοm ϖαριατεσ. Ιν τηε
σιmυλατιονσ ηερε ανδ ιν τηε ρεmαινδερ οφ τηε παπερ ωε σετ � = [0:15; 0:85] ανδ εmπλοψ
10,000 Μοντε Χαρλο ρεπλιχατιονσ. Αλλ σιmυλατιονσ ωερε προγραmmεδ ιν Γαυσσ 9.0. Τηε
ρεσυλτσ αρε λαργελψ ασ ωε ωουλδ εξπεχτ; αχχυραχψ οφ ⊥� ��, ϕ��ϕ < 1 ασ αν εστιmατορ οφ �

�,
mεασυρεδ συβϕεχτιϖελψ, ιmπροϖεσ ωιτη ινχρεασινγ �1 ανδ/ορ �2. Wηεν �1 ισ ζερο, ⊥� ��,
ϕ��ϕ < 1 ηασ α βιmοδαλ ανδ (νεαρ) σψmmετριχ διστριβυτιον αρουνδ � � = 0:5, ανδ ωηεν
νειτηερ �1 ορ �2 αρε ζερο τηε διστριβυτιον ισ βιmοδαλ βυτ νοτ σψmmετριχ; βοτη τηεσε
προπερτιεσ αρε χονσιστεντ ωιτη τηε ρεσυλτσ δοχυmεντεδ βψ Περρον ανδ Ζηυ (2005) υνδερ
αν ασσυmπτιον οφ �ξεδ mαγνιτυδε (ασ οπποσεδ το λοχαλ−το−ζερο) βρεακσ.3

Τηεορεm 2 Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1),

(ι) φορ ϕ��ϕ < 1

⊥� �� ) αργ συπ
�2�
[ϑ(�002; �

�; �)�Β1(�)Κ(�
00
2; �

�)]0Β2(�)
�1[ϑ(�002; �

�; �)�Β1(�)Κ(�
00
2; �

�)] (5)

ωηερε �002 = �2=!∀ ανδ

ϑ(�002; �
�; �) =

∀

�002Γ21(�
�; �) +

Ρ 1

�
W (ρ)δρ

�002Γ22(�
�; �) +

Ρ 1

�
(ρ � �)W (ρ)δρ

#

Κ(�002; �
�) =

∀

�002 (1� �
�)2 =2 +

Ρ 1

0
W (ρ)δρ

�002 (1� �
�)2 (2 + � �)=6 +

Ρ 1

0
ρW (ρ)δρ

#

ωιτη Β1(�), Β2(�), Γ21(�
�; �) ανδ Γ22(�

�; �) ασ δε�νεδ ιν Τηεορεm 1,

(ιι) φορ �� = 1

⊥� 1 ) αργ συπ
�2�

�

�001Η1(�
�; �) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1=!∀

�002Η2(�
�; �) + �W (1)�W (�)

�0 �
1 0
0 � (1� �)

��1

�

�

�001Η1(�
�; �) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1=!∀

�002Η2(�
�; �) + �W (1)�W (�)

�

� Λ1(�
00
1; �

00
2; �

�) (6)

ωηερε �00ι = �ι=!∀ ανδ

Η1(�
�; �) =

�

0 � 6= � �

1 � = � �

Η2(�
�; �) =

�

� �(1� �) � � � �

�(1� � �) � � � �
:

3Wε δο νοτ εξπλορε τηε χονσεθυενχεσ οφ δι�ερεντ � ορ !∀ ηερε σινχε τηεσε ονλψ ε�εχτ τηε ϖαλυεσ οφ
τηε �0ι. Τηερεφορε, τηε σαmε ε�εχτ χουλδ αλωαψσ βε οβταινεδ βψ mαινταινινγ � = 0 ανδ !∀ = 1 ανδ
σιmπλψ αλτερινγ τηε �ι αππροπριατελψ.
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Ρεmαρκ 3 Ιτ ισ σηοων βψ (5) τηατ ⊥� �� ηασ α λιmιτ διστριβυτιον ωηιχη ισ ινϖαριαντ το
αλλ ϕ��ϕ < 1. Τηε mορε περτινεντ φεατυρε ηερε, ηοωεϖερ, ισ τηατ (5) δοεσ νοτ ινϖολϖε �1.
Ηενχε, ⊥� �� ωιτη ϕ��ϕ < 1 χαννοτ βε υσεδ το δετεχτ λεϖελ βρεακσ υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1).
Αλσο, τηε λιmιτ εξπρεσσιον (5) ισ ϖερψ σιmιλαρ ιν στρυχτυρε το τηατ οφ (3) − ιτ ισ οβταινεδ
φροm (3) βψ ρεπλαχινγ δW (ρ) ωιτη W (ρ) ανδ σεττινγ �01 = 0, �

0
2 = �

00
2. Ιν χοντραστ, ασ

ωουλδ βε εξπεχτεδ γιϖεν ιτσ αππροπριατενεσσ υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1), τηε λιmιτ οφ ⊥� 1
ινϖολϖεσ βοτη �1 ανδ �2.

Φιγυρε 2 προϖιδεσ ηιστογραmσ οφ τηε λιmιτ διστριβυτιον Λ1(�
00
1; �

00
2; �

�) φορ ϖαριουσ νον−
ζερο ϖαλυεσ οφ �1 ανδ �2 ωηεν �

� = 0:5. Αγαιν !∀ = 1, σο τηατ �
00
ι = �ι. Ονχε mορε ωε

οβσερϖε τηε αχχυραχψ οφ ⊥� 1 ιmπροϖινγ ωιτη ινχρεασινγ �1 ανδ/ορ �2. Φιγυρε 3 γιϖεσ τηε
χορρεσπονδινγ ηιστογραmσ φορ ⊥� ��, ϕ��ϕ < 1; νοτε τηατ Φιγυρεσ 3(α) ανδ 3(β) αρε ιδεντιχαλ,
σινχε �2 = 0 ηερε ανδ τηε λιmιτ δοεσ νοτ δεπενδ ον �1 (σεε Ρεmαρκ 3). Φορ νον−
ζερο τρενδ βρεακ mαγνιτυδεσ, ⊥� ��, ϕ��ϕ < 1 δετεχτσ τηε βρεακ ωιτη ινχρεασινγ αχχυραχψ
ασ �2 ρισεσ, βυτ α χοmπαρισον ωιτη τηε χορρεσπονδινγ ηιστογραmσ φορ ⊥� 1 ιν Φιγυρε 2
σηοωσ τηατ ωηιλε ιτ ισ χοmπετιτιϖε φορ �2 = 5 (αλτηουγη νειτηερ εστιmατορ χουλδ βε
χονσιδερεδ ανψωαψ δεχεντ ηερε), ιτ ισ χλεαρλψ ινφεριορ το ⊥� 1 φορ �2 = 15. Ιν ρελατεδ
ωορκ, Ψανγ (2012) χονσιδερσ τηε ρελατιϖε περφορmανχε οφ λεϖελσ− ανδ �ρστ−δι�ερενχεδ−
βασεδ εστιmατορσ φορ α mοδελ ωιτη υνιτ ροοτ ερρορσ ανδ α λοχαλ βρεακ ιν τρενδ ονλψ,
σηοωινγ τηατ τηε λεϖελσ εστιmατορ χαν ουτπερφορm τηε �ρστ−δι�ερενχεδ εστιmατορ φορ
ϖερψ σmαλλ βρεακσ. Ηοωεϖερ, φορ συχη σmαλλ βρεακ mαγνιτυδεσ ιν τηισ ρεγιον, βοτη
βρεακ ποιντ εστιmατορσ δισπλαψ ϖερψ ποορ αχχυραχψ (χφ. Φιγυρεσ 2(χ) ανδ 3(χ)), σο τηε
ρελατιϖε δι�ερενχεσ ηερε αρε οφ λιmιτεδ πραχτιχαλ ιmπορτανχε.

3 Α ηψβριδ βρεακ δατε εστιmατορ

Τηε αβοϖε ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ συγγεστ, φαιρλψ υναmβιγυουσλψ, τηατ ιν χονστρυχτινγ ⊥� ��,
ωε σηουλδ χηοοσε σοmε ϕ��ϕ < 1 ιφ ϕ�ϕ < 1, ανδ χηοοσε �� = 1 ιφ � = 1. Τηισ φολλοωσ σινχε
⊥� 1 χαννοτ βε χονσιδερεδ α συιταβλε εστιmατορ οφ τηε βρεακ φραχτιον υνδερ Ασσυmπτιον
Ι(0), ανδ ⊥� ��, ϕ��ϕ < 1 ισ ε�εχτιϖελψ ουτπερφορmεδ βψ ⊥� 1 υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1). Ηοωεϖερ,
γιϖεν τηατ ωε χονσιδερ τηε τρυε ϖαλυε οφ � το βε υνκνοων ιν πραχτιχε, ωε νοω χονσιδερ
δεϖελοπινγ α ηψβριδ βρεακ φραχτιον εστιmατορ τηατ σελεχτσ βετωεεν τηε ⊥� ��, ϕ��ϕ < 1 ανδ
⊥� 1 ποσσιβιλιτιεσ δεπενδινγ ον τηε σαmπλε∋σ προπερτιεσ. Το βεγιν, ιφ ωε χονσιδερ ϕυστ τωο
ποσσιβλε ϖαλυεσ φορ ��: �� = �0 ωηερε ϕ�0ϕ < 1, ανδ �� = 1, ι.ε. ⊥� �0 ανδ ⊥� 1 αρε τηε ονλψ
ποσσιβλε εστιmατορσ οφ � �, τηεν ωε mιγητ χονσιδερ σελεχτινγ βετωεεν ⊥� �0 ορ ⊥� 1 αχχορδινγ
το ωηιχη χορρεσπονδσ το τηε λοωεστ ρεσιδυαλ συm οφ σθυαρεσ, ι.ε. χηοοσε

⊥� �0 ιφ mιν�2� Σ(�
0; �) < mιν�2� Σ(1; �)

⊥� 1 ιφ mιν�2� Σ(�
0; �) > mιν�2� Σ(1; �)

:

Ανοτηερ ωαψ οφ ωριτινγ τηισ ισ το δε�νε τηε ηψβριδ εστιmατορ

⊥�D2 = αργ mιν
�2�;��2D2

Σ(��; �)
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ωηερε D2 = φ�
0; 1γ.4

Το εξαmινε τηε ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ οφ τηισ ηψβριδ εστιmατορ ⊥�D2 , ωε �ρστ εσταβλιση
τηε λιmιτινγ προπερτιεσ οφ Σ(��; �) υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0) ανδ Ασσυmπτιον Ι(1).

Τηεορεm 3 Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0), φορ ϕ��ϕ < 1 ανδ �� = 1

Τ�1Σ(��; �))
!2∀

1� �2
(1 + ��2 � 2���)

φορ αλλ � .

Τηεορεm 4 Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1),

(ι) φορ ϕ��ϕ < 1
Τ�2Σ(��; �)) Θ(��; !2∀; �

00
2; � ; �

�)

ωηερε Θ(:) ισ σοmε νον−δεγενερατε διστριβυτιον φορ αλλ � ,5

(ιι) φορ �� = 1
Τ�1Σ(1; �)) !2∀

φορ αλλ � .

Ιφ ωε �ρστ χονσιδερ βεηαϖιουρ υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1), ωηερε � = 1, ιτ φολλοωσ φροm
Τηεορεm 4 τηατ Τ�2Σ(�0; �) χονϖεργεσ το α διστριβυτιον ωηιλε Τ�1Σ(1; �) χονϖεργεσ το
!2∀ φορ αλλ � . Ασψmπτοτιχαλλψ τηεν, mιν�2� Σ(�

0; �) > mιν�2� Σ(1; �) > 0. Νεξτ, υνδερ
Ασσυmπτιον Ι(0), ωηερε ϕ�ϕ < 1, Τηεορεm 3 ιmπλιεσ τηατ

Τ�1Σ(�0; �)� Τ�1Σ(1; �) )
!2∀

1� �2
φ(1 + �02 � 2�0�)� 2(1� �)γ

=
!2∀

1� �2
(1� �0) (2�� �0 � 1)

φορ αλλ � . Σινχε 1� �0 > 0 ηερε, ιτ φολλοωσ τηατ, ασψmπτοτιχαλλψ,

mιν�2� Σ(�
0; �) < mιν�2� Σ(1; �) ιφ � < (�0 + 1)=2

mιν�2� Σ(�
0; �) > mιν�2� Σ(1; �) ιφ � > (�0 + 1)=2

: (7)

Χονσεθυεντλψ, ωε �νδ τηατ ⊥�D2 = ⊥� 1 ασψmπτοτιχαλλψ ιφ � = 1 ωηιχη ισ ασ ωε ωουλδ
δεσιρε. Φορ ϕ�ϕ < 1, (7) σηοωσ υσ τηατ ⊥�D2 = ⊥� �0 , τηε δεσιρεδ ουτχοmε, υνλεσσ � > �

0 ανδ
� ισ χλοσερ το 1 τηαν ιτ ισ το �0, ιν ωηιχη χασε ⊥�D2 = ⊥� 1 ωηιχη ισ τηε ινε�εχτιϖε εστιmατορ
ιν τηε Ι(0) χασε. Βψ ωαψ οφ αν εξαmπλε, συπποσε ϕ�ϕ < 1 ανδ ωε σετ �0 = 0 (σο τηατ ⊥�D2
σελεχτσ βετωεεν τηε λεϖελσ− ανδ τηε �ρστ δι�ερενχεσ−βασεδ εστιmατορσ ⊥� 0 ανδ ⊥� 1); ωε �νδ
τηατ ⊥�D2 = ⊥� 1 (τηε ινε�εχτιϖε εστιmατορ) ιν τηε ρεγιον � > 0:5. Ιφ ον τηε οτηερ ηανδ

4Τηατ ισ, D2 ισ α δισχρετε σετ χονσιστινγ οφ τηε τωο ελεmεντσ �
0 ανδ 1.

5Τηε πρεχισε φορm οφ Θ(:) χαν εασιλψ βε εσταβλισηεδ φροm τηε ρεσυλτσ ιν τηε Αππενδιξ; ωε οmιτ τηε
δεταιλσ ηερε σινχε ιτ ισ ονλψ τηε ορδερ οφ Σ(��; �) τηατ προϖεσ ιmπορταντ φορ ουρ πυρποσεσ.
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ωε χηοοσε �0 = 0:9, ωε �νδ τηατ ⊥�D2 = ⊥� 1 νοω ονλψ ιν τηε ρεγιον � > 0:95. Πυρελψ
ασψmπτοτιχ χονσιδερατιονσ ωουλδ τηερεφορε ινδιχατε τηατ τηε προβλεm ρεγιον ασσοχιατεδ
ωιτη ϕ�ϕ < 1 χαν βε mαδε αρβιτραριλψ σmαλλ βψ σεττινγ �0 = 1� �, ωηερε � > 0 ισ mαδε
αρβιτραριλψ χλοσε το 0, τηερεβψ ρεδυχινγ τηε προβλεm ρεγιον το � > 1� �=2.
Νοτωιτηστανδινγ ουρ ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0), ιν �νιτε σαmπλεσ

τηε χηοιχε οφ �0 ωιλλ ηαϖε α σιγνι�χαντ ινυενχε οφ τηε βεηαϖιουρ οφ ⊥�D2 εϖεν ωηεν τηε
χονδιτιον � < (�0 + 1)=2 ισ σατισ�εδ. Τηερεφορε, φροm α �νιτε σαmπλε (ι.ε. εmπιριχαλ)
περσπεχτιϖε τηε ιδεα οφ σεττινγ �0 = 1� � ισ υνλικελψ το προϖε αν αττραχτιϖε προποσιτιον
υνλεσσ � ισ αχτυαλλψ ϖερψ χλοσε το 1, δεσπιτε ιτσ ασψmπτοτιχ αππεαλ.
Ασ νοτεδ αβοϖε, ε�χιενχψ χονσιδερατιονσ συγγεστ ωε σηουλδ (ινφεασιβλψ) αλωαψσ σετ

�� = �. Ασ α στεπ ιν τηισ διρεχτιον ωε χονσιδερ γενεραλιζινγ τηε ηψβριδ εστιmατορ βψ
ατ λεαστ αλλοωινγ �� το χοϖερ α συβσετ οφ ποσσιβλε ϖαλυεσ φορ �, ρεπλαχινγ τηε 2 ελεmεντ
σετ D2 ωιτη τηε m ελεmεντ σετ Dm = φ�

0
1; �

0
2; :::; �

0
m�1; 1γ ωηερε ϕ�

0
ιϕ < 1 φορ αλλ ι ανδ,

ωιτηουτ λοσσ οφ γενεραλιτψ, �1 < �01 < �
0
2 < ::: < �

0
m�1 < 1. Τηερεφορε, ωε νοω χονσιδερ

τηε φολλοωινγ ηψβριδ (πσευδο ΓΛΣ) εστιmατορ

⊥�Dm = αργ mιν
�2�;��2Dm

Σ(��; �) (8)

Νοτε τηατ ⊥�Dm χουλδ εθυιϖαλεντλψ βε δε�νεδ ασ χηοοσινγ ονε οφ ⊥� �0
1
; ⊥� �0

2
; :::; ⊥� �0m�1 ; ⊥� 1

αχχορδινγ το ωηιχη οφ τηεσε εστιmατορσ αχηιεϖεσ τηε σmαλλεστ ρεσιδυαλ συm οφ σθυαρεσ.
Τηε νεξτ Χορολλαρψ ισ α υσεφυλ ινιτιαλ στεπ ιν εξπλαινινγ τηε λιmιτ βεηαϖιουρ οφ ⊥�Dm .

Χορολλαρψ 5

(ι) Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0),

αργ mιν
��2Dm

Σ(��; �))

8

>

>

<

>

>

:

�01 ιφ � < �01
αργmιν��2D0

m
ϕ��� �ϕ ιφ �01 � � � �

0
m�1

�0m�1 ιφ �0m�1 < � < (�
0
m�1 + 1)=2

1 ιφ � > (�0m�1 + 1)=2

φορ αλλ � .

(ιι) Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1),

αργ mιν
��2Dm

Σ(��; �)) 1

φορ αλλ � .

Παρτ (ιι) φολλοωσ διρεχτλψ φροm Τηεορεm 4, σινχε Τ�1Σ(��; �) διϖεργεσ το +1 ιν Τ
υνλεσσ �� = 1. Παρτ (ι) φολλοωσ φροm Τηεορεm 3 σινχε ωε ηαϖε

αργ mιν
��2Dm

Σ(��; �) = αργ mιν
��2Dm

Τ�1Σ(��; �)

) αργ mιν
��2Dm

!2∀
1� �2

(1 + ��2 � 2���)

= αργ mιν
��2Dm

��2 � 2���:

8



Νοω
δ(��2 � 2���)

δ��
= 2(��� �)

ανδ σο αργmιν��2Dm Σ(��; �) ) αργmιν��2Dm ϕ��� �ϕ. Wηεν � < �
0
1, χλεαρλψ αργmιν��2Dm

ϕ��� �ϕ = �01. Αλσο, ωηεν �
0
1 � � � �

0
m�1, αργmιν��2Dm ϕ��� �ϕ = αργmιν��2D0

m
ϕ��� �ϕ.6

Φορ � > �0m�1, αργmιν��2Dm ϕ��� �ϕ = �0m�1 υνλεσσ � > (�0m�1 + 1)=2 ιν ωηιχη χασε
αργmιν��2Dm ϕ��� �ϕ = 1. Νοτιχε τηατ τηισ χονδιτιον χοινχιδεσ ωιτη τηατ ιν τηε σεχονδ
παρτ οφ (7) (ον ρεπλαχινγ �0 ωιτη �0m�1). Ιντυιτιϖελψ, ιν τηε λιmιτ, αργmιν��2Dm Σ(��; �) ισ
αλωαψσ τηε ελεmεντ οφ Dm χλοσεστ το τηε τρυε ϖαλυε οφ �.
Τηε ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ οφ ⊥�Dm χαν νοω βε εσταβλισηεδ υνδερ βοτη Ασσυmπτιον

Ι(0) ανδ Ασσυmπτιον Ι(1).

Χορολλαρψ 6

(ι) Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0),

⊥�Dm )

�

αργ συπ�2� λιmΤ!1�υ
2
�Τ+1 ιφ � > (�0m�1 + 1)=2

Λ0(�
0
1; �

0
2; �

�) οτηερωισε
:

(ιι) Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1),

⊥�Dm ) Λ1(�
00
1; �

00
2; �

�):

Φορ παρτ (ιι), Χορολλαρψ 5 (ιι) ιmπλιεσ τηατ, ασψmπτοτιχαλλψ, αργmιν�2�;��2Dm Σ(��; �) =
αργmιν�2� Σ(1; �) ωηιχη ηασ τηε λιmιτ διστριβυτιον Λ1(�

00
1; �

00
2; �

�) οφ Τηεορεm 2 (ιι). Παρτ
(ι) φολλοωσ φροm Χορολλαρψ 5 (ι). Υσινγ τηε �ναλ λιmιτ οφ Χορολλαρψ 5 (ι) ωε �νδ τηατ ωηεν
� > (�0m�1 + 1)=2 τηεν, ασψmπτοτιχαλλψ, αργmιν�2�;��2Dm Σ(��; �) = αργmιν�2� Σ(1; �)
ωηιχη ηασ τηε λιmιτ γιϖεν ιν (4). Οτηερωισε, υσινγ τηε �ρστ τηρεε λιmιτσ οφ Χορολλαρψ
5 (ι) ωε �νδ τηατ, ασψmπτοτιχαλλψ, αργmιν�2�;��2Dm Σ(��; �) = αργmιν�2� Σ(η; �) ωηερε
η ισ σοmε ελεmεντ οφ φ�01; �

0
2; :::; �

0
m�1γ. Σινχε ϕηϕ < 1 τηε λιmιτ διστριβυτιον ισ τηεν

Λ0(�
0
1; �

0
2; �

�) οφ Τηεορεm 1 (ι).
Wε �νδ, τηερεφορε, τηατ υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1), τηε ηψβριδ εστιmατορ ⊥�Dm ηασ τηε

σαmε λιmιτ βεηαϖιουρ ασ ⊥� 1, ασ ωε ωουλδ ωιση, ωηιλε υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0), ιτ ηασ
τηε σαmε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ ασ ⊥� ��, ϕ��ϕ < 1, αγαιν ασ δεσιρεδ, υνλεσσ � ηαππενσ το
λιε ιν τηε προβλεm ρεγιον � > (�0m�1 + 1)=2. Τηε ηψβριδ εστιmατορ τηερεφορε ηασ α
χλεαρ ασψmπτοτιχ αππεαλ, παρτιχυλαρλψ ιφ ονε mακεσ τηε ϕυδιχιουσ χηοιχε οφ σεττινγ �0m�1
ϖερψ χλοσε το 1. Ιν τηε νεξτ σεχτιον, ωε εξαmινε τηε βεηαϖιουρ οφ ⊥�Dm ιν σαmπλεσ οφ
πραχτιχαλλψ ρελεϖαντ σιζε.
Φιναλλψ, ουρ ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ ιmπλψ τηατ ⊥�Dm ηασ τηε σαmε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ

ασ τηε φολλοωινγ σεθυεντιαλ βρεακ φραχτιον εστιmατορ: ιν τηε �ρστ στεπ, mινιmιζε Σ(��; �)

6Νοτιχε τηατ ιφ ιτ ηαππενσ το βε τηε χασε τηατ � 2 Dm τηεν αργmιν
��2D0

m

ϕ��� �ϕ = � (ατ ωηιχη

ποιντ τηε λιmιτ οφ Τ�1Σ(��; �) ισ !2∀).
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αχροσσ Dm φορ ανψ σινγλε ϖαλυε οφ � 2 �, ιν τηε σεχονδ στεπ, mινιmιζε Σ(��; �) αχροσσ
� ιmποσινγ τηε ϖαλυε οφ �� οβταινεδ φροm τηε �ρστ στεπ. Συχη α σεθυεντιαλ αππροαχη,
ωηιλε ασψmπτοτιχαλλψ ϖαλιδ, ισ λικελψ το περφορm ρατηερ ποορλψ ιν �νιτε σαmπλεσ, σινχε
ιτ ισ εντιρελψ ποσσιβλε τηατ τωο δι�ερεντ χηοιχεσ φορ � ιν τηε ινιτιαλ mινιmιζατιον ωιλλ
λεαδ το τωο δι�ερεντ �� ανδ, χονσεθυεντλψ, τωο δι�ερεντ βρεακ φραχτιον εστιmατεσ. Wε
τηερεφορε δο νοτ αδϖοχατε υσε οφ τηισ τωο στεπ αππροαχη, ινστεαδ ρεχοmmενδινγ ⊥�Dm
ασ δε�νεδ ιν (8).

4 Φινιτε σαmπλε περφορmανχε

Ιν τηισ σεχτιον ωε χοmπαρε τηε �νιτε σαmπλε περφορmανχε οφ τηε ηψβριδ εστιmατορ ⊥�Dm
ωιτη τηε λεϖελσ− ανδ �ρστ−δι�ερενχε−βασεδ εστιmατορσ ⊥� 0 ανδ ⊥� 1. Τηε σιmυλατιον DΓΠ ισ
(1) ανδ (2), ωιτη υ1 = ∀1, ∀τ � ΝΙΙD(0; 1) ανδ �1 = �2 = 0 (ωιτηουτ λοσσ οφ γενεραλιτψ).
Ασ ιν τηε ασψmπτοτιχ σιmυλατιονσ, ωε υσε � � = 0:5. Φορ χασεσ ωηερε υτ ισ Ι(0), ωε σετ
1 = �1Τ

�1=2, 2 = �2Τ
�3=2 ωιτη �1 = φ0; 10; 20; 30γ ανδ �2 = φ0; 250; 500; 750γ; ωηερε

υτ ισ Ι(1), ωε σετ 1 = �1, 2 = �2Τ
�1=2 ωιτη �1 = φ0; 1; 2; 3γ ανδ �2 = φ0; 5; 10; 15γ.

Τηε χοmβινατιον �1 = �2 = 0 ισ προϖιδεδ ασ α νο−βρεακ ποιντ οφ ρεφερενχε. Wε χονσιδερ
τηε σαmπλε σιζεσ Τ = 150 ανδ Τ = 300 ανδ α ρανγε οφ ϖαλυεσ οφ �.
Α χηοιχε mυστ βε mαδε ρεγαρδινγ Dm. Ηερε ωε σετ Dm = φ0; 0:2; 0:4; 0:6; 0:8; 0:9;

0:95; 0:975; 1γ. Τηισ χηοιχε ισ mοτιϖατεδ βψ τωο εmπιριχαλ οβσερϖατιονσ ρεγαρδινγ εχο−
νοmιχ τιmε σεριεσ. Τηε �ρστ ισ τηατ σεριαλ χορρελατιον ισ νοτ υσυαλλψ φουνδ το βε νεγατιϖε,
σο τηατ ωε εξχλυδε νεγατιϖε ϖαλυεσ οφ ��. Τηε σεχονδ ισ τηατ τηε σεριαλ χορρελατιον ισ οφτεν
φουνδ το βε ϖερψ στρονγλψ ποσιτιϖε (ασ εξεmπλι�εδ βψ τηε ονγοινγ Ι(0)/Ι(1) δεβατε), σο
ωε ινχλυδε σοmε λαργε ϖαλυεσ οφ �� < 1 ασ ωελλ ασ �� = 1; mορεοϖερ, ινχλυσιον οφ τηε
ϖαλυε 0:975 χον�νεσ τηε προβλεm ρεγιον δισχυσσεδ αβοϖε το τηε σmαλλ ιντερϖαλ ρεγιον
0:9875 < � < 1.
Φορ φυρτηερ χοmπαρισον, ωε αλσο εξαmινε αν ΑΡ(1)−βασεδ εστιmατορ οφ � �. Τηισ ισ

χαλχυλατεδ φροm mινιmιζινγ τηε ρεσιδυαλ συm οφ σθυαρεσ φροm τηε �ττεδ ΟΛΣ ρεγρεσσιον

ψτ = �1 + �2τ+ �ψτ�1 + �1Dτ(�) + �2DΥτ(�) + �3DΤτ(�) + ετ; τ = 2; :::; Τ;

αχροσσ � . Ηερε τηε ονε−τιmε δυmmψ ϖαριαβλε Dτ(�) ισ ινχλυδεδ το ιδεντιφψ α λεϖελ βρεακ
ιν τηε Ι(1) χασε (χορρεσπονδινγ ηερε το � = 1). Wε δενοτε τηισ εστιmατορ ασ ⊥�ΑΡ.
Wιτη φουρ δι�ερεντ βρεακ φραχτιον εστιmατορσ, σιξτεεν χοmβινατιονσ οφ βρεακ mαγ−

νιτυδε ανδ τωο σαmπλε σιζεσ, ιτ ισ νοτ πραχτιχαλ το σηοω φυλλ ηιστογραmσ αχροσσ δι�ερεντ
ϖαλυεσ οφ �. Ινστεαδ, ιν Ταβλεσ 1−5, ωε σιmπλψ προϖιδε τηε εmπιριχαλ προβαβιλιτψ τηατ
εαχη εστιmατορ λιεσ ιν τηε ρανγε � � � 0:010, � � � 0:025 ανδ � � � 0:050. Οτηερ τηινγσ
εθυαλ, τηε λαργερ τηεσε προβαβιλιτιεσ, τηεν τηε βεττερ τηε εστιmατορ.
Ταβλε 1 χονχερνσ τηε χασε οφ Ι(0), ωηιτε νοισε ερρορσ, α σιτυατιον ωηερε ⊥� 0 ρεπρεσεντσ

τηε οπτιmαλ εστιmατορ. Wηατ ισ ιmmεδιατελψ αππαρεντ ισ τηατ ⊥� 1 ισ βψ σοmε χονσιδεραβλε
mαργιν τηε ποορεστ περφορmινγ εστιmατορ αχροσσ αλλ �1 ανδ �2. Wηεν Τ = 150 ιτ δοεσ
ηαϖε σοmε αβιλιτψ το δετεχτ τηε λαργερ βρεακσ, βυτ εϖεν τηεν ρεmαινσ mυχη ινφεριορ το
τηε οτηερ τηρεε; φορ Τ = 300 ιτσ περφορmανχε λεϖελσ φορ νον−ζερο �1 ανδ �2 αρε σιmιλαρ
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το τηε νο−βρεακ ρεφερενχε χασε, ιν λινε ωιτη τηε ρεσυλτ οφ Τηεορεm 1 (ιι) ωηιχη σηοωεδ
τηατ ⊥� 1 ισ ασψmπτοτιχαλλψ ινε�εχτιϖε ιν τηισ σεττινγ. Wε αλσο σεε τηατ, ον βαλανχε, ⊥�ΑΡ
δοεσ νοτ περφορm ασ ωελλ ασ ειτηερ ⊥� 0 ορ ⊥�Dm . Ιτ ισ χοmπετιτιϖε ωηεν τηερε ισ α πυρε
τρενδ βρεακ, βυτ λοσεσ ουτ εϖερψωηερε ελσε. Τηε εστιmατορσ ⊥� 0 ανδ ⊥�Dm σηοω αλmοστ
ιδεντιχαλ βεηαϖιουρ εϖερψωηερε, ηιγηλιγητινγ τηε αττραχτιϖε περφορmανχε οφ τηε ηψβριδ
εστιmατορ ιν τηισ ωηιτε νοισε χασε.
Ιν Ταβλε 2 τηε ερρορσ αρε Ι(0), ΑΡ(1) ωιτη � = 0:5. Τηε χοmπαρατιϖε βεηαϖιουρ οφ τηε

εστιmατορσ ρεmαινσ πρεττψ mυχη τηε σαmε ασ σεεν ιν Ταβλε 1, ονλψ ωιτη τηε δι�ερενχεσ
βετωεεν ωορστ ανδ βεστ βεινγ σλιγητλψ λεσσ εmπηασιζεδ. Ταβλε 3 χονσιδερσ τηε χασε οφ
Ι(0), ΑΡ(1) ερρορσ ωιτη � = 0:925. Ηερε, τηε στρονγερ αυτορεγρεσσιϖε χοmπονεντ βεγινσ
το διmινιση τηε αβιλιτψ οφ τηε εστιmατορσ το ιδεντιφψ τηε τρυε βρεακ ποιντ, οτηερ τηαν
⊥� 1, ωηιχη ιmπροϖεσ ρελατιϖε το τηε � = 0:5 χασε. Ηοωεϖερ, ρατηερ ενχουραγινγλψ, ιτ ισ
τηε ηψβριδ εστιmατορ ⊥�Dm τηατ σηοωσ τηε βεστ περφορmανχε οϖεραλλ.
Ταβλε 4 ρεπρεσεντσ α προβλεm χασε οφ Ι(0) βυτ νεαρ Ι(1) ερρορσ, ωιτη � = 0:994,

τηισ ϖαλυε οφ � βεινγ χηοσεν το λιε ιν τηε mιδδλε οφ τηε ασψmπτοτιχ προβλεm ρεγιον φορ
⊥�Dm . Φορ Τ = 150, περηαπσ νοτ συρπρισινγλψ, γιϖεν τηε στρενγτη οφ τηε αυτορεγρεσσιϖε
χοmπονεντ, ⊥� 1 ισ γενεραλλψ τηε βεστ περφορmινγ εστιmατορ ηερε, αλτηουγη αγαιν ⊥�Dm
περφορmσ ϖερψ ωελλ ανδ ισ α χλοσε χοmπετιτορ το ⊥� 1, χοmφορταβλψ ουτ−περφορmινγ ⊥�ΑΡ
ανδ ⊥� 0. Wηεν Τ = 300, αλτηουγη τηε προβαβιλιτιεσ ασσοχιατεδ ωιτη αλλ τηε προχεδυρεσ
αρε λοωερ, ιτ χουλδ βε αργυεδ τηατ ⊥� 1 ισ στιλλ τηε βεστ περφορmινγ εστιmατορ (δεσπιτε
ιτσ ασψmπτοτιχ σηορτχοmινγσ); ονχε αγαιν, ⊥�Dm βεηαϖεσ ϖερψ σιmιλαρλψ το ⊥� 1 ηερε, σο ιτ
αππεαρσ τηατ τηε ασψmπτοτιχ προβλεm ρεγιον ασσοχιατεδ ωιτη ⊥�Dm ισ υνλικελψ το βε οφ
mυχη χονχερν ιν ανψ πραχτιχαλ σεττινγ.
Ταβλε 5 σηοωσ τηε ρεσυλτσ φορ Ι(1), ρανδοm ωαλκ ερρορσ, ωηερε ⊥� 1 νοω ασσυmεσ τηε

ρολε οφ τηε οπτιmαλ εστιmατορ. Τηε ωορστ περφορmινγ εστιmατορ ισ νοω ⊥� 0, εξχεπτ φορ
τηε πυρε τρενδ βρεακ χασε, ωηερε ⊥�ΑΡ περφορmσ mοστ ποορλψ. Βοτη ⊥� 1 ανδ ⊥�Dm αρε ϖερψ
χλεαρλψ βεττερ περφορmινγ εστιmατορσ ανδ βεηαϖε ϖερψ σιmιλαρλψ εϖερψωηερε. Τηε ρεσυλτσ
φορ Τ = 300 αλσο σηοω τηατ τηε προβαβιλιτιεσ ασσοχιατεδ ωιτη ⊥� 0 αρε λαργελψ ινσενσιτιϖε
το �1, ανδ χλοσε το τηε νο−βρεακ ρεφερενχε χασε ωηεν �2 = 0, ωηιχη αχχορδσ ωιτη ουρ
ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ ιν Τηεορεm 2 (ι).
Ρεσυλτσ φορ αδδιτιοναλ ϖαλυεσ οφ 0 < � < 1 αρε ρεπορτεδ ιν Ηαρϖεψ ανδ Λεψβουρνε

(2013). Τηεσε φυρτηερ ηιγηλιγητ τηε αττραχτιϖε προπερτιεσ οφ ⊥�Dm δισχυσσεδ αβοϖε; ιν
παρτιχυλαρ, ωε �νδ τηατ ασ τηε ϖαλυε οφ � ινχρεασεσ φυρτηερ τοωαρδσ υνιτψ, ρεσυλτσ φορ ⊥�Dm
βεχοmε ινχρεασινγλψ σιmιλαρ το τηοσε φορ ⊥� 1, ωιτη βοτη τηεσε εστιmατορσ ουτπερφορmινγ
⊥� 0 ανδ ⊥�ΑΡ. Τηισ δισχυσσιον παπερ αλσο πρεσεντσ ρεσυλτσ φορ ωηερε ∀τ φολλοωσ αν ΜΑ(1)
προχεσσ. Ιν συmmαρψ, ωηεν τηε ερρορσ αρε ΑΡΜΑ(0,1), τηε βεηαϖιουρ οφ τηε εστιmατορσ
ισ αχτυαλλψ θυαλιτατιϖελψ σιmιλαρ το τηατ ιν Ταβλε 1, ηενχε σιmιλαρ χοmmεντσ mαδε αβοϖε
φορ τηισ χασε αππλψ ηερε αλσο. Wηεν τηε ερρορσ αρε ΑΡΙΜΑ(0,1,1), τηε ρανκινγσ οφ ⊥� 0, ⊥� 1
ανδ ⊥�ΑΡ αππεαρ θυιτε ηιγηλψ δεπενδεντ ον τηε παρτιχυλαρ �1, �2 σεττινγσ; ωηατ ισ χλεαρ
τηρουγηουτ, ηοωεϖερ, ισ τηατ ⊥�Dm ειτηερ περφορmσ τηε βεστ, ορ ιφ νοτ, τηεν ϖιρτυαλλψ
αλωαψσ ασ ωελλ ασ τηε ηιγηεστ ρανκινγ οφ τηε οτηερ τηρεε εστιmατορσ.
Φιναλλψ, ωε αλσο εξπεριmεντεδ ωιτη α �νερ γριδ οφ ϖαλυεσ φορ Dm, ρε−ρυννινγ αλλ

τηε �νιτε σαmπλε σιmυλατιονσ ωιτη Dm = φ0; 0:01; 0:02; :::; 0:99; 1γ. Wε φουνδ τηε ρε−
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συλτσ το βε αλmοστ ιδεντιχαλ το τηοσε οβταινεδ υσινγ ουρ ρεχοmmενδεδ γριδ, ωιτη τηε
προβαβιλιτιεσ βεινγ ωιτηιν �0:01 οφ τηε ϖαλυεσ ρεπορτεδ ιν τηε ταβλεσ.

5 Χονχλυσιον

Ιν συmmαρψ, ωε ηαϖε χονσιδερεδ τηε ασψmπτοτιχ ανδ �νιτε σαmπλε περφορmανχε οφ α
νυmβερ οφ mινιmυm συm οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ−βασεδ βρεακ φραχτιον εστιmατορσ. Wε
�ρστ χονσιδερεδ τηε ασψmπτοτιχ περφορmανχε οφ εστιmατορσ βασεδ ον α λεϖελσ ορ θυασι−
δι�ερενχεδ ρεγρεσσιον οφ ψτ ον τηε ρελεϖαντ δετερmινιστιχ χοmπονεντσ, ανδ αλσο αν εσ−
τιmατορ βασεδ ον α �ρστ δι�ερενχεδ ϖερσιον οφ τηε ρεγρεσσιον. Ιτ ωασ φουνδ τηατ τηε
λεϖελσ/θυασι−δι�ερενχεδ αππροαχη περφορmεδ ωελλ υνδερ αν ασσυmπτιον οφ Ι(0) ερρορσ,
ωηιλε τηε �ρστ δι�ερενχεδ−βασεδ εστιmατορ ωασ ιναππροπριατε ιν τηισ χοντεξτ. Εσσεν−
τιαλλψ τηε ρεϖερσε ωασ οβσερϖεδ υνδερ Ι(1) ερρορσ, ωιτη τηε �ρστ δι�ερενχεδ αππροαχη νοω
πρεφερρεδ. Γιϖεν τηισ ινηερεντ λαχκ οφ ροβυστνεσσ ιν τηε περφορmανχε οφ τηε εστιmατορσ
αχροσσ Ι(0) ανδ Ι(1) ενϖιρονmεντσ, ωε προποσεδ α ηψβριδ εστιmατορ, ⊥�Dm , ωηιχη σελεχτσ
βετωεεν τηε �ρστ δι�ερενχεδ εστιmατορ ανδ α νυmβερ οφ θυασι−δι�ερενχεδ αλτερνατιϖεσ
αχχορδινγ το ωηιχη αχηιεϖεσ τηε σmαλλεστ mινιmυm συm οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ.
Τηισ νεω προχεδυρε ωασ φουνδ το αχηιεϖε mοστ οφ τηε δεσιραβλε προπερτιεσ οφ τηε

αππροπριατε εστιmατορσ φορ τηε στατιοναρψ ανδ υνιτ ροοτ ωορλδσ, ωιτηουτ τηε ινηερεντ
δοωνσιδεσ ινϖολϖεδ ιν σελεχτινγ πυρελψ ονε αππροαχη. Τηισ �νδινγ ωασ αλσο σηοων το
χαρρψ οϖερ το σαmπλε σιζεσ οφ πραχτιχαλ ρελεϖανχε, ωιτη τηε ηψβριδ εστιmατορ αλωαψσ
χοmπετιτιϖε ωιτη τηε βεττερ οφ τηε λεϖελσ− ανδ �ρστ δι�ερενχεδ−βασεδ εστιmατορσ αχροσσ
α ρανγε οφ Ι(0) ανδ Ι(1) δατα γενερατινγ προχεσσεσ. Ινδεεδ, τηε θυαλιτατιϖε βεηαϖιουρ οφ
⊥�Dm ωουλδ εξτενδ το mορε γενεραλ δψναmιχ προχεσσεσ, σινχε τηε αυτορεγρεσσιϖε �λτερινγ
ινηερεντ ιν ⊥�Dm ισ ονλψ εϖερ ιντενδεδ το ρεmοϖε τηε δοmιναντ αυτορεγρεσσιϖε βεηαϖιουρ
πρεσεντ ιν α σεριεσ; τηερε ισ νο νεεδ το ωηιτεν τηε σεριεσ εντιρελψ.
Αν αλτερνατιϖε αππροαχη το χονστρυχτινγ ⊥�Dm υσινγ α δισχρετε νυmβερ οφ θυασι−

δι�ερενχε παραmετερσ ιν Dm ωουλδ βε το υσε αλλ ϖαλυεσ ιν τηε χοντινυουσ σετ (�1; 1],
ι.ε. mοδιφψ τηε πσεδυο ΓΛΣ ηψβριδ εστιmατορ (8) το ινστεαδ mινιmιζε Σ(��; �) οϖερ
� 2 � ανδ �� 2 (�1; 1]. Συχη αν αππροαχη ωουλδ ρεπρεσεντ α χονσιδεραβλε ινχρεασε
ιν τηε χοmπυτατιοναλ βυρδεν οφ τηε προχεδυρε, δυε το τηε ρεθυιρεmεντ φορ νυmεριχαλ
Νεωτον−τψπε mινιmιζατιον mετηοδσ. Μορεοϖερ, mαργιναλ χηανγεσ ιν �� ηαϖε αν αλmοστ
νεγλιγιβλε ε�εχτ ον τηε ρεσυλτινγ θυασι−δι�ερενχεδ βρεακ φραχτιον εστιmατορ, ανδ σο
ιmπλεmεντινγ ⊥�Dm υσινγ α ρεασοναβλψ �νε σετ οφ δισχρετε ϖαλυεσ φορ Dm (ασ ιν ουρ
σιmυλατιονσ) ισ εντιρελψ συ�χιεντ.
Ιν πραχτιχαλ αππλιχατιονσ, ωηερε κνοωλεδγε οφ τηε ιντεγρατιον ορδερ οφ τηε στοχηαστιχ

χοmπονεντ οφ α σεριεσ χαννοτ τψπιχαλλψ βε τακεν ασ κνοων, ιτ ισ δεσιραβλε το ηαϖε
αϖαιλαβλε α βρεακ φραχτιον εστιmατορ τηατ ωορκσ ωελλ ωιτηουτ ηαϖινγ το τακε α ποτεντιαλλψ
ινχορρεχτ ανδ τηερεφορε χοστλψ στανδ ον τηε δατα∋σ ορδερ οφ ιντεγρατιον. Wε χονσιδερ τηατ
τηε ηψβριδ εστιmατορ ⊥�Dm προποσεδ ιν τηισ παπερ γοεσ α λονγ ωαψ ιν φυλ�λλινγ τηισ ρολε,
ανδ σηουλδ τηερεφορε ηαϖε πραχτιχαλ αππεαλ; mορεοϖερ, εξτενσιον οφ τηε ηψβριδ προχεδυρε
το τηε χασε οφ εστιmατινγ τηε τιmινγ οφ mυλτιπλε βρεακσ ισ εντιρελψ στραιγητφορωαρδ.
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TABLE 1

Probability of break fraction estimators lying in the range τ ∗ ± ξ; ρ = 0

Panel A. T = 150

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.02 0.03 0.03 0.02 0.05 0.06 0.06 0.05 0.11 0.13 0.13 0.11

250 0.09 0.03 0.15 0.09 0.26 0.07 0.35 0.25 0.63 0.15 0.69 0.63

500 0.18 0.04 0.25 0.18 0.50 0.09 0.56 0.50 0.93 0.19 0.92 0.93

750 0.28 0.06 0.33 0.27 0.70 0.13 0.68 0.70 0.99 0.26 0.98 0.99

10 0 0.29 0.04 0.18 0.29 0.44 0.08 0.32 0.44 0.59 0.15 0.46 0.59

250 0.37 0.04 0.25 0.37 0.55 0.09 0.44 0.55 0.70 0.16 0.66 0.69

500 0.44 0.06 0.32 0.43 0.61 0.11 0.55 0.61 0.86 0.20 0.83 0.86

750 0.49 0.09 0.37 0.49 0.69 0.16 0.64 0.68 0.96 0.28 0.94 0.96

20 0 0.73 0.09 0.61 0.73 0.89 0.12 0.82 0.89 0.96 0.19 0.93 0.96

250 0.74 0.10 0.59 0.74 0.87 0.14 0.77 0.87 0.93 0.20 0.86 0.93

500 0.75 0.12 0.59 0.74 0.86 0.17 0.76 0.86 0.90 0.25 0.86 0.90

750 0.76 0.16 0.60 0.75 0.85 0.23 0.76 0.85 0.94 0.34 0.91 0.94

30 0 0.92 0.18 0.87 0.92 0.99 0.22 0.98 0.99 1.00 0.27 1.00 1.00

250 0.93 0.20 0.87 0.93 0.98 0.24 0.96 0.98 0.99 0.30 0.98 0.99

500 0.92 0.24 0.86 0.92 0.97 0.29 0.94 0.97 0.98 0.36 0.97 0.98

750 0.92 0.30 0.85 0.91 0.96 0.36 0.92 0.96 0.98 0.45 0.96 0.98

Panel B. T = 300

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.02 0.02 0.02 0.02 0.06 0.07 0.07 0.06 0.11 0.14 0.13 0.11

250 0.07 0.03 0.13 0.07 0.27 0.07 0.38 0.27 0.62 0.15 0.70 0.62

500 0.12 0.03 0.22 0.12 0.52 0.08 0.61 0.52 0.93 0.16 0.93 0.93

750 0.18 0.03 0.29 0.18 0.71 0.09 0.76 0.71 0.99 0.17 0.99 0.99

10 0 0.26 0.03 0.16 0.26 0.46 0.08 0.33 0.46 0.59 0.15 0.46 0.59

250 0.32 0.03 0.22 0.32 0.54 0.08 0.46 0.54 0.69 0.15 0.67 0.69

500 0.36 0.03 0.28 0.36 0.61 0.08 0.59 0.61 0.87 0.16 0.88 0.87

750 0.40 0.04 0.33 0.40 0.68 0.09 0.69 0.68 0.97 0.17 0.96 0.97

20 0 0.68 0.04 0.56 0.68 0.90 0.09 0.84 0.90 0.96 0.16 0.93 0.96

250 0.68 0.04 0.53 0.68 0.87 0.09 0.77 0.87 0.92 0.16 0.85 0.92

500 0.68 0.05 0.52 0.68 0.86 0.10 0.74 0.86 0.90 0.17 0.87 0.90

750 0.70 0.05 0.52 0.69 0.84 0.11 0.75 0.84 0.95 0.19 0.94 0.95

30 0 0.89 0.07 0.83 0.89 0.99 0.12 0.98 0.99 1.00 0.18 1.00 1.00

250 0.89 0.07 0.82 0.89 0.98 0.12 0.96 0.98 0.99 0.19 0.98 0.99

500 0.88 0.08 0.80 0.88 0.97 0.13 0.93 0.97 0.98 0.20 0.96 0.98

750 0.88 0.08 0.78 0.88 0.96 0.14 0.91 0.96 0.98 0.22 0.96 0.98
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TABLE 2

Probability of break fraction estimators lying in the range τ ∗ ± ξ; ρ = 0.5

Panel A. T = 150

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.02 0.03 0.03 0.02 0.06 0.07 0.06 0.05 0.12 0.14 0.13 0.12

250 0.07 0.03 0.09 0.06 0.17 0.07 0.20 0.16 0.41 0.15 0.42 0.37

500 0.14 0.05 0.15 0.12 0.34 0.11 0.35 0.31 0.73 0.22 0.68 0.69

750 0.21 0.08 0.21 0.19 0.52 0.18 0.46 0.48 0.90 0.34 0.82 0.88

10 0 0.11 0.05 0.07 0.11 0.18 0.08 0.14 0.17 0.28 0.15 0.23 0.27

250 0.18 0.06 0.15 0.18 0.30 0.10 0.27 0.29 0.49 0.17 0.46 0.47

500 0.25 0.08 0.22 0.25 0.42 0.14 0.39 0.41 0.71 0.24 0.64 0.68

750 0.31 0.13 0.27 0.32 0.54 0.22 0.47 0.53 0.86 0.37 0.76 0.85

20 0 0.37 0.12 0.27 0.38 0.50 0.15 0.40 0.49 0.63 0.22 0.53 0.62

250 0.42 0.14 0.32 0.43 0.56 0.18 0.47 0.56 0.69 0.25 0.61 0.68

500 0.48 0.19 0.37 0.50 0.62 0.24 0.53 0.63 0.75 0.33 0.69 0.75

750 0.52 0.26 0.42 0.55 0.66 0.34 0.59 0.68 0.84 0.47 0.77 0.84

30 0 0.67 0.28 0.58 0.70 0.80 0.31 0.73 0.80 0.89 0.36 0.83 0.89

250 0.68 0.32 0.59 0.71 0.79 0.35 0.72 0.80 0.87 0.40 0.81 0.87

500 0.70 0.38 0.62 0.74 0.80 0.42 0.74 0.82 0.86 0.49 0.82 0.88

750 0.72 0.47 0.64 0.77 0.81 0.52 0.76 0.84 0.87 0.62 0.85 0.89

Panel B. T = 300

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.02 0.02 0.02 0.02 0.06 0.07 0.07 0.06 0.12 0.14 0.13 0.11

250 0.05 0.02 0.08 0.05 0.17 0.07 0.22 0.15 0.37 0.14 0.43 0.33

500 0.09 0.03 0.13 0.07 0.32 0.08 0.38 0.27 0.68 0.16 0.70 0.63

750 0.13 0.03 0.18 0.10 0.48 0.09 0.50 0.42 0.87 0.18 0.85 0.84

10 0 0.09 0.03 0.06 0.08 0.18 0.07 0.13 0.17 0.27 0.14 0.22 0.26

250 0.13 0.03 0.11 0.12 0.28 0.08 0.27 0.26 0.45 0.15 0.45 0.41

500 0.18 0.03 0.16 0.16 0.39 0.09 0.39 0.36 0.68 0.16 0.67 0.64

750 0.22 0.04 0.21 0.20 0.51 0.10 0.50 0.46 0.85 0.18 0.81 0.82

20 0 0.30 0.05 0.20 0.29 0.48 0.10 0.36 0.47 0.61 0.16 0.48 0.59

250 0.33 0.05 0.22 0.32 0.53 0.10 0.41 0.51 0.65 0.17 0.56 0.63

500 0.36 0.06 0.26 0.36 0.58 0.11 0.48 0.56 0.72 0.19 0.68 0.70

750 0.40 0.07 0.30 0.39 0.62 0.13 0.55 0.60 0.82 0.21 0.78 0.80

30 0 0.56 0.10 0.45 0.56 0.77 0.14 0.67 0.76 0.87 0.21 0.79 0.86

250 0.56 0.11 0.44 0.56 0.76 0.15 0.65 0.75 0.84 0.22 0.75 0.84

500 0.58 0.12 0.45 0.58 0.76 0.16 0.66 0.77 0.84 0.24 0.77 0.84

750 0.59 0.13 0.47 0.60 0.77 0.18 0.67 0.77 0.85 0.26 0.81 0.84
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TABLE 3

Probability of break fraction estimators lying in the range τ ∗ ± ξ; ρ = 0.925

Panel A. T = 150

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.03 0.03 0.03 0.03 0.08 0.06 0.07 0.06 0.17 0.13 0.14 0.13

250 0.04 0.03 0.04 0.04 0.09 0.08 0.08 0.10 0.19 0.16 0.17 0.20

500 0.06 0.05 0.05 0.08 0.14 0.12 0.12 0.17 0.29 0.23 0.24 0.33

750 0.09 0.09 0.08 0.13 0.22 0.19 0.17 0.27 0.44 0.36 0.33 0.50

10 0 0.05 0.05 0.05 0.05 0.09 0.09 0.09 0.09 0.18 0.15 0.16 0.16

250 0.05 0.06 0.06 0.07 0.11 0.11 0.11 0.13 0.21 0.18 0.20 0.22

500 0.07 0.10 0.09 0.12 0.16 0.16 0.16 0.21 0.31 0.26 0.27 0.37

750 0.11 0.15 0.13 0.19 0.23 0.25 0.22 0.32 0.45 0.40 0.36 0.53

20 0 0.08 0.15 0.12 0.14 0.13 0.18 0.16 0.18 0.22 0.24 0.23 0.24

250 0.09 0.18 0.15 0.18 0.15 0.22 0.20 0.22 0.25 0.29 0.28 0.31

500 0.12 0.24 0.20 0.26 0.20 0.29 0.26 0.33 0.34 0.38 0.36 0.45

750 0.16 0.31 0.26 0.35 0.27 0.39 0.34 0.44 0.48 0.51 0.45 0.61

30 0 0.14 0.37 0.29 0.35 0.20 0.39 0.33 0.37 0.28 0.44 0.39 0.42

250 0.15 0.41 0.33 0.41 0.21 0.44 0.37 0.43 0.31 0.48 0.44 0.49

500 0.19 0.48 0.40 0.50 0.26 0.51 0.45 0.54 0.40 0.57 0.52 0.61

750 0.24 0.55 0.47 0.58 0.34 0.60 0.52 0.64 0.52 0.68 0.60 0.73

Panel B. T = 300

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.03 0.02 0.02 0.03 0.07 0.07 0.07 0.07 0.14 0.14 0.14 0.13

250 0.03 0.02 0.03 0.03 0.08 0.07 0.08 0.08 0.16 0.14 0.15 0.16

500 0.03 0.03 0.03 0.05 0.11 0.08 0.10 0.13 0.21 0.16 0.19 0.24

750 0.04 0.03 0.05 0.07 0.14 0.10 0.14 0.19 0.29 0.19 0.26 0.36

10 0 0.03 0.03 0.03 0.03 0.08 0.08 0.08 0.08 0.15 0.14 0.14 0.14

250 0.03 0.03 0.03 0.04 0.09 0.08 0.09 0.09 0.17 0.15 0.15 0.17

500 0.04 0.04 0.04 0.06 0.11 0.09 0.11 0.14 0.22 0.17 0.20 0.25

750 0.05 0.05 0.06 0.09 0.16 0.11 0.15 0.21 0.30 0.20 0.27 0.37

20 0 0.04 0.06 0.05 0.06 0.10 0.10 0.10 0.11 0.17 0.17 0.17 0.17

250 0.05 0.06 0.06 0.07 0.11 0.11 0.12 0.12 0.19 0.18 0.18 0.20

500 0.06 0.07 0.08 0.10 0.14 0.12 0.15 0.18 0.24 0.20 0.23 0.29

750 0.07 0.09 0.10 0.14 0.18 0.15 0.19 0.26 0.32 0.24 0.30 0.41

30 0 0.07 0.13 0.11 0.14 0.13 0.17 0.16 0.18 0.21 0.23 0.23 0.24

250 0.07 0.14 0.12 0.16 0.14 0.18 0.18 0.20 0.22 0.24 0.24 0.27

500 0.08 0.15 0.15 0.20 0.17 0.20 0.22 0.27 0.27 0.27 0.30 0.36

750 0.10 0.18 0.18 0.25 0.21 0.23 0.27 0.35 0.34 0.31 0.36 0.48
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TABLE 4

Probability of break fraction estimators lying in the range τ ∗ ± ξ; ρ = 0.994

Panel A. T = 150

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.04 0.03 0.03 0.03 0.09 0.06 0.08 0.07 0.19 0.13 0.16 0.14

250 0.04 0.03 0.03 0.03 0.10 0.07 0.08 0.08 0.21 0.15 0.17 0.17

500 0.05 0.05 0.05 0.06 0.13 0.11 0.11 0.13 0.27 0.22 0.21 0.25

750 0.07 0.08 0.06 0.09 0.17 0.17 0.14 0.20 0.36 0.32 0.27 0.37

10 0 0.05 0.05 0.05 0.05 0.10 0.08 0.09 0.09 0.19 0.15 0.18 0.16

250 0.05 0.06 0.06 0.06 0.11 0.10 0.11 0.11 0.22 0.18 0.19 0.19

500 0.07 0.09 0.08 0.09 0.14 0.15 0.14 0.16 0.27 0.25 0.24 0.27

750 0.09 0.14 0.11 0.14 0.19 0.22 0.18 0.24 0.36 0.36 0.30 0.39

20 0 0.08 0.15 0.12 0.14 0.12 0.18 0.16 0.17 0.22 0.24 0.24 0.23

250 0.08 0.18 0.14 0.16 0.13 0.22 0.18 0.20 0.24 0.28 0.26 0.27

500 0.10 0.22 0.18 0.21 0.16 0.27 0.23 0.27 0.29 0.36 0.32 0.36

750 0.12 0.29 0.23 0.28 0.21 0.36 0.29 0.36 0.38 0.47 0.39 0.48

30 0 0.12 0.37 0.28 0.33 0.16 0.39 0.32 0.35 0.25 0.44 0.38 0.40

250 0.13 0.41 0.32 0.37 0.17 0.43 0.36 0.39 0.27 0.48 0.41 0.44

500 0.14 0.47 0.37 0.43 0.20 0.50 0.41 0.47 0.32 0.56 0.47 0.53

750 0.17 0.55 0.43 0.51 0.25 0.58 0.48 0.55 0.40 0.65 0.55 0.63

Panel B. T = 300

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.03 0.02 0.03 0.02 0.09 0.07 0.08 0.07 0.19 0.13 0.16 0.14

250 0.03 0.03 0.03 0.03 0.10 0.07 0.08 0.07 0.20 0.14 0.16 0.14

500 0.03 0.03 0.03 0.03 0.10 0.08 0.09 0.08 0.21 0.15 0.18 0.16

750 0.04 0.04 0.04 0.04 0.11 0.10 0.10 0.11 0.23 0.18 0.20 0.20

10 0 0.03 0.03 0.03 0.03 0.10 0.08 0.09 0.07 0.19 0.14 0.17 0.14

250 0.03 0.03 0.04 0.03 0.10 0.08 0.09 0.08 0.19 0.14 0.17 0.15

500 0.04 0.04 0.04 0.04 0.11 0.09 0.10 0.09 0.21 0.16 0.18 0.17

750 0.04 0.05 0.05 0.05 0.12 0.11 0.11 0.11 0.23 0.19 0.20 0.20

20 0 0.04 0.06 0.05 0.06 0.11 0.10 0.11 0.10 0.20 0.16 0.19 0.16

250 0.04 0.06 0.06 0.06 0.11 0.11 0.11 0.10 0.20 0.17 0.19 0.17

500 0.04 0.07 0.06 0.07 0.11 0.12 0.12 0.12 0.21 0.19 0.20 0.19

750 0.05 0.08 0.07 0.09 0.13 0.14 0.14 0.15 0.24 0.22 0.22 0.23

30 0 0.05 0.13 0.11 0.12 0.12 0.17 0.16 0.16 0.21 0.23 0.23 0.21

250 0.05 0.14 0.11 0.13 0.12 0.18 0.16 0.17 0.21 0.24 0.24 0.23

500 0.06 0.16 0.12 0.14 0.12 0.20 0.18 0.19 0.22 0.26 0.25 0.25

750 0.06 0.17 0.14 0.17 0.14 0.22 0.20 0.22 0.25 0.29 0.28 0.29

18



TABLE 5

Probability of break fraction estimators lying in the range τ ∗ ± ξ; ρ = 1

Panel A. T = 150

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.04 0.03 0.03 0.03 0.09 0.06 0.08 0.07 0.19 0.13 0.16 0.14

5 0.07 0.08 0.07 0.09 0.17 0.17 0.14 0.20 0.36 0.32 0.27 0.36

10 0.15 0.26 0.16 0.26 0.36 0.47 0.29 0.48 0.67 0.70 0.47 0.72

15 0.24 0.46 0.29 0.46 0.54 0.72 0.46 0.72 0.88 0.91 0.62 0.91

1 0 0.05 0.07 0.06 0.06 0.10 0.10 0.10 0.10 0.20 0.17 0.19 0.17

5 0.09 0.16 0.13 0.17 0.19 0.25 0.21 0.26 0.36 0.37 0.32 0.40

10 0.18 0.39 0.27 0.38 0.37 0.56 0.38 0.56 0.66 0.74 0.52 0.76

15 0.27 0.60 0.43 0.58 0.54 0.79 0.56 0.78 0.87 0.93 0.68 0.93

2 0 0.09 0.23 0.18 0.21 0.13 0.26 0.22 0.24 0.23 0.32 0.29 0.29

5 0.14 0.41 0.31 0.38 0.23 0.46 0.37 0.44 0.39 0.55 0.46 0.54

10 0.24 0.64 0.50 0.61 0.40 0.73 0.57 0.71 0.67 0.83 0.66 0.82

15 0.32 0.78 0.65 0.76 0.55 0.88 0.72 0.87 0.87 0.96 0.79 0.95

3 0 0.15 0.57 0.45 0.51 0.20 0.58 0.47 0.52 0.28 0.61 0.52 0.56

5 0.21 0.71 0.60 0.67 0.28 0.74 0.63 0.70 0.42 0.77 0.68 0.74

10 0.30 0.86 0.75 0.83 0.44 0.89 0.79 0.87 0.68 0.93 0.82 0.91

15 0.38 0.93 0.84 0.91 0.57 0.96 0.88 0.94 0.86 0.98 0.90 0.97

Panel B. T = 300

ξ = 0.010 ξ = 0.025 ξ = 0.050

κ1 κ2 τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm
τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

τ̂0 τ̂1 τ̂AR τ̂Dm

0 0 0.03 0.02 0.03 0.02 0.10 0.07 0.08 0.07 0.19 0.14 0.17 0.13

5 0.06 0.07 0.06 0.08 0.18 0.18 0.16 0.21 0.36 0.32 0.28 0.36

10 0.12 0.23 0.15 0.24 0.38 0.49 0.31 0.51 0.68 0.70 0.47 0.73

15 0.20 0.43 0.27 0.43 0.57 0.76 0.47 0.76 0.88 0.92 0.63 0.92

1 0 0.04 0.05 0.05 0.05 0.11 0.09 0.10 0.09 0.20 0.16 0.18 0.16

5 0.07 0.13 0.10 0.14 0.19 0.23 0.20 0.25 0.37 0.35 0.31 0.39

10 0.14 0.33 0.22 0.33 0.39 0.55 0.37 0.56 0.68 0.73 0.51 0.75

15 0.21 0.54 0.37 0.52 0.57 0.79 0.53 0.79 0.88 0.93 0.67 0.93

2 0 0.06 0.19 0.15 0.17 0.12 0.23 0.20 0.20 0.22 0.28 0.26 0.26

5 0.10 0.33 0.25 0.32 0.22 0.41 0.33 0.40 0.38 0.49 0.42 0.50

10 0.18 0.56 0.43 0.54 0.41 0.69 0.53 0.68 0.68 0.81 0.62 0.81

15 0.24 0.73 0.57 0.70 0.57 0.87 0.68 0.86 0.88 0.95 0.76 0.95

3 0 0.10 0.50 0.39 0.45 0.16 0.52 0.42 0.47 0.24 0.55 0.47 0.51

5 0.14 0.64 0.53 0.61 0.24 0.68 0.58 0.65 0.40 0.73 0.63 0.70

10 0.22 0.81 0.69 0.78 0.43 0.86 0.74 0.83 0.69 0.91 0.79 0.89

15 0.28 0.89 0.80 0.87 0.58 0.94 0.84 0.93 0.87 0.98 0.88 0.97
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τ̂ ρ̄ τ̂ ρ̄

(a) κ1 = 10, κ2 = 0 (b) κ1 = 30, κ2 = 0

τ̂ ρ̄ τ̂ ρ̄

(c) κ1 = 0, κ2 = 250 (d) κ1 = 0, κ2 = 750

τ̂ ρ̄ τ̂ ρ̄

(e) κ1 = 10, κ2 = 250 (f) κ1 = 30, κ2 = 750

Figure 1. Histograms of limit of τ̂ ρ̄, |ρ̄| < 1 under Assumption I(0); τ ∗ = 0.5, ρ = 0, ωε = 1
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τ̂1 τ̂1

(a) κ1 = 1, κ2 = 0 (b) κ1 = 3, κ2 = 0

τ̂1 τ̂1

(c) κ1 = 0, κ2 = 5 (d) κ1 = 0, κ2 = 15

τ̂1 τ̂1

(e) κ1 = 1, κ2 = 5 (f) κ1 = 3, κ2 = 15

Figure 2. Histograms of limit of τ̂ 1 under Assumption I(1); τ ∗ = 0.5, ωε = 1
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τ̂ ρ̄ τ̂ ρ̄

(a) κ1 = 1, κ2 = 0 (b) κ1 = 3, κ2 = 0

τ̂ ρ̄ τ̂ ρ̄

(c) κ1 = 0, κ2 = 5 (d) κ1 = 0, κ2 = 15

τ̂ ρ̄ τ̂ ρ̄

(e) κ1 = 1, κ2 = 5 (f) κ1 = 3, κ2 = 15

Figure 3. Histograms of limit of τ̂ ρ̄, |ρ̄| < 1 under Assumption I(1); τ ∗ = 0.5, ωε = 1
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Αππενδιξ το ∴Βρεακ Dατε Εστιmατιον φορ Μοδελσ

ωιτη Dετερmινιστιχ Στρυχτυραλ Χηανγε∀

Ιν ωηατ φολλοωσ ωε χαν σετ �1 = �2 = 0 ιν εθυατιον (1) οφ τηε παπερ ωιτηουτ ανψ λοσσ οφ
γενεραλιτψ. Βψ ωαψ οφ πρελιmιναριεσ, ιν αδδιτιον το ψ��, Ζ��;� ανδ Σ(��; �), ωε αλσο δε�νε

υ�� = [υ1; υ2 � ��υ1; :::; υΤ � ��υΤ�1]
0;

Ζ�� = [ξ1;ξ2 � ��ξ1; :::;ξΤ � ��ξΤ�1]
0 ωιτη ξτ = [1; τ]

0

ανδ υσε ρ�� το δενοτε τηε ρεσιδυαλσ φροm α ρεγρεσσιον οφ ψ�� ον Ζ��; ανδ ρ��;� ;34 το δενοτε
τηε Τ � 2 ρεσιδυαλσ φροm α ρεγρεσσιον οφ τηε �ναλ τωο χολυmνσ οφ Ζ��;� , ωηιχη ωε δενοτε
Ζ��;� ;34, ον Ζ��. Dε�νε τηε συmσ οφ σθυαρεδ ρεσιδυαλσ Σ(��) = ρ0��ρ�� ανδ τηε 2 � 2 mα−
τριξ Σ34(��; �) = ρ0��;� ;34ρ��;� ;34. Στραιγητφορωαρδ αππλιχατιον οφ τηε Φρισχη−Wαυγη−Λοϖελλ
τηεορεm τηεν σηοωσ τηατ ωε χαν ωριτε

Σ(��; �) = Σ(��)� (ρ0��;� ;34ρ��)
0Σ34(��; �)

�1(ρ0��;� ;34ρ��);

ωηιχη ισ α ρεπρεσεντατιον ωε σηαλλ υσε ρεπεατεδλψ ιν τηε προοφσ βελοω. Wε ωιλλ νεεδ τηε
σχαλινγ mατριχεσ

�1 =

�

Τ 1=2 0
0 Τ 3=2

�

; �2 =

�

Τ 2 0
0 Τ 3

�

; �3 =

�

1 0
0 Τ 1=2

�

:

Τηε φολλοωινγ πρελιmιναρψ λεmmασ αρε αλσο υσεδ. Τηε τερmσ ινϖολϖεδ ιν Λεmmα 1 δο
νοτ ινϖολϖε ανψ στοχηαστιχ χοmπονεντσ ανδ τηε προοφσ αρε εντιρελψ στραιγητφορωαρδ ανδ
αρε τηερεφορε νοτ πρεσεντεδ.

L���α 1

(ι) Φορ ϕ��ϕ < 1

�
�1
1 Ζ

0
��Ζ���

�1
1 (1� ��)2

�

1 1=2
1=2 1=3

�

; (Α.1)

�
�1
1 Ζ

0
��Ζ��;� ;34�

�1
1 (1� ��)2

�

(1� �) (1� �)2 =2

(1� � 2)=2 (1� �)2 (2 + �)=6

�

; (Α.2)

�
�1
1 Σ34(��; �)�

�1
1 (1� ��)2Β2(�): (Α.3)
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ωηερε Β2(�) ισ ασ δε�νεδ ιν Τηεορεm 1.

(ιι) Φορ �� = 1

�
�1
3 Ζ

0
1Ζ1�

�1
3

�

1 0
0 1

�

; (Α.4)

�
�1
3 Ζ

0
1Ζ1;� ;34�

�1
3

�

0 0
0 1� �

�

; (Α.5)

�
�1
3 Σ34(1; �)�

�1
3

�

1 0
0 � (1� �)

�

: (Α.6)

����α 2 Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(0),

(ι) φορ ϕ��ϕ < 1

Τ�1Σ(��))
!2∀

1� �2
(1 + ��2 � 2���); (Α.7)

�
�1
1 ρ

0
��;� ;34ρ�� ) (1� ��)2!υφΑ(�

0
1; �

0
2; �

�; �)�Β1(�)Χ(�
0
1; �

0
2; �

�)γ (Α.8)

ωηερε Α(�01; �
0
2; �

�; �), Β1(�) ανδ Χ(�
0
1; �

0
2; �

�) αρε ασ δε�νεδ ιν Τηεορεm 1,

(ιι) φορ �� = 1

Τ�1Σ(1))
2!2∀
1 + �

; (Α.9)

ρ01;� ;34ρ1 =

�

�υ�Τ+1
�υΤ � υ�Τ + (1� �)υ1

�

+ o(1): (Α.10)

P��οφ οφ ��mmα 2

(ι) Wριτε

Τ�1Σ(��) = Τ�1ψ0��ψ�� � Τ
�1ψ0��Ζ���

�1
1 [�

�1
1 Ζ

0
��Ζ���

�1
1 ]

�1
�
�1
1 Ζ

0
��ψ��:

Νοω

Τ�1ψ0��ψ�� = Τ�1υ0��υ�� + op(1)

= Τ�1υ00υ0 + ��
2Τ�1υ00;�1υ0;�1 � 2��Τ

�1υ00υ0;�1 + op(1)

)
!2∀

1� �2
(1 + ��2 � 2���); (Α.11)
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ωηερε υ0;�1 ισ τηε ϖεχτορ υ0 λαγγεδ ονε περιοδ ανδ

	
�1
1 Ζ

0
��ψ�� =

�

Τ�1=2ψ1 + (1� ��)Τ
�1=2 Τ

τ=2(ψτ � ��ψτ�1)

Τ�3=2ψ1 + Τ
�3=2 Τ

τ=2[τ� ��(τ� 1)](ψτ � ��ψτ�1)

�

=

�

(1� ��)2Τ�1=2 Τ
τ=2 ψτ

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
τ=2 τψτ

�

+ 
�(1)

=

�

(1� ��)2Τ�1=2 Τ
τ=2(�1Τ

�1=2DΥτ(�
�) + �2Τ

�3=2DΤτ(�
�) + υτ)

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
τ=2 τ(�1Τ

�1=2DΥτ(�
�) + �2Τ

�3=2DΤτ(�
�) + υτ)

�

+ 
�(1)

) (1� ��)2!υ

�

�01(1� �
�) + �02 (1� �

�)2 =2 +W (1)

�01(1� �
�2)=2 + �02 (1� �

�)2 (2 + � �)=6 +
Ρ 1

0
ρδW (ρ)

�

:(Α.12)

Τηεσε ρεσυλτσ, τογετηερ ωιτη (Α.1) γιϖε (Α.7).
Νεξτ, ωριτε

	
�1
1 ρ

0
��;� ;34ρ�� =	

�1
1 Ζ

0
��;� ;34ψ�� �	

�1
1 Ζ

0
��;� ;34Ζ��	

�1
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1 Ζ
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�1
1 ]

�1
	
�1
1 Ζ

0
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�1
1 Ζ

0
��;� ;34ψ�� =

�

Τ�1=2(ψ�Τ+1 � ��ψ�Τ ) + (1� ��)Τ
�1=2 Τ

τ=�Τ+2(ψτ � ��ψτ�1)

Τ�3=2(ψ�Τ+1 � ��ψ�Τ ) + Τ
�3=2 Τ

τ=�Τ+2[τ� �Τ � ��(τ� �Τ � 1)](ψτ � ��ψτ�1)

�

=

�

(1� ��)2Τ�1=2 Τ
τ=�Τ+2 ψτ

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
τ=�Τ+2(τ� �Τ )ψτ

�

+ 
�(1)

=

�

(1� ��)2Τ�1=2 Τ
τ=�Τ+2(�1Τ

�1=2DΥτ(�
�) + �2Τ

�3=2DΤτ(�
�) + υτ)

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
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�

�01Γ11(�
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�; �) +W (1)�W (�)

�01Γ12(�
�; �) + �02Γ22(�
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Ρ 1
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(ρ � �)δW (ρ)
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(Α.13)

ωηερε Γ11(�
�; �), Γ21(�

�; �), Γ12(�
�; �) ανδ Γ22(�

�; �) αρε ασ δε�νεδ ιν Τηεορεm 1.
Χοmβινινγ (Α.13), (Α.2), (Α.1) ανδ (Α.12) γιϖεσ

	
�1
1 ρ

0
��;� ;34ρ�� ) (1� ��)2!υφΑ(�

0
1; �

0
2; �

�; �)

�

�

(1� �) (1� � 2)=2

(1� �)2 =2 (1� �)2 (2 + �)=6

� �

1 1=2
1=2 1=3

��1

Χ(�01; �
0
2; �

�)γ
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0
1; �

0
2; �

�; �)�Β1(�)Χ(�
0
1; �

0
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ι.ε. (Α.8).

(ιι) Wριτε

Τ�1Σ(1) = Τ�1ψ01ψ1 � Τ
�1ψ01Ζ1	

�1
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0
1Ζ1	
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3 ]
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0
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ανδ

Τ�1ψ01ψ1 = Τ�1υ01υ1 + �(1)

= Τ�1υ00υ0 + Τ
�1υ00;�1υ0;�1 � 2Τ

�1υ00υ0;�1 + �(1)

)
!2∀

1� �2
2(1� �)

=
2!2∀
1 + �

; (Α.14)

Ζ01ψ1 =

�

ψ1
ψΤ

�

=

�

υ1
υΤ +O(Τ�1=2)

�

: (Α.15)

Τακινγ (Α.14), (Α.4) ανδ (Α.15) τογετηερ εσταβλισηεσ (Α.9).
Νεξτ, ωριτε

ρ01;� ;34ρ1 = Ζ
0
1;� ;34ψ1 � Ζ

0
1;� ;34Ζ1[Ζ

0
1Ζ1]

�1Ζ01ψ1

Νοω

Ζ01;� ;34ψ1 =

�

�ψ�Τ+1
ψΤ � ψ�Τ

�

=

�

�υ�Τ+1 + O(Τ�1=2)
υΤ � υ�Τ +O(Τ�1=2)

�

; (Α.16)

Ζ01Ζ1 =

�

1 1
1 Τ

�

;

Ζ01;� ;34Ζ1 =

�

0 1
0 Τ � �Τ

�

ι.ε.

ρ01;� ;34ρ1 =

�

�υ�Τ+1 + O(Τ�1=2)
υΤ � υ�Τ +O(Τ�1=2)

�

�

�

0 1
0 Τ � �Τ

� �

1 1
1 Τ

��1 �
υ1

υΤ +O(Τ�1=2)

�

=

�

�υ�Τ+1 + O(Τ�1=2)
υΤ � υ�Τ +O(Τ�1=2)

�

�

�

� 1

Τ�1
1

Τ�1

�Τ�Τ�
Τ�1

Τ�Τ�
Τ�1

� �

υ1
υΤ +O(Τ�1=2)

�

=

�

�υ�Τ+1 + O(Τ�1=2)
υΤ � υ�Τ +O(Τ�1=2)

�

�

∀

υT+�(Τ�1=2)
Τ�1

� υ1
Τ�1

[υΤ +O(Τ�1=2)]Τ�Τ�
Τ�1

� υ1
Τ�Τ�
Τ�1

#

=

�

�υ�Τ+1
�υΤ � υ�Τ + (1� �)υ1

�

+ �(1) (Α.17)

ασ ιν (Α.10).
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����α 3 Υνδερ Ασσυmπτιον Ι(1),

(ι) φορ ϕ��ϕ < 1

Τ�2Σ(��) ) (1� ��)2!2∀φ�
002
2 (1� �

�)3 =3 +
Ρ 1

0
W (ρ)2δρ + 2�002

Ρ 1

��(ρ � �
�)W (ρ)δρ

�Κ(�002; �
�)0
�

1 1=2
1=2 1=3

��1

Κ(�002; �
�)γ; (Α.18)

Τ�1��1
1 ρ

0
��;� ;34ρ�� ) (1� ��)2!∀φϑ(�

00
2; �

�; �)�Β1(�)Κ(�
00
2; �

�)γ; (Α.19)

ωηερε ϑ(�002; �
�; �), Β1(�) ανδ Κ(�

00
2; �

�) αρε ασ δε�νεδ ιν Τηεορεmσ 1 ανδ 2,

(ιι) φορ �� = 1
Τ�1Σ(1)) !2∀; (Α.20)

�
�1
3 ρ

0
1;� ;34ρ1 ) !∀

�

�001Η1(�
�; �) + ∀�Τ+1=!∀

�002Η2(�
�; �) + �W (1)�W (�)

�

: (Α.21)

ωηερε Η1(�
�; �) ανδ Η2(�

�; �) αρε ασ δε�νεδ ιν Τηεορεm 2.

���οφ οφ ��mmα 3

(ι) Wριτε

Τ�2Σ(��) = Τ�2ψ0��ψ�� � Τ
�1ψ0��Ζ���

�1
1 [�

�1
1 Ζ

0
��Ζ���

�1
1 ]

�1Τ�1��1
1 Ζ

0
��ψ��:

Νοω

Τ�2ψ0��ψ�� = Τ�2ψ21 + Τ
�2 Τ

τ=2(ψτ � ��ψτ�1)
2

= (1� ��)2Τ�2 Τ
τ=2 ψ

2
τ + ��(1)

= (1� ��)2Τ�2 Τ
τ=2(�1DΥτ(�

�) + �2Τ
�1=2DΤτ(�

�) + υτ)
2 + ��(1)

) (1� ��)2!2∀φ�
002
2 (1� �

�)3 =3 +
Ρ 1

0
W (ρ)2δρ + 2�002

Ρ 1

��(ρ � �
�)W (ρ)δργ;

Τ�1��1
1 Ζ

0
��ψ�� =

�

Τ�3=2ψ1 + (1� ��)Τ
�3=2 Τ

τ=2(ψτ � ��ψτ�1)

Τ�5=2ψ1 + Τ
�5=2 Τ

τ=2[τ� ��(τ� 1)](ψτ � ��ψτ�1)

�

=

�

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
τ=2 ψτ

(1� ��)2Τ�5=2 Τ
τ=2 τψτ

�

+ ��(1)

=

�

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
τ=2(�1DΥτ(�

�) + �2Τ
�1=2DΤτ(�

�) + υτ)

(1� ��)2Τ�5=2 Τ
τ=2 τ(�1DΥτ(�

�) + �2Τ
�1=2DΤτ(�

�) + υτ)

�

+ ��(1)

) (1� ��)2!∀

∀

�002 (1� �
�)2 =2 +

Ρ 1

0
W (ρ)δρ

�002 (1� �
�)2 (2 + � �)=6 +

Ρ 1

0
ρW (ρ)δρ

#

(Α.23)

ανδ υσινγ (Α.1) τηεσε ρεσυλτσ γιϖε (Α.18).
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Νεξτ,

Τ�1��1
1 ρ

0
��;� ;34ρ�� = Τ

�1
�
�1
1 Ζ

0
��;� ;34ψ����

�1
1 Ζ

0
��;� ;34Ζ���

�1
1 [�

�1
1 Ζ

0
��Ζ���

�1
1 ]

�1Τ�1��1
1 Ζ

0
��ψ��:

Νοω

Τ�1��1
1 Ζ

0
��;� ;34ψ��

=

�

Τ�3=2(ψ�Τ+1 � ��ψ�Τ ) + (1� ��)Τ
�3=2 Τ

τ=�Τ+2(ψτ � ��ψτ�1)

Τ�5=2(ψ�Τ+1 � ��ψ�Τ ) + Τ
�5=2 Τ

τ=�Τ+2[τ� �Τ � ��(τ� �Τ � 1)](ψτ � ��ψτ�1)

�

=

�

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
τ=�Τ+2 ψτ

(1� ��)2Τ�5=2 Τ
τ=�Τ+2(τ� �Τ )ψτ

�

+ ��(1)

=

�

(1� ��)2Τ�3=2 Τ
τ=�Τ+2(�1DΥτ(�

�) + �2Τ
�1=2DΤτ(�

�) + υτ)

(1� ��)2Τ�5=2 Τ
τ=�Τ+2(τ� �Τ )(�1DΥτ(�

�) + �2Τ
�1=2DΤτ(�

�) + υτ)

�

+��(1)

) (1� ��)2!∀

∀

�002Γ21(�
�; �) +

Ρ 1

�
W (ρ)δρ

�002Γ22(�
�; �) +

Ρ 1

�
(ρ � �)W (ρ)δρ

#

; (Α.24)

Τ�1��1
1 ρ

0
��;� ;34ρ�� ) (1� ��)2!∀φϑ(�

00
2; �

�; �)

�

�

(1� �) (1� � 2) =2

(1� �)2=2 (1� �)2 (2 + �)=6

� �

1 1=2
1=2 1=3

��1

Κ(�002; �
�)γ

= (1� ��)2!∀ φϑ(�
00
2; �

�; �)�Β1(�)Κ(�
00
2; �

�)γ

Χοmβινινγ (Α.24), (Α.2), (Α.1) ανδ (Α.23) γιϖεσ (Α.19).

(ιι) Wριτε

Τ�1Σ(1) = Τ�1ψ01ψ1 � Τ
�1ψ01Ζ1�

�1
3 [�

�1
3 Ζ

0
1Ζ1�

�1
3 ]

�1
�
�1
3 Ζ

0
1ψ1:

Νοω

Τ�1ψ01ψ1 = Τ�1υ01υ1 + ��(1)

) !2∀;

�
�1
3 Ζ

0
1ψ1 )

�

υ1
!∀φ�

00
2(1� �

�) +W (1)γ

�

ανδ τηε ρεσυλτ οφ (Α.20) φολλοωσ γιϖεν (Α.4).
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Νεξτ

�
�1
3 ρ

0
1;� ;34ρ1 = �

�1
3 Ζ

0
1;� ;34ψ1 ��

�1
3 Ζ

0
1;� ;34Ζ1�

�1
3 [�

�1
3 Ζ

0
1Ζ1�

�1
3 ]

�1
�
�1
3 Ζ

0
1ψ1

= �
�1
3

�

�ψ�Τ+1
ψΤ � ψ�Τ

�

��
�1
3

�

0 1
0 Τ � �Τ

�

�

�
�1
3 �

�1
3

�

1 1
1 Τ

�

�
�1
3

�1

�
�1
3

�

ψ1
ψΤ

�

=
�11(�Τ = �

�Τ ) + �υ�Τ+1 +�(Τ�1=2)
Τ�1=2�1 + �2Τ

�1(Τ � � �Τ )� Τ�1=2�11(�Τ > �
�Τ )�

�2Τ
�1(�Τ � � �Τ )1(�Τ > � �Τ ) + Τ�1=2(υΤ � υ�Τ )

�

�

0 Τ�1=2

0 1� �

� �

1 Τ�1=2

Τ�1=2 1

��1 �
υ1

Τ�1=2�1 + �2Τ
�1(Τ � � �Τ ) + Τ�1=2υΤ

�

)

�

�11(� = �
�) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1

�2(1� �
�)� �2(� � �

�)1(� > � �) + !∀[W (1)�W (�)]

�

�

�

0 0
0 1� �

� �

υ1
�2(1� �

�) + !∀W (1)

�

=

�

�11(� = �
�) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1

�2(1� �
�)� �2(� � �

�)1(� > � �) + !∀[W (1)�W (�)]

�

�

�

0
(1� �)[�2(1� �

�) + !∀W (1)]

�

= !∀

�

�0011(� = �
�) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1=!∀

��002(1� �
�)� �002(� � �

�)1(� > � �) + �W (1)�W (�)

�

= !∀

�

�001Η1(�
�; �) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1=!∀

�002Η2(�
�; �) + �W (1)�W (�)

�

:

�� οφ οφ Τηεορεm 1

(ι) Wε ηαϖε

⊥� �� = αργmιν
�2�

Σ(��; �)

= αργmιν
�2�
[Σ(��)� (ρ0��;� ;34ρ��)

0Σ34(��; �)
�1(ρ0��;� ;34ρ��)]

= αργmαξ
�2�

(ρ0��;� ;34ρ��)
0Σ34(��; �)

�1(ρ0��;� ;34ρ��)

= αργmαξ
�2�

(��1
1 ρ

0
��;� ;34ρ��)

0[��1
1 Σ34(��; �)�

�1
1 ]

�1(��1
1 ρ

0
��;� ;34ρ��):

Τηεν υσινγ (Α.8) ανδ (Α.3) ωε οβταιν

⊥� �� ) αργ συπ
�2�
(1� ��)2!2υ[Α(�

0
1; �

0
2; �

�; �)�Β1(�)Χ(�
0
1; �

0
2; �

�)]0Β2(�)
�1 �

[Α(�01; �
0
2; �

�; �)�Β1(�)Χ(�
0
1; �

0
2; �

�)]:
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Σινχε (1 � ��)2!2υ αππεαρσ ονλψ ασ α σχαλινγ χονσταντ ιν τηε λιmιτ φυνχτιον το ωηιχη
αργ συπ�2� ισ αππλιεδ, τηε ρεσυλτ φολλοωσ.

(ιι) Wε ηαϖε

⊥� 1 = αργmιν
�2�

Σ(1; �)

= αργmαξ
�2�

(ρ01;� ;34ρ1)
0Σ34(1; �)

�1(ρ01;� ;34ρ1):

Νοω

Σ34(1; �) = Ζ01;� ;34Ζ1;� ;34 � Ζ
0
1;� ;34Ζ1(Ζ

0
1Ζ1)

�1Ζ01Ζ1;� ;34

=

�

1 1
1 Τ � �Τ

�

�

�

0 1
0 Τ � �Τ

� �

1 1
1 Τ

��1 �
0 0
1 Τ � �Τ

�

=

∀

1� 1

Τ�1
1� Τ�Τ�

Τ�1

1� Τ�Τ�
Τ�1

Τ � Τ� � !Τ�Τ�"2

Τ�1

#

;

ανδ σο, υσινγ (Α.17)

⊥� 1 = αργmαξ
�2�

�

�υ�Τ+1 + #$(1)
�υΤ � υ�Τ + (1� �)υ1 + #$(1)

�0 �
� Τ�Τ�
Τ��Τ+1

1

Τ��Τ+1
1

Τ��Τ+1
� 1

Τ��1
Τ�2

Τ��Τ+1

�

�

�

�υ�Τ+1 + #$(1)
�υΤ � υ�Τ + (1� �)υ1 + #$(1)

�

= αργmαξ
�2�

[�υ2�Τ+1 + #$(1)]

) αργ συπ
�2�

λιm
Τ!1

�υ2�Τ+1:

%&'οφ οφ Τηεορεm 2

(ι) Wε ηαϖε

⊥� �� = αργmαξ
�2�

(ρ0��;� ;34ρ��)
0Σ34(��; �)

�1(ρ0��;� ;34ρ��)

= αργmαξ
�2�

Τ�1*�1
1 (ρ

0
��;� ;34ρ��)

0[*�1
1 Σ34(��; �)*

�1
1 ]

�1Τ�1*�1
1 (ρ

0
��;� ;34ρ��):

Τηεν υσινγ (Α.19) ανδ (Α.3) ωε οβταιν

⊥� �� ) αργ συπ
�2�
(1���)2!2∀[ϑ(�

00
2; �

�; �)�Β1(�)Κ(�
00
2; �

�)]0Β2(�)
�1[ϑ(�002; �

�; �)�Β1(�)Κ(�
00
2; �

�)]:

Σινχε (1 � ��)2!2∀ αππεαρσ ονλψ ασ α σχαλινγ χονσταντ ιν τηε λιmιτ φυνχτιον το ωηιχη
αργ συπ�2� ισ αππλιεδ, τηε ρεσυλτ φολλοωσ.
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(ιι) Wε ηαϖε

⊥� 1 = αργmαξ
�2�

(ρ01;� ;34ρ1)
0Σ34(1; �)

�1(ρ01;� ;34ρ1)

= αργmαξ
�2�

+
�1
3 (ρ

0
1;� ;34ρ1)

0[+�1
3 Σ34(1; �)+

�1
3 ]

�1
+
�1
3 (ρ

0
1;� ;34ρ1)

ανδ υσινγ (Α.21) ανδ (Α.6) ωε �νδ

⊥� 1 ) αργ συπ
�2�

!2∀

�

�001Η1(�
�; �) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1=!∀

�002Η2(�
�; �) + �W (1)�W (�)

�0 �
1 0
0 � (1� �)

��1

�

�

�001Η1(�
�; �) + λιmΤ!1 ∀�Τ+1=!∀

�002Η2(�
�; �) + �W (1)�W (�)

�

:

Τηε ρεσυλτ φολλοωσ σινχε !2∀ αππεαρσ ονλψ ασ α σχαλινγ χονσταντ.

,-.οφ οφ Τηεορεm 3

Φορ ϕ��ϕ < 1 ωριτε

Τ�1Σ(��; �) = Τ�1Σ(��)� Τ�1(+�1
1 ρ

0
��;� ;34ρ��)

0φ+�1
1 Σ34(��; �)+

�1
1 γ

�1(+�1
1 ρ

0
��;� ;34ρ��)

= Τ�1Σ(��) + /0(1)

)
!2∀

1� �2
(1 + ��2 � 2���)

υσινγ (Α.7), (Α.8) ανδ (Α.3).
Φορ �� = 1,

Τ�1Σ(1; �) = Τ�1Σ(1)� Τ�1(+�1
3 ρ

0
1;� ;34ρ1)

0φ+�1
3 Σ34(1; �)+

�1
3 γ

�1(+�1
3 ρ

0
1;� ;34ρ1)

= Τ�1Σ(1) + /0(1)

)
2!2∀
1 + �

υσινγ (Α.9), (Α.10) ανδ (Α.6). Σινχε τηε σεχονδ λιmιτ ισ σιmπλψ τηε �ρστ λιmιτ εϖαλυατεδ
ατ �� = 1, τηε ρεσυλτ ισ σηοων.

,-.οφ οφ Τηεορεm 4

(ι) Φορ ϕ��ϕ < 1 ωριτε

Τ�2Σ(��; �) = Τ�2Σ(��)� Τ�2(+�1
1 ρ

0
��;� ;34ρ��)

0φ+�1
1 Σ34(��; �)+

�1
1 γ

�1(+�1
1 ρ

0
��;� ;34ρ��)

ωηιχη ηασ α λιmιτ διστριβυτιον γιϖεν βψ χοmβινινγ τηε ρεσυλτσ ιν (Α.18), (Α.19) ανδ
(Α.3). Τηισ διστριβυτιον ισ νον−δεγενερατε φορ αλλ � .

(ιι) Φορ �� = 1,

Τ�1Σ(1; �) = Τ�1Σ(1)� Τ�1(+�1
3 ρ

0
1;� ;34ρ1)

0φ+�1
3 Σ34(1; �)+

�1
3 γ

�1(+�1
3 ρ

0
1;� ;34ρ1)

= Τ�1Σ(1) + /0(1)

) !2∀

υσινγ (Α.20), (Α.21) ανδ (Α.6).
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