MATEMATIKA

Povrsina ispod grafa funkcije 1 (x) = x*

Uvod

Andrej Novak'

Problem to¢nog izracunavanja povrSine dugo je okupirao velike matematicke umove.
U pocetku se radilo o racunanju povrsine jednostavnih likova kao §to su pravokutnik ili
pravokutni trokut. Pojavljivali su se i likovi nacinjeni od viSe pravokutnika i trokuta.
Vedina takvih problema mogla se rijesiti tako da se “komplicirani” lik podijeli na puno
manjih koji su trokuti ili pravokutnici ¢ija se povrsina lako racuna, a onda je povrSina

pocetnog lika suma povrsina jednostavnih likova.

Kako je vrijeme prolazilo i problemi su postajali sloZeniji.
Postavilo se pitanje kako izracunati povrSinu kruga. Kao
odgovor na to pitanje, Arhimed je ponudio tzv. metodu
iscrpljivanja (slika lijevo). Radi se, naime, o sustavnom

upisivanju n-terokuta u krug. Kada bi n bio dovoljno velik
povrSina takvog lika bila bi jako blizu povrSine kruga.

Jo§ jedna zgodna ideja za priblizno racunanje povrsine
kruga prikazana je na slici desno. Kada bi se broj
isjeCaka, odrezanih na ovakav nacin povecavao, povrsSina
tako dobivenog “paralelograma” bi teZila (konvergirala)
prema povrsini kruga.

Kako se matematic¢ki aparat razvijao te su u igru
dosle funkcije i sustavi opisani njima, sljedece pitanje
je bilo kako izraCunati povrSinu ispod grafa funkcije f .

Danas se o raCunanju povrsine, barem u klasicnom
smislu, zna gotovo sve. Osnove infinitezimalnog ra¢una
pocinju se uciti ve¢ u ¢etvrtom razredu srednje Skole (po
gimnazijskom programu), a primjena i usavrSavanje
tehnika se nastavlja na gotovo svim tehni¢kim i
prirodoslovnim fakultetima. Cilj ovog ¢lanka je opisati
neke zanimljive ideje koje su preteCa danaSnjim
tehnikama.

U sljede¢im redovima promatramo problem izracu-
navanja povrSine ispod grafa funkcije. OCcito je da
priblizni iznos povrSine moZemo dobiti tako da dio ili
cijelu domenu [a, b] podijelimo na n dijelova te ispod

r
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grafa funkcije upiSemo pravokuntnike. Slucaj n = 4 je prikazan na slici desno. Povr§ina
prvog pravokutnika je Pp, = f (xo)(x1 —xo), odnosno ispod i-tog Pp, = f (xi—1)(xi—xi—1).
Aproksimaciju povrSine dobivamo sumiranjem provrsina svih n pravokutnika,

P= ZP *Zf Xi— 1 Xi — Xi— 1)

Za bolju aproksimacuu pravokutmclma se moZe dodati _—
i povrSina trokuta cija h1p0tenuza aproks1m1ra dijelove luka
krivulje na segmentu [xi—1,x], i = 1,...,n. Aproksimacija
povrsine na segmentu [x;—1,x;] u tom slucaju iznosi

Pry = F (i) = 5it) 30— 50 () — (1) ’
= ) ) +f (i),

Tocnom iznosu povrSine mozemo se pribliZiti i tako da profinimo podjelu segmenta
tj. poveéamo broj n, te umjesto n dijelova promatramo 2n, n2...., dijelova. Tako
izraCunata aproksimacija povrSine ¢e biti bliZze to¢noj povrSini ispod grafa funkcije f na
[a,b]. Nezgoda je u tome $to ako se zbilja Zelimo pribliZiti to¢noj povrsini, broj ée n
morati biti jako velik, a ovaj postupak nije prakti¢an za primjenu papir i olovka.

No, i dalje je izraCunata povrSina samo aproksimacija, a zanimaju nas metode Cije
primjene daju toc¢an iznos povrsine.

Geometrijski red

S obzirom na to da redovi nisu tema ovog rada, u ovom dijelu iznosimo samo
osnovno o geometrijskim redovima, kao kratki podsjetnik zato Sto ¢ée neke tehnike
pocivati upravo na njima. Geometrijski red je, neprecizno govoreci, beskona¢na suma
brojeva ¢iji su ¢lanovi u konstantnom omjeru. Taj omjer ¢emo za potrebe ovog ¢lanka
oznacavati slovom q.

Primjer.

)+1+1+1+ +1+ b) +1+1+1+ +1+
4 8 16 2n 9 81 3n
c) 2+4+8—|— 16 +324+ ... +2"+ ...

Sva tri reda su geometrijska, zato $to je svaki Clan, reda a) jednak polovini svog
1
prethodnika tj. g = 3 reda b) jednak treéini svog prethodnika tj. ¢ = 3 dok je svaki

¢lan reda c) dva puta veéi od svog predhodnika tj. g = 2.

Suma reda a) je 1, $to je vidljivo iz sljedece slike.
1 1 R

1
Suma reda b) je 2 dok je suma reda c) o€ito +o0o. Sve ove rezultate daje direktna
primjena sljedeceg teorema, kojeg ne izlaZzemo u punoj opcenitosti.
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Teorem. Za q € R, |g| < 1 geometrijskired 1+¢g+¢*+¢*>+... =Y ¢" ima sumu

——. Za |g| > 1 suma nije konacan broj.
-4

Dokaz. Dokazat ¢emo samo prvu tvrdnju teorema.

Neka je |¢| < 1, ako ozna¢imo sumu reda sa S onda vrijedi

S=14q+¢@+¢ .. +q"+...=1+ql+qg+¢+..+¢

S=1+gs,

1
iz Cega slijedi tvrdnja S = 1—2
—q

Fermatovo racunanje povrsine

Zelimo izratunati povriinu ispod funkcije 1)
f(x) = x*, k> —1 na segmentu [0,1]. Fermat ’
je takoder koristio ideju upisivanja pravokutnika
ispod grafa funkcije, no uz jednu bitnu razliku od
dosadasnjih ideja. Za 0 < g < 1, domenu [0, 1] je
podijelio bas u to¢kama koje su potencije broja g,
dobio je dakle, geometrijski red s omjerom g. Kao
Sto se to vidi na slici desno, povrSina pravokutnika
Py je (1 —¢q)-f(1) odnosno pravokutnika P, je

),

(g —q*) -f(q) i tako dalje. Ukupna povriina je
zbroj povrSina svih pravokutnika,

P=1-q)f )+ (- @)+ (@ — )W @)+ (@ —a V(@) + ..

=(1-q) +q(1—q)d"+ (1 — )¢ + ¢’ (1 — ) + ...
— (1= 1+ ¢ + P2 1 g 4 ]

= (1 =gl + (k“) + (g + () +

= ( )T

1 -

»Q

1—gct

Zadnji red slijedi iz predzadnjeg direktnom primjenom teorema za ¢**!

Prirodno je odabrati g Sto blize jedan, tako .
da pravokutnik P; bude jako tanak i dobro J)
aproksimira povrSinu ispod tog dijela grafa
funkcije. Stoga je opravdano promatrati

1— 1
lim g _

=11 =gt k41 | S

Koristeéi prethodnu ideju moZemo izracunati

povrsinu ispod funkcije f(x) = x*, no za k < —1 |
a [1,4o00) . Razlika je i u tome §to je sada g > 1. 0 1 q
Lakim ra¢unom provodimo zbrajanje povrSina.
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P=(q—1Df()+(¢*—a)f (@) + (@ — ) (@) + (¢* — ) (@) + ...
=(q-D+qlq— )"+ (q—1)g* +¢(q—1)f (q) + ..
(q 1)[ +qk+1+q2k+2+q3k+3+ ]
== D+ @)+ @+ ) ] =

Zadnja jednakost slijedi primjenom teorema na ¢**! < 1 zato §to je k < —1.

Kao i prije, prirodno je odabrati g blizu jedan tako da veé¢ P; dobro aproksimira
povrsSinu ispod krivulje na tom dijelu, pa je opravdano promatrati sljedecu grani¢nu
vrijednost

g—1 l—gq 1
(}linll—qkﬁ’ ;1—I>nll—qk+li k+1
Problem hiperbole
Do sada smo promatrali funkciju f(x) = x*
za k # —1, za kraj promotrimo slucaj, k = —1. @)
Za danu funkciju f 1 k zanima nas povrSina
ispod grafa funkcije na segmentu [1,2]. T u ovom (3 -1
slucaju koristimo ideju upisivanja pravokutnika, ' 27
no ovaj puta pravokutnike slaZzemo jedan na drugi. 1 /' 3
Konstrukcija je zorno prikazana na slici desno. i 2
Racunamo povrsine Py, P, i P3 i uoCavamo P,
pravilnost; 0 s 3 Z ) g
1 1 424
Pr=1-=1-—-
2 2
P, — 1/2 1\ 1/2 2y 1 1
*72\3 2) 2\3 4) 3 4
P*l 42+41 1 44+44 1 1+11
PT4\5 3 7 2)] 41\5 6 7 8 5 6 7 8

Manjim aritmeti¢kim manipulacijama i zbrajanjem svih povrSina dolazimo do sljedece
sume oo

L1 o1 1 111 1
P=1—- -4 = —f = —d - — 4. = —1DM1 = =m2.
2t373t5 5T gt )=

k=1
Taj rezultat je dobio i Newton (1667.).

Polovicom 19. stoljeéa Reimann je objavio rad u kojem je strogo matematicki
definirao integral nad intervalom. Reimannov integral je tehnika koju moZemo Kkoristiti
za racunanje povrsina iz dosta Siroke klase skupova, a time se jo§ jednom potvrdilo da
prethodni racuni daju to¢nu povrSinu. Polovicom 20. stoljeca je razvijena teorija mjere i
Lebesgueov integral kojim se mogu raCunati povrsine iz jo§ Sire klase skupova. Teorija
se i dalje razvija, ali na puno apstraktnijem nivou.
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