MATEMATIKA

Neki povijesno-matematicki osvrti na posljednji Fermatov teoremi

Zeljko Zrno'

Uvod

Snazan impuls teoriji brojeva dao je francuski pravnik i matematicar Pierre de Fermat
(1601.-1665.). Kao amater u matematici, za Zivota nije objavio gotovo nijedan rad,
ali je zato u nasljedstvo ostavio mnostvo razradenih ili nerazradenih ideja. Mnoge su
njegove hipoteze dokazane, neke su oborene, ali jedna koja je najviSe odolijevala napadu
matematicara i koja je zadnja dokazana, nakon vise od 350 godina, poznata pod nazivom
posljednji Fermatov teorem, zasluzuje da joj ovdje poklonimo malo vise paznje.

Fermatova tvrdnja glasi: jednadiba x" +y" =z, n € N, n > 2, nema rjeSenja u
skupu prirodnih brojeva.

Kad je Pierre de Fermat umro 1665. godine, bio je jedan od najslavnijih matematicara
Europe. Danas je Fermatovo ime gotovo sinonim za teoriju brojeva, ali je u njegovo
vrijeme njegov rad u toj teoriji bio tako revolucionaran i toliko ispred svog vremena
da je njegova vrijednost bila jedva shvadena. Postoje dvije iznenadujuée Cinjenice o
Fermatovoj slavi kao matematicara. Prva je ta da on uopce nije bio matematicar, nego
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pravnik. Drugo iznenadenje je da on nikad nije objavio matematicki rad. Njegova
reputacija je rezultat njegove korespondencije s drugim znanstvenicima i niza rasprava
koje su kruZile u pisanom obliku. Fermat je bio Cesto potican da objavi svoj rad, ali
je zbog neobjaSnjenih razloga odbijao da se objave njegove rasprave. Mnoga njegova
otkriéa, narocito ona u teoriji brojeva, nikad nisu bila prevedena u oblik dostupan za
objavu. Ova Cinjenica da je Fermat odbijao objavljivanje svog rada je izazvala strah
njegovih brojnih oboZavatelja da ¢e uskoro biti zaboravljen ne bude li uloZen napor radi
skupljanja njegovih pisama i neobjavljenih rasprava i njihove posthumne objave. Taj je
zadatak preuzeo njegov sin Samuel. On je traZio pisma i rasprave od korespondenata
koji su bili u kontaktu s njegovim ocem. Samuel de Fermat je takoder pregledavao
papire i knjige svog oca i tako je objavljen slavni Fermatov posljednji teorem.

Diofantova Aritmetika, jedno od velikih klasi¢nih djela anticke grcke matematike koje
je bilo ponovno otkriveno i prevedeno na latinski kratko prije Fermatovog vremena, bila
je knjiga koja je nadahnula Fermatovo proucavanje teorije brojeva. Samuel je otkrio
da je njegov otac ispisao mnoge zabiljeSke na rubovima njegove kopije Bachetovog
prijevoda Diofanta. Kao prvi korak u objavljivanju radova njegovog oca on je objavio
novo izdanje Bachetovog Diofanta u ¢ijem su dodatku bile Fermatove rubne biljeske i
primjedbe. Druga od ovih 48 primjedbi o Diofantu je bila napisana na rubu uz Diofantov
problem 8 u knjizi II gdje se trazi da se dani kvadrat prikaze u obliku dva kvadrata.
Fermatova biljeska tvrdi na latinskom jeziku da kub nije moguce prikazati kao sumu dva
kuba, niti je Cetvrta potencija suma Cetvrtih potencija, niti opcenito n-ta potencija za
n > 3 ne moZe biti suma dvije n-te potencije. Imam doista krasan dokaz ove propozicije,
ali je ovaj rub preuzak da se na njemu taj dokaz napise.

Ako je Fermat doista imao dokaz, on je doista morao biti ¢udesan jer ga nitko drugi
nije uspio pronaci, u viSe od 350 godina nakon Fermatovog vremena.

U svibnju 1995. je objavljen dokaz Fermatovog posljednjeg teorema. Dokaz je dao
Andrew Wiles sa SveuciliSta Princeton.

U nastavku ¢emo iznijeti neke osvrte iz povijesti pokuSaja dokazivanja ovog teorema
i davanju doprinosa razvoju matematike u kontekstu iznalaZenja novih teorija iz
matematike. Krenimo od aktualnog vremena, gdje ¢emo prikazati dramu koja se
odvijala kod profesora Andrew Wilesa na konferenciji u Cambridgu 1993., a zatim
slijedi povratak u daleku proslost i kronoloski put kod pokusaja dokazivanja posljednjeg
Fermatovog teorema (vidi [1]).

Cambridge, Engleska, srpanj 1993.

Krajem srpnja 1993., profesor Andrew Wiles odletio je u Englesku. Vracao se na
SveuciliSte Cambridge gdje je prije dvadeset godina bio na poslijediplomskim studijama.
Wilesov nekadasnji mentor pri izradi doktorske teze, profesor John Coates, uprilicio je
konferenciju o Iwasawinoj teoriji — jednom posebnom podrucju u okviru teorije brojeva
na koje se odnosila i disertacija Andrewa Wilesa i u koje je on bio vrlo dobro upucen.
Cetrdesetgodisnji Wiles izgledao je kao tipi¢an matematicar kada je doSao u Cambridge:
bijela koSulja s nehajno zavrnutim rukavima, naocale s debelim, roZnatim okvirom,
neuredni pramenovi ve¢ prorijedene svijetle kose. Njegov povratak u Cambridge, u
kojem se rodio, bio je vrlo poseban — bio je ostvarenje jednog djeackog sna. Tragajuci
za ovim snom, Andrew Wiles proveo je proslih sedam godina Zivota kao doslovni
zatvorenik na vlastitom tavanu.

Prvog dana Wiles je nagradio dvadesetak matematicara, koji su dosli na njegovo
predavanje, jednim velikim i neocekivanim matemati¢kim rezultatom, a ostala su jo$
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dva izlaganja. Sto je sljedece? Svima je postalo jasno da su Wilesova predavanja ona
kojima treba biti nazoCan. Napetost je pocela rasti medu matemati¢arima kojih je sada
bilo znatno viSe.

Drugog dana, Wilesovo izlaganje se pojacalo. Sa sobom je ponio preko 200 stranica
formula i izvoda, originalnih zamisli iskazanih kao novi teoremi, s dugim, apstraktnim
dokazima. Dvorana je sada bila ispunjena do posljednjeg mjesta.

Sljedeceg dana, u srijedu 23. srpnja 1993., doSao je red na posljednje predavanje.
Dok je prilazio dvorani u kojoj ga je trebao odrzati, Wiles je morao krciti put izmedu
okupljenih slusatelja. Ljudi su stajali i u hodniku, zaprijeCivsi ulaz, a unutra je bilo
sve puno. Mnogi su ponijeli fotografske aparate. Dok je Wiles opet ispisivao naizgled
beskonacne formule i teoreme na ploci, atmosfera je postajala sve napetija. “Postojao
je samo jedan mogudi vrhunac, jedan mogudi kraj Wilesovog predavanja”, rekao je
kasnije profesor Ken Ribet s Kalifornijskog sveucilista u Berkeleyu. Wiles je bio pri
kraju posljednjih redova svoga dokaza jedne zagonetne i sloZene matematicke zamisli,
takozvane pretpostavke Shimure i Taniyame. Zatim je neocekivano dodao jo§ jedan red
na kraju, novi oblik jedne, ve¢ stolje¢ima stare jednadZbe, za koju je Ken Ribet sedam
godina ranije dokazao da ¢e predstavljati posljedicu spomenute pretpostavke. “Ovo
dokazuje posljednji Fermatov teorem”, rekao je Wiles gotovo usput. “Mislim da ¢u
ovdje stati.”

Uslijedio je trenutak mukle tiSine u dvorani. A onda se prolomio gromovit, spontani
pljesak. Bljeskalice su sijevale dok su svi ustali Cestitati ozarenom Wilesu. Samo
nekoliko minuta zatim, elektronska posta i faksovi poceli su slati poruke na sve strane
svijeta. Najznamenitiji matematicki problem svih vremena bio je, kako izgleda, rijeSen.

“Najneocekivanije u svemu bilo je to Sto su nas sljedeceg dana preplavili svjetski
mediji”, sjeca se profesor John Coates koji je organizirao konferenciju, uopée ne sluteci
da ée na njoj biti objavljeno jedno od najveéih matemati¢kih postignuéa. Naslovi u
vodeéim svjetskim novinama velicali su neocekivani podvig. “Konac¢no, Eureka!”, o
davnoj matematickoj tajni — pojavilo se na naslovnoj strani New York Timesa od 24.
srpnja 1993. Preko nodi, tihi i vrlo povuceni Andrew Wiles postao je svjetsko ime.

Lipanj — kolovoz 1993. — otkrivena je kobna pogreska

Matematicari su bili obazrivo optimisticki raspoloZeni kada je Wiles siSao s podija
one srijede u srpnju. Izgledalo je da je tajna stara 350 godina konac¢no rijeSena. Ostalo
je da neovisni stru¢njaci provjere Wilesov opsezan dokaz, pun sloZenih matematic¢kih
oznaka i teorija koje uopce nisu bile poznate u Fermatovo doba, odnosno sve do pocetka
dvadesetog stoljeca. Dokaz je poslan odredenom broju vodeéih matemati¢ara. MoZda se
sedmogodiS$nji samotnjacki rad na tavanu Wilesu konacno isplatio. Ali optimizam nije
dugo trajao. Samo nekoliko tjedana kasnije uocena je pukotina u Wilesovoj logici. On
ju je pokuSao zakrpati, ali se ona nije mogla ukloniti. Matematicar s Princetona Peter
Sarnak, blizak prijatelj Andrewa Wilesa, promatrao ga je kako svakog dana tone sve
dublje u beznade povodom dokaza za koji je prije samo dva mjeseca na Cambridgeu
objavio cijelom svijetu da ga ima. Wiles se opet povukao na tavan. Novinari iz New
York Timesa i ostalih medija ostavili su ga da obavlja svoj samotnjacki posao. Kako je
vrijeme prolazilo, a dokaz se nije pojavljivao, matematicari i javnost poceli su se pitati
je li Fermatov teorem doista tocan. Cudesan dokaz za koji je profesor Wiles tvrdio da
ga ima postao je nimalo viSe stvaran od samog Fermatovog doista cudesnog dokaza koji
se naZalost ne moZe zapisati na premaloj margini.
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Kvadrati, kubovi i viSe dimenzije

Da bi se dokazalo da je posljednji Fermatov teorem pogreSan, sve Sto je netko trebao
napraviti bilo je pronadi triplet prirodnih brojeva a, b, ¢ i stupanj n veci od 2, tako
da je a" + b" = ¢". Nitko jo§ nije naSao takve brojeve. U devedesetim godinama
dvadesetog stoljeca dokazano je da takvi prirodni brojevi ne postoje za vrijednosti n
manje od Cetiri milijuna. Ali ovo jo§ nije znacilo da se takvi brojevi, jednog dana, ipak
nece pronaci. Teorem je trebalo dokazati za sve cijele brojeve i sve moguce stupnjeve.

Fermat je sam dokazao svoj posljednji teorem za n = 4. Upotrijebio je jednu
domiSljatu metodu koju je nazvao metoda “beskona¢nog opadanja” dokazujuéi da ne
postoje prirodni brojevi a, b, c¢ za koje bi vrijedilo a* + b* = ¢*. Fermat je takoder
dokazao svoj teorem za n = 3. Poznati Svicarski matematiar Leonhard Euler (1707.—
1783.) dokazao je slucajeve n = 3 i n = 4 neovisno o Fermatu, dok je Peter G. L.
Dirichlet dokazao 1828. slucaj n = 5. Isto je dokazao Adrien-Marie Legendre 1830.
Gabriel Lemé 1 Henri Lebesgue, koji ga je ispravio 1840., izveli su dokaz za n = 7.
I tako, dvije stotine godina nakon Sto je Fermat napisao svoju znamenitu biljeSku na
margini Diofantove knjige, njegov teorem dokazan je jedino za stupnjeve 3, 4, 5, 6 i
7. No, jo$ je dug put do beskonacnosti, a upravo se ona mora imati u obliku da bi
se teorem dokazao za bilo koji stupanj n. Matematicari su krenuli u potragu za tim
neuhvatljivim opéim dokazom, ali sve Sto su nalazili bili su dokazi za posebne potencije.

Karl Friedrich Gauss

Po mnogima najveéi matematicar svih vremena Karl Friedrich Gauss (1777.—1855.)
bavio se i teorijom brojeva, o kojima je on izvjeStavao kolege obic¢nim dopisivanjem,
bio je od ogromne pomodi u svim pokuSajima matemati¢ara kako dokazati posljednji
Fermatov teorem. Vecina ovih rezultata skupljena je u knjizi o teoriji brojeva koju
je Gauss objavio na latinskom 1801., kada su mu bile dvadeset cetiri godine. Ta
knjiga, Disquisitiones Aritmeticae, prevedena je na francuski i objavljena u Parizu 1807.,
privukavsi veliku pozornost. Ocijenjena je kao djelo genija.

Zasto, medutim, najveéi matematic¢ki svjetski genij nikada nije pokuSao dokazati
posljednji Fermatov teorem? Gaussov prijatelj H. W. M. Olbers poslao mu je pismo iz
Bremena 7. oZzujka 1816., u kojem ga je izvijestio da je PariSka akademija ponudila
veliku nagradu onome tko dokaze da je posljednji Fermatov teorem tocan ili pogreSan.
Ali Gauss je odolio tom iskuSenju. MoZda je bio svjestan koliko je, zapravo, zavodljiv
posljednji Fermatov teorem. Veliki genij u teoriji brojeva vjerojatno je bio jedini
matematicar u cijeloj Europi koji je shvacao koliko bi bilo tesko da se on dokaZe.

Idealni brojevi

Matematicar koji se upustio u faktorizaciju bio je Ernst Eduard Kummer (1810.—
1893.), Covjek koji se vise od bilo kojeg drugog suvremenika pribliZzio opéem rjeSenju
Fermatovog problema. Kummer je, zapravo, izumio ¢itavu jednu matemati¢ku teoriju,
teoriju idealnih brojeva, pokuSavajuéi dokazati posljednji Fermatov teorem.

Kummer se bavio Sirokim rasponom problema u matematici, od vrlo apstraktnih do
vrlo prakti¢nih. Ali glavni ugled stekao je opseZnim radom na posljednjem Fermatovom
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teoremu. Francuski matematicar Augustin-Louis Cauchy (1789.-1857.) pomislio je u
nekoliko navrata da je doSao do opceg rjeSenja Fermatovog problema. Ali neumorni
i nehajni Cauchy shvatio je svaki put da je problem znatno veéi nego Sto je on
pretpostavljao. Cauchy je konacno digao ruke od problema i posvetio se drugim
stvarima.

Kummer je takoder postao opsjednut posljednjim Fermatovim teoremom, a njegovi
pokusaji da dode do rjeSenja uputili su ga istom besplodnom stazom kojom je iSao
i Cauchy. Ali umjesto da digne ruke kada se pokazalo da polje koje se tu javljalo
nema odgovarajuce svojstvo, on je jednostavno izumio nove brojeve s osobinom koje
su njemu bile potrebne. Te brojeve nazvao je “idealni brojevi”. U jednom trenutku
ucinilo mu se da je kona¢no doSao do opéeg dokaza, ali pokazalo se, nazalost, da ipak
nije tako. Do sredine devetnaestog stoljeca, zahvaljujuéi Kummerovom nevjerojatnom
podvigu, ustanovljeno je da posljednji Fermatov teorem vrijedi za sve potencije manje
od 100, kao i za beskona¢no mnogo multiplikatora prostih brojeva iz tog raspona. Bilo
je to veliko dostignude, iako nije predstavljalo opéi dokaz, buduéi da je postojalo jo$
beskonacno mnogo brojeva za koje se nije znalo vrijedi li teorija i za njih. Kummer je
neumorno nastavio raditi na dokazivanju posljednjeg Fermatovog teorema, obustavivsi
istraZivanje tek 1874.

Zbog povijesne kronologije, vezano za posljednji Fermatov teorem, ovdje bi samo
kratko spomenuli jo§ neke matematicare: godine 1922. engleski matematicar Louis J.
Mordell otkrio je nesSto za §to mu se ucinilo da je vrlo neobi¢na veza izmedu rjesenja
algebarskih jednadZzbi i topologije. DvadesetsedmogodiS$nji njemacki matemati¢ar Gerd
Faltings uspio je dokazati 1983. Mordellovu pretpostavku, Sto se koristilo u daljnjem
dokazivanju i za sve vece potencije. Status posljednjeg Fermatovog teorema 1983.
godine bio je, dakle, sljedeci: on je dokazan za sve vrijednosti » do milijun (ovo je
pomaknuto 1992. godine na 4 milijuna.)

Konaéno dokaz

Kada je proslo viSe od godinu dana od njegovog kratkotrajnog trijumfa u Cambridgu,
Andrew Wiles poceo je gubiti nadu i bio je ve¢ spreman di¢i ruke od nepotpunog dokaza.
Odlucio je joS jednom, posljednji put, razmotriti svoj dokaz prije nego §to ga odbaci i
odustane od nade da e rijeSiti posljednji Fermatov teorem. Wiles se udubio u papire
pred sobom, pazljivo ih proucavajuci dvadesetak minuta. A onda je jasno zamijetio gdje
je zapelo. Konacno je shvatio §to nije bilo kako treba. “Bio je to najvaZniji trenutak
u cijelom mom radnom Zivotu”, opisao je on kasnije osjecaje koji su ga tada ispunili.
“Odjednom, potpuno neocekivano, uslijedilo je nevjerojatno otkriée. NiSta Sto ¢e u
buduénosti napraviti ne moZe se. .. “Suze su ispunile Wilesove oc¢i, a glas mu je zakazao
od uzbudenosti. Ono §to je razaznao u tom klju¢nom trenutku bilo je “tako neopisivo
lijepo, tako jednostavno i tako elegantno...a ja sam samo zurio u nevjerici.” Ostao je
dugo zagledan u svoj rad. Vjerojatno sanjam, pomislio je, ovo je previse lijepo da bi
bilo istinito. Kasnije ¢e reci da je, zapravo, stvar bila previSe lijepa da bi bila pogresna.
Otkrice je bilo tako snazno, tako skladno, da je jednostavno moralo biti to¢no.

Wiles je ispisao novi dokaz, koriste¢i sada vodoravnu Iwasawinu teoriju. Konacno,
sve je savrSeno doSlo na svoje mjesto. Pristup koji je koristio prije tri godine bio
je tocan. Uzbuden, Andrew Wiles, uspostavio je vezu s internetom. Poslao je istu
poruku elektronskom poStom na adrese viSe matematicara Sirom svijeta: “Ocekujte hitnu
posiljku od mene za koji dan.” Tijekom sljedec¢ih nekoliko tjedana, matematicari koji
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su dobili novu verziju Wilesovog rada iz Cambridgea, paZljivo su u njemu provjerili
svaku pojedinost. Nisu uspjeli naci nikakav nedostatak. Umjesto da postupi kao Sto je
to ucinio u Cambridgeu godinu i pol dana ranije, poslao je rad jednom profesionalnom
Casopisu, Annals of Mathematics, tako da je on prije objavljivanja proSao postupak
provjere i ocjenjivanja stru¢njaka. Ovo je potrajalo nekoliko mjeseci, ali sada nije uocena
nikakva pogreska. U svibanjskom broju za 1995. ovog Casopisa objavljeni su Wilesov
prvobitni rad iz Cambridgea i ispravak ispod kojeg su bili potpisani Andrew Wiles
i Richard Taylor, matematicar koji mu je asistirao oko ispravka. Posljednji Fermatov
teorem konacno je bio dokazan.

Je li Fermat imao dokaz?

Andrew Wiles opisuje svoj dokaz kao “tekovinu matematike dvadesetog stoljeca”.
On se doista oslanjao na radove mnogih matematicara tog stolje¢a. Koristio je i djela
ranijih matemati¢ara. MnoStvo elemenata koji tvore Wilesovu gradevinu plod su rada
mnogih drugih autora. Prema Wilesu, Fermat nikako nije mogao imati na umu ovaj
dokaz kada je napisao svoju znamenitu biljeSku na margini. To je ocito, bududi da se
pretpostavka Shimure 1 Taniyame pojavila tek u dvadesetom stoljecu. Ali je li moguce da
je Fermat imao u vidu neki drugi dokaz? Odgovor je vjerojatno nijecan. Ali stvar ipak
nije sasvim izvjesna. To nikada ne¢emo doznati. S druge strane, Fermat je Zivio joS§ 28
godina nakon $to je na margini zapisao svoj teorem. A viSe ga nikada nije spomenuo.
Mozda je znao da ga ne moZe dokazati. Ili je mozda pogresno pomislio da se njegova
metoda beskonacnog opadanja, koja je koristila da bi dokazao jednostavan slucaj kada
je n =3, moZe pro§iriti na opce rjeSenje. Ili je moZda jednostavno zaboravio na ovaj
teorem i preSao na druge probleme.

Dokazivanje teorema na nacin na koji je to kona¢no ucinjeno u devedesetim godinama
dvadesetog stoljeca pretpostavljalo je znatno viSu matematiku od one koja je mogla biti
poznata Fermatu. Zavr$ni dokaz teorema proizasSao je iz udruZivanja prirodno nespojivih
podruc¢ja matematike. A unato¢ Cinjenici da je Andrew Wiles bio osoba koja je obavila
vazan konacni rad na teoremu, dokazavsi jedan oblik pretpostavke Shimure i Taniyame
neophodan da bi se dokazao Fermatov teorem, cijeli pothvat je djelo mnogih ljudi.

Fermat, dakako, nikako nije mogao oblikovati tako sloZenu pretpostavku koja
objedinjuje dvije vrlo razlidite grane matematike. Ili je moZda mogao? Stvar nije do
kraja jasna. Sve $to sigurno znamo da je teorem konac¢no potvrden, kao i to da su dokaz
provjerili 1 potvrdili do najsitnijih pojedinosti mnogi matematicari iz cijelog svijeta. Ali
okolnost da ovaj sloZen dokaz postoji, ne znaci nuZno da neki jednostavniji nije moguc.
Prema tome, je li Fermat doista imao “doista cudesni dokaz” svog teorema, koji nije
mogao stati na malom raspolozivom prostoru, zauvijek ¢e ostati tajna.

U nastavku ovog c¢lanka osvrnut éemo se ukratko na matematicki dio Fermatovog
teorema uz prethodnu obradu jednadzbe x*>+y* = 72, x, v, z € N, poznate kao Pitagorin
teorem. Naravno za ovu razinu napravit ¢emo elementaran pristup i to u povijesnom
kontekstu, a Citatelja upuéujemo na literaturu u kojoj moZe naci viSe razine i op¢i dokaz
posljednjeg Fermatovog teorema, u kojem se koristi sloZzen matematicki aparat.
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Pitagorine trojke

Bavljenje posljednjim Fermatovim problemom pocinje slu¢ajem n = 2, to jest
Pitagorinom jednad?bom x? 4 y?> = z2. Pri tome treba primijetiti da ako je d bilo koji
divizor brojeva x, y, z, tada se faktor d*> moZe izluciti iz jednadZbe x> + y* = 22,

pa brojevi 2, 2, 2 takoder formiraju Pitagorinu trojku. Ako je d najveéi zajednicki
djelitelj brojeva x, y, z, tada brojevi -, %, 2 nemaju zajednicki djelitelj veci od 1,

pa ta tri broja tvore ono $to se zove primitivna Pitagorina trojka. Na taj nacin svaka
Pitagorina trojka moZe biti reducirana (dijeljenjem s najvecim zajednickim djeliteljem)
na primitivnu Pitagorinu trojku. Obrnuto, za danu primitivnu Pitagorinu trojku (a, b, ¢)
moze se dobiti opéa Pitagorina trojka (x,y,z) izborom odgovarajuceg cijelog broja d
tako da se stavi x = ad, y = bd, z = cd. Zbog toga je za rjeSavanje jednadZbe
x?> +y? = 2% dovoljno promatrati primitivne Pitagorine trojke.

Ova pretpostavka (o primitivnosti Pitagorine trojke x, y, z) znaci da nijedan par od
tri broja x, y, z nema zajednicki djelitelj veéi od 1. Na primjer, ako je d djelitelj od
x, y, tada iz x> + y? = z° slijedi da je d” djelitelj od z*, a to zna¢i da je d djelitelj od
z. Dakle, d je djelitelj od x, y, z, ali iz primitivnosti Pitagorine trojke imamo d = 1.
Na sli¢an nacin, jedini zajednicki djelitelj od x, z i od y, z mora biti 1.

Posebno, nijedan par medu brojevima x, y, z ne moZe sadrZavati parne brojeve,
to jest imati djelitelj 2. Zbog toga su barem dva broja izmedu x, y, z neparna. No,
ocigledno je da sva tri ne mogu biti neparni jer x* + y*> = z*> tada znaci neparan +
neparan = neparan $to je nemoguce. Zato je to¢no jedan medu brojevima x, y, 2
paran. To sigurno nije broj z jer ako je z paran, a x, y neparni, tada je z*> djeljiv
brojem 4, a x*> (zbog neparnosti od x) dijeljenjem s 4 daje ostatak 1, a to isto vrijedi za
y?, $to znaci da je x> +y*> =2 (mod 4) odnosno 7> =2 (mod 4) §to je nemogude jer
smo vidjeli da je z2 =0 (mod 4). Prema tome, u primitivnoj Pitagorinoj trojki (x,y,z)
broj z je neparan, a brojevi x, y su suprotne parnosti.

Kako dobiti proizvoljno primitivno rjeSenje Pitagorine jednadzbe? Neka je (x,y,z)
primitivna Pitagorina trojka koja zadovoljava jednadzbu x> + y?> = z>. Pretpostavljamo
da je broj x paran, a brojevi y, z neparni. Vrijedi x> = 22 — > = (z — y)(z + V).
Brojevi z —y, z+y su parni, paje z —y = 2u, z+y = 2v za neke u, v € N. Brojevi
u, v su uzajamno prosti jer ako je u = wo, v = wf za neke w, o, B € N, tada je
z=0(a+ B), y= o(f — o). Medutim, brojevi y, z su uzajamno prosti, pa je nuzno
® = 1. Drugim rije¢ima u = oo, v= 03 =— = 1, ¢ime je pokazano da su y,
z uzajamno prosti. 1z x*> = 4uv i parnosti broja x slijedi da je uv kvadrat. Buduéi da
su u, v uzajamno prosti, svaki od njih je kvadrat. Neka je u = ¢>, v = p*. Tada je
i—y=2¢, z+y=2"iliz=p"+ 4>, y=p*—¢*. x=2pq.

Iz y = p* — ¢* vidimo da je p > q. Takoder su p, g uzajamno prosti zbog u = ¢°,
v = p? i zato jer su u, v uzajamno prosti. Iz neparnosti broja y slijedi da su brojevi p,
q razlicite parnosti. Time je dokazano:

Ako je (x,y,z) primitivno rjeSenje jednadibe x* +y* = 7%, tada postoje uzajamno
prosti brojevi p, q € N suprotne parnosti sa svojstvom p > q tako da je x = 2pq,
y=p—q. z=p"+¢.

58S . Matematicko-fizicki list, LXTII 3 (2012. — 2013.)



Fermatov teorem za slucéaj n = 4

Prethodni rezultat omogucava dokaz posljednjeg Fermatovog teorema za jednadzbu
Cetvrtog stupnja x* + y* = 7%, to jest da ne postoje prirodni brojevi x, y, z € N sa
svojstvom x* + y* = z*. Dokaz provodimo metodom kontradikcije uz pretpostavku da
postoje x, y, z s tim svojstvom.

Smatramo da je trojka maksimalno skradena, §to znaci da su brojevi x, y, z u
parovima uzajamno prosti. Tada je x>, y*, z> primitivna Pitagorina trojka jer x*+y* = z*
zapravo znaci (x*)? + (y*)? = (z?)%. To pak znaci da postoje p, ¢ € N sa svojstvom:

=29, Y=p-¢ Z=p+q (%)
uz uvjet p > g, brojevi p, g su uzajamno prosti i suprotne parnosti. 1z y*> + ¢*> = p?
slijedi da je y, g, p Pitagorina trojka u kojoj su p, g uzajamno prosti, pa je to
primitivna Pitagorina trojka. 1z y> + ¢> = p? slijedi da je p neparan, pa je g paran (jer
su p, g suprotne parnosti). Zbog toga postoje a, b € N sa svojstvom:

q = 2ab, yzzaszz, p:aqub2 ()

pri ¢emu je a > b, uz uvjet da su a, b € N uzajamno prosti i suprotne parnosti.

2
Sada iz () i (%) dobivamo x> = dab(a* + b?), pa je ab(a® + b*) = (%) Sto
znaci da je ab(a® + b*) kvadrat.

Brojevi ab, a* + b* su uzajamno prosti jer su brojevi g, p takvi, pa ako je broj
ab(a*+ b?) kvadrat, to je svaki od brojeva ab, a*+b* kvadrat. Brojevi a, b su takoder
uzajamno prosti, pa je svaki od njih kvadrat, uzmimo a = u?, b = v>. Odavde imamo

WVt =d 4 =p<p g =27 < =2yt

Time je dokazano: ako je x* 4 y* kvadrat (z* je naime kvadrat), tada postoje u, v € N
sa svojstvom u* +v* < x* +y*. No, broj u* +v* je kvadrat, pa postoje r, s € N sa
svojstvom 74 4+ s* < u* +v* tako da je r* + s* kvadrat. Analognim zaklju¢ivanjem
slijedi da postoje ¢, d € N sa svojstvom ¢* +d* < r* + s* tako da je ¢* + d* kvadrat,
pa dobivamo silazni beskona¢ni niz kvadrata prirodnih brojeva §to je nemoguce jer je
skup prirodnih brojeva ogranic¢en odozdo najmanjim brojem 1. Prema tome ne postoje
brojevi x, y € N za koje je x* + y* = z*. Time je posljednji Fermatov teorem dokazan
u slucaju n = 4.

U dokazu x* + y* # z* je koriStena metoda beskona¢nog spustanja koja je na neki
nacin metoda matematicke indukcije unatrag. Fermat je koristio tu metodu i na nju je
bio vrlo ponosan. U dugackom pismu koje je napisao potkraj Zivota je napravio osvrt na
svoja otkrica u teoriji brojeva da je tu metodu koristio u svim svojim dokazima. Kratko
receno, metoda dokazuje da stanovita svojstva ili relacije nisu moguce za cijele brojeve
dokazom da ako bi oni vrijedili za neke brojeve, tada bi vrijedili za neke manje brojeve
i tako dalje u beskonacnost, a to je nemoguce jer niz pozitivnih cijelih brojeva ne moze
opadati u beskonac¢nost. Tu metodu je nazvao metoda beskonacnog spustanja.
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Fermatov teorem za slucaj n =3

Dokaz ovog slucaja dao je Leonhard Euler. Bio je nesumnjivo najve¢i matematicar
svog vremena. Dao je doprinose na svakom zamislivom podrucju, od primijenjene
matematike do algebarske topologije i teorije brojeva. Bez obzira §to postoje kontroverze
oko toga da li je dokazao slucaj n = 3, najuobicajeniji stav je da je Euler dao dokaz
slucaja n = 3, ali da je njegov dokaz “nepotpun” u jednom vaZnom pogledu, uz
postojanje defekta koji je u meduvremenu otklonjen, ali mu se odaje priznanje eleganciji
pristupa.

Temeljna metoda Eulerovog dokaza sluc¢aja n = 3 je metoda beskona¢nog spustanja.
On pokazuje da ako postoje prirodni brojevi x, y, z sa svojstvom x° +y* = z*, tada
je moguce pronaéi manje prirodne brojeve s istim svojstvom. Na taj nacin je mogude
pronaci niz takvih trojki koje kontinuirano opadaju i nikad ne zavrSavaju, a to je
ocigledno nemoguée. Dokaz pocinje od pretpostavke da imamo trojku prirodnih brojeva
za koje vrijedi x* +y® = z*. Svaki zajednicki djelitelj bilo koja dva od ta tri broja je
zbog te jednadzbe istovremeno djelitelj treéeg broja. Zbog toga je sve zajednicke faktore
moguce ukloniti, pa je na samom pocetku moguce pretpostaviti da su brojevi x, y, z u
parovima relativno prosti, a to znaci da je najveci zajednicki djelitelj od x, y i x, z 1 y,
z jednak 1. Posebno je tada najviSe jedan od ova tri broja paran jer ako bi jo§ jedan bio
paran, tada bi i onaj tre¢i morao biti paran, pa bi njihov zajednicki djelitelj bio barem
2. S druge strane je barem jedan od brojeva x, y, z paran jer ako bi svi bili neparni,
tada bismo imali situaciju neparan + neparan = neparan §to je nemoguce. Zbog toga
je to¢no jedan od ovih brojeva paran, a preostala dva su neparna (viSe i detaljnije o
ovom slucaju vidi u [2]).

Op¢i dokaz Fermatovog teorema uz jedno ogranicCenje na z

Op¢i dokaz Fermatovog posljednjeg teorema u najopcenitijem slucaju, da ne postoje
x, ¥y, z€N, n >3, X*+y"=7" je vrlo tezak i opsezan (vidi [S]). Ipak, postoji

V-1
Ovdje je taj dokaz (vidi [4]). Neka je dakle za dani eksponent n € N\ {1,2}

1
broj ze N takavdaje z< 1+ ———. Dakleje z—1 < ——

] J J V21
1
> /2 — 1. Imamo 1—|——1>\"/§.
7—

jednostavan dokaz tog teorema uz jedno ogranicenje, a to je z < 1 +

. Jasno je zbog
V2 -1
1

X'+ y' =7" daje z > 1 pa vrijedi

z—1
. Z n o o z" .
To znaci I > /2, pa dizanjem na n-tu potenciju imamo CE) > 2, iz Cega
Z— z— 1)
zakljucujemo:
7' >2(z-1)" (%)

Iz7'=x"+y"slijediz2y+1,z2x+1iliz—12y, z—1 > x. Znaci

(z—=1)" =", (z=1)" = x"
Zbrajanje prethodnih nejednakosti daje x" 4- y" < 2(z — 1)", pa iz (x) slijedi
' >20z—1)" =2 xX"4+y" ili 2" > x" 4+ y". Sto je u kontradikciji s pretpostavkom

60 Matematicko-fizicki list, LXIII 3 (2012. — 2013.)

Vv



X"+ y" =7". Dakle x, y, z u slucaju z < 1 + ne predstavljaju rjeSenje

1
V2 -1

jednadzbe x" 4 y* =Z7".

Jedan problem iz vjerojatnosti koji se svodi na posljednji Fermatov teorem

Postavljamo sljedeci problem (vidi [3]): U svakoj od dvije kutije nalazi se isti broj
kuglica, s tim da su u svakoj kutiji samo bijele i crne kuglice. Iz tih se kutija n puta
izvlaci po jedna kuglica i ona se ponovno vraca natrag. Odrediti broj izvlacenja n i
sadrZaj obje kutije ako je vjerojatnost da su iz prve kutije izvucene samo bijele kuglice
Jednaka vjerojatnosti da su iz druge kutije izvucene ili samo crne ili samo bijele kuglice.

Rjesenje. Ako se provode dva izvlaCenja, tada je ovo Pitagorin problem koji ima
beskonacno mnogo rjeSenja. Uzmimo kao primjer x =3, y =4, z=15. To znaci da u
drugoj kutiji ima x +y = 7 kuglica i od toga su tri bijele i Cetiri crne. U prvoj kutiji
ima z = 5 bijelih kuglica, ali onda moraju u njoj biti i dvije crne kuglice jer u obje
kutije mora biti sedam kuglica. Vjerojatnost da u dva izvlacenja iz prve kutije izvu¢emo

2

samo bijelu kuglicu je 7 - Vjerojatnost da su iz druge kutije izvu¢ene samo bijele
3 2 2
kuglice je 7 a samo crne kuglice 7 - Doista je
5 2 3 2 . 4 2
77 7

Ako se pak radi o jednom izvlacenju, tada imamo jednadzbu z = x+y. Tada u prvoj
kutiji trebaju biti samo bijele kuglice (z bijelih kuglica), a u drugoj treba biti x bijelih
i y crnih kuglica. Drugim rijeima, sastav druge kutije je proizvoljan, a u prvoj kutiji
su samo bijele kuglice i ima ih toliko koliko ima ukupno svih kuglica (bijelih i crnih) u
drugoj kutiji.

Opéenito: Ako sa z oznac¢imo broj bijelih kuglica u prvoj kutiji, s x broj bijelih, a s
y broj crnih kuglica u drugoj kutiji, onda se problem svodi na nalaZenje brojeva n, x,

y,zeN,takvihdaje( < ) :( al ) +( Y ) ili 72 = 2"+,
Xty Xty X4y

Dakle, prepoznajemo posljednji Fermatov teorem, za koji znamo, zahvaljuju¢i mnogim
matemati¢arima kroz povijest, ali ipak najviSe Andrewu Wilesu, da nema rjeSenje za
n > 2. Zakljucujemo da postavijeni problem nema rjesSenje ako je broj izvlacenja veci
od dva.
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