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Dedicatoria

A el, a usted y a mi.



RESUMEN

El estudio de puntos con coordenadas enteras o racionales en curvas y superficies, es decir

definidas por ecuaciones del tipo f(x, y) = 0 ó f(x, y, z) = 0 data desde el siglo XII A.C.

Sorprendentemente, el mismo problema en cuerpos finitos es de gran importancia para la

teoŕıa de números y códigos; pues este, es equivalente a la hipótesis de Riemann sobre

cuerpos de funciones y los parametros de los códigos de Goppa dependen fuertemente del

número de puntos racionales de la curva con la que se inducen.

Este trabajo tiene como finalidad, dar una prueba detallada de la hipótesis de Riemann

sobre cuerpos finitos por medio de la teoŕıa de puntos de Weierstrass. Dado un sistema

lineal sin puntos básicos o un morfismo que va de la curva al espacio proyectivo enésimo,

se obtiene una cota para el número de puntos racionales. Se llega a la cota por medio de

una “aproximación lineal”; usando el plano osculador y los ordenes de Frobenius, que son

invariantes de la curva respecto al sistema lineal (morfismo) y al cuerpo finito de base.

Con dicha cota se prueba la hipótesis de Riemann para curvas sobre cuerpos finitos y se

mejora la cota de Hasse–Weil en algunos casos particulares.

Palabras Claves: género, morfismo, sistema lineal, teorema de Bezout, teorema

de Riemann-Roch, derivada de Hasse y laguna de Weierstrass.
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INTRODUCCIÓN

El teorema de Fermat y la hipótesis de Riemann están entre los problemas más importantes

de la Matemática. El primero afirma la no existencia de puntos racionales no triviales que

satisfagan la ecuación diofántica xn+yn = zn (n > 2) y el segundo que los ceros no triviales

de la función zeta ζ(s) =
∑∞

n=1 n−s viven en la linea Re(s) = 1
2
. Estos problemas estan

relacionados con la geometŕıa de las curvas algebraicas y la distribución de los números

primos. Por tal razón, Gauss comienza un estudio detallado de las congruencias cuadraticas

y cúbicas. Por ejemplo obtuvo el número de soluciones de la ecuación ax3−by3 ≡ 1 (mod p)

para primos de la forma p = 3n+1. Luego, por medio de la geometŕıa algebraica y con los

trabajos de Riemann y Noether se obtuvieron serios avances. Ya en 1924 Artin, considero

la congruencia y2 ≡ f(x) (mod p) y conjeturó que el número N de soluciones satisface que

N ≤ p + 1 + 2p
1
2 si el grado de f es 4 . Dicha conjetura fue probada pocos años despues

por Hasse. Pero, fue con el uso de la teoŕıa de la función zeta para curvas algebraicas

proyectivas (cuerpos de funciones) que Weil probo en el año 1948 para una curva definida

sobre un cuerpo finito Fq, que N ≤ q+1+2q
1
2 g donde g es el género de la curva y; además

que dicha cota es equivalente a la hipótesis de Riemann sobre cuerpos finitos.

Más recientemente Stepanov, Schmidt y Bombieri dieron una prueba de forma más sencilla

de la hipótesis de Riemann usando el método de Thue–Stepanov. De otro lado Serre,

Stark, Drinfeld, Vladut e Ihara obtuvieron resultados que mejoran la cota de Hasse-Weil

en algunos casos especiales.

El propósito de este trabajo es hacer una prueba autocontenida de la hipótesis de Riemann

o de la cota de Hasse–Weil, usando teoŕıa de puntos de Weierstrass; llenando los detalles

del art́ıculo Weierstrass points and curves over finite fields de Stohr y Voloch. Otra de

nuestras contribuciones es una generalización tanto del método Stohr–Voloch como de

algunos resultados subyacentes y la construcción de ejemplos que ilustran la teoŕıa.

En el caṕıtulo 1 se obtiene una cota para el número de puntos racionales N de una curva C

usando el teorema de Bezout, se define el hiperplano osculador y el divisor de Ramificación

de un sistema lineal D con ayuda de sus invariantes y los invariantes hermitianos. Se

generaliza también el concepto de punto de Weiestrass.

Seguidamente, en el caṕıtulo 2, se demuestra el siguiente teorema:
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TEOREMA PRINCIPAL

Sea C una curva algebraica proyectiva, no singular, de género g, definida sobre Fq y N el

número de puntos racionales. Si existe un sistema lineal sin puntos básicos definido sobre

Fq de grado d y dimensión n, con ordenes de Frobenius v0, . . . , vn−1, entonces

N ≤
( ∑n−1

i=0 vi

)
(2g − 2) + (q + n)d

n
.

El teorema anterior es el resultado principal del trabajo y para su demostración es indis-

pensable el divisor Fq-Frobenius.

Por medio del teorema principal se demuestra la hipótesis de Riemann y se obtienen cotas

mejores que esta para algunos casos particulares en el último caṕıtulo.
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1. SISTEMAS LINEALES Y PUNTOS DE

WEIERSTRASS

El problema de acotar el número de puntos racionales de una curva definida sobre un

cuerpo finito Fq es equivalente a la hipótesis de Riemann sobre cuerpos de funciones. Evi-

dentemente una cota burda para dicho número es q2 + 1. Pero si introducimos algunos

invariantes de la curva podŕıamos obtener mejores cotas. Por ejemplo: si la curva es de

grado d entonces otra cota es dq. Obsérvese que si d < q, entonces la segunda cota es mejor

que la primera. El primer propósito de este capitulo es obtener una cota mejor que las

anteriores usando el teorema de Bezout. Sin embargo, para poder refinar esta cota es ne-

cesario desarrollar por medio de morfismos una teoŕıa geométrica algebraica que permita

caracterizar la curva en términos locales y globales. Con este fin en mente, implementa-

mos una teoŕıa de morfismos, sistemas lineales e invariantes hermitianos. Seguidamente se

estudian los planos osculadores de una curva en un punto genérico, pues esto permite ob-

tener analiticamente los invariantes hermitianos. Luego complementamos nuestro estudio

haciendo un análisis global. Esta es la causalidad para desarrollar una teoŕıa de invarian-

tes para sistemas lineales. Finalmente, al relacionar los invariantes hermitianos que son de

carácter local, con los invariantes de los sistemas lineales (invariantes globales), resulta

una generalización de los clásicos puntos de Weierstrass, que se convierten en el objeto

de estudio del primer capitulo. Los puntos de Weierstrass se caracterizan por medio del

divisor de ramificación.

1.1. Puntos racionales, su acotamiento y el teorema de Bezout

El teorema de Bezout es quizás el resultado más importante de la teoŕıa de intersección

desde el punto de vista de la geometŕıa algebraica. Este tiene múltiples aplicaciones a

problemas clásicos (véase Simarra [13]). A pesar de ser un resultado tan antiguo, nos

permite obtener una cota del número de puntos racionales de una curva plana irreducible,

que en algunos casos particulares es mejor que la cota de Hasse – Weil. Precisamente,

tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. Sea f(X, Y ) ∈ Fq[X, Y ] un polinomio absolutamente irreducible de grado

d, donde la caracteŕıstica del cuerpo Fq es χ(Fq) 6= 2 y supongamos que f no divide a

H
(
f(X, Y )

)
= fXXf 2

Y − 2fXY fXfY + fY Y f 2
X .

Entonces, el número N de soluciones de la ecuación f(X, Y ) = 0 en F2
q
∼= A2(Fq) satisface

N ≤ 1

2
d(d + q − 1)

11



1 SISTEMAS LINEALES Y PUNTOS DE WEIERSTRASS 12

Prueba.

Observe que fX 6= 0 y fY 6= 0, pues en caso contrario H
(
f(X, Y )

)
= 0 y entonces f(X, Y )

divide a H
(
f(X, Y )

)
.

Sea h(X,Y ) = (X −Xq)fX + (Y − Y q)fY . Claramente h se anula sobre todos los puntos

racionales de f , más aún h puede verse como una función regular de

V (f) = {(α, β) ∈ Fq × Fq tales que f(α, β) = 0},

esto es h : V (f) → k donde k = Fq, por lo tanto h ∈ K(f) = k(x, y).

Veamos que la multiplicidad de los puntos P = (x0, y0) ∈ A2(Fq) en h ∈ K(f) = k(x, y) es

al menos 2. Para esto, probaremos que dh(P ) = 0. En efecto (usando la regla de la cadena

y del producto para la derivación d),

dh = (X −Xq)dfX + (Y − Y q)dfY + fXdX + fY dY.

Ahora como f(x, y) = 0 entonces df = fXdX + fY dY = 0, o equivalentemente

dY

dX
= −fX

fY

,

(pues d es una aplicación k-lineal). Aśı que dh(P ) = 0. Por lo tanto la multiplicidad de P

en h, mP (h) ≥ 2.

De manera que si suponemos que h(Q) 6= 0 para algún Q ∈ V (f) entonces por el teorema

de Bezout tenemos que 2N ≤ ∑
P∈V (f)∩V (h) mP (f)mP (h) ≤ gr(f)gr(h) = d(d + q − 1),

pues f(X, Y ) es absolutamente irreducible. Se concluye finalmente que

N ≤ 1

2
d(d + q − 1).

De otro lado, si h(X,Y ) = (X −Xq)fX +(Y −Y q)fY = 0 entonces dividiendo la ecuación

anterior por −fY tenemos que

(X −Xq)
−fX

fY

− (Y − Y q) = 0;

lo que es equivalente a

(X −Xq)
dY

dX
− (Y − Y q) = 0,

y derivando respecto a X tenemos que

dY

dX
+ (X −Xq)

d2Y

dX2
− dY

dX
= 0
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si y sólo si

(X −Xq)
d2Y

dX2
= 0 si y sólo si

d2Y

dX2
= 0.

Veamos ahora que
d2Y

dX2
= 0 implica que fXXf 2

Y − 2fXY fXfY + fY Y f 2
X = 0; como función

sobre V (f), lo que es equivalente a la condición de divisibilidad de f(X, Y ) respecto

a H
(
f(X,Y )

)
por el teorema de Bezout o por la definición del cuerpo de funciones,

K
(
V (f)

)
= k(x, y).

Consecuentemente, h(X, Y ) = (X −Xq)fX + (Y − Y q)fY = 0 si y sólo si,

fX

fY

= − Y − Y q

X −Xq
= −dY

dX
.

Aśı
0 = hX = fX + (X −Xq)

[
fXX + fXY

dY
dX

]

+ dY
dX

fY + (Y − Y q)
[
fY X + fY Y

dY
dX

]

= fX + (X −Xq)
[
fXX − fXY

fX

fY

]

−fX

fY
fY + (Y − Y q)

[
fY X − fY Y

fX

fY

]

Luego

fXX − fXY
fX

fY

= − Y − Y q

X −Xq

(
fXY − fY Y

fX

fY

)

si y sólo si,

fXX − fXY
fX

fY

=
fX

fY

(
fXY − fY Y

fX

fY

)

y multiplicando por f 2
Y obtenemos que

fXXf 2
Y − fXY fXfY = fX

[
fXY fY − fY Y fX

]

y por lo tanto

fXXf 2
Y − 2fXY fXfY + fY Y f 2

X = 0. ¡

Cabe decir que en la demostración del teorema anterior hemos hecho uso de las clausuras

proyectivas de las curvas en cuestión, para poder usar de forma estricta el teorema de

Bezout.

Observación 1.1.2. La condición
d2Y

dX2
= 0 significa que al menos un punto de la curva

V (f) no es de inflexión, lo contrario sucede sólo cuando f es una linea o en su defecto

cuando la caracteŕıstica del cuerpo Fq, χ(Fq) ≤ d.
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Esto se justificará plenamente en la siguiente sección. Sin embargo lo explicaremos ahora

usando un método elemental, interesante y relevante por lo que epistemologicamente re-

presenta en este trabajo. Es decir, analizaremos de donde proviene la función H
(
f(X,Y )

)

y la condición que se le impuso en la hipótesis.

Sea A = (aij) ∈ Mn(k) donde Mn(k) es el conjunto de matrices n por n con coeficientes

en un cuerpo perfecto k. Denotaremos por Ai (Aj) a la i (j)-ésima fila (columna) de A.

La transpuesta de A se denotará por tA.

El grupo GLn+1(k) de matrices invertibles de dimensión n+1, actua transitivamente sobre

Pn(k) en la forma usual, más precisamente, tenemos la acción φ : GLn+1(k) × Pn(k) →
Pn(k) definida aśı:

φ(A,P ) = (A0 · tP : . . . : An · tP ),

donde tP es el transpuesto de P := (x0 : . . . : xn) ∈ Pn(k). De otro lado, si A ∈ GLn+1(k),

la aplicación TφA
:= Pn(k) → Pn(k) definida por TφA

(P ) := φ(A,P ), es un cambio de

coordenadas proyectivas (esto es, TφA
es un isomorfismo del espacio proyectivo Pn(k)),

luego para todo j, definimos

T j
φA

(P ) := tAj ·t P = P · Aj =
n∑

i=0

xiaij.

Para cada F ∈ k[X0, . . . , Xn] y todo cambio de coordenadas proyectivas T , usaremos

el śımbolo F T para denotar la composición F
(
T (X0, . . . , Xn)

)
y para cada n-úpla de

polinomios F0, . . . , Fn ∈ k[X0, . . . , Xn] definimos (F0, . . . , Fn)T como (F T
0 , . . . , F T

n ).

Como es usual, para cada F ∈ k[X0, . . . , Xn] el Hessiano de F , H(F ) se define como

H(F ) = det
(
Fij

)
= det

(
[∇Fi]

)
.

donde Fi denota la derivada parcial de F con respecto a la variable Xi, esto es Fi =
∂F

∂Xi

.

Proposición 1.1.3. Supongamos que χ(k) 6= 2, n = 2, P = (0 : 0 : 1), F es absolutamente

irreducible, p > d = gr(F ) ≥ 2 y además, que Y es la linea tangente a F en P , entonces:

1. H(F TφA ) = det(A)2H(F )TφA para toda A ∈ GLn+1(k).

2. I(P, F ∩H(F )) = I(P∗, f ∩ g) donde g = fXXf 2
Y − 2fXY fXfY + fY Y f 2

X y f = F∗.

3. P ∈ F ∩H(F ), si y sólo si, P es un punto múltiple o un flex.

4. La función inducida por g o H(f) = H(F )∗ en K(F ) es no nula, si y sólo si, existen

puntos simples de F que no son de inflexión.
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Prueba.
Usando la regla del producto y de la cadena para derivadas tenemos que

(F TφA )i = ∇F
(
TφA

(X0, . . . , Xn)
)∂TφA

∂Xi
= (F

TφA
0 , . . . , F

TφA
n ) · (a0,i, a1,i, . . . , an,i)

=
∑n

m=0 am,iF
TφA
m =

(∑n
m=0 am,iFm

)TφA

= T i
φA

(F0, . . . , Fn)TφA = T i
φA

(∇F )TφA

(1)

De otro lado [
T i

φA
(∇F )

]
j

=
[
T i

φA
(F0, . . . , Fn)

]
j

= ∇T i
φA

(F0, . . . , Fn) · (F0,j , . . . , Fn,j)

= (a0,i, . . . , an,i) · (F0,j , . . . , Fn,j)

=
∑n

m=0 am,iFj,m

= T i
φA

(Fj,0, . . . , Fj,n)

= T i
φA

(∇Fj)

Luego aplicando convenientemente la ecuación (1) obtenemos que

(F TφA )ij = [T i
φA

(∇F )TφA ]j

= T j
φA

(
∇(

T i
φA

(∇F )
))TφA

= T j
φA

((
[T i

φA
(∇F )]0, . . . , [T i

φA
(∇F )]n

))TφA

= T j
φA

((
T i

φA
(∇F0), . . . , T i

φA
(∇Fn)

))TφA

Aśı,

H(F TφA ) = det
([

(F TφA )ij

])

= det

([
T j

φA

((
T i

φA
(∇F0), . . . , T

i
φA

(∇Fn)
))TφA

])

= det

([
T i

φA

(
(∇F0)

TφA

)
, . . . , T i

φA

(
(∇Fn)TφA

)] · A
)
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y

H(F TφA ) = det

([
T i

φA

(
(∇F0)

TφA

)
, . . . , T i

φA

(
(∇Fn)TφA

)] · A
)

= det
(

tA · [(∇Fj)
TφA

] · A
)

= det(A)2 det
([

(∇Fj)
TφA

])

= det(A)2H(F )TφA .

Luego, V
(
H(F TφA )

)
= V

(
H(F )TφA

)
.

Para demostrar 2, consideramos las variables usuales X = X0, Y = X1 y Z = X2. Aśı

H(F ) = det




FXX FXY FXZ

FY X FY Y FY Z

FZX FZY FZZ




= 1
Z

det




FXX FXY FXZ

FY X FY Y FY Z

ZFZX ZFZY ZFZZ




= 1
Z

det




FXX FXY · · ·
FY X FY Y · · ·

XFXX + Y FXY + ZFXZ XFY X + Y FY Y + ZFY Z · · ·




= 1
Z

det




FXX FXY FXZ

FY X FY Y FY Z

(d− 1)FX (d− 1)FY (d− 1)FZ




= 1
Z2 det




FXX FXY (d− 1)FX

FY X FY Y (d− 1)FY

(d− 1)FX (d− 1)FY d(d− 1)F




= (d− 1) 1
Z2 det




FXX FXY FX

FXY FY Y FY

(d− 1)FX (d− 1)FY dF
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y

H(F ) = (d− 1) 1
Z2

[
FXX

(− (d− 1)F 2
Y + dFY Y F

)

−FXY

(− (d− 1)FXFY + dFXY F
)

+FX

(
(d− 1)FY FXY − (d− 1)FY Y FZ

)]

= −(d− 1)2 1
Z2 (FXXF 2

Y − 2FXY FXFY + FY Y F 2
X)

+d(d− 1) 1
Z2 (FXXFY Y − F 2

XY )F,

donde la primera igualdad se obtiene usando la estructura de álgebra de k[X, Y, Z]; la

tercera igualdad multiplicando la primera fila por X, la segunda fila por Y y sumando

ambas a la tercera fila. La cuarta igualdad se tiene en virtud del teorema de Euler (véase

[13], Teo. 2.2.1). Las siguientes igualdades se obtienen de forma análoga pero operando

por columnas y expandiendo el determinante por cofactores (véase Lang [9]). Por lo tanto,

I
(
P, F ∩ H(F )

)
= I

(
P∗, F∗ ∩ H(F )∗

)
= I(P∗, f ∩ g) usando las propiedades del número

de intersección (Simarra [13], Sec. 4.3).

Ahora P ∈ F ∩ H(F ) si y sólo si, P∗ ∈ F∗ ∩ H(F )∗ = f ∩ g. Si P es un punto simple

entonces podemos suponer que Y es tangente a F en P ([13], Teo. 3.5.2) y f = F∗ =

F (X, Y, 1) = Y +aX2 + bXY + cY 2 +dX3 + r(X, Y ) donde cada término de r(X, Y ) tiene

grado ≥ 3. De otro lado F es absolutamente irreducible, si y sólo si, f es absolutamente

irreducible ([13], Lema 5.3.1) y F tiene un número finito de puntos múltiples por [13],

Prop 6.1.4.

Por lo tanto, g = 2a+Xr1(X,Y )+Y r2(X,Y ) cuando P = (0 : 0 : 1) es simple (rs(X,Y ) ∈
Fq[X, Y ]) y entonces, P ∈ F∩H(F ) si y sólo si, P es un punto múltiple (FX(P ) = FY (P ) =

FZ(P ) = 0. Vease [13], Prop. 6.1.1) o un punto de inflexión (2a = 0 si y sólo si, a = 0

en caracteŕıstica impar) y se obtiene el numeral 3. El item 4 se obtiene por el teorema

de Bezout pues 0 6= g ∈ K
(
V (f)

)
y debido a que todo punto simple P ∈ V (F ) es de

inflexión, si y sólo si,
d2Y

dX2
(P ) = 0.

Por lo tanto usando la forma de la ecuación (1) tenemos que f = Y
(
1 + J(X,Y )

)
+

Xm
(
a+XG(X)

)
donde m ≥ 2, a 6= 0 y 0 6= a+XG(X) ∈ Fq[X] pues f es absolutamente

irreducible. Claramente con las consideraciones anteriores, si gr(F ) < p = χ(k) entonces
d2Y

dX2
6= 0. Luego,

d2Y

dX2
= 0 sólo si F es una linea o cuando χ(k) ≤ gr(F ). ¡

Adicionalmente la afirmación del párrafo anterior implica que si F es cúbica (eĺıptica) e

irreducible entonces F tiene al menos un punto de inflexión. También H(F ) = 0 como

función cuando p divide a d− 1.
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Ejemplo 1.1.4. Considérese a f(x, y) = y3 + y − x4 y k = F9. La primera cota de

acuerdo a lo comentado al inicio del capitulo es 4 × 9 = 36. Por el teorema tendŕıamos

que N ≤ 24. Sin embargo este resultado no es aplicable pues no se cumplen las hipótesis

del Teorema 1.1.1. Por supuesto, esta curva es la famosa hermitiana y tiene propiedades

muy interesantes (véase Stichtenoth [16], Ej VI.3.6, pág. 198 y el Capitulo 2 de este

trabajo). ¡

Ejemplo 1.1.5. Sea f(x, y) = y5 + y− x3 en F5. Aqúı se satisfacen claramente las condi-

ciones del teorema 1.1.1 y N ≤ 22. Esta es mejor que las cotas triviales ya mencionadas

y en este caso da un estimativo mejor que la cota de Hasse – Weil. ¡

La dificultad de obtener un resultado análogo al teorema 1.1.1 en caracteŕıstica 2 es que

las derivadas de orden 2 se anulan. Obsérvese que en general, las derivadas de orden p se

anulan cuando la caracteŕıstica de Fq es p. Esto nos dice que si existe alguna forma de

generalizar el resultado, entonces debemos modificar o redefinir el concepto de derivada

de orden superior.

1.2. Morfismos vs sistemas lineales. Invariantes hermitianos

Sean C una curva irreducible, no singular, algebraica y proyectiva de género g(C) = g,

definida sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteŕıstica p, denotaremos

por k(C) el cuerpo de funciones racionales de C y por νP : k(C) → Z ∪ {∞} la

valuación localizada en un punto k-racional P de C. Un morfismo f : C → Pn(k) es una

aplicación de la forma f = (f0 : . . . : fn) donde fi ∈ k(C) (i = 0, 1, . . . , n), ó f ∈ Pn
(
k(C)

)
.

Proposición 1.2.1. Si f : C → Pn(k) es un morfismo, entonces las fi son únicas salvo

un factor de proporcionalidad h ∈ k(C)∗.

Prueba :

Supongamos que f = (f0 : . . . : fn) = (g0 : . . . : gn), entonces fi(P ) = h(P )gi(P ) para

algún h(P ) ∈ k∗ y todo i. Aśı que figj = gifj para 0 ≤ i, j ≤ n,

Ahora, puesto que 0 6= fj ∈ k(C) para algún j entonces gj 6= 0, luego si definimos

h =
gj

fj

∈ k(C)∗ tenemos que hfi =
gj

fj

fi = gi para todo i. Concluimos entonces que f =

(hf0 : . . . : hfn) para algún h ∈ k(C). ¡

Sean P ∈ C y t un parámetro P -uniformizante. Si denotamos por eP =

−mı́n{νP (f0), . . . , νP (fn)} entonces por la proposición (1.2.1)

f(P ) =
(
[teP f0](P ) : . . . : [teP fn](P )

)
.

Supondremos de ahora en adelante que f(C) no está contenida en ningún hiperplano
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H ⊂ Pn(k), (esto nos asegura que fi 6= 0 para todo i), luego asociamos a f el divisor

E =
∑
P∈C

eP P ∈ DC . (2)

Observe que el divisor E está bien definido pues cada fi ∈ k(C) tiene un número finito de

ceros y polos (Véase Stichtenoth [16], Cor I.3.4).

Dado un hiperplano H =
∑n

i=0 aiXi de Pn(k) entonces P ∈ f−1(H) ⇐⇒ f(P ) ∈ H ⇐⇒
H

(
f(P )

)
= 0. Esto tiene como implicación que

νP

(
f−1(H)

)
= νP

(
H(f)

)
= νP

( ∑n
i=0 ait

eP fi

)

= νP

(
teP

∑n
i=0 aifi

)
= νP

( ∑n
i=0 aifi

)
+ eP .

El hecho anterior nos permite definir el divisor de intersección correspondiente a H.

Definición 1.2.2 (Divisor de Intersección y Sistema Lineal de Secciones Hiperplanas). El

divisor de intersección de la curva parametrizada f correspondiente a un hiperplano H es

f−1(H) = div

(
n∑

i=0

aifi

)
+ E.

Al sistema lineal

D = {f−1(H) ∈ DC : H ⊂ Pn(k) es un hiperplano}.
se le llama sistema lineal de secciones hiperplanas.

La notación escogida para el divisor de intersección de H se debe a que en el caso en que

C ⊆ Pn(k) y f = idC entonces f−1(H) = C∩H y dicha intersección es preferible concebirla

como un divisor de intersección div(H) =
∑

P∈C I(P, C∩H)P para tener más información.

Además, si suponemos que f es birracional entonces f conserva multiplicidades y

gr
(
div(C ∩H)

)
=

∑
P∈C

I(P,C ∩H) = gr(C)gr(H) = gr(C)

por el teorema de Bezout (véase Hartshorne [5], Teo I.7.7).

Proposición 1.2.3. El divisor de intersección f−1(H) es invariante bajo equivalencias.

Además, si T es un cambio de coordenadas inducido por la matriz A = (aij) ∈ GLn+1(k)

y g = T ◦ f , entonces f y g inducen el mismo divisor E y el mismo sistema lineal D.

Prueba.

Supongamos que representamos a f por hf = (hf0 : . . . : hfn) con h ∈ k(C)∗, entonces

e′P = −mı́n{νP (hf0), . . . , νP (hfn)}
= −mı́n{νP (h) + νP (f0), . . . , νP (h) + νP (fn)}
= −(

mı́n{νP (f0), . . . , νP (fn)}+ νP (h)
)

= eP − νP (h)
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Luego

E ′ =
∑
P∈X

e′P P = E − div(h). (3)

y E ∼ E ′. Aśı,

[hf ]−1(H) = div
( ∑n

i=0 aihfi

)
+ E ′

= div
( ∑n

i=0 aifi

)
+ div(h) + E − div(h)

= f−1(H).

De otro lado, si T es un cambio de coordenadas proyectivas, entonces T ◦ f = g = (g0 :

. . . : gn) con gi =
∑n

j=0 aijfj.

Supongamos que A−1 = (bij) y que m y r son enteros tales que νP (fm) =

mı́n{νP (f0), . . . , νP (fn)} y νP (gr) = mı́n{νP (g0), . . . , νP (gn)}. Claramente fi =
∑n

j=0 bijgj.

Luego, existen s y u enteros tales que ars, bmu 6= 0 porque en caso contrario concluimos que

det(A) = 0 y/o det(A−1) = 0 que no puede ser. Aśı, por las propiedades de la P -valuación

tenemos que

νP (gr) ≥ mı́n{νP (ar0f0), . . . , νP (arnfn)} ≥ νP (fs)

≥ νP (fm) ≥ mı́n{νP (bm0g0), . . . , νP (bmngn)}
≥ νP (gu) ≥ νP (gr)

Luego, νP (fm) = νP (gr) y los morfismos inducen el mismo divisor E. Puesto que f−1(H) =

g−1
(
T (H)

)
donde H es un hiperplano de Pn(k) entonces f y g inducen el mismo sistema

lineal de secciones hiperplanas. ¡

Proposición 1.2.4. El sistema lineal de secciones hiperplanas D no tiene puntos básicos

(s.p.b). Es decir, no existe P tal que D ≥ P para todo divisor D ∈ D.

Prueba.

En efecto, supongamos que D ≥ P para todo D ∈ D y algún P ∈ C. Luego f(P ) =(
f0(P ) : . . . : fn(P )

) ∈ H para todo hiperplano H ⊂ Pn(k). En particular, si H = Xj

entonces fj(P ) = 0 para todo j, lo cual es absurdo. ¡

De acuerdo con la proposición anterior concluimos que cada morfismo f determina un

sistema lineal s.p.b. El rećıproco también es cierto como lo establece el siguiente resultado.

Antes de enunciarlo estableceremos algo de notación.

Denotaremos por SL(C) al conjunto de sistemas lineales sin puntos básicos contenidos en

DC , por Hom(C) al conjunto de morfismos de C en Pm(k) donde m es un entero positivo

y para cada divisor A ∈ DC asociamos el k-espacio vectorial

L(A) = {f ∈ K(C); (f) + A ≥ 0},
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cuya dimensión denotaremos por l(A).

Proposición 1.2.5. Cada sistema lineal s.p.b. D ⊂ |E| = {div(f)+E ∈ DC : f ∈ L(E)}1

induce un único morfismo (salvo equivalencias).

Prueba.

Primero, observemos que es posible dotar a |E| de una estructura de espacio proyectivo

P
(
L(E)

)
.

En efecto, si B = {g0, . . . , gl(E)−1} es una base para L(E), todo elemento div(f) + E ∈
|E| puede escribirse de manera única como div(λ0g0 + · · · + λl(E)−1gl(E)−1) + E, con

λ0, . . . , λl(E)−1 ∈ k. Luego tenemos una biyección

|E| −→ P
(
L(E)

) ∼= P
(
Al(E)(k)

)
= Pl(E)−1(k)

div(λ0g0 + · · ·+ λl(E)−1gl(E)−1) + E −→ (λ0 : · · · : λl(E)−1)B

De otro lado, no es dificil probar que D es un subespacio proyectivo de |E|, (generado por

el conjunto {z ∈ L(E); (z) + E ∈ D}).
Supongamos que B′ = {f0, . . . , fn} es una base para D. Por lo tanto, tenemos una aplica-

ción

SL(C) −→ Hom(C)

D =
{

div
( ∑n

i=0 λifi

)
+ E : λi ∈ k

}
−→ f(P ) =

(
f0(P ) : · · · : fn(P )

)

El morfismo f es único salvo equivalencias puesto que éste depende completamente de la

base B′. ¡

Definición 1.2.6 (Dimensión y grado de un sistema lineal). Para un sistema lineal s.p.b.

D ⊂ |E| definimos el grado y la dimensión proyectiva de D como

grad(D) := grad(E) y dim(D) := dim(E)− 1

Definición 1.2.7 (Invariantes hermitianos). Sea P un punto de C. Un entero positivo j

se llama P -invariante hermitiano o simplemente (D, P )-orden, si existe un divisor D ∈ D

tal que νP (D) = j.

El siguiente resultado nos proporciona una relación entre los (D, P )-órdenes y las lagunas

de Weierstrass en P .

Lema 1.2.8 (Noether). Sean D y E ∈ DC. Si E es un divisor canónico, entonces

l
(
E − (D + P )

)
< l(E −D) ⇐⇒ l(D + P ) = l(D). (4)

1Un sistema lineal |E| de este tipo se llama completo.
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Prueba.

Por el Teorema de Riemann-Roch

l(D + P ) = gr(D + P ) + 1− g + l
(
E − (D + P )

)
= gr(D) + 1− g + 1 + l

(
E − (D + P )

)

y

l(D) = gr(D) + 1− g + l
(
E −D

)
.

Luego,
l(D + P ) = l(D) si y sólo si,

l(E −D) = 1 + l(E − (D + P )) si y sólo si,

lE − (D + P )) < l(E −D).

¡

Ahora consideramos el caso en que D es un sistema lineal canónico, es decir cuando cada

E ∈ D es un divisor canónico.

Proposición 1.2.9. Un entero j es un (D, P )-orden, si y sólo si, j + 1 es una laguna de

Weierstrass. Es decir, no existe una función racional en C, regular fuera de P que tenga

un polo de orden j + 1.

Prueba. Sea E un divisor canónico en D. Puesto que D es s.p.b. consideremos un elemento

D ∈ D tal que D � P , (esto es νP (D) = 0) y l(D) ≥ 1.

Ahora E ∼ D si y sólo si, E = D + div(g) para algún g ∈ L(D). Entonces, νP (E) = j si y

sólo si, νP (g) = j si y sólo si, l(D− jP ) > l
(
D− (j +1)P

)
si y sólo si, l(jP ) = l

(
(j +1)P

)

si y sólo si, j + 1 es una laguna de Weierstrass. ¡

Ahora procedemos a hacer una caracterización de los (D, P )-ordenes en el caso general.

Definición 1.2.10 (Subespacios hermitianos). Sea P un punto de C y D un sistema

lineal s.p.b. Definimos para cada i ∈ Z+
0 el subespacio Di(P ) = {D ∈ D : D ≥ iP} que

denotaremos sin hacer referencia al punto P por Di y que se llama subespacio hermitiano

i–ésimo.

Observe que D = D0 ⊇ D1 ⊇ D2 ⊇ · · · , además si D = E +div(g) y D′ = E +div(g′) son

elementos de Di, entonces D + λD′ ∈ Di pues νP (D + λD′) ≥ mı́n{νP (D), νP (λD′)} ≥ i

para todo λ ∈ k, luego Di ⊆ D es un subespacio.

Más aún, D ∈ Di ⊂ |E|, si y sólo si, existe g ∈ k(C) tal que

D = div(g) + E ≥ iP

equivalentemente,

div(g) + E − iP ≥ 0
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esto es,

g ∈ L(E − iP ).

En consecuencia, Di ⊆ |E|i = P
(
L(E − iP )

)
donde

|E|i = {div(g) + E ∈ DC : g ∈ L(E − iP )}.

Observe además que de acuerdo con la demostración de la proposición 1.2.5, dim
(|E|i

)
=

l(E − iP )− 1. Luego

dim
(|E|j

)− dim
(|E|j+1

)
= l(E − jP )− l

(
E − (j + 1)P

)

≤ gr(E − jP )− gr
(
E − (j + 1)P

)

≤ 1.

Ahora puesto que Dj = D ∩ |E|j entonces

dim
(
Dj

)− dim(Dj+1) ≤ dim
(|E|j

)− dim
(|E|j+1

) ≤ 1.

En resumen, tenemos:

Proposición 1.2.11. Un entero j es un (D, P )-orden si y sólo si, Dj 6= Dj+1. ¡

Además, puesto que el grado de un divisor principal es cero, entonces Di = ∅ si i > d =

gr(D). Como dim(D) = n entonces tenemos exactamente n + 1 invariantes hermitianos.

Denotamos al invariante i-ésimo por ji−1. Luego tenemos que j0 < j1 < · · · < jn ≤ d.

Ahora como D es s.p.b., entonces j0 = 0.

Ejemplo 1.2.12. Sea C = P1(k) con k es algebraicamente cerrado. Obsérvese que C

puede considerarse como la recta Y = 0 en P2(k) y k(C) = k(x) donde x es la función

coordenada.

El sistema lineal D = |nP∞| no tiene puntos básicos
(
el punto P∞ = (0 : 1) y n ∈ Z+

)
.

Por el Teorema de Riemann-Roch, una base de L(nP∞) es {1, x, x2, . . . , xn}. Luego, el

morfismo correspondiente a |nP∞| es f = (1 : x : . . . : xn).

Sea P = (1 : 0) ∈ C. Puesto que div(xi) = iP − iP∞ y νP

(
div(xi) + nP∞

)
= i, entonces

ji = i es el i + 1-ésimo (|nP∞|, P )-orden. ¡

Consideremos el sistema lineal D contenido en |E| de una curva C. Luego, si gr(E) = d >

2g − 2 entonces por el Teorema de Riemann-Roch

n = dim
(
D

) ≤ dim
(|E|) = l(E)− 1 = gr(E) + 1− g − 1 = d− g.
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Mas aún, si gr(E − iP ) = d− i > 2g − 2 entonces

dim
(
Di

) ≤ dim
(|E|i

)
= l(E − iP )− 1 = gr(E)− i− g.

Observación 1.2.13. Si D = |E|, es un sistema lineal completo y d − i > 2g − 1 (i <

d− 2g + 1), entonces ji = i.

Nótese que d− i > d− (i + 1) > 2g − 2. Luego

dim
(|E|i

)
= d− i− g > d− (i + 1)− g = dim

(|E|i+1

)
.

y |E|i ⊃ |E|i+1. De manera que ji ≤ i e i = ji. ¡

1.3. Planos osculadores

Estudiaremos ahora el comportamiento local de las curvas. Para esto se usa geometrica-

mente el concepto de plano osculador emulando la geometŕıa diferencial. Para precisar

ideas y trasladar nuestro análisis al punto origen del espacio proyectivo es conveniente el

siguiente lema:

Lema 1.3.1. Sea S un k-subespacio vectorial de hiperplanos de Pn(k). Entonces, dada

una base {H0, . . . , Hm} de S, existe un isomorfismo T : Pn(k) → Pn(k) tal que

T (Hj) = HT
j = Xn−j.

Más aún,

T
( ⋂

H∈S

H
)

= T
(
V (H0, H1, . . . , Hm)

)
= V (Xn−m, Xn−m+1, . . . , Xn).

El lema anterior nos afirma que es suficiente intersecar un conjunto finito de hiperplanos

de una colección arbitraria de los mismos debido a su dependencia lineal. Una prueba del

Lema se puede ver en Simarra [13], Sec. 3.5 teo 3.5.1.

Sea Hyp(i)(P ) = {H ⊂ Pn(k) : H es un hiperplano y νP

(
f−1(H)

) ≥ i} donde f es el mor-

fismo inducido por el sistema lineal D. Tenemos entonces la siguiente biyección denotada

consecuentemente por f :

f : Di → Hyp(i)(P )

D = f−1(H) → f(D) = H
(5)
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Definición 1.3.2 (Planos osculadores). Sea C una curva, P un punto de C e i un entero

entre 0 y n− 1. Al conjunto

Li =
⋂

f−1(H)∈Dji+1

H

se le llama i-ésimo plano osculador en P . En particular a Ln−1 se le llama hiperplano

osculador.

Debido al Lema 1.2.8 y a la biyección obtenida en la ecuación (5) entonces

Li =
⋂

H∈Hyp(i+1)(P )

H y dim(Li) = i,

pues dim
(
Hyp(i+1)(P )

)
= n− (i+1). Por lo anterior queda justificado el nombre de Ln−1.

También, L0 = f(P ) y L1 es la recta tangente a f(X) en f(P ) porque I
(
P,X∩f−1(L1)

) ≥
j2 ≥ 2. Además, obsérvese la similitud de la serie L0 ⊂ · · · ⊂ Ln−1 con el marco de

Frenet. También, P es una rama no singular de f(C) si y sólo si, j1 = 1, pues L∗ es una

recta que interseca a f(C) transversalmente en f(P ) si y sólo si, I
(
P, C ∩ f−1(L∗)

)
=

mP (C)mP

(
f−1(L∗)

)
= 1.

Hasta ahora se ha hecho una descripción puramente general de los planos osculadores.

Sin embargo es deseable tener una descripción algebraica y anaĺıtica de los mismos, en

términos de las componentes del morfismo f . Esto se hace usando derivadas de orden

superior. En caracteŕıstica cero las derivadas usuales son suficientes. Pero en caracteŕıstica

p las derivadas de orden mayor o igual a p se anulan. Esto nos dice que se requiere otro

tipo de derivación de orden superior (véase W. M. Schmidt [14], Sec. I.6, pág. 27).

Definición 1.3.3 (Derivada de Hasse). Sea k[t] el anillo de polinomios en una indeter-

minada e i un entero no negativo. Al operador k-lineal D
(i)
t : k[t] → k[t] definido por

D
(i)
t

( ∑
j

cjt
j
)

=
∑

j

(
j

i

)
cjt

j−i

se le llama hiperderivada o derivada de Hasse i-ésima.

En la definición se supone que

(
j

i

)
= 0 si y sólo si, i > j.

La definición anterior se puede extender a k(t) y a cualquier extensión finita separable del

mismo (véase W. Schmidt [14], Cap. III, Sec. 8, pág. 125).

Observación 1.3.4. Observe que la derivada usual se relaciona con la derivada de Hasse

mediante la siguiente fórmula. Si g(t) es un polinomio de k[t] entonces

g(i)(t) = i!D
(i)
t

(
g(t)

)
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Definición 1.3.5 (Derivadas vectoriales proyectivas). Sea f = (f0 : · · · : fn) ∈ Pn
(
k(C)

)

un morfismo. La hiperderivada vectorial es la función D
(i)
t : Pn

(
k(C)

) → An+1
(
k(C)

)

definida por

D
(i)
t f =

(
D

(i)
t f0, · · · , D

(i)
t fn

)

La definición anterior depende de la representación en coordenadas del morfismo f . Sin

embargo esto no afectará los dividendos de la misma. Además, denotaremos por D
(i)
t f(P )

al vector
(
D

(i)
t f0(P ), · · · , D

(i)
t fn(P )

)
.

Teorema 1.3.6. Sea t un parámetro P -primo. Supongamos que la componente P -

ésima del divisor E (véase la ecuación (2)), eP es nula y que los (D, P )-órdenes

j0, j1, . . . , ji−1 son conocidos. Entonces el P -invariante hermitiano ji es el menor entero

tal que
{
D

(j0)
t f(P ), . . . , D

(ji−1)
t f(P ), D

(ji)
t f(P )

}
es un conjunto linealmente independien-

te sobre k. Más aún, el i-ésimo plano osculador es generado por el conjunto de vectores{
D

(j0)
t f(P ), . . . , D

(ji−1)
t f(P ), D

(ji)
t f(P )

}
.

Observe que la condición eP = 0 siempre se puede obtener multiplicando por h = t−eP al

morfismo f .

Prueba.

Puesto que

Li =
⋂

H∈Hyp(i+1)(P )

H =

n−(i+1)⋂
j=0

Hj

donde H0, . . . , Hn−(i+1) son hiperplanos linealmente independientes de Hyp(i+1)(P ) (Obser-

ve que en realidad los hiperplanos no dependen de i, excepto su cantidad por la dimensión

de Li).

Por el Lema 1.3.1 existe un isomorfismo T : Pn(k) → Pn(k) tal que T (Hj) = Xn−j donde

X0, X1, . . . , Xn son los hiperplanos coordenados. Luego por la Proposición 1.2.3

Li =
{
(x0 : · · · : xn)|xs = 0 siempre que s > i

}
.

Ahora, si H ⊂ Pn(k) es un hiperplano que intersecta a X en P con multiplicidad mP (H) ≥
ji+1, entonces Li ⊂ H y como H =

∑n
m=0 amXm para algún (a0 : · · · : an) ∈ Pn(k) entonces

H(x0 : x1 · · · : xi : 0 : · · · : 0) =
i∑

m=0

amxm = 0.

Por lo tanto, si xs = 1 y xm = 0 para todo m 6= s entonces as = 0. Aśı, a0 = · · · = ai = 0

y H =
∑n

m=i+1 amXm.
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De manera que

ji+1 = mı́n

{
νP

( n∑
m=i+1

amfm

)
: ai+1, . . . , an ∈ k

}
,

y en consecuencia

jn = νP (anfn) = νP (fn), jn−1 = νP (fn−1), . . . , j0 = νP (f0),

pues si x y y están en un anillo de valuación y ν(y) > ν(x + y) entonces

ν(x) = ν(x + y − y) = ν(x + y). Aśı, fi = cit
ji +

∑
m>ji

bimtm ∈ k(C) donde

ci ∈ k∗.
Adicionalmente, D

(ji)
t fi(P ) = ci y D

(ji)
t fr(P ) = 0 si i < r. Luego la matriz




D
(j0)
t f(P )

D
(j1)
t f(P )

...

D
(ji)
t f(P )




=




c0 0 0 0 0 · · · 0

D
(j1)
t f0(P ) c1 0 0 0 · · · 0

...
...

. . .
...

...
...

...

D
(ji)
t f0(P ) D

(ji)
t f1(P ) · · · ci 0 · · · 0




tiene filas linealmente independientes y por su forma generan a Li. Es decir,

Li = span
{
D

(j0)
t f(P ), . . . , D

(ji)
t f(P )

}
.

¡
Observación 1.3.7. Note que en la demostración del teorema 1.3.6 hemos probado que

para cada punto P ∈ C y para cada morfismo f podemos suponer que:

1. νP (E) = eP = 0.

2. f = (f0 : · · · : fn) es tal que fi = cit
ji + hi(t) donde νP (hi) > ji.

3. f(P ) = (1 : 0 : · · · : 0).

4. Li = ∩n
j=i+1Xj.

¡

De otro lado los invariantes hermitianos satisfacen una condición general especial de mini-

malidad.

Proposición 1.3.8. Sean m0, m1, . . . ,mr enteros no negativos tales que m0 < m1 <

· · · < mr. Si D
(m0)
t f(P ), . . . , D

(mr)
t f(P ) son vectores linealmente independientes entonces

ji ≤ mi para i = 0, 1, . . . , r.
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Prueba.

Los vectores D
(0)
t f(P ), D

(1)
t f(P ), . . . , D

(ji−1)
t f(P ) generan un espacio de dimensión i en-

cajado en An+1(k). Por lo tanto ji − 1 < mi y ji ≤ mi. ¡

Corolario 1.3.9. El hiperplano osculador en P ∈ X está dado por la ecuación

det




X0 X1 · · · Xn

D
(j0)
t f0(P ) D

(j0)
t f1(P ) · · · D

(j0)
t fn(P )

...
...

. . .
...

D
(jn−1)
t f0(P ) D

(jn−1)
t f1(P ) · · · D

(jn−1)
t fn(P )


 = 0

¡

Observe que de acuerdo con los resultados y caracterizaciones obtenidas hasta ahora, es

razonable analizar bajo que circunstancias la sucesión de (D, P )-órdenes es distinta de la

sucesión clásica (0, 1, . . . , n). Más precisamente queremos poder responder las siguientes

preguntas:

1. ¿Existe un número finito de puntos cuya sucesión de invariantes hermitianos es

clásica?

2. ¿Cual es la razón de cambio entre los puntos de la curva y sus invariantes hermitia-

nos?

3. ¿Existen condiciones geométricas o algebraicas generales que permitan conocer ex-

plicitamente los invariantes hermitianos del morfismo respecto a ciertos puntos?

Definición 1.3.10 (Punto de osculación). Un punto P ∈ C se llama punto de osculación

de D o punto de D-osculación si el último invariante hermitiano en P , jn > n.

La definición anterior permite clasificar los puntos donde el hiperplano osculador Ln−1

intersecta a C con multiplicidad mayor que la dimensión del sistema lineal asociado a la

curva. Estos son exactamente los puntos donde la sucesión de invariantes hermitianos no

es clásica.

1.4. Invariantes de los morfismos

Para conocer el comportamiento de los invariantes hermitianos respecto a la variación de

los puntos de una curva C, se hace un estudio de los wronskianos generalizados en k(C)

det
(
D

(mi)
t fj

)
= det




D
(m0)
t f0 D

(m0)
t f1 · · · D

(m0)
t fn

...
...

. . .
...

D
(mn)
t f0 D

(mn)
t f1 · · · D

(mn)
t fn
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donde mi ∈ Z+
0 y f = (f0 : · · · : fn) : C → Pn(k) es el morfismo correspondiente a un

sistema lineal D. Se desarrollará un estudio similar al de las secciones 1.2 y 1.3 pero más

general.

Sea t una variable separante de k(C)/k; es decir, k(C)/k(t) es una extensión finita y

separable. La existencia de variables separantes de un cuerpo de funciones algebraicas se

justifica en Stichtenoth [16], Prop. III.9.2.

Observación 1.4.1 (Regla del producto y de la cadena de Hasse). La derivada de Hasse

satisface:

1. D
(mi)
t (hg) =

∑mi

s=0 D
(s)
t hD

(mi−s)
t g = hD

(mi)
t g+

∑mi

s=1 D
(s)
t hD

(mi−s)
t g para g, h ∈ k(C).

2. D
(mi)
u g = ( dt

du
)miD

(mi)
t g +

∑mi−1
s=0 AisD

(s)
t g para algunos Ais ∈ k(C).

3. D
(m)
t

(
D

(n)
t g

)
=

(
m+n

m

)
D

(m+n)
t g.

4. D
(m)
t gq = 0 si m no es múltiplo de q = pn, donde p es la caracteŕıstica de k.

La derivada de Hasse satisface propiedades adicionales las cuales están consignadas en

Komiya [8], págs. 373 – 374 y W. Schmidt [14], Cap. I, Sec 6, pág. 27 – 31.

Proposición 1.4.2. Sean m0, . . . , mn enteros no negativos.

i) Si gi =
∑n

j=0 aijfj donde la matriz (aij) ∈ GLn+1(k) entonces

det
(
D

(mi)
t gj

)
= det(aij) det

(
D

(mi)
t fj

)
.

Además, cuando

m0 < m1 < · · · < mn y 〈D(m0)
t f, . . . , D

(mi−1)
t f〉 = 〈D(0)

t f, D
(1)
t f, . . . , D

(mi−1)
t f〉

para i = 1, 2, . . . , n, se tienen los siguientes resultados:

ii) Si h ∈ k(C) entonces

det
(
D

(mi)
t (hfj)

)
= (ε + h)hn det

(
D

(mi)
t fj

)
,

para algún ε ∈ k(C). Ahora si m0 = 0 entonces ε = 0 y

det
(
D

(mi)
t (hfj)

)
= hn+1 det

(
D

(mi)
t fj

)
.

iii) Si u ∈ k(C) es otra variable separante de k(C)/k entonces

det
(
D(mi)

u fj

)
=

(( dt

du

)m0

+ ε

)( dt

du

)∑n
i=1 mi

det
(
D

(mi)
t fj

)
,

para algún ε ∈ k(C). Además, si m0 = 0 entonces

det
(
D(mi)

u fj

)
=

( dt

du

)∑n
i=0 mi

det
(
D

(mi)
t fj

)
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Prueba.

Por la linealidad del operador D
(mr)
t

D
(mr)
t gi = D

(mr)
t

(
n∑

j=0

aijfj

)
=

n∑
j=0

aijD
(mr)
t fj.

Luego por la multiplicación de matrices tenemos

det
(
D

(mi)
t gj

)
= det




∑n
j=0 a0jD

(m0)
t fj · · · ∑n

j=0 anjD
(m0)
t fj

...
. . .

...∑n
j=0 a0jD

(mn)
t fj · · · ∑n

j=0 anjD
(mn)
t fj




= det







D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

...
. . .

...

D
(mn)
t f0 · · · D

(mn)
t fn







a00 · · · an0

...
. . .

...

a0n · · · ann







= det




a00 · · · a0n

...
. . .

...

an0 · · · ann


 det




D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

...
. . .

...

D
(mn)
t f0 · · · D

(mn)
t fn




= det(aij) det
(
D

(mi)
t fj

)
.

Por lo tanto se tiene i)

Para ii) usamos fuertemente la Observación 1.4.1 y la hipótesis sobre los espacios genera-

dos. Claramente D
(m0)
t (hfj) = hD

(m0)
t f0 +

∑m0

s=1 D
(s)
t hD

(m0−s)
t f0 y

( ∑m0

s=1 D
(s)
t hD

(m0−s)
t f0, . . . ,

∑m0

s=1 D
(s)
t hD

(m0−s)
t fn

)

=
∑m0

s=1

(
D

(s)
t hD

(m0−s)
t f0, . . . , D

(s)
t hD

(m0−s)
t fn

)
= ε

(
D

(m0)
t f0, . . . , D

(m0)
t fn

)
,

para algún ε ∈ k(C). De manera que ε = 0 si m0 = 0. Aśı, la primera fila de
(
D

(mi)
t (hfj)

)
satisface que

(
D

(m0)
t (hf0), . . . , D

(m0)
t (hfn)

)

=
(
hD

(m0)
t f0 +

∑m0
s=1 D

(s)
t hD

(m0−s)
t f0, . . . , hD

(m0)
t fn +

∑m0
s=1 D

(s)
t hD

(m0−s)
t fn

)

= h
(
D

(m0)
t f0, . . . , D

(m0)
t fn

)
+

( ∑m0
s=1 D

(s)
t hD

(m0−s)
t f0, . . . ,

∑m0
s=1 D

(s)
t hD

(m0−s)
t fn

)

= h
(
D

(m0)
t f0, . . . , D

(m0)
t fn

)
+ ε

(
D

(m0)
t f0, . . . , D

(m0)
t fn

)

= (ε + h)
(
D

(m0)
t f0, . . . , D

(m0)
t fn

)
.
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Luego por la Observación 1.4.1 y la linealidad del determinante

det
(
D

(mi)
t (hfj)

)

= det




(h + ε)D(m0)
t f0 · · · (h + ε)D(m0)

t fn

hD
(m1)
t f0 +

∑m1
s=1 D

(s)
t hD

(m1−s)
t f0 · · · hD

(m1)
t fn +

∑m1
s=1 D

(s)
t hD

(m1−s)
t fn

...
. . .

...

hD
(mn)
t f0 +

∑mn
s=1 D

(s)
t hD

(mn−s)
t f0 · · · hD

(mn)
t fn +

∑mn
s=1 D

(s)
t hD

(mn−s)
t fn




= (h + ε) det




D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

hD
(m1)
t f0 +

∑m1
s=1 D

(s)
t hD

(m1−s)
t f0 · · · hD

(m1)
t fn +

∑m1
s=1 D

(s)
t hD

(m1−s)
t fn

...
. . .

...

hD
(mn)
t f0 +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t f0 · · · hD

(mn)
t fn +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t fn




Similarmente,

( mi∑

s=1

D
(s)
t hD

(mi−s)
t f0, . . . ,

mi∑

s=1

D
(s)
t hD

(mi−s)
t fn

)
=

mi∑

s=1

(
D

(s)
t hD

(mi−s)
t f0, . . . , D

(s)
t hD

(mi−s)
t fn

)

pertenece al espacio (generado) 〈D(m0)
t f, . . . , D

(mi−1)
t f〉 para i = 1, 2, . . . , n. Por lo tanto,

usando las propiedades del determinante tenemos que

det
(
D

(mi)
t (hfj)

)

= (h + ε) det




D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

hD
(m1)
t f0 +

∑m1
s=1 D

(s)
t hD

(m1−s)
t f0 · · · hD

(m1)
t fn +

∑m1
s=1 D

(s)
t hD

(m1−s)
t fn

...
. . .

...

hD
(mn)
t f0 +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t f0 · · · hD

(mn)
t fn +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t fn




= (h + ε) det




D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

hD
(m1)
t f0 · · · hD

(m1)
t fn

...
. . .

...

hD
(mn)
t f0 +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t f0 · · · hD

(mn)
t fn +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t fn




= (h + ε)h det




D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

D
(m1)
t f0 · · · D

(m1)
t fn

...
. . .

...
hD

(mn)
t f0 +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t f0 · · · hD

(mn)
t fn +

∑mn

s=1 D
(s)
t hD

(mn−s)
t fn
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Reaplicando argumentos similares tenemos que

det
(
D

(mi)
t (hfj)

)
= = (h + ε)hn det




D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

D
(m1)
t f0 · · · D

(m1)
t fn

...
. . .

...

D
(mn)
t f0 · · · D

(mn)
t fn




y se tiene el resultado. Además, recuérdese que si m0 = 0 entonces ε = 0 y

det
(
D

(mi)
t (hfj)

)
= hn+1 det

(
D

(mi)
t fj

)
.

El inciso iii) se obtiene de forma análoga al ii) pero usando la regla de la cadena para la

derivada de Hasse (Observación 1.4.1, 2). Véase que el escalar h que sale repetidamente

del determinante podŕıa ser variable de fila a fila, pues det es una función multilineal. Es

decir,

det
(
D

(mi)
u fj

)
=

((
dt
du

)m0 + ε
)

det




D
(m0)
t f0 · · ·(

dt
du

)m0D
(m1)
t f0 +

∑m1
s=1 D

(s)
t hD

(m1−s)
t f0 · · ·

...
. . .

(
dt
du

)mnD
(mn)
t f0 +

∑mn
s=1 D

(s)
t hD

(mn−s)
t f0 · · ·




=
((

dt
du

)m0 + ε
)(

dt
du

)∑n
i=1 mi det




D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

D
(m1)
t f0 · · · D

(m1)
t fn

...
. . .

...

D
(mn)
t f0 · · · D

(mn)
t fn




y si m0 = 0 entonces

det
(
D(mi)

u fj

)
=

( dt

du

)∑n
i=0 mi

det
(
D

(mi)
t fj

)
.

¡

En el caso en que m0 = 0, la proposición nos asegura que la condición det
(
D

(mi)
t fj

) 6= 0

(los vectores filas D
(m0)
t f, . . . , D

(mn)
t f son linealmente independientes) no depende de la

representación proyectiva del morfismo f . De manera que la condición de estudio de los

wronskianos generalizados depende unicamente del sistema lineal D.
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Teorema 1.4.3. Sea C una curva y f = (f0 : · · · : fn) : C → Pn(k) un morfismo

correspondiente a un sistema lineal D. Existen ε0, ε1, . . . , εn escogidos en el orden lexi-

cográfico tales que

det
(
D

(εi)
t fj

) 6= 0.

Es decir, ε0 = 0 y si ε0, . . . , εi−1 son conocidos entonces εi es el entero más pequeo tal que

los vectores D
(ε0)
t f, . . . , D

(εi)
t f son linealmente independientes sobre k(C).

Prueba.

Obsérvese que es suficiente mostrar que existen m0 = 0 < m1 < · · · < mn tales que

det
(
D

(mi)
t fj

) 6= 0. Por el Teorema 1.3.6 y la Proposición 1.4.2 podemos considerar los

invariantes hermitianos j0, . . . , jn y det
(
D

(ji)
t fj(P )

)
= det

(
D

(ji)
t fj

)
(P ) 6= 0. Aśı,

det
(
D

(ji)
t fj

) 6= 0.

¡.

Definición 1.4.4 (Ordenes de los sistemas lineales). Sea C una curva y D un sistema

lineal s.p.b. A los enteros ε0, . . . , εn del Teorema 1.4.3 se les llama D-ordenes u ordenes

(invariantes) del morfismo D.

Sobra decir que los enteros ε0, . . . , εn dependen unicamente del sistema lineal D en con-

cordancia con sus nombres.

Observación 1.4.5. Si j0, . . . , jn son (D, P )-ordenes entonces εi ≤ ji para todo i. Además

los εi son mı́nimos en un sentido aún más general:

Si m0,m1, . . . , mr son enteros no negativos tales que m0 < m1 < · · · < mr y

D
(m0)
t f, . . . , D

(mr)
t f son vectores linealmente independientes sobre k(C) entonces εi ≤ mi

para i = 0, 1, . . . , r.

La observación anterior es una analoǵıa de la Proposición 1.3.8.

Ejemplo 1.4.6. Sean C la curva sobre k = F4 definida por la extensión de Kummer

y3 = x4 + x + 1 y f el morfismo definido por f = (1 : x : y2).

Denotemos por g(m) a D
(m)
x g. Entonces,

(y3)(1) = 3y2y(1) =

(
4

1

)
x3 + 1 = 1.

Aśı,

y(1) =
1

y2
y (y2)(1) = 0.

Luego, usando las propiedades de la derivada de Hasse vistas en la Observación 1.4.1

tenemos:

(y2)(2) = y(2)y + y(1)y(1) + yy(2) =
1

y4
.
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De manera que

D(1)
x f = (0, 1, 0) y D(2)

x f = (0, 0,
1

y4
).

Por lo tanto εi = i.

Ahora si cambiamos el morfismo f por g = (1, x4, y) entonces cambian los órdenes. Por la

Observación 1.4.1 (yp)(n) = 0 si n � 0 (mód p) donde p es la caracteŕıstica de k(C). Aśı,

(y3)(2) = y(2)y
2 + y(y2)(2) = 0 y y(2) =

1

y5
.

Analogamente,

y(3) =
1

y8
y y(4) =

1

y2
.

Luego,

D
(1)
x g = (0, 0, 1

y2 ), D
(2)
x g = (0, 0, 1

y5 ),

D
(3)
x g = (0, 0, 1

y8 ), D
(4)
x g =

(
0, 1, 1

y2

)

y ε0 = 0, ε1 = 1 y ε2 = 4.

Ejemplo 1.4.7. Sea C la curva hermitiana y3 + y = x4, k = F9 y f = (1 : x : y). Luego,

y′ = y(1) = x3 y y(2) = 0. En consecuencia

(y2)(2) = (y′)2, (y2)(3) = 2yy(3) y y(3) = x− x9.

Aśı, D
(1)
x f = (0, 1, x3), D

(2)
x f = (0, 0, 0) y D

(3)
x f = (0, 0, x − x9). Por lo tanto ε0 = 0,

ε1 = 1 y ε2 = 3. Obsérvese que el punto P = (1 : 0 : 0) ∈ C y entonces C tiene 28 puntos

racionales. Además, j0 = 0 y j1 = 1 son P -invariantes hermitianos. Sin embargo ε2 = 3 no

lo es. Pero, D
(4)
x f = (0 : 0 : 1) y por lo tanto j2 = 4. Este mismo fenómeno sucede con los

otros 27 puntos racionales de C. En el Ejemplo 1.4.6, no sucede como en este caso.

1.5. El divisor de ramificación y puntos de Weierstrass

Para saber de que manera vaŕıan los invariantes hermitianos de un sistema lineal D s.p.b.,

de una curva C respecto a un punto P , es necesario hacer un estudio del divisor de

ramificación. Este nos permite concluir que los (D, P )-ordenes son los ordenes del morfismo

inducido para casi todo P . Esto nos dice que existen un número finito de puntos donde

el comportamiento geométrico de la curva es distinto. Estos son los famosos puntos de

Weierstrass. Desde luego contarlos y localizarlos es un tema de interés.
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Definición 1.5.1 (Divisor de ramificación.). Sea C una curva, D un sistema lineal s.p.b.

y ε0, . . . , εn los D-ordenes. Al divisor

R(D, f, t) = div
(

det
(
D

(εi)
t fj

))
+

( n∑
i=0

εi

)
div(dt) + (n + 1)E

se le llama divisor de ramificación de D.

En la definición anterior f es el morfismo inducido por D, t ∈ k(C) es un parámetro

separante de k(C)/k y E es el divisor correspondiente a f de la ecuación (2).

Se denota al divisor de ramificación por R, cuando se conocen sus objetos definidores. Sin

embargo:

Observación 1.5.2. El divisor de ramificación R depende unicamente del sistema lineal.

1) El divisor R no depende de la representación del morfismo inducido.

Sea f = (f0 : . . . : fn) : C → Pn(k) y hf = (hf0 : . . . : hfn) donde h ∈ k(C)∗. Sean E y

E ′ los divisores asociados a los morfismos f y hf
(
Véase la ecuación (2)

)
. Luego, por la

Proposición 1.2.3, pág. 19,

R(D, hf, t) = div
(

det
(
D

(εi)
t (hfj)

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt) + (n + 1)E ′

= div
(
hn+1 det

(
D

(εi)
t fj

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt) + (n + 1)

(
E − div(h)

)

= (n + 1)div(h) + div
(

det
(
D

(εi)
t fj

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt)

+(n + 1)
(
E − div(h)

)

= div
(

det
(
D

(εi)
t fj

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt) + (n + 1)E

= R(D, f, t)

2) El divisor de ramificación no depende del morfismo inducido.

Si f y g son dos morfismos inducidos por el sistema lineal D, entonces g = T ◦f donde T :

Pn(k) → Pn(k) es un isomorfismo (vease las Proposiciones 1.2.3, 1.2.5 y sus comentarios).

Luego, gi =
∑n

j=0 aijfj donde (aij) ∈ GLn+1(k). Aśı que

R(D, g, t) = div
(

det
(
D

(εi)
t g

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt) + (n + 1)E

= div
(

det
(
aij

)
det

(
D

(εi)
t fj

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt) + (n + 1)E

= div
(

det
(
D

(εi)
t f

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt) + (n + 1)E

3) El divisor R no depende del parámetro separante.
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Sea u un parámetro separante de k(C)/k. Entonces por la Proposición 1.4.2

R(D, f, u) = div
(

det
(
D

(εi)
u f

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(du) + (n + 1)E

= div

((
dt
du

)∑n
i=0 εi

det
(
D

(εi)
t fj

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(du) + (n + 1)E

= div
(

det
(
D

(εi)
t fj

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div

(
dt
du

)
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(du)

+(n + 1)E

= div
(

det
(
D

(εi)
t fj

))
+

( ∑n
i=0 εi

)
div(dt) + (n + 1)E

= R(D, f, t)

¡

La observación nos permite concluir que dada una curva C podemos referirnos funcional-

mente al divisor de ramificación de D por R(D).

Observación 1.5.3. Si A,B ∈ Mn(F ) (F un cuerpo y Mn(F ) es el conjunto de matrices

n×n) entonces det(A+ tB) = det(A)+ tb(t) donde b es un polinomio de F [t] que depende

de A y B.

La observación puede verificarse facilmente por inducción matemática.

Proposición 1.5.4. Sean j0, . . . , jn los (D, P )-ordenes de P ∈ X y t un parámetro sepa-

rante de k(C)/k. Si m0, . . . , mn son enteros no negativos entonces

det
(
D

(mi)
t fj

)
= ct

∑n
i=0 ji−mi

[
det

((
jr

mi

))
+ tb

]
,

donde c ∈ k∗, b ∈ k(C) y νP (b) ≥ 0. Además, si m0 < m1 < · · · < mn y

det

((
jr

mi

))
= det




(
j0
m0

) · · · (
jn

m0

)
...

. . .
...(

j0
mn

) · · · (
jn

mn

)


 � 0 (mod p)

donde p es la caracteŕıstica de k(C), entonces εi ≤ mi donde ε0, . . . , εn son los D-ordenes.

Prueba.

Podemos asumir que fr = crt
jr + hr con cr ∈ k∗ por un argumento igual al de la demos-

tración del teorema 1.3.6 (Ver también la Observación 1.3.7 y el Lema 1.3.1). En adición

νP (hr) > jr. Luego D
(mi)
t fr =

(
jr

mi

)
crt

jr−mi + D
(mi)
t hr donde νP (D

(mi)
t hr) > νP (tjr−mi) =

jr − mi y νP (tmi−jr−1D
(mi)
t hr) ≥ 0. Aśı, usando las propiedades del determinante y la
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Observación 1.5.3

det
(
D

(mi)
t fj

)
=

det




(
j0
m0

)
c0t

j0−m0 + D
(m0)
t h0 · · · (

jn

m0

)
cntjn−m0 + D

(m0)
t hn

· · · . . . · · ·(
j0

mn

)
c0t

j0−mn + D
(mn)
t h0 · · · (

jn

mn

)
cntjn−mn + D

(mn)
t hn




=
∏n

i=0 cit
−∑n

i=0 mi det




(
j0
m0

)
tj0 + c−1

0 tm0D
(m0)
t h0 · · · (

jn

m0

)
tjn + c−1

n tm0D
(m0)
t hn

· · · . . . · · ·(
j0

mn

)
tj0 + c−1

0 tmnD
(mn)
t h0 · · · (

jn

mn

)
tjn + c−1

n tmnD
(mn)
t hn




=
∏n

i=0 cit
∑n

i=0 ji−
∑n

i=0 mi det




(
j0
m0

)
+ c−1

0 tm0−j0D
(m0)
t h0 · · · (

jn

m0

)
+ c−1

n tm0−jnD
(m0)
t hn

· · · . . . · · ·(
j0

mn

)
+ c−1

0 tmn−j0D
(mn)
t h0 · · · (

jn

mn

)
+ c−1

n tmn−jnD
(mn)
t hn




y

det
(
D

(mi)
t fj

)
= ∏n

i=0 cit
∑n

i=0 ji−mi det







(
j0
m0

)
· · ·

(
jn
m0

)

· · ·
. . . · · ·(

j0
mn

)
· · ·

(
jn
mn

)




+ t




c−1
0 tm0−j0−1D

(m0)
t h0 · · ·

· · ·
. . .

c−1
0 tmn−j0−1D

(mn)
t h0 · · ·







= ct
∑n

i=0 ji−mi

(
det

((
jr

mi

))
+ tb

)
.

donde c =
∏n

i=0 ci ∈ k∗, b ∈ k(C) y νP (b) ≥ 0.

Ahora, si det
((

jr

mi

))
� 0 (mód p), entonces det

(
D

(mi)
t fj

) 6= 0 y por la Observación 1.4.5

se tiene que εi ≤ mi. ¡

Observación 1.5.5. La mejor escogencia en el orden lexicográfico de los mi en la Proposi-

ción 1.5.4 son los ordenes del morfismo g : P1(k) → Pn(k) donde g(1 : x) = (xj0 : · · · : xjn).

Claramente D
(m)
x g =

((
j0
m

)
xj0−m, . . . ,

(
jn

m

)
xjn−m

)
y, puesto que

det
(
D

(mi)
x xjr

)
= det




(
j0
m0

)
xj0−m0 · · · (

jn

m0

)
xjn−m0

· · · . . . · · ·(
j0
mn

)
xj0−mn · · · (

jn

mn

)
xj0−mn




= det
((

jr

mi

))
x

∑n
i=0 ji−mi 6= 0,

si y solo si, det
((

jr

mi

))
� 0 (mod p), si y solo si, dados m0, . . . ,mi−1 y((

j0
m0

)
, . . . ,

(
jn

m0

))
, . . . ,

((
j0

mi−1

)
, . . . ,

(
jn

mi−1

))
son linealmente independientes so-

bre Fp, entonces mi es el entero positivo mas pequeño (mı́nimo) tal que((
j0
m0

)
, . . . ,

(
jn

m0

))
, . . . ,

((
j0

mi−1

)
, . . . ,

(
jn

mi−1

))
,
((

j0
mi

)
, . . . ,

(
jn

mi

))
son linealmente indepen-

dientes sobre Fp

(
Mı́rese la Observación 1.4.5. Además, recuerde que K

(
P1(k)

) ∼= k(x)
)

Teorema 1.5.6. Sean R el divisor de ramificación de D, P un punto de la curva C y

j0, . . . , jn sus correspondientes (D, P )-ordenes. Entonces νP (R) ≥ ∑n
i=0(ji − εi); donde la



1 SISTEMAS LINEALES Y PUNTOS DE WEIERSTRASS 38

igualdad se tiene si y solo si,

det

((
jr

εi

))
� 0 (mod p)

donde p es la caracteŕıstica de k(C).

Prueba.

Por la Observación 1.5.2, podemos suponer que t es un parámetro P -uniformizante.

Además, podemos asumir que eP = νP (E) = νP

(
div(dt)

)
= νP (1) = 0 (hemos usado

la Observación 1.3.7). Luego, por la Proposición 1.5.4

det
(
D

(εi)
t fj

)
= ct

∑n
i=0 ji−εi

(
det

((
jr

εi

))
+ tb

)

Por lo tanto νP (R) ≥ ∑n
i=0 ji − εi ≥ 0. Ahora, νP (R) =

∑n
i=0 ji − εi ⇐⇒ det

((
jr

εi

)) 6= 0

en k ⇐⇒ det
((

jr

εi

))
� 0 (mod p). ¡

El teorema nos dice que R(D) es un divisor positivo. Más aún, νP (R) = 0 si y solo si,

ji = εi para todo i. De manera que los D-ordenes ε0, . . . , εn son los invariantes hermitianos

para casi todo P , por que el soporte del divisor de ramificación R, Sopp(R) = {P ∈ X :

νP (R) 6= 0} es un conjunto finito. Es decir, hay un conjunto finito de puntos para los

cuales los invariantes hermitianos no son los D-ordenes.

Definición 1.5.7 (Punto de Weierstrass). Sean C una curva, D un sistema lineal s.p.b.,

P un punto de C y ε0, . . . , εn los D-ordenes. Decimos que P es D-ordinario si ji = εi para

todo i ∈ {0, 1, . . . , n}. De lo contrario a P se le llama punto de Weierstrass de D. A la

valuación νP (R) se le llama peso de P en D.

El número de puntos de Weierstrass de D contando sus pesos es

gr(R) =
n∑

i=0

εi(2g − 2) + (n + 1)d,

donde d es el grado de D.

Cuando el sistema lineal D es canónico entonces la definición anterior de punto de

Weierstrass coincide con la clásica.

Definición 1.5.8 (Sistemas lineales no clásicos). Sea (ε0, . . . , εn) la sucesión de D-

ordenes. Decimos que D es clásico si (ε0, . . . , εn) = (0, 1, . . . , n). De lo contrario se dice

que D es no clásico.

Bajo la hipótesis de clasicismo de D los puntos de Weierstrass son los mismos puntos

de D-osculación. De otro lado si D es no clásico, entonces todos los puntos de C son de

osculación pues jn ≥ εn > n.
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La existencia de sistemas lineales no clásicos es realmente rara debido a las condiciones

geométricas que la curva debe satisfacer. Esto nos dice que es importante estudiar las con-

diciones para que un sistema lineal sea clásico. Teniendo en mente este fin, es importante

la siguiente observación:

Observación 1.5.9. Si jr > i (jr, i ∈ Z+
0 ) entonces

(
jr

i

)
=

ji
r

i!
+

i−1∑
s=0

ais
ji
r

s!

donde ais ∈ Q
La afirmación anterior se obtiene expandiendo polinomialmente (respecto a jr) a

(
jr

i

)
.

Corolario 1.5.10. Si j0, . . . , jn son (D, P )-ordenes entonces

det

((
jr

i

))
=

n∏
i>s

ji − js

i− s
.

Además, si p no divide a det
((

jr

i

))
entonces D es clásico y el peso de P es

∑n
i=0(ji − i).

Prueba.

Por la Observación 1.5.9

det
((

jr

i

))
= det




(
j0
0

) · · · (
jn

0

)
(

j0
1

) · · · (
jn

1

)
...

. . .
...(

j0
n

) · · · (
jn

n

)




= det




j0
0

0!
· · · j0

n

0!
j1
0

1!
+ a10

j0
0

0!
· · · j1

n

1!
+ a10

j0
n

0!
...

. . .
...

jn
0

n!
+

∑n−1
s=0 ans

js
0

s!
· · · jn

n

n!
+

∑n−1
s=0 ans

js
n

s!




.

Luego,

det

((
jr

i

))
= det




j0
0

0!
· · · j0

n

0!
j1
0

1!
· · · j1

n

1!
...

. . .
...

jn
0

n!
· · · jn

n

n!




=
n∏

r=0

1

r!
det




j0
0 · · · j0

n

j1
0 · · · j1

n
...

. . .
...

jn
0 · · · jn

n


 .

Aśı que

det

((
jr

i

))
=

n∏
i>s≥0

(ji − js)
n∏

r=0

1

r!
=

n∏
i>s

ji − js

i− s
.
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Obsérvese que se ha usado el determinante de Vandermonde y un argumento similar al de

la Proposición 1.4.2. De otro lado si p = χ(k) no divide a det
((

jr

i

))
entonces εi = i por la

Proposición 1.5.4 y, νP (R) =
∑n

i=0(ji − i). ¡

El criterio del corolario se satisface si ji − jr (i > r) no es divisible por p. En particular,

como jn ≤ d = gr(D) entonces se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.5.11. Si p > d ó p = 0 entonces D es clásico y

νP (R) =
n∑

i=0

(ji − i).

Obsérvese que si d es par entonces la hipótesis del corolario se puede cambiar por p+1 > d.

Es decir, para que un sistema lineal de grado impar sea no clásico se requiere que p+1 ≤ d.

En el caso p = 2 el resultado se tiene salvo en el caso extremo n = 1 y d = 2, porque

n ≤ d donde n es la dimensión del sistema lineal y d es el grado. Este resultado generaliza

el teorema de F. K. Schmidt citado en Komiya [8], Teo. C.

Corolario 1.5.12. Sea εr un D-orden y ε un entero tal que
(

εr

ε

)
� 0 (mod p). Entonces ε

es también un D-orden. En particular si εr < p entonces, 0, 1, . . . , εr − 1 son D-ordenes.

Prueba.

Debemos suponer que ε < εr, pues de lo contrario
(

εr

ε

)
= 0 ó ε = εr. Sea i el mayor entero

tal que εi−1 < ε. Es decir, ε ≤ εi. Luego por la Proposición 1.5.4 (podemos suponer que

el punto P de la proposición es D-ordinario) y la Observación 1.5.5, definiendo

m = ran




(
ε0

ε0

) (
ε1

ε0

) · · · (
εi−1

ε0

) · · · (
εr

ε0

) · · · (
εn

ε0

)
(

ε0

ε1

) (
ε1

ε1

) · · · (
εi−1

ε1

) · · · (
εr

ε1

) · · · (
εn

ε1

)
...

...
. . .

...
...

...
...

...(
ε0

εi−1

) (
ε1

εi−1

) · · · (
εi−1

εi−1

) · · · (
εr

εi−1

) · · · (
εn

εi−1

)
(

ε0

ε

) (
ε1

ε

) · · · (
εi−1

ε

) · · · (
εr

ε

) · · · (
εn

ε1

)




tenemos que

m = ran




1
(

ε1

ε0

) · · · (
εi−1

ε0

) · · · (
εr

ε0

) · · · (
εn

ε0

)

0 1 · · · (
εi−1

ε1

) · · · (
εr

ε1

) · · · (
εn

ε1

)
...

...
. . .

...
...

...
...

...

0 0 · · · 1 · · · (
εr

εi−1

) · · · (
εn

εi−1

)

0 0 · · · 0 · · · (
εr

ε

) · · · (
εn

ε

)




= i + 1.

Por lo tanto εi ≤ ε y ε = εi. ¡
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Observación 1.5.13. La condición
(

εr

ε

)
� 0 (mod p) se tiene si y solo si, εr es p-adicamente

menor que ε; es decir, si y solo si, cada coeficiente en la expansión p-ádica de ε es más

pequeño que el correspondiente de εr.

Pueden verse las justificaciones de la observación y algunos casos particulares de los resul-

tados obtenidos aqúı en Komiya [8], Sec. 1, Teo. A, Lema B y en sus citadas referencias.

El Corolario 1.5.11 no se puede mejorar en el caso en que d es impar como lo muestra la

linea proyectiva P1(k) y el morfismo f = (1 : x : xp) donde p es la caracteŕıstica de k.



2. EL METODO STÖHR–VOLOCH

El método usado para obtener la cota para el número de puntos Fq-racionales de una

curva C inducida por un polinomio f(X,Y ) ∈ Fq[X, Y ] del Caṕıtulo 1 se fundamentó en

la construcción de una curva (función) auxiliar h(f, q, P ) donde P ∈ C. Esta satisface las

siguientes propiedades:

1. Si P es Fq-racional de C entonces h(f, q, P ) = 0 (h se anula en los puntos racionales

de C).

2. El número de puntos P ∈ C tales que h(f, q, P ) = 0, que no son Fq-racionales están

controlados (son pocos).

Por supuesto se requiere que la función h sea no nula y esto implica imponer condiciones

a f o C. Obsérvese que esto se hace en el teorema 1.1.1 y además, h : C → Fq cuenta el

número de puntos de (x0, y0) = P ∈ C tales que P q = (xq
0, y

q
0) está en la recta tangente a

C en P .

El proposito de este caṕıtulo es generalizar el método presentado en la sección 1.1 utili-

zando el hiperplano osculador en vez de la recta tangente. Luego, con ayuda de los ordenes

y divisor Fq-Frobenius en lugar del teorema de Bezout, se obtiene el teorema y método de

K–O Stöhr y F. Voloch.

2.1. Divisor de Frobenius y puntos racionales

Sea Fq el cuerpo de Galois con q elementos de caracteŕıstica p y k = Fq su clausura

algebraica. Sea C una curva algebraica irreducible, no singular definida sobre k de género

g y Fq el morfismo Fq-Frobenius en C. Un punto P ∈ C es Fq-racional si y sólo si, P es

un punto fijo de la aplicación de Frobenius (Fq(P ) = P ).

Dado un subcuerpo L ⊆ k, la curva C(L) es la curva C, pero definida sobre L.

Sea f : C → Pn(k) un Fq-morfismo. Es decir, f = (f0, . . . , fn) donde fi ∈ Fq(C) ⊂ k(C)

(la función fi es Fq-racional).

Supongamos además que f(C) no está contenido en ningún hiperplano H de Pn(k). Luego,

el morfismo f induce un sistema lineal D(f) = D sin puntos básicos (s.p.b) (Véase la

Proposición 1.2.5 y sus comentarios precedentes); es decir, para cada P ∈ C existe D ∈ D

tal que P no pertenece al soporte de D (P /∈ Sopp(D) o P � D). De otro lado, definimos el

divisor E =
∑

P∈C(Fq) eP ∈ DC , donde eP = −mı́n{νP (f0), . . . , νP (fn)} (Véase el Caṕıtulo

1, ecuación (2), pág. 19). Obsérvese que E y D quedan definidos sobre Fq.

42
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Sea Nq el número de puntos Fq-racionales. Cuando se sobreentienda el q entonces deno-

taremos por N al número de puntos racionales. Dado un entero a, denotaremos al vec-

tor (fa
0 , . . . , fa

n) ∈ k(C)n+1
((

fa
0 (P ), . . . , fa

n(P )
) ∈ kn+1

)
por fa

(
fa(P ), donde P ∈ C

)
.

Analogamente, si h ∈ k(C) entonces hf = (hf0 : · · · : hfn). Para obtener una cota para N ,

contamos el número máximo de puntos de P ∈ C tales que f(P )q :=
(
f q

0 (P ) : . . . : f q
n(P )

)

esté en el plano osculador en P (Véase la Sección 1.3, pág. 25). Es decir, contamos los

puntos P de C tales que f(P ) bajo la aplicación de Frobenius de Pn(k), esté en el plano

osculador Ln−1(P ). De manera que si eP = 0 (Véase la Observación 1.3.7) y j0, . . . , jn son

los (D, P )-ordenes, entonces f(P )q está en el plano osculador, si y sólo si,

det




f q(P )

D
(j0)
t f
...

D
(jn−1)
t f


 = det




f q
0 (P ) f q

1 (P ) · · · f q
n(P )

D
(j0)
t f0(P ) D

(j0)
t f1(P ) · · · D

(j0)
t fn(P )

...
...

. . .
...

D
(jn−1)
t f0(P ) D

(jn−1)
t f1(P ) · · · D

(jn−1)
t fn(P )


 = 0,

donde t es un parametro P -uniformizante. Lo anterior motiva el estudio del wronskiano

W
(m0,...,mn−1)
t (f) := det




f q

D
(m0)
t f
...

D
(mn−1)
t f




donde mi ∈ Z+
0 y t es un parametro separante de Fq(C)/Fq. Cuando se sobreentienda la

sucesión (m0, . . . ,mn−1) denotaremos a W
(m0,...,mn−1)
t por Wt.

Proposición 2.1.1. Sea f = (f0 : · · · : fn) : C → Pn(k) el morfismo inducido por el

sistema lineal s.p.b D y (m0, . . . , mn−1) una sucesión de enteros no negativos.

a) Si gi =
∑n

j=0 aijfj con (aij) ∈ GLn+1(Fq), entonces

Wt(g) = det(aij)Wt(f).

Además, si m0 < m1 < · · · < mn−1 y 〈D(m0)
t f, . . . , D

(mi−1)
t f〉 =

〈D(0)
t f, D

(1)
t f, . . . , D

(mi−1)
t f〉 para i = 1, 2, . . . , n, se tienen los siguientes resultados:

b) Si h ∈ Fq(C), entonces Wt(hf) = (ε+h)hq+n−1Wt(f) para algún ε ∈ Fq(C). También,

si m0 = 0 entonces ε = 0 y

Wt(hf) = hq+nWt(f)

c) Si u ∈ k(C) es otra variable separante de Fq(C)/Fq entonces

Wu(f) =

(( dt

du

)m0

+ ε

)( dt

du

)∑n−1
i=1 mi

Wt(f),
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para algún ε ∈ k(C). En el caso m0 = 0, entonces

Wu(f) =
( dt

du

)∑n−1
i=0 mi

Wt(f).

La demostración de esta proposición es análoga a la de la proposición 1.5.4.

Prueba.

a) Obsérvese, que aij ∈ Fq si y solo si, aq
ij = aij. Luego, gq

i =
( ∑n

j=0 aijfj

)q
=

∑n
j=0 aijf

q
j .

De otro lado, por la linealidad del operador D
(mr)
t

D
(mr)
t gi = D

(mr)
t

(
n∑

j=0

aijfj

)
=

n∑
j=0

aijD
(mr)
t fj.

Luego, por la multiplicación de matrices tenemos

Wt(g) = det




∑n
j=0 a0jf

q
j · · · ∑n

j=0 anjf
q
j∑n

j=0 a0jD
(m0)
t fj · · · ∑n

j=0 anjD
(m0)
t fj

...
. . .

...∑n
j=0 a0jD

(mn−1)
t fj · · · ∑n

j=0 anjD
(mn−1)
t fj




= det




a00 · · · a0n

...
. . .

...

an0 · · · ann


 det




f q
j · · · f q

j

D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

...
. . .

...

D
(mn−1)
t f0 · · · D

(mn−1)
t fn




= det(aij)Wt(f).

b) Claramente (hf)q = hqf q. De otro lado, usando la Observación 1.4.1 y la hipótesis

sobre los espacios generados tenemos que D
(m0)
t (hfj) = hD

(m0)
t fj +

∑m0

s=1 D
(s)
t hD

(m0−s)
t fj

y ( ∑m0

s=1 D
(s)
t hD

(m0−s)
t f0, . . . ,

∑m0

s=1 D
(s)
t hD

(m0−s)
t fn

)

=
∑m0

s=1

(
D

(s)
t hD

(m0−s)
t f0, . . . , D

(s)
t hD

(m0−s)
t fn

)
= ε

(
D

(m0)
t f0, . . . , D

(m0)
t fn

)
,

para algún ε ∈ Fq(C). De manera que ε = 0 si m0 = 0. Aśı,
(
D

(m0)
t (hf0), . . . , D

(m0)
t (hfn)

)
= (ε + h)

(
D

(m0)
t f0, . . . , D

(m0)
t fn

)
.

Luego, por la Observación 1.4.1 y la linealidad del determinante

Wt(hf) = det




hqf q
0 · · ·

(h + ε)D
(m0)
t f0 · · ·

hD
(m1)
t f0 +

∑m1

s=1 D
(s)
t hD

(m1−s)
t f0 · · ·

...
. . .

hD
(mn−1)
t f0 +

∑mn−1

s=1 D
(s)
t hD

(mn−1−s)
t f0 · · ·




= (h + ε)hq+n−1Wt(f).
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Además, si m0 = 0 entonces ε = 0 y

Wt(hf) = hq+nWt(f).

c) Análogamente a b) pero usando la regla de la cadena para la derivada de Hasse

(Observación 1.4.1, 2) tenemos que

Wu(f) =
((

dt
du

)m0 + ε
)

det




f q
0 · · ·

D
(m0)
t f0 · · ·(

dt
du

)m0D
(m1)
t f0 +

∑m1

s=1 D
(s)
t hD

(m1−s)
t f0 · · ·

...
. . .(

dt
du

)mn−1D
(mn−1)
t f0 +

∑mn−1

s=1 D
(s)
t hD

(mn−1−s)
t f0 · · ·




=
((

dt
du

)m0 + ε
)(

dt
du

)∑n−1
i=1 miWt(f)

y si m0 = 0 entonces

Wu(f) =
( dt

du

)∑n−1
i=0 mi

Wt(f).

¡
Lema 2.1.2. Sea X un L-espacio vectorial y {V1, . . . , Vn} una base de X. Sea V ∈ X. Si

V =
∑m

i=1 αiVi para algunos αi ∈ L y αm 6= 0 entonces {V1, . . . , Vm−1, V, Vm+1, . . . , Vn} es

una base de X.

Este lema no es más que una propiedad de las relaciones de dependencia.

Proposición 2.1.3. Sean ε0, ε1, . . . , εn los respectivos ordenes del sistema lineal s.p.b.

D y f el morfismo inducido por D. Existen v0, . . . , vn−1 enteros no negativos tales que

W
(v0,...,vn−1)
t (f) 6= 0. Además, si la sucesión (v0, . . . , vn−1) es escogida en el orden lexi-

cográfico (es decir, v0 = 0 y si f q, D
(v0)
t f, . . . , D

(vi−1)
t f son linealmente independientes en-

tonces vi es el entero más pequeño tal que f q, D
(v0)
t f, . . . , D

(vi−1)
t f, D

(vi)
t f son linealmente

independientes) entonces existe s ∈ Z tal que

vi =

{
εi si i < s

εi+1 si i ≥ s

Prueba.

Sea s el menor entero tal que f q =
∑s

i=0 λiD
(εi)
t f . Claramente s 6= 0 porque f no es

constante (D 6= 0 pues es s.p.b). Por la minimalidad de s entonces λs 6= 0. Luego, por el

Lema 2.1.2 f q, D
(ε0)
t f, . . . , D

(εs−1)
t f,D

(εs+1)
t f, . . . , D

(εn)
t f es un conjunto linealmente inde-

pendiente. Por lo tanto,

vi =

{
εi si i < s

εi+1 si i ≥ s
⇒ W

(v0,...,vn−1)
t (f) 6= 0.
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Supongamos ahora que tenemos la sucesión de enteros (w0, . . . , wn−1) escogida en el or-

den lexicográfico tal que 0 = w0 < · · · < wn−1 y W
(w0,...,wn−1)
t (f) 6= 0. Luego, wi ≤ vi

para i = 0, 1, . . . , n − 1. De otro lado, como f q, D
(w0)
t f, . . . , D

(wn−1)
t f son linealmente in-

dependientes, entonces {D(w0)
t f,D

(w1)
t f, . . . , D

(wn−1)
t f} es linealmente independiente. Aśı,

por la minimalidad de los D-ordenes (Observación 1.4.5) tenemos que εi ≤ wi pa-

ra i = 0, 1, . . . , n − 1. Luego, wi = vi = εi para i < s. Concluimos entonces que

f q, D
(ε0)
t f,D

(ε1)
t f, . . . , D

(εs−1)
t f,D

(ws)
t f, . . . , D

(wn−1)
t f son linealmente independientes y por

el Lema 2.1.2, D
(ε0)
t f, D

(ε1)
t f, . . . , D

(εs−1)
t f, D

(εs)
t f, D

(ws)
t f, . . . , D

(wn−1)
t f son linealmente in-

dependientes. Luego, εi+1 = vi ≤ wi para i > s por la minimalidad de los D-ordenes. Por

lo tanto, wi = vi para i = 0, 1, . . . , n− 1 y se tiene el resultado. ¡

Observación 2.1.4. Los vi son mı́nimos en un sentido aún más general: Si m0,m1, . . . , mr

son enteros no negativos tales que m0 < m1 < · · · < mr y f q, D
(m0)
t f, . . . , D

(mr)
t f son

vectores linealmente independientes sobre k(C) entonces vi ≤ mi para i = 0, 1, . . . , r.

En efecto

ran




f q
0 (P ) · · · f q

n(P )
D

(0)
t f0(P ) · · · D

(0)
t fn(P )

D
(1)
t f0(P ) · · · D

(1)
t fn(P )

...
. . .

...
D

(vr−1)
t f0(P ) · · · D

(vr−1)
t fn(P )




= ran




f q
0 (P ) · · · f q

n(P )
D

(v0)
t f0(P ) · · · D

(v0)
t fn(P )

D
(v1)
t f0(P ) · · · D

(v1)
t fn(P )

...
. . .

...
D

(vr−1)
t f0(P ) · · · D

(vr−1)
t fn(P )




= r+1.

Luego, vr − 1 < mr pues

ran




f q
0 (P ) · · · f q

n(P )

D
(m0)
t f0(P ) · · · D

(m0)
t fn(P )

D
(m1)
t f0(P ) · · · D

(m1)
t fn(P )

...
. . .

...

D
(mr)
t f0(P ) · · · D

(mr)
t fn(P )




= r + 2.

y vr ≤ mr. ¡

Debido a los resultados anteriores es natural tener la siguiente definición:

Definición 2.1.5 (Ordenes y Divisor Fq-Frobenius). Sea C una curva y D un sistema

lineal s.p.b. A los enteros v0, . . . , vn−1 de la Proposición 2.1.3 se les llama ordenes Fq-

Frobenius de D o (D,Fq)-ordenes de Frobenius. Al divisor

S(D) = div
(
Wt(f)

)
+

( n−1∑
i=0

vi

)
div(dt) + (q + n)E,

lo llamamos divisor Fq-Frobenius de D (Aqúı se entiende que t es un parametro separante

de Fq(C)/Fq y E es el divisor de la Sección 1.2, Ecuación (2), pág. 19) .
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Cuando se sobreentiende el sistema lineal D denotaremos al divisor Fq-Frobenius de D

por S. Claramente, gr(S) =
( ∑n−1

i=0 vi

)
(2g − 2) + (q + n)d, donde d = gr(D).

Ejemplo 2.1.6. Sea C = P1(k) donde k = Fq es algebraicamente cerrado. Obsér-

vese que k(C) = k(x) donde x es la función coordenada, la cual es trascendente sobre

k. El sistema lineal D = |nP∞| no tiene puntos básicos
(
el punto P∞ = (0 : 1) y

n ∈ Z+
)
. Por el Teorema de Riemann-Roch, una base de L(nP∞) es {1, x, x2, . . . , xn}.

Luego, el morfismo correspondiente a |nP∞| es f = (1 : x : . . . : xn). Sabemos que

εi = ji = i para todo i (Véase el ejemplo 1.2.12 y la observación 1.4.5). Aśı, D
(m)
x g =(

0,
(

1
m

)
x1−m, . . . ,

(
m
m

)
xm−m,

(
m+1

m

)
x, . . . ,

(
n
m

)
xn−m

)
=

(
0, 0, . . . , 1,

(
m+1

m

)
x, . . . ,

(
n
m

)
xn−m

)
.

Véamos que la sucesión de ordenes de Frobenius es (v0, . . . , vn−1) = (0, . . . , n−1). Obsérve-

se que

Wx(g) = det




1 xq · · · x(n−1)q xnq

1 x · · · xn−1 xn

0
(
1
1

)
x1−1 · · · (

n−1
1

)
x(n−1)−1

(
n
1

)
xn−1

...
...

. . .
...

...

0
(

1
n−1

)
x1−(n−1) · · · (

n−1
n−1

)
x(n−1)−(n−1)

(
n

n−1

)
xn−(n−1)




= det




1 xq · · · x(n−1)q xnq

0 x− xq · · · xn−1 − x(n−1)q xn − xnq

0
(
1
1

)
x1−1 · · · (

n−1
1

)
x(n−1)−1

(
n
1

)
xn−1

...
...

. . .
...

...

0
(

1
n−1

)
x1−(n−1) · · · (

n−1
n−1

)
x(n−1)−(n−1)

(
n

n−1

)
xn−(n−1)




,

donde la segunda igualdad se obtuvo restando la fila uno (1) a la fila dos (2). Luego,

usando la Observación 1.5.3 y el Corolario 1.5.10

Wx(g) = det




(
1
0

)
x− xq

(
2
0

)
x2 − x2q · · · (

n
0

)
xn − xnq

(
1
1

)
x1−1 + 0

(
2
1

)
x2−1 + 0 · · · (

n
1

)
xn−1 + 0

...
...

. . .
...(

1
n−1

)
x1−(n−1) + 0

(
2

n−1

)
x2−(n−1) + 0 · · · (

n
n−1

)
xn−(n−1) + 0




= det




(
1
0

)
x1−0

(
2
0

)
x2−0 · · · (

n
0

)
xn−0

(
1
1

)
x1−1

(
2
1

)
x2−1 · · · (

n
1

)
xn−1

...
...

. . .
...(

1
n−1

)
x1−(n−1)

(
2

n−1

)
x2−(n−1) · · · (

n
n−1

)
xn−(n−1)


 + xb

= det
((

r+1
i

))
xn + xb

=
∏n

i>s≥0
i+1−(s+1)

i−s
xn + xb

= xn + xb 6= 0,

pues νP (b) ≥ n. Por lo tanto vi = i. ¡
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En el ejemplo anterior el divisor de Frobenius es

S = div
(
Wx(g)

)
+

(
n−1∑
i=0

i

)
div(dx)+(q+n)E = div

(
Wx(g)

)
+

(n− 1)n

2
div(dx)+(q+n)nP∞

y gr(S) = (q + 1)n, pues gr
(
div(dx)

)
= 2g − 2 = −2 (g = 0 pues C es racional).

Ejemplo 2.1.7. Sea C la hermitiana y3 + y = x4, k = F9 y f = (1 : x : y). Luego,

y(1) = D
(1)
x y = x3, y(2) = 0 y y(3) = x − x9. Aśı, ε0 = 0, ε1 = 1 y ε2 = 3. Además,

D
(1)
x f = (0, 1, x3), D

(2)
x f = (0, 0, 0) y D

(3)
x f = (0, 0, x− x9) por el Ejemplo 1.4.7. Veamos

que v0 = 0 y v1 = 3. Con un razonamiento análogo al del ejemplo 2.1.6 tenemos que

det




1 x9 y9

1 x y

0 1 x3


 = det

(
x− x9 y − y9

1 x3

)

= (x− x9)x3 − (y − y9)

= x4 − x12 + y9 − y

= y + y3 − x12 + y9 − y

= (y3 + y − x4)3 = 0.

Luego, f q, f,D
(ε1)
x f son linealmente dependientes y se tiene que v0 = 0 y v1 = ε2 = 3.

Aśı que en el caso de la curva hermitiana tenemos que

Wx(f) = det




1 x9 y9

1 x y

0 0 x− x9


 = det

(
x− x9 y − y9

0 x− x9

)
= (x− x9)2

y S = 2div(x− x9) + 3div(dx) + 11E. Ahora, como d = gr(E) = gr(C) = 4 y el género de

C es g = d−1)(d−2)
2

= 3, entonces gr(S) = 3(2g − 2) + 11 · 4 = 56.

Definición 2.1.8 (Sistema lineal clásico y ordinario). Diremos que un sistema lineal D

definido sobre una curva C(Fq) es Fq-clásico (Fq-ordinario) si la sucesión de ordenes Fq-

Frobenius es clásica (ordinaria). Es decir, si

(v0, . . . , vn−1) = (0, . . . , n− 1)
(
(v0, . . . , vn−1) = (ε0, . . . , εn−1)

)
.

Observación 2.1.9. El divisor Fq-Frobenius, depende unicamente del sistema lineal D.

1) Independencia de la representación del morfismo inducido.

Sea f = (f0 : . . . : fn) : C → Pn(k) y hf = (hf0 : . . . : hfn) donde h ∈ k(C)∗. Sean E y

E ′ los divisores asociados a los morfismos f y hf
(
Véase la ecuación (2), pág. 19

)
. Luego,
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por la Proposición 1.2.3, pág. 19,

S(hf) = div
(
Wt(hf)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(dt) + (q + n)E ′

= (q + n)div(h) + div
(
Wt(f)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(dt) + (q + n)

(
E − div(h)

)

= div
(
Wt(f)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(dt) + (q + n)E

= S(D).

2) Independencia del morfismo inducido por D.

Si f y g son dos morfismos inducidos por el sistema lineal D, entonces g = T ◦f donde T :

Pn(k) → Pn(k) es un isomorfismo (Véase las Proposiciones 1.2.3, 1.2.5 y sus comentarios).

Luego, gi =
∑n

j=0 aijfj donde (aij) ∈ GLn+1(k). Aśı que

S(g) = div
(
Wt(g)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(dt) + (q + n)E

= div
(
det(aij)Wt(f)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(dt) + (q + n)E

= S(D)

3) Independencia del parámetro separante.

Sea u un parámetro separante de Fq(C)/Fq. Entonces, por la Proposición 1.4.2

S(u) = div
(
Wu(f)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(du) + (q + n)E

= div

((
dt
du

)∑n−1
i=0 vi

Wt(f)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(du) + (q + n)E

=
( ∑n−1

i=0 vi

)
div

(
dt
du

)
+ div

(
Wt(f)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(du) + (q + n)E

= div
(
Wt(f)

)
+

( ∑n−1
i=0 vi

)
div(dt) + (q + n)E

= S(D).

¡

En realidad podemos suponer que el morfismo f es (1 : f1 : · · · : fn) (dividiendo por

f0 ∈ Fq(C)∗). Luego,

W
(m0,...,mn−1)
t (f) = det




1 f q
1 · · · f q

n

1 f1 · · · fn

0 D
(m1)
t f1 · · · D

(m1)
t fn

...
...

. . .
...

0 D
(mn−1)
t f1 · · · D

(mn−1)
t fn
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y

W
(m0,...,mn−1)
t (f) = det




1 f q
1 · · · f q

n

0 f1 − f q
1 · · · fn − f q

n

0 D
(m1)
t f1 · · · D

(m1)
t fn

...
...

. . .
...

0 D
(mn−1)
t f1 · · · D

(mn−1)
t fn




= det




f1 − f q
1 · · · fn − f q

n

D
(m1)
t f1 · · · D

(m1)
t fn

...
. . .

...

D
(mn−1)
t f1 · · · D

(mn−1)
t fn


 ,

donde en la segunda igualdad se resto la fila uno a la dos. Lo anterior nos permite resaltar

algunos fenómenos cuando mi = vi.

Observación 2.1.10. Si vi < q, entonces v0, . . . , vi son los primeros i + 1 ordenes del

morfismo g = (f1 − f q
1 : · · · : fn − f q

n) : C → Pn−1(Fq).

Podemos suponer que existe P ∈ C tal que 0 < νP (fi) < νP (fj) < ∞ si i < j, por

los comentarios posteriores al teorema 1.3.6. Luego, f1 − f q
1 , . . . , fn − f q

n es linealmente

independiente sobre k, pues de lo contrario
∑n

i=m

[
αi(fi−f q

i )
]

= 0 donde αm 6= 0 y αi ∈ k.

Luego, νP

( ∑n
i=m

[
αi(fi − f q

i )
])

= νP (αmfm) = ∞ < ∞ que no puede ser. Aśı que g es

un morfismo tal que g(C) no está contenido en ningún hiperplano H de Pn−1(k) y, por lo

tanto, induce un sistema lineal s.p.b. (Proposición 1.2.5 y sus comentarios predecesores).

De otro lado, como la hiperderivada de Hasse es lineal y D
(vj)
t (f q

i ) = 0 si vj no es múltiplo

de q (Observación 1.4.1), entonces los primeros i+1 ordenes de g son ordenes de Frobenius

de D (Observación 2.1.4). ¡

De forma similar usando el corolario 1.5.12 tenemos la siguiente proposición:

Proposición 2.1.11. Si vr < q es un orden Fq-Frobenius de D, entonces cada entero v

tal que
(

vr

v

)
� 0 (mod p) (v es p-adicamente más pequeño que vr), es también un orden de

Frobenius. En particular si vr < p, entonces (v0, . . . , vr) = (0, . . . , r). ¡

Ahora haremos un análisis local del divisor S(D) y/o del wronskiano W
(m0,...,mn−1)
t (f).

Obsérvese que todo punto Fq-racional satisface que νP

(
Wt(f)

)
> 0. De otro lado podemos

suponer que la componente P -ésima del divisor E es cero y que t es un parametro P -

uniformizante. Aśı, νP

(
S(D)

)
= νP

(
W

(v0,...,vn−1)
t (f)

)
pues νP

(
div(dt)

)
= νP (E) = eP = 0.

Por lo tanto, si vi = ji para todo i, entonces P ∈ Sopp(S) si y sólo si, la imagen bajo

el morfismo de Frobenius de f(P ), está en el hiperplano osculador Ln−1. De otro lado, si

vi < ji para algún i, entonces P está en el soporte de S.
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Proposición 2.1.12. Sea P un punto de C con invariantes hermitianos j0, . . . , jn y

v0, . . . , vn−1 los ordenes Fq-Frobenius de D. Entonces:

a) νP

(
W

(m0,...,mn−1)
t (f)

) ≥ ∑n−1
i=1 (ji −mi) con igualdad si y solo si,

det
(( jr

mi

))
� 0 (mód p).

En particular, νP

(
S(D)

) ≥ ∑n−1
i=1 (ji−vi) con desigualdad si, det

((
jr

vi

)) ∼= 0 (mód p)

b) Si P es Fq-racional, entonces νP

(
W

(m0,...,mn−1)
t (f))

) ≥ ∑n−1
i=0 (ji+1−mi). La igualdad

se da si y sólo si, det
((

jr

mi

))
� 0 (mód p). En particular, νP (S) ≥ ∑n−1

i=0 (ji+1 − vi).

c) El divisor S(D) es positivo (efectivo).

Prueba.

a) Aplicando una transformación proyectiva T inducida por (aij) ∈ GLn+1(k) podemos

suponer que eP = 0 y g = (g0 : · · · : gn) = T ◦ f satisface que gi =
∑n

j=0 aijfj =

cit
ji + hi(t); donde νP (hi) > ji y ci ∈ k∗ (Véase los comentarios posteriores al teorema

1.3.6). Aśı que νP (gi) ≥ 0 y νP (fi) ≥ 0
(
si suponemos que (bij) = (aij)

−1 ∈ GLn+1(k),

entonces fi =
∑n

j=0 bijgj y νP (fi) ≥ mı́n{νP (g0), . . . , νP (gn)} ≥ 0
)
. Sea li =

∑n
j=0 aijf

q
j .

Luego, νP (li) ≥ 0 y

det




l0 · · · ln

D
(m0)
t g0 · · · D

(m0)
t gn

D
(m1)
t g0 · · · D

(m1)
t gn

...
. . .

...

D
(mn−1)
t g0 · · · D

(mn−1)
t gn




= det(aij)W
(m0,...,mn−1)
t (f) =

n∑
i=0

(−1)iliyi

donde

ys = det




D
(m0)
t g0 · · · D

(m0)
t gs−1 D

(m0)
t gs+1 · · · D

(m0)
t gn

...
. . .

...
...

. . .
...

D
(mn−1)
t g0 · · · D

(mn−1)
t gs−1 D

(mn−1)
t gs+1 · · · D

(mn−1)
t gn




= c det
((

jr

mi

)
tjr−mi + D

(mi)
t hr

)

= c det
((

jr

mi

))
t
∑n

r=1(jr−mr−1)−js + tbs

y (adicionalemente) r 6= s (1 ≤ r ≤ n), νP

(
D

(mi)
t hr

)
> jr − mi y νP (bi) ≥

∑n
r=1(jr −

mr−1)− ji por la Proposición 1.5.4 (Ver también el Teorema 1.5.6). Aśı,

νP (ys) =
n∑

r=1

(jr −mr−1)− js ≥
n∑

r=1

(jr −mr−1)− jn = νP (yn).
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Por lo tanto,

νP (W
(m0,...,mn−1)
t (f)) ≥

n−1∑
i=1

(ji −mi)

con desigualdad si, det
((

jr

mi

)) ∼= 0 (mód p).

b) Como P ∈ C es racional, entonces los hiperplanos osculadores quedan definidos sobre

Fq (Véase el Caṕıtulo 1 y en particular la Sección 1.3). Aśı que podemos suponer despues

de un cambio de coordenadas que fi = cit
ji + hi(t); donde νP (hi) > ji y ci ∈ F∗q. Podemos

suponer además que f0 = 1 (dividiendo por f0 al morfismo f). Luego,

W
(m0,...,mn−1)
t (f) = det




f1 − f q
1 · · · fn − f q

n

D
(m1)
t f1 · · · D

(m1)
t fn

...
. . .

...

D
(mn−1)
t f1 · · · D

(mn−1)
t fn




= c det

((
jr

mi

)
tjr−mi + D

(mi)
t lr

)

= c det

((
jr

mi

))
t
∑n

s=1(js−ms−1) + tb

donde, νP (b) ≥ ∑n
s=1(js −ms−1) y c ∈ F∗q. Aśı, νP

(
W

(m0,...,mn−1)
t (f)

) ≥ ∑n−1
i=0 (ji+1 −mi),

con igualdad si y sólo si, det
((

jr

mi

))
� 0 (mod p) . En particular, si consideramos el divisor

Fq-Frobenius, entonces vi = mi, eP = 0 y νP (S) ≥ ∑n−1
i=0 (ji+1 − vi).

c) Sea P ∈ C. Podemos suponer que fi = cit
ji + hi(t); donde νP (hi) > ji y ci ∈ k∗ y

j0, . . . , jn son los invariantes hermitianos de P . Aśı, νP (fi) ≥ 0 y νP

(
D

(m)
t f

) ≥ 0 para

todo m. Luego, νP

(
S(D)

)
= νP

(
W

(v0,...,vn−1)
t (f)

) ≥ 0. ¡

Por la Proposición 2.1.3, los mejores resultados de la proposición 2.1.12 se presentan

cuando uno considera los ordenes Fq-Frobenius.

Proposición 2.1.13. Sea P un punto Fq-racional de C con (D, P )-ordenes j0, . . . , jn

y v0, . . . , vn−1 los ordenes Fq-Frobenius de D. Si la sucesión de enteros (m0, . . . , mn−1)

son tales que 0 ≤ m0 < · · · < mn−1 y det
((

jr−j1
mi

))
� 0 (mód p) para r = 1, . . . , n e

i = 0, . . . , n− 1, entonces vi ≤ mi.

Prueba.

La mejor escogencia de los mi son los ordenes del morfismo g : P1(k) → Pn−1(k) dado por

g(1 : x) = (1 : xj2−j1 : · · · : xjn−j1) (El cuerpo de funciones racionales de la linea proyectiva

es k(x), donde x es trascendente sobre k), pues g es equivalente a (xj1 : xj2 : · · · : xjn); y

por lo tanto,

det(Dmi
x gr) = det

((
jr−j1

mi

)
xjr−j1−mi

)
= det

((
jr−j1

mi

))
x

∑n−1
s=0 (js+1−j1−ms)

= x−nj1 det
((

jr

mi

)
xjr−mi

)
= x

∑n−1
s=0 (js+1−ms)−nj1 det

((
jr

mi

))
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De manera que podemos suponer que los mi son los ordenes de g. Además, det
((

jr−j1
mi

)) 6=
0 ⇐⇒ det

((
jr

mi

)) 6= 0. Luego, con un proceso análogo al de la Proposición 2.1.12

b) podemos asumir que f0 = 1 y fi = cit
ji + hi(t); donde νP (hi) > ji, ci ∈ k∗ y

W
(m0,...,mn−1)
t (f) = c det

((
jr

mi

))
t
∑n−1

s=0 (js+1−ms) + tb 6= 0; donde νP (b) ≥ ∑n−1
s=0 (js+1 −ms) y

c ∈ F∗q. Luego, vi ≤ mi por la Observación 2.1.4. ¡

Como consecuencia inmediata de las proposiciones 2.1.12 y 2.1.13 se tiene el siguiente

resultado:

Corolario 2.1.14. Sea P ∈ C es un punto Fq-racional, y j0, . . . , jn sus correspondientes

(D, P )-ordenes. Si det
((

jr

mi

))
� 0 (modp) entonces mi ≤ ji+1−j1 y νP

(
W

(m0,...,mn−1)
t (f)

) ≥
nj1 ≥ nε1 donde ε1 es el primer D-orden distinto de cero. En particular, si S es el divisor

Fq-Frobenius entonces vi ≤ ji+1 − j1 y νP (S) ≥ n.

El caso vi = i o vi = εi (donde ε0, . . . , εn−1, εn son los D-ordenes) en la proposición 2.1.13,

nos produce el siguiente resultado:

Corolario 2.1.15. Si
∏n

r>i≥1
jr−ji

r−i
no es divisible por p

(
det

((
jr

εi

))
� 0

pmodp
)
, entonces vi = i (vi = εi) y νP (S) = n+

∑n
i=1(ji−i)

(
νP (S) = εn+

∑n
i=1(ji−εi)

)
.

El siguiente corolario nos dice que es geometricamente “raro” encontrar sistemas lineales

que no sean Fq-clasicos o Fq-ordinarios.

Corolario 2.1.16. Si la sucesión de ordenes Fq-Frobenius (v0, . . . , vn−1) de D difiere de

(0, 1, . . . , n − 1)
(
(ε0, ε1, . . . , εn−1)

)
, entonces cada punto Fq-racional es D-osculador (D-

Weierstrass).

Prueba.

Argumentemos por contradicción suponiendo que existe un punto racional clásico (ordi-

nario). Luego, por el Corolario 2.1.14 vi ≤ i + 1 − 1 = i (vi ≤ εi+1 − ε1 < εi+1) y por la

Proposición 2.1.3 vi = i (vi = εi). ¡

Ejemplo 2.1.17. Sea C la curva proyectiva inducida por la extensión de Kummer y3 =

x4 +x+1 donde k = F4 y f = (1 : x : y2) y D su respectivo sistema lineal. Por el Ejemplo

1.4.6 la sucesión de D-ordenes es clásica (εi = i, i = 0, 1, 2) y el punto (1 : 0 : 1) ∈ C.

Luego, por el Corolario 2.1.15 v0 = 0 y v1 = 1. Es decir, C es una curva Fq-clásica respecto

a D.

El resultado del ejemplo anterior puede verificarse por un cálculo directo. Observe que el

resultado del ejemplo 2.1.6 es también un caso particular del corolario 2.1.15.
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2.2. El Teorema de Stöhr–Voloch

Recordemos que venimos trabajando en un cuerpo finito Fq de caracteŕıstica p el cual

tiene una clausura algebraica k = Fq y una curva C algebraica, proyectiva, no singular,

definida sobre k de género g. Un sistema lineal sin puntos básicos D definido sobre C(Fq)

tiene asociado un morfismo f = (f0, . . . , fn) : C → Pn(k) y un divisor Fq-Frobenius

S(D) = div
(
W

(v0,...,vn−1)
t (f)

)
+

(∑n−1
i=0 vi

)
div(dt) + (q + n)E, donde t es un parametro

separante de Fq(C)/Fq,

W
(v0,...,vn−1)
t (f) = det




f q

D
(v0)
t f
...

D
(vn−1)
t f


 6= 0,

νP (E) = −mı́n
{
νP (f0), . . . , νP (fn)

}
, dim(D) = l(E)− 1 = n y gr(D) = gr(E) = d.

Hasta aqúı, el lector debe haberse dado cuenta que el corolario 2.1.14, nos permite obtener

una cota para Nq (el número de puntos Fq-racionales de la curva C). Es decir, tenemos el

siguiente resultado:

Proposición 2.2.1. Si C es una curva definida sobre k y m0, . . . ,mn−1 son enteros po-

sitivos tales que W
(m0,...,mn−1)
t (f) 6= 0 y D es un sistema lineal s.p.b inducido por f , con

ordenes ε0, ε1, . . . , εn, entonces

Nq ≤
( ∑n−1

i=0 mi

)
(2g − 2) + (q + n)d

ε1n

Prueba.

Por el Corolario 2.1.14

Nq ≤
∑

P∈C(Fq)

νP

(
W

(m0,...,mn−1)
t (f)

)

ε1n

y como
∑

P∈C(Fq)

νP

(
W

(m0,...,mn−1)
t (f)

) ≤ ( n−1∑
i=0

mi

)
(2g − 2) + (q + n)d,

entonces

Nq ≤
( ∑n−1

i=0 mi

)
(2g − 2) + (q + n)d

ε1n
.

¡

Como consecuencia inmediata se tiene el teorema de Stöhr–Voloch.
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Teorema 2.2.2 (Stöhr–Voloch). Sea C una curva algebraica proyectiva, no singular, de

género g, definida sobre Fq y N el número de puntos racionales. Si existe un sistema lineal

sin puntos básicos definido sobre Fq de grado d y dimensión n, con ordenes de Frobenius

v0, . . . , vn−1, entonces

N ≤
( ∑n−1

i=0 vi

)
(2g − 2) + (q + n)d

n
.

Este tipo de acotamiento del número de lugares racionales de un cuerpo de funciones, se

conoce como el Método Stöhr–Voloch. Este implica la hipótesis de Riemann sobre cuerpos

de funciones y tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, permite obtener cotas mejores que

la de Hasse–Weil en algunos casos particulares, como se verá en el siguiente caṕıtulo.

Ejemplo 2.2.3. Sea C = P1(k) donde k = Fq. Obsérvese que k(C) = k(x) donde x es la

función coordenada. El sistema lineal D = |nP∞| no tiene puntos básicos y el morfismo

correspondiente es f = (1 : x : . . . : xn). Por el Ejemplo 2.1.6 y el Teorema 2.2.2,

q + 1 ≤ Nq ≤ gr(S)
n

= q + 1. Es decir, Nq = q + 1 y la cota del Teorema de Stöhr–Voloch

se alcanza en el caso trivial que es un caso clásico.

Analogamente para la curva hermitiana del Ejemplo 2.1.7 tenemos que N ≤ gr(S)
2

= 28.

Pero por el Ejemplo 1.4.7, N = 28. Es decir, la cota es alcanzada en un caso no clásico.

Esto nos asegura que el método Stöhr–Voloch no se puede mejorar en el sentido de escoger

invariantes más pequeños que los ordenes de Frobenius.

En el caso en que la sucesión de ordenes de Frobenius es clásica, entonces por el Teorema

2.2.2

N ≤ (
∑n−1

i=0 i)(2g − 2) + (q + n)d

n
≤ n(n− 1)(g − 1) + (q + n)d

n
.

Es decir,

N ≤ (n− 1)(g − 1) +
(q + n)d

n
. (6)

Luego, tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 2.2.4. Si N > (n− 1)(g − 1) + (q+n)d
n

(
N >

2
(∑n−1

i=0 εi

)
(g−1)+(q+n)d

n

)
, entonces

cada punto racional es un punto D-osculador (D-Weierstrass).

Prueba.

Por el Teorema 2.2.2 vi 6= i (vi 6= εi) para algún i. Luego, por el Corolario 2.1.16 cada

punto racional es D-osculador (D-Weierstrass). ¡

Corolario 2.2.5. Si p < n + 1 y N > (n2+n−2p+2)(g−1)+(q+n)d
n

ó, p > n y

N > (n− 1)(g − 1) +
(q + n)d

n
,

entonces D no es clásico. Es decir, cada punto P ∈ C es D-osculador.
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Prueba.

Suponga que D es clásico (εi = i). Luego, vi ≤ i+1 (Proposición 2.1.3) y por la Proposición

2.1.11 vi = i si i + 1 < p (i ≤ p− 2). Aśı,

N ≤ 2
(∑p−2

i=0 i+
∑n−1

i=p−1(i+1)
)
(g−1)+(q+n)d

n
=

2
(∑n−1

i=0 i+
∑n−1

i=p−1 1
)
(g−1)+(q+n)d

n

≤ 2
(

n(n−1)
2

+n−p+1
)
(g−1)+(q+n)d

n
= (n2+n−2p+2)(g−1)+(q+n)d

n

que contradice. De otro lado, si p > n entonces (v0, . . . , vn−1) = (0, . . . , n − 1) (obsérvese

que vn−1 ≤ εn = n < p y el uso de las Proposiciones 2.1.3 y 2.1.11). Luego,

N ≤ (n− 1)(g − 1) +
(q + n)d

n

que es una contradicción. ¡

Se concluye del método Stöhr–Voloch que si una curva tiene muchos puntos racionales,

entonces su geometŕıa es extraña.

2.3. Generalización del método Stöhr–Voloch

Sea Fq0 el cuerpo de Galois con q0 elementos de caracteŕıstica p y k = Fq0 su clausura

algebraica. Sea C una curva algebraica irreducible y no singular definida sobre Fq0 de

género g.

Sea f : C → Pn(k) un Fq0-morfismo. Es decir, f = (f0, . . . , fn) donde fi ∈ Fq0(C) ⊂ k(C)

(la función fi es Fq0-racional).

Supongamos además que f(C) no está contenido en ningún hiperplano H de Pn(k). Luego,

el morfismo f induce un sistema lineal D(f) = D sin puntos básicos (s.p.b) (Véase la

Proposición 1.2.5 y sus comentarios precedentes); es decir, para cada P ∈ C existe D ∈ D

tal que P no pertenece al soporte de D (P /∈ Sopp(D) o P � D). De otro lado, definimos

el divisor E =
∑

P∈C(Fq0 ) eP ∈ DC , donde eP = −mı́n{νP (f0), . . . , νP (fn)} (Véase el

Caṕıtulo 1, ecuación 2, pág. 19). Obsérvese que E y D quedan definidos sobre Fq0 .

Sea q1, q2, . . . , qm enteros tales que tales que Fq0 ⊂ Fq1 , qi = qai
1 , qi 6= qj si i 6= j y Nq

el número de puntos Fq-racionales. Cuando se sobreentienda el q entonces denotaremos

por N al número de puntos racionales. Para obtener una cota para N , estudiamos el
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wronskiano

W
(w0,...,wn−m)
t (f) := det




f q1

...

f qm

D
(w0)
t f
...

D
(wn−m)
t f




donde wi ∈ Z+
0 , Fq ⊂ Fqr para algún r ∈ {1, . . . , m} y t es un parametro separan-

te de Fq0(C)/Fq0 . Cuando se sobreentienda la sucesión (w0, . . . , wn−m) denotaremos a

W
(w0,...,wn−m)
t por Wt.

Obsérvese que si permutamos los qi entonces el wronskiano se altera unicamente en signo

por la antisimetŕıa del determinante.

Proposición 2.3.1. Sea f = (f0 : · · · : fn) : C → Pn(k) el morfismo inducido por el

sistema lineal s.p.b D y (w0, . . . , wn−m) una sucesión de enteros no negativos.

a) Si gi =
∑n

j=0 aijfj con (aij) ∈ GLn+1(Fq0), entonces

Wt(g) = det(aij)Wt(f).

Además, si w0 < w1 < · · · < wn−m y 〈D(w0)
t f, . . . , D

(wi−1)
t f〉 = 〈D(0)

t f, D
(1)
t f, . . . , D

(wi−1)
t f〉

para i = 1, 2, . . . , n−m + 1, se tienen los siguientes resultados:

b) Si h ∈ k(C), entonces Wt(hf) = (ε + h)h
∑m

i=1 qi+n−mWt(f) para algún ε ∈ k(C).

También, si w0 = 0 entonces ε = 0 y

Wt(hf) = h
∑m

i=1 qi+n−m+1Wt(f)

c) Si u ∈ k(C) es otra variable separante de Fq0(C)/Fq0 entonces

Wu(f) =

(( dt

du

)w0

+ ε

)( dt

du

)∑n−m
i=1 wi

Wt(f)

, para algún ε ∈ k(C). En el caso w0 = 0, entonces Wu(f) =
(

dt
du

)∑n−m
i=0 wiWt(f).

La demostración de esta proposición es análoga a la de la proposición 2.1.1.

Prueba.

a) Obsérvese, que aij ∈ Fq0 si y solo si, aq0

ij = aij. Luego, gq0

i =
( ∑n

j=0 aijfj

)q0 =∑n
j=0 aijf

q0

j . De otro lado, por la linealidad del operador D
(wr)
t

D
(wr)
t gi =

n∑
j=0

aijD
(wr)
t fj.
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Luego, por la multiplicación de matrices tenemos

Wt(g) = det




∑n
j=0 a0jf

q1

j · · · ∑n
j=0 anjf

q1

j
...

. . .
...∑n

j=0 a0jf
qm

j · · · ∑n
j=0 anjf

qm

j∑n
j=0 a0jD

(w0)
t fj · · · ∑n

j=0 anjD
(w0)
t fj

...
. . .

...∑n
j=0 a0jD

(wn−m)
t fj · · · ∑n

j=0 anjD
(wn−m)
t fj




= det




a00 · · · a0n

...
. . .

...

an0 · · · ann


 det




f q1

0 · · · f q1
n

...
. . .

...

f qm

0 · · · f qm
n

D
(m0)
t f0 · · · D

(m0)
t fn

...
. . .

...

D
(wn−m)
t f0 · · · D

(wn−m)
t fn




= det(aij)Wt(f).

b) Claramente (hf)qi = hqif qi . De otro lado, usando la Observación 1.4.1 y la hipótesis

sobre los espacios generados tenemos que

D
(w0)
t (hfj) = hD

(w0)
t fj +

w0∑
s=1

D
(s)
t hD

(w0−s)
t fj

y ( w0∑
s=1

D
(s)
t hD

(w0−s)
t f0, . . . ,

w0∑
s=1

D
(s)
t hD

(w0−s)
t fn

)
= ε

(
D

(w0)
t f0, . . . , D

(w0)
t fn

)
,

para algún ε ∈ k(C). De manera que ε = 0 si w0 = 0. Aśı,

(
D

(w0)
t (hf0), . . . , D

(w0)
t (hfn)

)
= (ε + h)

(
D

(w0)
t f0, . . . , D

(w0)
t fn

)
.

Luego, por la Observación 1.4.1 y la linealidad del determinante

Wt(hf) = det




hq1f q1

j
...

hqmf qm

j

(h + ε)D
(w0)
t fj

hD
(w1)
t fj +

∑w1

s=1 D
(s)
t hD

(w1−s)
t fj

...

hD
(wn−m)
t fj +

∑wn−m

s=1 D
(s)
t hD

(wn−m−s)
t fj




= (ε + h)h
∑m

i=1 qi+n−mWt(f).
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Además, si w0 = 0 entonces ε = 0 y

Wt(hf) = h
∑m

i=1 qi+n−m+1Wt(f).

c) Análogamente a b) pero usando la regla de la cadena para la derivada de Hasse

(Observación 1.4.1, 2) tenemos que

Wu(f) =
((

dt
du

)w0 + ε
)

det




f q1

j
...

f qm

j

D
(w0)
t fj(

dt
du

)w0D
(w1)
t fj +

∑m1

s=1 D
(s)
t hD

(m1−s)
t fj

...(
dt
du

)wn−mD
(wn−m)
t fj +

∑wn−m

s=1 D
(s)
t hD

(wn−m−s)
t fj




=
((

dt
du

)w0 + ε
)(

dt
du

)∑n−m
i=1 wiWt(f)

y si w0 = 0 entonces

Wu(f) =
( dt

du

)∑n−m
i=0 wi

Wt(f).

¡
Lema 2.3.2. Sean a0, a1 . . . , an elementos de un cuerpo L de caracteŕıstica p y

b0, b1 . . . , bn ∈ Z+. Si

ai 6= aj, bi > bj y bi ≡ bj (mód p)

para i > j, entonces

det(a
bj

i ) =
n∏

i=0

ab0
i

n∏
i>j≥0

(ai − aj)
bj+1−bj 6= 0.

En particular las filas de la matriz [a
bj

i ] son linealmente independientes.

Prueba.

Por inducción sobre n. Primeramente, obsérvese que

abr
i − abs

i abr−bs
j = abs

i (abr−bs
i − abr−bs

j ) = abs
i (ai − aj)

br−bs ,

si i > j y r > s (se usó la condición de los bt). Ahora, si n = 1 entonces

det

(
ab0

0 ab0
1

ab1
0 ab1

1

)
= det

(
ab0

0 ab0
1

0 ab0
1 (a1 − a0)

b1−b0

)
= ab0

0 ab0
1 (a1 − a0)

b1−b0

=
∏1

i=0 ab0
i

∏1
i>j≥0(ai − aj)

bj+1−bj 6= 0.
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Supongamos que se tiene el resultado para n− 1. Es decir,

det(a
bj

i ) =
n−1∏
i=0

ab0
i

n−1∏
i>j≥0

(ai − aj)
bj+1−bj 6= 0

para i, j = 0, 1, . . . n− 1. Luego,

det(a
bj

i ) = det




ab0
0 ab0

1 · · · ab0
n

ab1
0 ab1

1 · · · ab1
n

...
...

. . .
...

abn
0 abn

1 · · · abn
n




= det




ab0
0 ab0

1 · · · ab0
n

0 ab0
1 (a1 − a0)

b1−b0 · · · ab0
n (a1 − a0)

b1−b0

...
...

. . .
...

0 ab0
1 (a1 − a0)

bn−b0 · · · ab0
n (a1 − a0)

bn−b0




=
∏n

i=0 ab0
i det




(a1 − a0)
b1−b0 · · · (a1 − a0)

b1−b0

...
. . .

...

(a1 − a0)
bn−b0 · · · (a1 − a0)

bn−b0




Luego, del caso n− 1

det(a
bj

i ) =
∏n

i=0 ab0
i

∏n−1
i=0 (ai − a0)

b1−b0
∏n−1

i>j≥1(ai − aj)
bj+1−bj

=
∏n

i=0 ab0
i

∏n
i>j≥0(ai − aj)

bj+1−bj 6= 0.

y se tiene el resultado. Además, si el determinante de una matriz es no nulo entonces sus

filas son linealmente independientes. ¡

El lema anterior (2.3.2) es similar al determinante de Vandermonde y nos asegura que el

conjunto {f q1 , . . . , f qm} es linealmente independiente.

Observación 2.3.3. Si f : C → Pn(k) es un Fq0-morfismo y qn+1
1 > máx{qi} entonces,

{f q1 , . . . , f qm , f} es linealmente independiente. Es decir,

ran




f q1

0 · · · f q1
n

...
. . .

...

f qm

0 · · · f qm
n

f0 · · · fn


 = m + 1

Supongamos que {f q1 , . . . , f qm , f} es linealmente dependiente. Luego, existen λ0 . . . , λm ∈
k(C) tales que λ0fi +λ1f

q1

i + . . .+λmf qm

i = 0 para i = 0, . . . , n. Luego, x =
∑n

j=0 ajfj con

aj ∈ Fq1 es solución del polinomio linealizado L(X) = λ0X + λ1X
q1 + · · · + λmXqm

i = 0.
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Pero, gr(L) ≤ máx{qi} y tenemos qn+1
1 soluciones de la forma x anterior (exceso de raices.

Véase Roman [11], Sec. 9.4, pág. 182-184). Luego, L(X) = 0 y λr = 0.

Suponemos en esta generalización que qn+1
1 > máx{qi} de acuerdo a la observa-

ción 2.3.3. Sin embargo los resultados procedentes dependerán unicamente de la inde-

pendencia lineal de {f q1 , . . . , f qm , f}.

Proposición 2.3.4. Sean ε0, ε1, . . . , εn los respectivos ordenes del sistema lineal s.p.b. D

y f el morfismo inducido por D. Existen v(m,0), . . . , v(m,n−m) enteros no negativos tales

que W
(v(m,0),...,v(m,n−m))

t (f) 6= 0. Además, si la sucesión (v(m,0), . . . , v(m,n−m)) es escogida en

el orden lexicográfico (es decir, v(m,0) = 0 y si f q1 , . . . , f qm , D
(v(m,0))

t f, . . . , D
(v(m,n−i−1))

t f

son linealmente independientes entonces v(m,n−i) es el entero más pequeño tal que

f q1 , . . . , f qm , D
(v(m,0))

t f, . . . , D
(v(m,n−i))

t f son linealmente independientes) entonces existen

s1, . . . , sm ∈ Z tal que

v(m,i) =





εi si i < s1

εi+1 si s1 ≤ i < s2

...
...

εi+m si sm ≤ i ≤ n−m

Prueba.

Por inducción sobre m. Para m = 1 el resultado se tiene por la Proposición 2.1.3. Su-

pongamos que el resultado se cumple para s = m − 1. Es decir, existen αr ∈ Z tales

que

v(s,i) =





εi si i < α1

εi+1 si α1 ≤ i < α2

...
...

εi+m si αs < i ≤ n− s

donde los v(s,i) están escogidos de forma lexicográfica. Sea l el menor entero tal que

ran




f q1

...

f qs

f qm

D
(v(s,0))

t f
...

D
(v(s,l))

t f




= m + l

Claramente, l > 0 por la Observación 2.3.3. Definamos

v(m,i) =

{
v(s,i) si i < l

v(s,i+1) si l ≤ i ≥ n−m
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Aśı, W
(v(m,0),...,v(m,n−m))

t (f) 6= 0 (Se ha usado el Lema 2.1.2).

Supongamos ahora que tenemos la sucesión de enteros (w0, . . . , wn−m) escogida en el

orden lexicográfico tal que 0 = w0 < · · · < wn−m y W
(w0,...,wn−m)
t (f) 6= 0. Luego,

wi ≤ v(m,i) para i = 0, 1, . . . , n− 1. De otro lado, como f q1 , . . . , f qm , D
(w0)
t f, . . . , D

(wn−m)
t f

son linealmente independientes, entonces f q1 , . . . , f qs , D
(w0)
t f, . . . , D

(wn−m)
t f es linealmente

independiente. Aśı, por la minimalidad de los v(s,i) tenemos que v(s,i) ≤ wi para

i = 0, 1, . . . , n − s. Luego, wi = v(m,i) = v(s,i) para i < l. Concluimos entonces que

f q1 , . . . , f qm , D
(v(m,0))

t f,D
(v(m,1))

t f, . . . , D
(v(m,l−1))

t f,D
(wl)
t f, . . . , D

(wn−1)
t f son linealmente in-

dependientes y por el Lema 2.1.2,

{f q1 , . . . , f qs , D
(v(s,l))

t f, D
(v(m,0))

t f,D
(v(m,1))

t f, . . . , D
(v(m,l−1))

t f,D
(wl)
t f, . . . , D

(wn−1)
t f} =

{f q1 , . . . , f qs , D
(v(m,0))

t f,D
(v(m,1))

t f, . . . , D
(v(m,l−1))

t f, D
(v(s,l))

t f,D
(wl)
t f, . . . , D

(wn−1)
t f} es

linealmente independiente. Luego, v(m,i) = v(s,i+1) ≤ wi para i ≥ l por la minimalidad de

los v(s,i). Por lo tanto, wi = v(m,i) para i = 0, 1, . . . , n −m. Ahora, si αa = máx{αi < l}
y además, definimos si = αi si i ≤ a y, si = αi+1 si a < i < n −m se tiene el resultado.

¡

Observación 2.3.5. Los v(m,i) son mı́nimos en un sentido aún más general: Si

w0, w1, . . . , ws son enteros no negativos tales que w0 < w1 < · · · < ws y

f q1 , . . . , f qm , D
(w0)
t f, . . . , D

(ws)
t f son vectores linealmente independientes sobre k(C), en-

tonces v(m,i) ≤ wi para i = 0, 1, . . . , s.

La observación anterior es análoga a la Observación 2.1.4.

En efecto

ran




f q1
0 · · · f q1

n

...
. . .

...
f qm
0 · · · f qm

n

D
(0)
t f0(P ) · · · D

(0)
t fn(P )

D
(1)
t f0(P ) · · · D

(1)
t fn(P )

...
. . .

...

D
(v(m,r)−1)
t f0(P ) · · · D

(v(m,r)−1)
t fn(P )




= ran




f q1

...
f qm

D
(v(m,0))
t f(P )

D
(v(m,1))
t f(P )

...

D
(v(m,r−1))
t f(P )




= r + m.
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Luego, v(m,r) − 1 < wr pues

ran




f q1

0 · · · f q1
n

...
. . .

...

f qm

0 · · · f qm
n

D
(w0)
t f0(P ) · · · D

(w0)
t fn(P )

D
(w1)
t f0(P ) · · · D

(w1)
t fn(P )

...
. . .

...

D
(wr)
t f0(P ) · · · D

(wr)
t fn(P )




= r + m + 1.

y v(m,r) ≤ mr.

Definición 2.3.6 (Ordenes y Divisor de Frobenius). Sea C una curva y D un sistema li-

neal s.p.b. A los enteros v(m,0), . . . , v(m,m−n) de la Proposición 2.3.4 se le llamamos ordenes

(q1, . . . , qm)-Frobenius de D. Al divisor

Sm(D) = div
(
Wt(f)

)
+

( n−m∑
i=0

v(m,i)

)
div(dt) +

( m∑
i=1

qi + n−m + 1

)
E

lo llamamos divisor (q1, . . . , qm)-Frobenius de D (Aqúı se entiende que t es un parametro

separante de Fq0(C)/Fq0 y E es el divisor de la Sección 1.2, Ecuación (2), pág. 19).

Cuando se sobreentiende el sistema lineal D y m denotaremos al divisor (q1, . . . , qm)-

Frobenius de D por Sm y a v(m,i) por νi. Claramente, gr(Sm) =
( ∑n−m

i=0 νi

)
(2g − 2) +

(
∑m

i=1 qi + n−m + 1)d, donde d = gr(D).

Ejemplo 2.3.7. Sea C la hermitiana y3 + y = x4, Fq0 = Fq1 = F3, Fq2 = F9 y

f = (1 : x : y). Luego, ν0 = 0 por el Ejemplo 2.1.7 o la Proposición 2.3.4.

Definición 2.3.8 (Sistema lineal clásico y ordinario). Diremos que un sistema lineal

D definido sobre una curva C(Fq0) es (q1, . . . , qm)-clásico ((q1, . . . , qm)-ordinario) si la

sucesión de ordenes (q1, . . . , qm)-Frobenius es clásica (ordinaria). Es decir, si

(ν0, . . . , νn−m) = (0, . . . , n−m)
(
(ν0, . . . , νn−m) = (ε0, . . . , εn−m)

)
.

Observación 2.3.9. El divisor (q1, . . . , qm)-Frobenius, depende unicamente del sistema

lineal D.

1) Independencia de la representación del morfismo inducido.

Sea f = (f0 : . . . : fn) : C → Pn(k) y hf = (hf0 : . . . : hfn) donde h ∈ k(C)∗. Sean E y

E ′ los divisores asociados a los morfismos f y hf
(
Véase la ecuación (2), pág. 19

)
. Luego,
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por la Observación 1.2.3, pág. 19,

Sm(hf) = div
(
Wt(hf)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(dt) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)E ′

= (
∑m

i=1 qi + n−m + 1)div(h) + div
(
Wt(f)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(dt)

+(
∑m

i=1 qi + n−m + 1)
(
E − div(h)

)

= div
(
Wt(f)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(dt) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)E

= Sm(D)

2) Independencia del morfismo inducido por D.

Si f y g = (g0 : · · · : gn) son dos morfismos inducidos por el sistema lineal D, entonces

gi =
∑n

j=0 aijfj donde (aij) ∈ GLn+1(Fq0). Aśı que

Sm(g) = div
(
Wt(g)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(dt) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)E

= div
(
det(aij)Wt(f)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(dt) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)E

= Sm(D)

3) Independencia del parámetro separante.

Sea u un parámetro separante de Fq(C)/Fq. Entonces, por la Proposición 2.3.1

Sm(u) = div
(
Wu(f)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(du) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)E

=
( ∑n−m

i=0 νi

)
div

(
dt
du

)
+ div

(
Wt(f)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(du)

+(
∑m

i=1 qi + n−m + 1)E

= div
(
Wt(f)

)
+

( ∑n−m
i=0 νi

)
div(dt) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)E

= Sm(D).

¡

El divisor (q1, . . . , qm)-Frobenius es también invariante bajo permutaciones de los qi.

Observación 2.3.10. Si νi < q1 y qs = qs
1 (qr+s = qrqs), entonces ν0, . . . , νi son los

primeros i + 1 ordenes (q1, . . . , qm−1)-Frobenius del morfismo g = (f1− f q1

1 : · · · : fn− f q1
n )

El caso m = 1 debe entenderse como en la observación 2.1.10.

Podemos suponer que el morfismo f es (1 : f1 : · · · : fn) (dividiendo por f0 ∈ Fq0(C)∗).
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Luego,

W
(w0,...,wn−m)
t (f) = det




1 f q1

1 · · · f q1
n

1 f q2

1 · · · f q2
n

...
...

. . .
...

1 f qm

1 · · · f qm
n

1 f1 · · · fn

0 D
(w1)
t f1 · · · D

(w1)
t fn

...
...

. . .
...

0 D
(wn−m)
t f1 · · · D

(wn−m)
t fn




= det




1 f q1

1 · · · f q1
n

0 f q2

1 − f q1

1 · · · f q2
n − f q1

n
...

...
. . .

...

0 f qm

1 − f
qm−1

1 · · · f qm
n − f qm−1

n

0 f1 − f q1

1 · · · fn − f q1
n

0 D
(w1)
t f1 · · · D

(w1)
t fn

...
...

. . .
...

0 D
(wn−m)
t f1 · · · D

(wn−m)
t fn




= det




f q2

1 − f q1

1 · · · f q2
n − f q1

n
...

. . .
...

f qm

1 − f
qm−1

1 · · · f qm
n − f qm−1

n

f1 − f q1

1 · · · fn − f q1
n

D
(w1)
t f1 · · · D

(w1)
t fn

...
. . .

...

D
(wn−m)
t f1 · · · D

(wn−m)
t fn




= (−1)m−1 det




f q1

1 − f q2

1 · · · f q1
n − f q2

n
...

. . .
...

f
qm−1

1 − f qm

1 · · · f qm−1
n − f qm

n

f1 − f q1

1 · · · fn − f q1
n

D
(w1)
t f1 · · · D

(w1)
t fn

...
. . .

...

D
(wn−m)
t f1 · · · D

(wn−m)
t fn




Ahora, si wi = νi y qi = qi
1, entonces

(f
qi−1

j − f qi

j )q1 = f
qi−1q1

j − f qiq1

j = f qi

j − f
qi+1

j .

De otro lado por la Observación 2.3.5, ν0, . . . , νi son los ordenes (q1, . . . , qm−1)-Frobenius

del morfismo g = (f1 − f q1

1 : · · · : fn − f q1
n ). ¡
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La observación anterior también generaliza a la proposición 2.1.11.

Proposición 2.3.11. Si νr < q1 es un orden (q1, . . . , qm)-Frobenius de D y qi = qi
1,

entonces cada entero ν tal que
(

νr

ν

)
� 0 (mod p) (ν es p-adicamente más pequeño que

νr), es también un orden de (q1, . . . , qm)-Frobenius. En particular si vr < p, entonces

(v0, . . . , vr) = (0, . . . , r).

Para hacer una generalización de la proposición 2.1.12, necesitamos un lema:

Lema 2.3.12. Sea P ∈ C, t un parametro P -uniformizante, (a(r,s)) una matriz

(n −m + 1) × (n + 1) sobre k (r = 0, 1, . . . , n −m y s = 0, 1, . . . , n), q1, . . . , qm enteros

positivos mayores que 1 ordenados de forma ascendente (q1 < q2 < · · · < qm), j0, j1, . . . , jn

enteros no negativos tales que ji < jl si i < l y 1 ≤ m ≤ n. Si

Wn = det




tj0q1 tj1q1 · · · tjnq1

...
...

. . .
...

tj0qm tj1qm · · · tjnqm

a(0,0)t
j0 a(0,1)t

j1 · · · a(0,n)t
jn

...
...

. . .
...

a(n−m,0)t
j0 a(n−m,1)t

j1 · · · a(n−m,n)t
jn




entonces

Wn = c det
(
(a(r,m+s))

)
t
∑m−1

i=0 jiqm−i+
∑n−m

i=0 ji+m + tbn

donde νP (bn) ≥ ∑m−1
i=0 jiqm−i +

∑n−m
i=0 ji+m y c ∈ k. Además,

νP (Wn) ≥ ∑m−1
i=0 jiqm−i +

∑n−m
i=0 ji+m y la igualdad se da, si y solo si,

det
(
(a(r,m+s))

)
� 0 (mod p) (r = 0, . . . , n−m y s = 0, . . . , n−m).

Prueba.

Por inducción sobre n. Para n = 1 tenemos que m = 1 y

W1 = det

(
tj0q1 tj1q1

a(0,0)t
j0 a(0,1)t

j1

)
= tj0+j0q1 det

(
1 t(j1−j0)q1

a(0,0) a(0,1)t
j1−j0

)

= a(0,1)t
j0+j0q1+j1−j0 + a(0,0)t

j0+j0q1+(j1−j0)q1 = a(0,1)t
j0+j0q1+j1−j0 + tb1

= a(0,1)t
j0q1+j1 + a(0,0)t

j0+j0q1+(j1−j0)q1 = a(0,1)t
∑1−1

i=0 jiq1−i+
∑1−1

i=0 ji+1 + tb1

donde νP (b) ≥ j0 + j0q1 + (j1 − j0)q1 − 1 ≥ j0q1 + j1. Además, νP (W1) ≥ j0q1 + j1 con

igualdad, si y sólo si, det(a(0,1)) = a(0,1) = det
(
(a(r,1+s))

)
� 0 (mód p).

Supongamos que se tiene el resultado para n− 1. Es decir,

Wn−1 = c det
(
(a(r,m+s))

)
t
∑m−1

i=0 jiqm−i+
∑n−1−m

i=0 ji+m + tbn−1

donde νP (bn−1) ≥ ∑m−1
i=0 jiqm−i +

∑n−1−m
i=0 ji+m. Además, νP (Wn−1) ≥∑m−1

i=0 jiqm−i +
∑n−1−m

i=0 ji+m y la igualdad se da si y solo si,
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det
(
(a(r,m+s))

)
� 0 (mod p) (r = 0, . . . , n − 1 − m y s = 0, . . . , n − 1 − m. Aho-

ra, analicemos el caso para n.

Wn = det




tj0q1 tj1q1 · · · tjnq1

...
...

. . .
...

tj0qm tj1qm · · · tjnqm

a(0,0)t
j0 a(0,1)t

j1 · · · a(0,n)t
jn

...
...

. . .
...

a(n−m,0)t
j0 a(n−m,1)t

j1 · · · a(n−m,n)t
jn




= t(n−m+1)j0+j0
∑m

i=1 qi det




1 t(j1−j0)q1 · · · t(jn−j0)q1

...
...

. . .
...

1 t(j1−j0)qm · · · t(jn−j0)qm

a(0,0) a(0,1)t
j1−j0 · · · a(0,n)t

jn−j0

...
...

. . .
...

a(n−m,0) a(n−m,1)t
j1−j0 · · · a(n−m,n)t

jn−j0




= ct(n−m+1)j0+j0
∑m

i=1 qi det




t(j1−j0)q1 · · · t(jn−j0)q1

...
. . .

...

t(j1−j0)qm · · · t(jn−j0)qm

a(0,1)t
j1−j0 · · · a(0,n)t

jn−j0

...
. . .

...

a(n−m,1)t
j1−j0 · · · a(n−m,n)t

jn−j0




+t(n−m+1)j0+j0
∑m

i=1 qib

donde νP (b) > νP (W̃n−1) pues b es suma de determinantes (obtenidos por cofactores) cuya

valuación es mayor que la de

W̃n−1 =




t(j1−j0)q1 · · · t(jn−j0)q1

...
. . .

...

t(j1−j0)qm · · · t(jn−j0)qm

a(0,1)t
j1−j0 · · · a(0,n)t

jn−j0

...
. . .

...

a(n−m,1)t
j1−j0 · · · a(n−m,n)t

jn−j0
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Luego,

Wn =

c det
(
(a(r,m+s))

)
t(n−m+1)j0+j0

∑m
i=1 qi+

∑m−1−1
i=0 (ji+1−j0)qm−1−i+

∑n−1−(m−1)
i=0 ji+m−1+1−j0

+tbn =

c det
(
(a(r,m+s))

)
t(n−m+1)j0+j0

∑m
i=1 qi+

∑m−2
i=0 ji+1qm−1−i−j0

∑m−2
i=0 qm−1−i+

∑n−m
i=0 ji+m−

∑n−m
i=0 j0

+tbn =

c det
(
(a(r,m+s))

)
t(n−m+1)j0+j0

∑m
i=1 qi+

∑m−2
i=0 ji+1qm−(i+1)−j0

∑m−1
i=1 qi+

∑n−m
i=0 ji+m−(n−m+1)j0

+tbn = c det
(
(a(r,m+s))

)
tj0(

∑m
i=1 qi−

∑m−1
i=1 qi)+

∑m−1
i=1 jiqm−i+

∑n−m
i=0 ji+m + tbn =

c det
(
(a(r,m+s))

)
t
∑m−1

i=0 jiqm−i+
∑n−m

i=0 ji+m + tbn

donde νP (bn) >
∑m−1

i=0 jiqm−i +
∑n−m

i=0 ji+m y, νP (Wn) ≥ ∑m−1
i=0 jiqm−i +

∑n−m
i=0 ji+m con

igualdad si y sólo si,

det
(
(a(r,m−1+1+s))

)
= det

(
(a(r,m+s))

)
� 0 (mod p). ¡

Para generalizar la proposición 2.1.12 debemos tener en cuenta que el orden de las filas

f qi del wronskiano generalizado influyen solamente en el signo del mismo y no alteran su

valuación respecto a un punto P . El fin es estimar el número de puntos Fq-racionales de

la curva C. Por lo tanto,

Suponemos desde ahora en adelante que Fqr es el cuerpo más pequeño entre

los Fqi
que contiene a Fq y que Fqr ⊂ Fqs para s = r + 1, . . . , m.

Proposición 2.3.13. Sea P un punto de C con invariantes hermitianos j0, . . . , jn y

w0, . . . , wn−m enteros no negativos. Entonces:

a) νP

(
W

(w0,...,wm−n)
t (f)

) ≥ ∑n−m
i=0 (ji − wi) con desigualdad si

det
((

jr

wi

)) ≡ 0 (mód p). En particular, νP

(
Sm(D)

) ≥ ∑n−m
i=1 (ji − νi) con de-

sigualdad si, det
((

jr

νi

)) ∼= 0 (mód p) (r = 0, . . . , n−m e i = 0, . . . , n−m).

b) Si P es Fq-racional, entonces

νP

(
W

(w0,...,wn−m)
t (f))

) ≥
m−r∑
i=0

jiqm−i +
n−m∑
i=0

(jm−r+1+i − wi),

y la desigualdad se da si, det
((

js+m−r+1

wi

)) ≡ 0 (mód p). En particular, νP (Sm) ≥∑m−r
i=0 jiqm−i +

∑n−m
i=0 (jm−r+1+i−νi). Más aún, si r = 1 entonces la igualdad se dá si

y sólo si, det
((

js+m

wi

))
� 0 (mód p)

c) El divisor Sm(D) es positivo (efectivo).
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Prueba.

a) Aplicando una transformación proyectiva T inducida por (aij) ∈ GLn+1(k) podemos

suponer que eP = 0 y g = (g0 : · · · : gn) = T ◦f satisface que gi =
∑n

j=0 aijfj = cit
ji +hi(t);

donde νP (hi) > ji y ci ∈ k∗ (Véase los comentarios posteriores al teorema 1.3.6). Aśı que

νP (gi) ≥ 0 y νP (fi) ≥ 0. Sea l(s,i) =
∑n

j=0 aijf
qs

j . Luego, νP (l(s,i)) ≥ 0 y

det




l(1,0) · · · l(1,n)

...
. . .

...

l(m,0) · · · l(m,n)

D
(w0)
t g0 · · · D

(w0)
t gn

D
(w1)
t g0 · · · D

(w1)
t gn

...
. . .

...

D
(wn−m)
t g0 · · · D

(wn−m)
t gn




= det(aij)W
(w0,...,wn−m)
t (f).

Denotaremos a D
(ws)
t hi por h(s,i). Obsérvese que νP (h(s,i)) ≥ ji − ws.

Ahora, hagamos inducción sobre n. Si n = 1, entonces m = 1 y

det

(
l10 l11

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 + h(0,0) c1

(
j1
w0

)
tj1−w0 + h(0,1)

)
=

det

(
l10 l11

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 c1

(
j1
w0

)
tj1−w0

)
+ tb = c

(
j0
w0

)
tj0−w0 + tb

donde νP (b) ≥ j0 − w0 (Observación 1.5.3), νP

(
Wt(f)

) ≥ ∑1−1
i=0 (ji − wi) y la desigualdad

estricta se da, si
(

j0
w0

)
= det

((
j0
w0

)) ≡ 0 (mód p).

Supongamos que se tiene el resultado para n− 1. Es decir,

Wn−1 = det




l(1,0) · · · l(1,n−1)

...
. . .

...

l(m,0) · · · l(m,n−1)

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 + h(0,0) · · · cn

(
jn−1

w0

)
tjn−1−w0 + h(0,n)

c0

(
j0
w1

)
tj0−w1 + h(1,0) · · · cn

(
jn−1

w1

)
tjn−1−w1 + h(1,n)

...
. . .

...

c0

(
j0

wn−m

)
tj0−wn−m + h(n−m,0) · · · cn

(
jn−1

wn−m

)
tjn−1−wn−m + h(n−m,n)




= c det(
(

js

wi

)
)t

∑n−1−m
i=1 (ji−wi) + tb.

Sabemos que
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Wn = det




l(1,0) · · · l(1,n)

...
. . .

...

l(m,0) · · · l(m,n)

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 + h(0,0) · · · cn

(
jn

w0

)
tjn−w0 + h(0,n)

c0

(
j0
w1

)
tj0−w1 + h(1,0) · · · cn

(
jn

w1

)
tjn−w1 + h(1,n)

...
. . .

...

c0

(
j0

wn−m

)
tj0−wn−m + h(n−m,0) · · · cn

(
jn

wn−m

)
tjn−wn−m + h(n−m,n)




=
∑n

s=0 l(1,s)ys + tbn.

donde νP (bn) ≥ νP

(∑n
s=0 l(1,s)ys

)
y

ys =

det




l(1,0) · · · l(1,s−1) l(1,s+1) · · ·
...

. . .
...

...
. . .

l(m,0) · · · l(m,s−1) l(m,s+1) · · ·
c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 · · · cs−1

(
js−1

w0

)
tjs−1−w0 cs+1

(
js+1

w0

)
tjs+1−w0 · · ·

...
. . .

...
...

. . .

c0

(
j0

wn−m

)
tj0−wn−m · · · cs−1

(
js−1

wn−m

)
tjs−1−w0 cs+1

(
js+1

wn−m

)
tjs+1−wn−m · · ·




= c det
((

j
(s)
u

wi

))
t
∑s−1

i=1 (ji−wi)+
∑n−m

i=s+1(ji−wi) + tbs.

En el procedimiento anterior 0 ≤ u, i ≤ n−m y j
(s)
u =

{
ju si u < s

ju+1 si u ≥ s
.

Luego, νP (ys) ≥
∑s−1

i=1 (ji − wi) +
∑n−m

i=s+1(ji − wi) ≥
∑n−m

i=1 (ji − wi). Aśı,

Wn = c det

((
ju

wi

))
t
∑n−m

i=1 (ji−wi) + tb.

con desigualdad si det(
(

ju

wi

)
) ≡ 0 (mód p) y νP (Wn) ≥ ∑n−m

i=1 (ji − wi). Por lo tanto,

νP

(
W

(w0,...,wn−m)
t (f)

) ≥
n−m∑
i=1

(ji −mi)

con desigualdad si, det
((

ju

wi

)) ∼= 0 (mód p).

b) La prueba de esta parte es parecida a la parte a), pero usando el Lema 2.3.12.

Podemos suponer después de un cambio de coordenadas T = (aij) ∈ GLn+1(Fq) que

eP = 0, g = (g0 : · · · : gn) = T ◦ f , gi =
∑n

j=0 aijfj = cit
ji + hi(t); donde νP (hi) > ji y
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ci ∈ F∗q. Aśı que νP (gi) ≥ 0. Sea l(s,i) =
∑n

j=0 aijf
qs

j . Luego, νP (l(s,i)) ≥ 0 y

W̃n = det




l(1,0) · · · l(1,n)

...
. . .

...

l(r−1,0) · · · l(r−1,n)

c0t
j0qr + hqr

0 · · · cnt
jnqr + hqr

n
...

. . .
...

c0t
j0qm + hqm

0 · · · cnt
jnqr + hqm

n

D
(w0)
t g0 · · · D

(w0)
t gn

D
(w1)
t g0 · · · D

(w1)
t gn

...
. . .

...

D
(wn−m)
t g0 · · · D

(wn−m)
t gn




= det(aij)W
(w0,...,wn−m)
t (f).

Denotando a D
(ws)
t hi por h(s,i) (νP (h(s,i)) ≥ ji − ws) entonces W̃n = Wn + tb por la

Observación 1.5.3, donde

Wn = det




l(1,0) · · · l(1,n)

...
. . .

...

l(r−1,0) · · · l(r−1,n)

c0t
j0qr · · · cnt

jnqr

...
. . .

...

c0t
j0qm · · · cnt

jnqr

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 · · · cn

(
jn

w0

)
tjn−w0

...
. . .

...

c0

(
j0

wn−m

)
tj0−wn−m · · · cn

(
jn

wn−m

)
tjn−wn−m




Ahora hagamos inducción sobre n. Si n = 1, entonces m = r = 1 y por el Lema 2.3.12,

W1 = det

(
c0t

j0q1 cnt
j1q1

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 c1

(
j1
w0

)
tj1−w0

)

= c
(

j0
w0

)
tj0q1+j1−w0 + tb

= c
(

j0
w0

)
t
∑0

i=0 jiqm−i+
∑0

i=0(ji+1−wi) + tb

y νP (W1) ≥ j0q1 + j1 − w0.

Supongamos que se tiene el resultado para n− 1. Es decir,

Wn−1 = c det

((
js+m−r+1

wi

))
t
∑m−r

i=0 jiqm−i+
∑n−1−m

i=0 (ji+m−r+1−wi) + tbn−1.
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Luego Wn =
∑n

s=0 l(1,s)ys donde,

ys = det




l(1,0) · · · l(1,s−1) l(1,s+1) · · ·
...

. . .
...

...
. . .

l(r−1,0) · · · l(r−1,s−1) l(r−1,s+1) · · ·
c0t

j0qr · · · cs−1t
js−1qr cs+1t

js+1qr · · ·
...

. . .
...

...
. . .

c0t
j0qm · · · cs−1t

js−1qm cs+1t
js+1qm · · ·

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 · · · cs−1

(
js−1

w0

)
tjs−1−w0 cs+1

(
js+1

w0

)
tjs+1−w0 · · ·

...
. . .

...
...

. . .

c0

(
j0

wn−m

)
tj0−wn−m · · · cs−1

(
js−1

wn−m

)
tjs−1−w0 cs+1

(
js+1

wn−m

)
tjs+1−wn−m · · ·




= c det
((

j
(s)
u+m−r+1

wi

))
t
∑m−1−(r−1)

i=0 j
(s)
i Fm−1−i+

∑n−1−(m−1)
i=0 (j

(s)
i+m−r+1−wi) + tbs.

= c det
((

j
(s)
u+m−r+1

wi

))
t
∑m−r

i=0 j
(s)
i Fm−1−i+

∑n−m
i=0 (j

(s)
i+m−r+1−wi) + tbs.

donde Fi = qi+1 y j
(s)
u =

{
ju si u < s

ju+1 si u ≥ s
.

Aśı, νP (ys) ≥
∑m−r

i=0 j
(s)
i Fm−1−i+

∑n−m
i=0 (j

(s)
i+m−r+1−wi) ≥

∑m−r
i=0 jiqm−i+

∑n−m
i=0 (ji+m−r+1−

wi). Por lo tanto,

W
(w0,...,wn−m)
t (f) = c det

((
js+m−r+1

wi

))
t
∑m−r

i=0 jiqm−i+
∑n−m

i=0 (ji+m−r+1−wi) + tb.

con desigualdad si det
((

js+m−r+1

wi

)) ≡ 0 (mód p). Obsérvese que el caso r = 1 se tiene por

el Lema 2.3.12, pues en este caso

Wn = det




c0t
j0q1 · · · cntjnq1

...
. . .

...

c0t
j0qm + hqm

0 · · · cnt
jnqr

c0

(
j0
w0

)
tj0−w0 · · · cn

(
jn

w0

)
tjn−w0

...
. . .

...

c0

(
j0

wn−m

)
tj0−wn−m · · · cn

(
jn

wn−m

)
tjn−wn−m




= c det
((

js+m

wi

))
t
∑m−1

i=0 jiqm−i+
∑n−m

i=0 ji+m−wi + tbn

con igualdad, si y solo si, det
((

js+m

wi

))
� 0 (mód p).

c) Sea P ∈ C. Podemos suponer que fi = cit
ji + hi(t); donde νP (hi) > ji y ci ∈ k∗ y

j0, . . . , jn son los invariantes hermitianos de P . Aśı, νP (fi) ≥ 0 y νP

(
D

(m)
t fi

) ≥ 0 para

todo m.

Luego, νP

(
Sm(D)

)
= νP

(
W

(w0,...,wn−m)
t (f)

) ≥ 0. ¡
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Proposición 2.3.14. Sea P un punto Fq-racional de C con (D, P )-ordenes j0, . . . , jn

y ν0, . . . , νn−m los ordenes (q1, . . . , qm)-Frobenius de D. Si la sucesión de enteros

(w0, . . . , wn−(m−r+1)) son tales que 0 ≤ w0 < · · · < wn−m+r−1 y det
((

js+m−r+1−jm−r+1

wi

))
� 0

(mód p) para i, s = 0, . . . , n−m + r − 1, entonces νi ≤ wi+r−1.

Prueba.

La mejor escogencia de los wi son los ordenes del morfismo g : P1(k) → Pn−m+r−1(k)

dado por g(1 : x) = (1 : xjm−r+2−jm−r+1 : · · · : xjn−jm−r+1), pues g es equivalente a

(gm−r+1 : · · · : gn) = (xjm−r+1 : xjm−r+2 : · · · : xjn). Luego,

det(Dwi
x gs) = det

((
js+m−r+1

wi

))
x

∑n−m+r−1
s=0 (js+m−r+1−ws)

y det
((

js+m−r+1

wi

))
� 0 (mod p).

De manera que podemos suponer que los wi son los ordenes de g. Además,

det
((

js+m−r+1−jm−r+1

wi

)) 6= 0 ⇐⇒ det
((

js+m−r+1

wi

)) 6= 0. Luego, con un proceso análogo al de

la Proposición 2.3.13 b), podemos asumir que fi = cit
ji + hi(t); donde νP (hi) > ji, ci ∈ k∗

y W
(w0,...,wn−m+r−1)
t (f) = c det

((
js+m−r+1

wi

))
t
∑m−r

i=0 jiqm−i+
∑n−m+r−1

i=0 (ji+m−r+1−wi) + tb 6= 0; don-

de νP (b) ≥ ∑m−r
i=0 jiqm−i +

∑n−m+r−1
i=0 (ji+m−r+1 − wi) y c ∈ F∗q. Luego, los ordenes

(qr, . . . , qm)-Frobenius de D, v(m−r+1,i) ≤ wi por la Observación 2.3.5. De otro lado los

ordenes (q1, . . . , qm)-Frobenius ν1, . . . , νn−m son un subconjunto del conjunto de ordenes

(qr, . . . , qm)-Frobenius. Luego, νi ≤ wi+r−1 pues la igualdad se da eventualmente, en el

peor de los casos. ¡

Una consecuencia inmediata de la Proposición anterior es que wi ≤ ji+m−r+1 − jm−r+1.

Aśı que estudiar el caso en que

νi ≤ ji+m−r+1 − jm−r+1 (7)

es un asunto de suma importancia y que no podemos tratar en este trabajo. Esto sucede

en el análisis hecho aqúı en el caso r = 1.

Como consecuencia inmediata de las proposiciones 2.3.13 y 2.3.14 se tienen los siguientes

resultados:

Corolario 2.3.15. Sea P ∈ C es un punto Fq-racional, j0, . . . , jn sus correspondientes

(D, P )-ordenes y ν1, . . . , νn−m los ordenes (q1, . . . , qm)-Frobenius del sistema lineal D. En-

tonces νi ≤ ji+m − jm−r+1 y νP

(
W

(ν0,...,νn−m)
t (f)

) ≥ ∑m−r
i=0 jiqm−i + (n −m + 1)jm−r+1 −∑n−m

i=0 (ji+m − ji+m−r+1). Además, si los νi satisfacen la condición de la ecuación (7),

entonces

νP

(
W

(ν0,...,νn−m)
t (f)

) ≥ ∑m−r
i=0 εiqm−i + (n−m + 1)εm−r+1

≥ ∑m−r
i=0 iqm−i + (n−m + 1)(m− r + 1)
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donde ε1, . . . , εn son los D-ordenes.

El caso wi = i o wi = εi donde ε1, . . . , εn son los ordenes de D y r = 1 (Fq ⊂ Fq1) en la

proposición 2.3.14, nos produce el siguiente resultado:

Corolario 2.3.16. Si
∏n

s>i≥m
js−ji

s−i
no es divisible por p

(
det

((
js

εi

))
� 0 (mód p)

)
, en-

tonces νi = i (νi = εi) y νP (Sm) =
∑m−1

i=0 jiqm−i + n − m + 1 +
∑n−m+1

i=0 (ji+m−1 − i)(
νP (S) =

∑m−1
i=0 jiqm−i + εn−m+1 +

∑n−m+1
i=0 (ji+m−1 − εi)

)
.

Este corolario se obtiene de forma inmediata por el Corolario 1.5.10.

En las mismas condiciones anteriores se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.3.17. Si la sucesión de ordenes (q1, . . . , qm)-Frobenius (ν0, . . . , νn−m) de di-

fiere de (0, 1, . . . , n−m), entonces cada punto Fq-racional es de osculación de D.

Prueba.

Argumentemos por contradicción suponiendo que existe un punto racional clásico (ordi-

nario). Luego, por (7) νi ≤ i + m−m = i y por la Proposición 2.3.4 vi = i. ¡

Para generalizar el método Stöhr–Voloch se requiere que
∑m−r

i=0 jiqm−i+(n−m+1)jm−r+1−∑n−m
i=0 (ji+m−ji+m−r+1) ≥

∑m−r
i=0 εiqm−i +(n−m+1)εm−r+1−

∑n−m
i=0 (ji+m−ji+m−r+1) > 0

(esto se presenta si se tiene la condición de la Ecuación (7)) y que además la desigualdad

no dependa de los invariantes hermitianos js (estos dependen del punto P considerado).

Con este fin en mente, usaremos otros invariantes. Claramente ji +(n− i) ≤ jn ≤ d donde

d = gr(D) (Véase la Sección 1.2). Luego, ji ≤ d + i− n y

νP (Sm) ≥ ∑m−r
i=0 εiqm−i + (n−m + 1)εm−r+1 −

∑n−m
i=0 (d + i + m− n− εi+m−r+1)

≥ ∑m−r
i=0 εiqm−i + (n−m + 1)εm−r+1

≥ −(n−m + 1)(d + m− n)− (n−m + 1)n−m
2

+
∑n−m

i=0 εi+m−r+1)

≥ ∑m−r
i=0 εiqm−i + (n−m + 1)

(
εm−r+1 + n−m− d− n−m

2

≥ + 1
n−m+1

∑n−m
i=0 εi+m−r+1

)

≥ ∑m−r
i=0 εiqm−i + (n−m + 1)

(
εm−r+1 + 1

n−m+1

∑n−m
i=0 εi+m−r+1 + n−m

2
− d

)

Luego, si
∑m−r

i=0 εiqm−i + (n − m + 1)
(
εm−r+1 + 1

n−m+1

∑n−m
i=0 εi+m−r+1 + n−m

2
− d

)
> 0

entonces se podrá generalizar el Teorema 2.2.2. Obsérvese que se tendŕıa una condición

análoga a la de la segunda parte del Corolario 2.3.15 si

εm−r+1 +
1

n−m + 1

n−m∑
i=0

εi+m−r+1 +
n−m

2
− d > 0. (8)
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y consecuentemente, si

0 < m− r + 1 + 1
n−m+1

∑n−m
i=0 (i + m− r + 1) + n−m

2
− d

< m− r + 1 + n−m
2

+ m− r + 1 + n−m
2
− d

< m− 2r + 2− (d− n)

En conclusión, la condición
∑m−r

i=0 εiqm−i+(n−m+1)εm−r+1−
∑n−m

i=0 (ji+m−ji+m−r+1) > 0

se satisface cuando r < m−(d−n)+2
2

ó 1 ≤ r < m−g+2
2

donde g es el género de la curva C.

En la afirmación anterior hemos usado el Teorema de Riemann-Roch y esta nos dice que

se puede tener la condición siempre que m > g.

Teorema 2.3.18. Sea C una curva algebraica proyectiva, no singular, de género g,

definida sobre Fq0 de caracteŕıstica p contenido en el cuerpo ⊂ Fq, N el número de

puntos Fq-racionales, Fq1 ,Fq2 , . . . ,Fqn cuerpos de extensión de Fq0 tales que Fq1 ⊂ Fqi
,

qn+1
1 ≥ máx{qi} y Fq contenido en Fqr donde Fqr es el cuerpo Fqi

más pequeño que lo

contiene. Si existe un sistema lineal sin puntos básicos definido sobre Fq0 de grado d,

dimensión n, con ordenes de (q1, . . . , qm)-Frobenius ν0, . . . , νn−m y,

m−r∑
i=0

εiqm−i + (n−m + 1)

(
εm−r+1 +

1

n−m + 1

n−m∑
i=0

εi+m−r+1 +
n−m

2
− d

)
> 0

entonces

N ≤
( ∑n−m

i=0 νi

)
(2g − 2) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)d∑m−r

i=0 εiqm−i + (n−m + 1)
(
εm−r+1 + 1

n−m+1

∑n−m
i=0 εi+m−r+1 + n−m

2
− d

) .

Más aún, si r = 1, entonces

N ≤
( ∑n−m

i=0 νi

)
(2g − 2) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)d∑m−1

i=0 εiqm−i + (n−m + 1)εm−r+1

.

Prueba.

Claramente N ≤ gr(Sm)∑m−r
i=0 εiqm−i+(n−m+1)(εm−r+1+

1
n−m+1

∑n−m
i=0 εi+m−r+1+

n−m
2
−d)

y

N ≤
( ∑n−m

i=0 νi

)
(2g − 2) + (

∑m
i=1 qi + n−m + 1)d∑m−r

i=0 εiqm−i + (n−m + 1)
(
εm−r+1 + 1

n−m+1

∑n−m
i=0 εi+m−r+1 + n−m

2
− d

) . ¡

El caso r = 1 del teorema no requiere la condición

m−r∑
i=0

εiqm−i + (n−m + 1)

(
εm−r+1 +

1

n−m + 1

n−m∑
i=0

εi+m−r+1 +
n−m

2
− d

)
> 0.

Obsérvese que se pueden tener Teoremas análogos suponiendo las condiciones de las ecua-

ciones (7) y (8).
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La generalización anterior fue desarrollada porque el Teorema de Stöhr–Voloch da esti-

mativos mejores que la cota de Hasse–Weil cuando la sucesión de ordenes de Frobenius es

clásica. Ahora cuando esta no es clásica entonces apareceran ordenes de Frobenius mayores

que ps (la caracteŕıstica del cuerpo) por la Proposición 2.1.11 ó Proposición 2.3.11. En tal

caso se debe pensar en introducir una fila f qi en el wronskiano generalizado, con ps ≥ qi

y tal que el orden de Frobenius que se elimine sea ≥ ps. Este proceso permite pensar en

la obtención de cotas mejores que la del Teorema 2.2.2. Sin embargo este tipo de análisis

esta fuera de nuestro alcance en esta tesis.

Sin embargo, en el caso de cuerpos primos p la generalización también podŕıa generar cotas

mejores aún si la sucesión de ordenes de Frobenius de la curva fuera clásica. Obsérvese

que en tal caso con m = 2, q0 = p = q1 y q2 = p2 (m = 2 y r = 1) la cota del Teorema

2.3.18 es

N ≤ (n− 2)(n− 1)(g − 1) + (p + p2 + n− 1)d

p + 2(n− 1)
.

Ahora, por ejemplo si g = 4, n = 3, d = 5 y p = 5 entonces la cota del Teorema 2.2.2 es

19, la Cota de Hasse–Weil es 23 y la Cota del Teorema 2.3.18 es 18.



3. LA HIPOTESIS DE RIEMANN

La hipótesis de Riemann clásica (sobre C) afirma que los ceros no triviales de la función

zeta

ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s

viven en la linea Re(s) = 1
2
. Esta conjetura no se ha resuelto todavia. Ella está intima-

mente ligada a la distribución de los números primos, pues Euler vió que

ζ(s) =
∏

p

(1− p−s)−1

cuando Re(s) > 1 y de alĺı su importancia (p recorre los números primos). Sin embargo,

en el estudio de las curvas algebraicas tenemos un resultado análogo. Sea C una curva

no singular, algebraica definida sobre un cuerpo de Galois Fq y DC el grupo de divisores

D =
∑

aiPi tales que Fq(D) = D donde Fq es el morfismo de Frobenius de C y Pi ∈ C.

Decimos que un divisor P es primo si no se puede expresar como suma de dos divisores

positivos. Definimos la norma de un divisor D como N (D) := qgr(D). La función zeta de

Riemann de la curva C es

ζC(s) =
∑
D>0

N (D)−s

y esta satisface el producto de Euler

ζ(s) =
∏
P

(1−N (P )−s)−1

donde P recorre los divisores primos de DC . La hipótesis de Riemann sobre cuerpos finitos

o el teorema de Hasse–Weil afirma que si ζ(s) = 0, entonces Re(s) = 1
2
. Debido a cuestiones

geométricas es conveniente hacer la sustitución t = q−s en la función zeta de Riemann de

C, para obtener la función zeta de C

ZC(t) =
∑
D>0

tgr(D) ∈ C[[t]]

y el L-polinomio de C sobre Fq, LC(t) = (1− t)(1− qt)ZC(t).

No podemos hacer un despliegue de los resultados del enfoque aritmético en este trabajo.

Sin embargo el lector puede consultar a H. Stichtenoth [16], Cap. V para una introducción

aritmética y a E. Bombieri [3] o P. Sarnak [12] para conocer los últimos avances en la

materia. Solo nos resta decir que el número de puntos Fq-racionales Nq, está intitamente

relacionado a la función anaĺıtica ZC y que Nq = q + 1−∑2g
i=1 αi (Stichtenoth [16], Coro

V.1.16) donde αi son los reciprocos de las raices del L-polinomio y g es el género de C.

77
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Obsérvese que el teorema de Hasse–Weil nos dice entonces que |αi| = q
1
2 , lo que implica

que

Nq ≤ q + 1 + 2gq
1
2 (Cota de Weil)

El rećıproco también es cierto, aún cuando la cota de Weil se tiene para alguna extensión

de Fq (Véase Stichtenoth [16], Lema V.2.4 y Lema V.2.5).

El objetivo principal de este caṕıtulo es obtener la cota de Weil usando el método Stöhr–

Voloch. Luego se obtendran cotas para Nq mejores que la de Weil para algunos casos

especificos; poniendo en escena un método general para obtener tales cotas. La importancia

de las cotas radica en que en algunos casos no es posible entonces construir curvas con un

número prescrito de puntos racionales. Esto tiene aplicaciones a la teoŕıa de Códigos pues

ciertos parámetros de los códigos dependen fuertemente del número de puntos racionales

de la curva.

3.1. La cota de Hasse–Weil

Sea C una curva no singular, algebraica, proyectiva de género g definida sobre Fq y D

un sistema lineal completo sin puntos básicos de dimensión n y grado d. Para probar

la hipótesis de Riemann tenemos que hacer y recordar algunas observaciones pertinen-

tes. Para esto vamos a suponer que existe un punto Fq-racional P ∈ C con invariantes

hermitianos j0, . . . , jn y que v0, . . . , vn−1 son los ordenes Fq-Frobenius de D.

Observación 3.1.1. Si i < d− 2g + 1 entonces ji = i.

Nótese que d− i > d− (i + 1) > 2g − 2. Luego,

dim
(
Di

)
= d− i− g > d− (i + 1)− g = dim

(
Di+1

)

donde Di := {D ∈ D : D ≥ iP} ⊃ Di+1. De manera que ji ≤ i e i = ji (Mirar la

Proposición 1.2.11 y la Observación 1.2.13).

Observación 3.1.2. Si P ∈ C(Fq), entonces vi ≤ i + d − n. Además, vi = i para todo

i < d− 2g.

Por definición jn ≤ d, ji + n− i ≤ jn ≤ d y ji ≤ i + d− n. Luego, por el Corolario 2.1.14

vi ≤ ji+1−j1 ≤ i+1−d−n−j1 ≤ i+d−n. Ahora, si i < d−2g entonces vi ≤ i+1−1 = i

y vi = i.

Ahora nos disponemos a probar la hipótesis de Riemann.

Teorema 3.1.3 (Cota de Hasse–Weil). Sea C una curva proyectiva, no singular, algebraica

de género g definida sobre Fq y N el número de puntos racionales. Entonces,

N ≤ q + 1 + 2gq
1
2 .
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Prueba.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que C tiene un punto racional P . Sea D =

|dP | donde d ≥ 2g y q
1
2 = n = d − g > 2g2(g − 1) (Aqúı se ha usado el Teorema de

Riemann–Roch y/o las Observaciónes 1.2.13 y 3.1.1). Este sistema lineal es sin puntos

básicos, pues las lagunas de Weierstrass están en el intervalo [1, 2g−1] (Véase Stichtenoth

[16], Prop I.6.5 pág. 31). Luego, q > 4g4(g − 1)2, vi = i si i < n − g y vi ≤ i + g cuando

n− g ≤ i ≤ n− 1 por la Observación 3.1.2. Aśı, por el Teorema 2.2.2

N ≤ 2
(∑n−g−1

i=0 i+
∑n−1

i=n−g(i+g)
)
(g−1)+(q+n)(n+g)

n

≤ 2
(

(n−g−1)(n−g)
2

+gn− g(g+1)
2

+g2
)
(g−1)

n
+ (q+n)(n+g)

n

≤ 2
(

n(n−1)−2gn+g2+g+2gn−g2−g+2g2
)
(g−1)

n
+ q + n + g

(
1 + q

n

)

≤ (n− 1)g − n + 1 + q + n + g
(
1 + q

n

)
+ 2g2(g−1)

n

≤ q + 1 + g
(
n + q

n

)
+ 2g2(g−1)

n

< q + 1 + 2gq
1
2 + 1

y por lo tanto,

N ≤ q + 1 + 2gq
1
2 . ¡

3.2. Métodos para obtener mejores cotas

Si el sistema lineal D es completo y sus ordenes de Frobenius forman la sucesión

clásica, entonces d ≤ n + g (Teorema de Riemann–Roch) y por la ecuación (6)

N ≤ (n− 1)(g − 1) + (q+n)(n+g)
n

= (n− 1)g − n + 1 + q + n +
(
1 + q

n

)
g. Luego,

N ≤ q + 1 +
(
n +

q

n

)
g. (9)

Ahora, si n = q
1
2 , entonces se tiene exactamente la hipótesis de Riemann. De manera

que hay muchas formas de mejorar la cota de Hasse–Weil. Si D es especial con ı́ndice de

especialidad i(D) = δ = n + g − d, entonces

N ≤ q + 1 +
(
n +

q

n

)
g −

(
1 +

q

n

)
δ. (10)

Analogamente, de acuerdo a la demostración de la proposición 2.2.1 por cada punto Q

no racional tal que Wtf(Q) = 0
(
Q ∈ Sopp

(
S(D)

))
se puede restar a (9) el término

νQ(S)

n
. Además, si P es Fq-racional y νP (S) > nj1(P ) entonces podemos sustraer también

a νp(S)−nj1
n

ó
νp(S)− nε1

n
=

νp(S)− n

n
. (11)
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Analicemos el caso D = |dP | donde d = gr(D) =≥ 2g (para que d no sea laguna de

Weierstrass y D no tenga puntos básicos) y P ∈ C un punto Fq-racional. Luego, n =

dim(D) = d − g. Un entero j es un (D, P )-orden si y sólo si, existe f ∈ k(C) tal que

div(f) + dP ≥ 0 y j = νP (f) + d, si y sólo si, d − j no es laguna de Weierstrass en P .

Sean α1, α2, . . . , αg las lagunas en P . Luego, un (D, P )-orden j es distinto de d − αi y el

conjunto de (D, P )-ordenes es {0, 1, . . . , d}−{d−α1, . . . , d−αg}. Ahora, si D es Fq-clásico(
(v0, . . . , vn−1) = (0, . . . , n− 1)

)
, entonces por la Proposición 2.1.12,

νp(S) ≥
n∑

i=1

[
ji − (i− 1)

]
= n +

n∑
i=1

ji −
n∑

i=1

i = n +
d∑

i=1

i− n−
g∑

i=1

(d− αi)−
n∑

i=1

i.

Aśı,

νp(S) ≥ n + d2

2
+ d

2
− gd +

∑g
i=1(αi − i) +

∑g
i=1 i−∑n

i=1 i

≥ n + (n+g)2

2
+ n+g

2
− g(n + g) +

∑g
i=1(αi − i) + g2

2
+ g

2
− n2

2
− n

2

≥ n + n2

2
+ gn + g2

2
+ n

2
+ g

2
− gn− g2 + g2

2
+ g

2
− n2

2
− n

2
+

∑g
i=1(αi − i)

≥ n + g +
∑g

i=1(αi − i).

Luego,

νp(S)− n ≥ g +

g∑
i=1

(αi − i). (12)

También, N ≤ q + 1 + 1
n
(n2 + q)g − 1

n
(g +

∑g
i=1(αi − i)) y.

N ≤ q + 1 + ng − 1

n

(
gq − g −

g∑
i=1

(αi − i)

)
(13)

Supongamos ahora que D = |W + sP | donde W es un divisor canónico definido sobre

C(Fq), s ≥ 2 y P un punto racional. Luego, d = 2g − 2 + s ≥ 2g y n = d− g. Un entero

j es un (D, P )-orden si y sólo si, Dj = {D ∈ D : D − jP ≥ 0} ⊃ Dj+1 (Proposición

1.2.11) si y sólo si, L(W + sP − jP ) = L
(
W − (j − s)P

) ⊃ L
(
W − (j + 1 − s)P

) ⇐⇒
L

(
(j − s)P

) ⊃ L
(
(j + 1− s)P

)
(Lema 1.2.8) ⇐⇒ j − s + 1 es una laguna de Weierstrass

ó j− s+1 < 0 (Teorema de Riemann–Roch). Aśı, {0, . . . , s− 2, α1 + s− 1, . . . , αg + s− 1}
es el conjunto de (D, P )-ordenes si α1, . . . , αg son las lagunas de Weierstrass. Ahora, si

(v0, . . . , vn−1) = (0, . . . , n− 1), entonces ji+s−2 = αi + s− 1 (1 ≤ i ≤ g). De manera que

νp(S) ≥ ∑n
i=1

[
ji − (i− 1)

]
= n +

∑n
i=1(ji − i)

≥ n +
∑n

i=1(ji − i) = n +
∑g

i=1

[
αi + s− 1− (i + s− 2)

]

≥ n +
∑g

i=1(αi − i + 1) = n + g +
∑g

i=1(αi − i).

y llegamos de nuevo a la ecuación (12) y se obtiene de nuevo (13). Aplicando estas cotas

a curvas hiperelipticas se pueden obtener las cotas de Stark [15] y se pueden refinar los



3 LA HIPOTESIS DE RIEMANN 81

Corolarios 2.2.4 y 2.2.5 para los sistemas lineales de la forma anterior, siempre y cuando

se conozcan los invariantes hermitianos de algunos puntos racionales.

Ahora aplicaremos el Teorema 2.2.2, para obtener cotas mejores que la de Hasse–Weil en

algunos casos muy particulares.

Proposición 3.2.1. Sea C una curva proyectiva, no singular, algebraica de género g

definida sobre el cuerpo finito Fq de caracteŕıstica p y N el número de puntos racionales.

Si p ≥ g ≥ 3 y la sucesión de lagunas de Weierstrass es clásica para algún punto P ∈ C,

entonces

N ≤ 2q + g(g − 1).

Prueba.

Sea D el sistema lineal canónico. Como g 6= 0 y dado un punto Q ∈ C distin-

to de P (2g − 2)Q ∈ D entonces D no tiene puntos básicos. Luego, n = g − 1,

(ε0, . . . , εg−1) = (0, . . . , g − 1) y νn−1 ≥ g − 1 < p (Proposición 2.1.3). Aśı que

(v0, . . . , vg−2) = (0, . . . , g − 1)

y por la ecuación (6)

N ≤ (g − 2)(g − 1) + 2
(q + g − 1)(g − 1)

g − 1
≤ 2q + g(g − 1). ¡

La hipótesis sobre la sucesión de lagunas en la proposición anterior se satisface si p >

2g − 2 = d (Corolario 1.5.11).

Observación 3.2.2. La cota de la proposición 3.2.1 es mejor que la cota de Hasse–Weil

si |q 1
2 − g| ≤ √

g + 1.

Obsérvese que 2q + g(g− 1) ≤ q + 1 + 2gq
1
2 ⇐⇒ q− 2gq

1
2 + g2 ≤ g + 1 ⇐⇒ (q

1
2 − g)2 ≤

g + 1 ⇐⇒ |q 1
2 − g| ≥ √

g + 1. ¡

De lo anterior es claro que q
1
2 ≤ 2g + 1 ≤ 2p + 1 y q ≤ (2p + 1)2. Luego, q = p ó q = p2 si

p > 3. Además, cuando g = 3 la proposición 3.2.1 y el teorema 1.1.1 representan la misma

cota. Esto no es sorprendente pues el encaje canónico de una curva que no es hipereĺıptica

de género 3 es plano y de grado 4.

Proposición 3.2.3. Sea C una curva proyectiva, no singular, algebraica de género g

definida sobre el cuerpo finito Fq de caracteŕıstica p y N el número de puntos racionales.

Si p+3
2
≥ g ≥ 3 (p ≥ 2g − 3) y C no es hipereĺıptica, entonces

N ≤ 2g − 3

g − 2
q + g(g − 2).
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Prueba.

Consideremos un punto racional P ∈ C y definamos D = |W − P | donde W es un divisor

canónico sobre Fq. Como C no es hipereĺıptica, el sistema lineal canónico |W | es muy

abundante (Véase Hartshorne R. [5], Cap. IV Prop 5.2). Es decir, dim
(|W − Q − R|) =

dim
(|W |)−2 = g−2 para cualquier par de puntos Q,R ∈ C. De otro lado, por el Teorema

de Riemann–Roch y dim(0) = dim(P ) = 1,

dim(|W −P −Q|) = 2g− 3+1− g +1 = gr(W −P )+1− g +dim(P ) = dim(W −P )− 1.

Luego, por Hartshorne R. [5] Cap. IV Prop. 3.1 se tiene que D no tiene puntos básicos;

n = g − 2 y d = 2g − 3 ≤ p. Aśı, por el Observación 3.2.2 vi ≤ i + 2g − 3 − (g − 2) ≤
g − 2 + g − 1 = 2g − 4 < p. Por lo tanto, vn−1 < p, (v0, . . . , vg−3) = (0, . . . , g − 3) por la

Proposición 2.1.11 y

N ≤ (g − 2− 1)(g − 1) + 2
(q + g − 2)(g − 2)

2g − 3
=

2g − 3

g − 2
q + g(g − 2). ¡

Observación 3.2.4. La cota de la proposición 3.2.3 es mejor que la cota de Hasse–Weil

si |q 1
2 − g(g − 2)(g − 1)−1| ≤ (g − 1)−1(g − 2)

1
2 (g2 − g − 1)

1
2 .

Obsérvese que 2g−3
g−2

q+g(g−2) ≤ q+1+2gq
1
2 ⇐⇒

(
2g−3
g−2

− 1
)

q−2gq
1
2 ≤ 1−g(g−2) ⇐⇒

g−1
g−2

q−2gq
1
2 ≤ 1−g(g−2) ⇐⇒ q−2g(g−2)(g−1)−1q

1
2 ≤ (g−2)(g−1)−1

(
1−g(g−2)

) ⇐⇒
q − 2g(g − 2)(g − 1)−1q

1
2 + g2(g − 2)2(g − 1)−2 ≤ (g − 2)(g − 1)−1

(
1− g(g − 2)

)
+ g2(g −

2)2(g − 1)−2. Aśı

(q
1
2 − g(g − 2)(g − 1)−1)2 ≤ (g − 2)(g − 1)−2

[
(g − 1)

(
1− g(g − 2) + g2(g − 2)

)]

≤ (g − 2)(g − 1)−2 [−1 + g(g − 2) + g]

≤ (g − 2)(g − 1)−2[g2 − g − 1].

De donde

|q 1
2 − g(g − 2)(g − 1)−1| ≤ (g − 1)−1(g − 2)

1
2 (g2 − g − 1)

1
2

¡

En la observación anterior,

q
1
2 ≤ (g − 1)−1

(
g(g − 2) + (g − 2)

1
2 (g2 − g − 1)

1
2

)

y

q ≤ (g − 1)−2
(
g(g − 2) + (g − 2)

1
2 (g2 − g − 1)

1
2

)2

.

Ahora, como (g − 1)2 > g2 − 2g,
(
g − 1

2

)2
> g2 − g − 1 y

(
g − 1

2

) 3
2 < 4

5
(g − 1)2 cuando

g > 4 (p > 5), entonces q < (g − 1)−2
(
(g − 1)2 +

(
g − 1

2

) 3
2

)2

y

q < (g − 1)−2

(
9

5
(g − 1)2

)2

=
92

52
(g − 1)2.
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Luego, si p > 7, q < 92

102 (p + 1)2 < p2 y por lo tanto q = p. Cabe decir que el mismo

resultado (q = p) se puede verificar en el caso p ≤ 7, haciendo el calculo expĺıcito de las

cota de q para los posibles valores de g.

De otro lado, la cota de la proposición 3.2.3 es mejor que la cota de la proposición 3.2.1 si

y solo si, 2g−3
g−2

q + g(g− 2) ≤ 2q + g(g− 1) ⇐⇒ (2g− 3)q− (2g− 4)q < (g− 1)g(g− 2)−
(g − 2)g(g − 2) ⇐⇒ q ≤ g(g − 2). Aśı, q ≤ p(p− 2) < p2 y q = p.

Un ejemplo númerico en el que se tienen mejores cotas es el caso g = 4 y q = 7 (p = 7 >

2g−3 = 5 > g = 4) en el que la cota de Hasse–Weil es 29 la de Serre (N ≤ q+1+[|2q 1
2 |]q,

donde [| · |] es la función parte entera) es 28 la de la proposición 3.2.1 es 26 y la de la

proposición 3.2.3 es 25.

Ejemplo 3.2.5. La única curva C de género 3 tal que N > 2q + g(g− 1) es la hermitiana

y3 + y + x4 = 0, si p ≥ g.

Por la proposición 3.2.1 la sucesión de D-ordenes (ε0, ε1, ε2) o de lagunas de Weierstrass

no es clásica
(
dim(D) = n = g − 1 = 2 y gr(D) = 2g − 2 = 4

)
. Luego, por Komiya [8],

Teo. 1, pag 379 se tiene que p = 3 y C es la hermitiana y (ε0, ε1, ε2) = (0, 1, 3). Luego, la

sucesión de invariantes hermitianos de un punto de Weierstrass (estos existen pues g > 1)

es (j0, j1, j2) = (0, 1, 4) y la sucesión (v0, v1) no es clásica, pues de lo contrario, por el

Teorema 2.2.2 (Véase la ecuación (6)) N ≤ 2+4 (q+2)
2

= 2q+g(g−1). Aśı, (v0, v1) = (0, 3).

La curva hermitiana también da contraejemplos a las siguientes afirmaciones sobre puntos

racionales de Weierstrass: vi = εi, vi ≤ εi+1 − ε1, vi ≤ ji y νP (S) > n
(
Por la Proposición

2.1.12, νP (S) =
∑1

i=0 ji+1 − vi = 1 + 4− 3 = 2 = n
)
.

Los resultados de esta última sección son solamente vislumbres de una extensa teoŕıa

de caracterización de curvas con muchos lugares racionales; mejorando la hipótesis de

Riemann y excluyendo algunas curvas cuya sucesión de ordenes de Frobenius no es clásica.

De otro lado, queda por analizar si es posible obtener fórmulas expĺıcitas para el número

de puntos racionales con los métodos desarrollados aqúı. Estos problemas no están dentro

de nuestro alcance, en este humilde trabajo.
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[17] Stöhr, K-O, Voloch, J. F. Weierstrass points and curves over finite fields. Proc.

London Math Soc. (3), 1986, 1-19.
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