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He deals the cards as a meditation. And those he plays never suspect.
He doesn’t play for the money he wins. He doesn’t play for respect. He deals
the cards to find the answer. The sacred geometry of chance. The hidden
law of probable outcome. The numbers lead a dance...

The Shape of My heart, Sting (1993)
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Capitulo 1

Introduccion

Consideremos la bola unitaria (B™, go), donde n > 3y gy es la métrica euclidiana.
La bola unitaria B™ con la métrica euclidiana tiene curvatura escalar nula en el interior
de la bola y curvatura media constante hy = 1 sobre la frontera, 0B", de B™; un prob-
lema cléasico de la geometria diferencial es la caracterizacién de las parejas de funciones
R y h, con R definida sobre la bola, h definida sobre su frontera, tal que exista una
métrica g, conforme a la métrica gy, con curvatura escalar prescrita R sobre la bola, y
curvatura media prescrita h sobre 9B".

Dadas las funciones R y h, la existencia de tal métrica g es equivalente a la existencia
de una funcion suave u que satisface las siguientes ecuaciones diferenciales parciales
elipticas en el exponente critico de Sobolev.

(Tl — 2) n+42
A _— n—2 — Bn
gu+4(n_1)Ru 0 en B",
(1.1)
— n/\n BTL
_377 5 h—2 u sobre 0B",

Este problema ha recibido bastante atencién en la literatura y varios autores han en-
contrado condiciones suficientes sobre las funciones R y h para la existencia de g ver(
[2] [4] [6] [7] [10] ) sin embargo, existen todavia grandes diferencias entre éstas y las
condiciones necesarias.

Un problema abierto ha sido pensar si la condicion de tipo Kazdan-Warner que ya es
necesaria, es una condicién suficiente. En el caso de h rotacionalmente simétrica, la
condiciéon Kazdan Warner es:

h'(r) cambia de signoy h >0 en algun punto.

En el trabajo [12] se encontré que si R es nula y la funcién h : OR, — R es una funcién



radial que satisface la condicion siguiente:
(i) h(z) >0y 2 <0si |z <1
(ii)h(z) <0sijz| > 1

Donde % es la derivada radial de la funcion f, entonces nuestro sistema de ecuaciones
diferenciales no tiene soluciéon. En particular muestra que para h rotacionalmente si-
metrica y monotona nuestro problema no tiene solucion.

En este trabajo nos proponemos investigar si el hecho que % cambie de signo donde h
es positiva es tambien condicion suficiente para resolver la existencia de la métrica g.
Para tal fin realizaremos estimativos a priori apoyandonos en las ideas mostradas en [3]
sobre un problema similar en la esfera. Més exactamente el propésito de este trabajo

es demostrar la existencia de soluciones subcriticas del problema:

Proposicién 1.0.1. Sea n > 3 y h = h(r) una funcion suave definida sobre OB™ con
simetria respecto al eje x,. Supongamos que h tiene por lo menos dos mdximos locales
positivos y satisface una condicion de suavidad cerca de todo punto critico Ty de la forma:

h(r) = h(m) + a|]t — 10|* +0(1) cona #0 yn—3 < a <n—1. 5 W(r) cambia de
signo en las regiones donde h > 0 entonces la ecuacion:

Agu=0 en B™,
u (n-2) (-2

n 5 5 u? sobre OB"™,

donde 1 < p < -5 tiene solucion.
n—2

En este resultado agregamos a la condicion tipo Kazdan-Warner una condicion de suavi-
dad, basicamente usamos que en cada punto critico de h las derivadas de h se hacen
cero hasta las de orden (n — 3) y algunas derivadas de orden superior (< (n — 1)) son
distintas de cero. De esta manera podemos probar que la condicién kazdan-Warner es
también suficiente.

La cantidad de maquinaria que es necesaria para encarar la prueba del resultado
que queremos llegar no es en extremo alta; en general la demostracion podria hacerse
de una manera corta; si se obviara el hecho de introducir todos los conceptos, y suponer
que el lector posee ya muchos de estos presupuestos, sin embargo, es la idea de que la
lectura de este trabajo esté al alcance de todos, y por tanto presentaremos aqui una de-
mostracion del resultado clara y con una definicion de conceptos auto contenida; dando



las definiciones pertinentes y demostrando la mayor cantidad de resultados intermedios
que se hacen indispensables en el momento de entender la esencia de la prueba.

Sin embargo aunque la facil lectura para todos es una idea personal, no es la intencion
escribir un curso basico de geometria Riemanniana y aunque esta parte serd mas de-
tallada que la que incluye los prerrequisitos de analisis funcional y célculo variacional;
sera imperativo suponer algunos resultados y obviar algunos detalles. En el capitulo 2
llevaremos a cabo una recopilacion de los preeliminares necesarios en geometria difer-
encial, andlisis variacional y ecuaciones diferenciales apoyado en la presentacion hecha

en [1], [5],[8], [13], [15].

En el capitulo 3 realizaremos la extensién de la proyeccion estereografica, la cual resulta
vital para poder construir nuestra prueba y realizaremos estimativos a priori sobre los
funcionales definidos por el problema en intencion de crear un esquema variacional para
probar nuestro resultado.

En el capitulo 4 abordaremos la demostracién del resultado, consolidando el esquema

variacional que se construyé en el capitulo anterior y usando éste para la prueba tipo
paso de montana que nos dara la prueba del resultado.
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Capitulo 2

Preeliminares

2.1. Geometria

2.1.1. Variedades

Una variedad M de dimension n es un espacio topoldgico Hausdorff en el que cada
punto de M, tiene un entorno homeomorfico a R”, ademas es localmente compacto y
localmente conexo.

Definicién 2.1.1 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable de dimen-
sionn es un conjunto M y una familia de funciones inyectivas {¢,, : Uy — M} definidas
en subconjuntos abiertos U, de R™ tal que:

1. Upes @a(Us) = M

2. Para a, B con ¢o(Uy) N ds(Us) = W # ¢ los conjuntos o' (W) y qzﬁgl(W) son
abiertos en R™ y la funcién cambio de coordenadas (%1 0 o g (W) — o5' (W)
es diferenciable.

La familia de parametrizaciones {pa }aca serd llamada un atlas de la variedad y {pq, Us }
serd denominada una carta.

Es importante notar que el atlas induce una estructura diferenciable sobre el conjunto
M y a la vez una topologia natural sobre M como variedad. Basta definir a un A C M
como conjunto abierto en M si s6lo si ¢o-1(A N ¢o(Us)) es un abierto en R™ y las
parametrizaciones ¢, son continuas.

Definicién 2.1.2 (Variedad compacta). Se dice que una variedad M es compacta
si el conjunto M como espacio topolégico es compacto.

Ejemplos de Variedades diferenciables:

1. M =R" con ¢ =id es el ejemplo trivial de variedad diferenciable.
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n+1
2. Laesfera M = 8" = {(x1,...,241) € R : Z x; = 1} es una variedad diferen-

ciable de dimensién n,con las cartas deﬁmdas a81

para cada indice en A = {(1,+),...,(n+1,4),(1,—),...,(n+ 1, —)} definimos
¢ del conjunto Dy = {x € R : ||z|| < 1}

como
7 (x) = (21, ooy i1, £/ 1 — (@)%, 4, 00y ).

No es dificil ver que este conjunto como espacio topoldgico es compacto, asi que

S™ es una variedad compacta n-dimensional.

3. Haz Tangente: sea M una variedad n-dimensional y {(¢,, U, )} su atlas. Definimos
TM = {(p,u);p € M,v € T,M}, proveeremos al conjunto 7'M con la familia de
parametrizaciones ¢, : U, X R" — T'M dada por:

96, 96,
oty (a1, an)) = (¢a(u),ala% - anaﬁ )

no es dificil ver que T'M con el atlas dado es una variedad 2n-dimensional, esta
variedad es llamado el Haz Tangente.

2.1.2. Campos Vectoriales

Definicién 2.1.3. Un Campo Vectorial X en una variedad diferenciable M es una
correspondencia que asocia a cada p € M un vector X(p) € T,M; en términos de
funciones, X es una funcion de M en el Haz Tangente T'M , el campo X se dice difer-
enciable si la funcion X : M — T M es diferenciable.

Consideremos una parametrizacién ¢ : U C R™ — M podemos escribir

n

Z a;(p (%Z (a)

donde cada a; : U — R es una funciéon en U y {%} la base asociada a ¢.

Es claro que X es diferenciable si y sélo si los a; son diferenciables para alguna (y por
ende para cualquier) parametrizacion.

Es conveniente usar la expresién (a) y pensar un Campo Vectorial como una funcién
X : D — F del conjunto D de las funciones en M de la siguiente forma:

(Xf)w = Zaz
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dado por abuso la notacién escribimos f por f o ¢ en la parte derecha de la igualdad.

Esta expresion (X f) no depende de la parametrizacién ¢ y en este contexto es facil ver
que X es diferenciable siy sélosi X : D — D o sea que X f € D para toda f € D.

Es importante ver que cuando X : D — D satisface las propiedades de Leibniz esto es:
L [X(aof + 89)lp) = Xplaf +89) = aXpf + X9 = a(X f)p) + B(Xg)p)
2. [X(f- 9w = (Xp)9w) + fio)(Xp9) = (X S)w)]9m) + T (X9 )]-

Ejemplo 2.1.4. Los campos Vectoriales que trabajaremos principalmente estin dados
por los campos en R™ :

0

6@»
que a cada p le asignan el vector base e; i =1,...,n que son ortonormales entre si para
i=1,..,n y que forman una base de T,(R") = R™.

X =

1=1,..n

Una observacién que resulta muy 1til es que si tomamos dos Campos Vectoriales X y
Y en una Variedad M, entonces el operador que se obtiene al conmutar la composicion
de los operadores asociados con X y Y (es decir al tener f — XY f — Y Xf) es un
operador que proviene de un Campo Vectorial, este Campo vectorial sera llamado el
Bracket de X y Y y se denotard por [X,Y].

Definicién 2.1.5 (Bracket). Sean X yY dos campos vectoriales llamaremos el bracket
de estos al campo dado por [ X, Y] = XY =Y X, este campo es diferenciable y estd com-
pletamente determinada por X y Y.

Proposicion 2.1.6. St X, Y y Z son campos vectoriales diferenciables en M .si a,b son
reales y f, g funciones diferenciables entonces:

a [X,Y] = —[Y, X] (anticonmutatividad)
b [aX +0bY,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linealidad)
c [X,Y],Z]+[[Y, Z], X]+ [[Z, X],Y] = 0 (identidad Jacobi)
411X, g¥] = fglX, Y] + fX(g)Y — g¥ ()X
Demostracién. (a) y (b) son triviales para demostrar(c) Observemos que:

[X,Y],Z) = [XY ~YX,Z|=XYZ-YXZ - ZXY + ZYX

mientras que de otro lado,
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(XY, 2] + [V, [2, X]]
=XYZ-XZY -YZX+ZYX+YZX -YXZ - ZXY + XZY

Usando la propiedad (a) a la segunda expresién y sumando con la primera se obtiene
el resultado m

Definicién 2.1.7. Sea M una variedad diferenciable, denotaremos por X(M) al con-
Junto de todos los Campos vectoriales que pertenecen a C(M).

De ahora en adelante y cuando no se preste a confusiones denotaremos x'9; al Campo
X € X(M), claramente en notacién tensorial.

2.1.3. Meétricas Riemannianas

Definicién 2.1.8. Sea M una variedad, diremos que g es una métrica Riemanniana si
g es una funcion que asigna a cada p € M un producto interno g(p) : T,M x T,M — R
con la propiedad de que para todo par de campos vectoriales diferenciables X,Y la
funcién h(p) = g(p)(x(p),y(p)) definida en M es una funcion diferenciable.

Definicién 2.1.9. Sea g un producto interno o métrica riemanniana en M, diremos
que una base {0y, ...,0,} en T,M es ortonormal con respecto a g si g(p)(0;,0;) = ;.

De lo anterior es claro que para cualquier vector V' en la base {0, ...,0,}
V =0g(v,01)01 + ... + g(v,0,,) 0 }

Proposicién 2.1.10. si g es una métrica riemanniana en una variedad M con {0;}1,
base de T,M, entonces la matriz A € M,(R) cuyas entradas son g;; = g(0;,0;) es una
matriz invertible.

Demostracién. Si no fuese invertible tendriamos un w = (wy, ..., w,) tal que Aw =0
por tanto para todo ¢ € {1,...,n} :

0= gnwi + ... + ginwy, = g(v1, )wy + ... + g(vy, 0;)0 = Q(Wa 0;)

donde W = w0y + ... + w,,0, ya que {0i}iz, base de T),M. Asi g(W,v) = 0 para todo
v € T,M lo cual es contradiccion si v =W n

Denotaremos a la matriz inversa de A como la matriz con entradas ¢%, y a partir de
ahora si tenemos una variedad diferenciable M y una métrica Riemanniana g al par

(M, g) lo llamaremos una variedad Riemanniana.

Veamos algunos ejemplos que envuelven métricas y variedades Riemannianas.
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Ejemplo 2.1.11. FEl espacio hiperbolico n-dimensional.
M=R"Y ={zeR"/z, > 0}
con la métrica g:x%go.

Note que gy(e1,e1) = 25 luego [e1]| se hace mayor cuando mds nos aproximamos al
1

borde de B,(0,2) y que se acerca a go cuando oo — 0.

Ejemplo 2.1.12. Sea F' : M — N una inmersion esto es que f diferenciable y dfp :
TyM — Ty N es inyectiva para todo p € M. Si N tiene estructura riemanniana, F
induce una estructura riemanniana en M, se define fx g (métrica pullback de g por f)
mediante

f*9(X,Y) ) = g5, (dFp(X,), dFp(Y,)) VX, Y e R(M) y pe M

asi si M = S™ yi: S*™ — R"! es la inclusion, como i es un encaje tiene sentido
g =i*go (métrica candnica en S™) y asi dado p € S™ y v, w € T,S™ =< p >1 entonces
n

gp(v,w) = go(v,w) y dada X, Y € RN(M)g(X,Y) =) XY
=1

En los tltimos ejemplos pudimos ver que definifamos una métrica g para la cual g = fgq
dando g es el producto interno usual y f una funcién, en general esto puede suceder y
estar bien definido para productos distintos de gy, esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 2.1.13 (Métrica Conforme). Sea (M, g) una Variedad Riemanniana, se
dice que la métrica g es conforme a la métrica g st g = fg para alguna funcion suave y
positiva f de M en R, la propiedad de estas métricas es que preservan dngulos, asi que
sipe M yv, yw, son dos vectores no nulos de T, M

g(vzn wp) _ g(vp, wy)
[g(Up, Up)]l/Q[g(wm wp)]1/2 [g(vpa Up)]l/Q[g(wpv wp)]1/2

2.1.4. Conexion

La idea de una Conexion en una variedad riemanniana es la de poder definir la derivada
de un campo vectorial en la direccién de un vector determinado. Para campos vectoriales
en R" lo podemos hacer de manera natural, definiendo para un campo X : R" — R" y
un vector v en R" = T, R™:

, 1
VX (p) = lim —(X (p +tv) = X(p)) = DX (p).v
La dificultad en una variedad M es que en general si tomamos un vector v € T, M y una
curva «a(t) en M tal que o(0) = p y «(0) = v entonces la diferencia X (a(t)) — X (p) no

tiene sentido porque X («(t)) by X (p) estdn definidos en espacios vectoriales distintos
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y por lo tanto su resta no estd definida; en R" esto es posible ya que todos los T,R"
pueden identificarse.

Asi entonces la labor de la conexién serd proporcionar una forma de derivar en la
variedad.

Si pensamos en que exigirle a una derivada direccional de Campos vectoriales, lo minimo
que debemos pedir es que tal operacion sea lineal y la regla de Leibniz se tenga, tomando
esto en cuanta se define:

Definicién 2.1.14 (Conexién Afin). Una conexion Afin D en una variedad diferen-
ciable M es una funcion

D :RX(M) x X(M) — X(M)
que se denota por (X,Y) — DxY y satisface las siguientes propiedades:
1. Dix+g9gvZ = fDxZ + gDy Z
2. Dx(Y+Z)=DxY +DxZ si f,g € C°(M)
3. Dx(fY)=fDxY + X(f)Y.

Definicién 2.1.15. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, diremos que una conerion
D:X(M)x X(M)— X(M) en M es simétrica si:

DxY — DyX = [X,Y]

y compatible con la métrica si:

Zg(X,Y) = g(DzX.Y) + g(X, D,Y).

Note que para calcular el Bracket no es necesario una métrica Riemanniana, asi que la
simetria liga la estructura diferencial de la variedad con la conexion, mientras que la
compatibilidad la liga con la métrica Riemanniana.

Teorema 2.1.16 (Levi Civita). Sea (M, g) una métrica Riemanniana, entonces existe
una unica conexion simétrica y compatible con la métrica.

Demostracion. Sea V la conexién en M compatible con la métrica y simétrica; y sea
X,Y,Z € X(M) por compatibilidad:

Xg(Y,Z)=g(VxY,2)+g(Y,VxZ) (1)
Y9(Z,X)=9(VvZ,X)+g(Z,VyX) (
Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,VzY) (3)
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Asi si sumamos (1) y (2) y sustraemos (3):

=g(VxY,2) +g(Y,VxZ)+ g(VyZ,X) + g(Z,VyX) = g(V2zX,Y) — g(X, DzY)

luego por simetria

9(VxY,Z) +9(Z,VyX)
= Xg(Y,2)+Yg(Z,X) = Zg(X,Y) + g(VzX = VxZ,Y) + g(X,V,Y — VyZ)
=Xg(Y,2)+Yy(Z X) = Zg(X,Y) + 9([Z. X].Y) + 9(X,[Z,Y]) ()

pero ¢(Z,VyX) = g(Z,[Y, X]+VxY) = g(Z,[Y, X])+ 9(Z,VxY) asi si reemplazamos
en (a) obtenemos

9(VxY,Z) = %(XQ(K 2)+Yg(Z2, X)=29(X,Y)+9([Z, X],Y)+9(X, [Z,Y])=g(Z, [V, X])) *

La expresion (*) muestra que V estd determinada tinicamente por la métrica g, entonces
de existir V, esta seria tunica.

Para probar la existencia definamos V por (*), no es dificil probar que cumple con las
condiciones de la conexion. g

Definicién 2.1.17. Dada una variedad Riemanniana (M, g), definimos la conezion
Levi Civita ¥V como la unica conexion compatible con la métrica y simétrica.

Ahora si ¢ : U — M es una parametrizaciéon para todo p € ¢(U)C'M consideremos
V5,0;(¢u(u)), note que si conocemos estos Campos para todo i, j, entonces podemos
calcular V.Y (¢,) para cualquier campo X y Y, esto se debe a la linealidad y demas
propiedades de la conexién V y al hecho de que X y Y se puedan escribir como com-
binacion de los 0;, por esta razén las funciones Ffj : U — R definidas por:

= > rh (Wak(o(u)

determinan la conexién VxY en cualquier punto ¢(u).

Proposicién 2.1.18. Sea (M, g) variedad Riemanniana n-dimensional y ¢ : U — M
una parametrizacion si para todo i,j € {1,...,n}g;; = 9(9;, 9;) y las funciones ¢g* como
las componentes de la matriz inversa de la matriz A = {g,;} entonces los simbolos de

Christoffel de la conexién Levi Civita satisfacen que I'}; = T'% més aun:

8gi» r
a Z gzr _gjr - a_xj)g b
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Demostracién. La simetria se deduce del hecho de que Vy,0; = Vy,0; ya que la
conexion es simetria y [0;, 0;] = 0.

Ahora si reemplazo X por 0; y Y por d; y Z por 0, en :
1
9(VxY,Z) = §(X9(Y, 2)+Y9(Z, X)-Zg(X,Y)+9([Z, X].Y))+9(X, [Z,Y])—g(Z,[Y, X])

1agzl + ag]l agz]
20z, Ox;  0X

ambos lados por ¢'*, obtenemos n ecuaciones, al sumar estos n ecuaciones obtenemos

obtenemos Z [79q = para cada [ € {1,...,n},asi multiplicando a

Z agzl agyl agz’j) Ik
(9% ox 0X1

Ejemplo 2.1.19. Sea M = R" observe que los Ffj =0 y la curvatura V nos coincide
con la derivada usual.

Ejemplo 2.1.20. Sean M =R2 = {(z,y) € R*y > 0} y sea g = y%gg, asi:

1
g11 = ga2 = ?,912 =0

entonces los simbolos de Christoffel son:

1

1
M, =TL=015%=0T% =-T,=15=—
11 12 22 1= y 12 22 y

2.1.5. Geodésicas

El concepto de geodésica es un concepto fundamental en geometria Riemanniana, las
geodésicas son curvas especiales que minimizan la longitud de arco para puntos “su-
ficientemente cerca”; este concepto para una superficie en R? fue caracterizado por
Bernoulli y Euler como las curvas ¢(s) (donde s es la longitud de arco) para las cuales
la aceleracion ¢”(s) en R?® es perpendicular a la superficie, (Asi, la aceleracién ¢ desde
el punto de vista de la superficie es 0), aunque esta caracterizacién es lo tinico que

necesitamos para nuestro trabajo, hagamos una vision un poco més general.

Definicién 2.1.21 (campo paralelo a una curva). Un campo Y a lo largo en una
curva v se dice paralelo a lo largo de « si V;Y = 0.

Proposicién 2.1.22. Sea Y : [a,b] — M una curva en la variedad (M, g) y sea p € M
yv € T'pM entonces existe un unico campo vectorial Y a lo largo de ~v tal que es paralelo
a lo largo de v y satisface Y (a) =
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Demostracién. Usemos la notacién tensorial, sea Y = y'd;, si V.Y = (Yi—l—Fé-kyj ) Oi
la condicion de que Y sea paralelo a lo largo de 7 son las n ecuaciones lineales de primer
orden: .

Y; = _F;ky]%
y como tenemos la condicién inicial Y;(a) = v; entonces el teorema de existencia unicidad

de Ecuaciones diferenciales ordinaria nos da la prueba m

Definicién 2.1.23. Una curva 7y es geodésica si su tangente v es paralelo a través de
v, o0 sea si Viy = 0.

Proposicién 2.1.24. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, seap € M y seav € T,M
entonces existe € > 0 y una geodésica vy : [o,€) — M tal que v(0) = p y %(0) = v.

Demostracion. ya que

Vi = (% + Fék’yj%)a@'
La condicién de v geodésica nos lleva a un sistema de n ecuaciones diferenciales de
segundo orden:

Yi = =T (V)39
con la condicién inicial: v;(0) = p; y 4:(0) = v;, una vez més el teorema de existencia y
unicidad nos garantiza el resultado. Denotaremos a esta geodésica v, , m
Note que si v : [0.e) — M es una geodésica Lg(7,7) = 29(%,7) = 0 y esto im-
plica que [|7]|, es constante y por tanto la escogeremos |||, = ¢ # 0 para excluir
geodésicas reducidas a puntos, y diremos que las geodésicas son proporcionales a la

longitud de arco (que es cuando c=1).

Note ademéds que si y(t) satisface * entonces y(\t) también lo hace para todo A € R
y asi () = Ypaw(%) para A > 0y t € [0.€) en particular -, , estd definida en el
intervalo [0, ).

Gracias a esto podemos incrementar la velocidad de la geodésica reduciendo su intervalo
de definiciéon. De esta manera podemos introducir el concepto de mapeo exponencial:

Definicién 2.1.25. Seap € M y U = {(p,v),p e M yv € T,M |v| < e} CTM
Y Ypu(t) la tnica geodésica para la cual v,,(0) = p y 3p,(0) = v para cada p € M y
v € TpM con |v| <€, el mapeo exponencial exp : U — M se define como:

exp(p,v) = Ypo(l) = VP,ﬁ(‘UD

Es claro que exp es diferenciable, en general usaremos la restriccion de la exp a un sélo
congunto del espacio tangente T,M (p fijo):

expy : B(0)Cp — M
por exp,(v) = exp(p,v), es facil ver que exp,(0) = p.
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Proposicién 2.1.26. Dado p € M existe € > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M es
un difeomorfismo de B.(0) en un abierto de M.

Demostracién. Calculemos d(exp,)o, tomemos la curva a(t) = vt asf :

d d

d
d(exp,)o(v) = %(efﬁpp(w))\mo = %Vp,tv(l)’mo = E%,v(tﬂt:o =0

Con lo que d(exp,)o es la identidad en T,M y del teorema de la funcién inversa con-
cluimos que exp, es un difeomorfismo en una vecindad de Om

Definicién 2.1.27. Dada exp, : Br(0) C T,M — M, el nimero
i, = sup{R > 0/exp, es no singular en Br(0)}
se denomina radio de inyectividad, este radio es en general distinto para cada p € M.

Definicién 2.1.28. Una variedad M es completa (geodésicamente) si para todo p € M,
el mapeo exponencial, exp, estd definido para todo v € T,M, esto significa que la
geodésica 7y, ,(t) estd definida para todo t € R

Definiciéon 2.1.29. Para cualquier p € M existe una vecindad w de p y un numero § >
0 tal que para cada g € W exp, es un difeomorfismo de (35(0) C T,M y exp,(55(0)) C
W, W es entonces una vecindad normal.

Definicién 2.1.30 (Curvatura Geodésica). Sea C' una curva regular orientada en
una variedad M, y sea a(s) su parametrizacion por longitud de arco. El valor de la
derivada covariante [Do/(s)/ds| = K, de o/(s) en p es llamado curvatura geodésica de
Cenp

Notese que usualmente las geodésicas son curvas con curvatura geodésica cero.

2.1.6. Curvatura

La nocién de curvatura en una variedad riemanniana fue introducida por Riemann de
la siguiente forma:

Sea p € (M,g) y sea o C T,M un espacio dos dimensional del espacio tangente 7, M
de M en p. Consideremos el conjunto de geodésicas que empieza en p y son tangentes
a o, los segmentos de tales geodésicas en una vecindad normal U C M determinan una
subvariedad de dimensién dos S C M (S es la imagen de exp restringida a o Nexp,(U))
S tiene la métrica inducida de la inclusion, y como Gauss demostré que la curvatura de
una superficie puede ser expresada en términos de su métrica, entonces Riemann pudo
hablar de la curvatura de S en p, indicada por k(p, o) esta fue llamada la curvatura
seccional de M en p con respecto a o el conocimiento de k(p, o) para todo o determina
la curvatura R, la cual es una medida intuitiva de la cantidad que una variedad rie-
manniana se desvia de ser Euclidiana.
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Definicién 2.1.31. Sea (M, g) una variedad riemanniana, X,Y, Z,W € X(M), el ten-
sor de curvatura se define como:

R(X,)Y,ZW)=g(VxZ,VyZ —NyVxZ —=VixvZ, W)
9([Vx, Vy|Z = VixyZ,W)

Noétese que en esta definicién, si tomaramos los campos 0;, 0, Ok, 0 ya que [0;, 0;] = 0.
Obtenemos ¢([Vi, V|, Ok, 0;) y podemos pensar que la curvatura mide la no conmuta-
tividad de la no conexién.

Denotemos R;jr; = R(0k, 0, 0;,0;) los componentes del tensor de curvatura, asi si
X =2;0;, Y = v;0;, Z = 2;0;, w = w;0; entonces R(x,y, z,w) = z;y; 25w Ryjil.

Proposicién 2.1.32 (Identidad de Bianchi). El tensor de curvatura cumple que:
RX,) Y, Z W)+ RY,Z, X, W)+ R(Z, X, Y,W) =0
Proposicién 2.1.33. El tensor de Curvatura Cumple
1. R(X)Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z W)
2. RX,)Y,Z,W)=—-R(X,Y,W,Z)
3. R(X,)Y,Z,W)=R(Z W X,)Y)

Las dos proposiciones anteriores se encuentran demostradas en [?], en términos de
componentes se pueden escribir de la siguiente manera:

Rijks + Rjkis + Ryijs = 0
Rijks = _Rjik57 Rijks = _Rijsk’a Rijks = Rksij

Definicién 2.1.34 (Curvatura Seccional). Dado un punto p y una subvariedad N
2-dimensional que contiene a p y o = T,N C T,M la curvatura seccional de o en p
esta definida como:
R(z,y, vy)
|z[?ly* = (9(x,y))

donde x y y son dos vectores linealmente dependientes de T,N .

Notese que la curvatura seccional se define para cualquier par de vectores linealmente
independientes en 7T, N. Esto ya que la curvatura seccional es invariante bajo las trans-
formaciones {z,y} — {y,z}, {z,y} — { z,y},{z,y} — {x + Ay,y} por lo cual la
curvatura seccional es un invariante geométrico de N.
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Proposicion 2.1.35. El tensor de curvatura que da completamente definido por la
curvatura seccional:

Demostracion.

Esto es claro ya que si u, v ortonomales y k(u,v) = R(u, v, u,v) entonces
6R(u,v,w,2) = [k(u+z,v+w) —k(u+z,v) —k(u+z,w) — k(u,v+w) —k(z,v+w) —
k(v+z,u) + k(u,w) + k(v, 2)] — [k(u+w, v+ 2) — k(u +w,v) — k(u+w, 2) — k(u,v+
2) — k(u+w,v) + k(v,w) + k(u,2) | m

Definicién 2.1.36 (Tensor de Ricci). La primera contraccion del tensor de curvatu-
ra con respecto a la métrica g es llamado el tensor de Ricci y se denota Ric(X,Y).

Asi: Rie(X,Y) Zg R(X,Y))X,Y;) donde {Yi} es un conjunto de campos ortonor-
males.

Definicién 2.1.37 (Curvatura Escalar). Definimos la curvatura Escalar R como la
contraccion del tensor de Ricci con respecto a la métrica g. Asi localmente si {x;} es
un conjunto de Campos vectoriales, entonces:

R=> Ric(X; X;) = R(X; X;, X;, X;) Zg (X5, X;) X0, X))

Ahora si tomamos X; = 0;, las componentes del tensor de Ricci y la curvatura escalar

son: R, = Rfjn = Rijrsg* para el tensor de Ricci, y de la misma manera R = R;g™*

para la curvatura escalar.

Ejemplo 2.1.38. Calculemos el Tensor de Curvatura, el Tensor de Ricci y la curvatura
escalar de la esfera S™.

Sea vy, v9,v3,v4 € TpS™ y 2(q) = Xi — 9(Xi(q), q)q con X;(p) = v;.
Calculemos V x, X; = (dX;(q)(X;(q)))"

Sea a(t) una curva en S™ tal que a(0) = q y /(0) = X;(q)

d

(dX;(0)(Xi(@))" = —

0400z = ~g(a, X:(0)) X,(a)

ahora [X;, X;](p) = 0 ya que:
[Xi, X51(p) = Vx, X;(p) — Vi, Xi)(p) = —g(p, vi)v; + 9(p, vj)vi = 0
(ya que g(p,v;) =0 enS™) ahora en p tenemos :

Vx,Vx, X3 =Vx, —9(q, X3) X1 = —9(q, X3)Vx, X1 — X2(9(q, X3)) X1
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Vx, Vi, X3 = Vx, — 9(q, X3)Xo = —9(q, X3)Vx, Xo — X1 (9(q, X3)) Xo
lo cual es igual a:

Vx,Vx, X35(p) = —Xa2(9(p, v3))v1Vx, Vx, X5(p) = —X1(9(p, v3))v2

Calculemos X1(g(p,vs)) si B(t) es una curva en S™ tal que B(0) = p y B'(0) = v,
entonces:

Xi(g9(p, X3)) = d 9(B(t), X3(B(t)))]e=0 = g(8'(t), X*(B(t)))]e=0 = g(v1, v3)

dt
andlogamente Xo(g(p, X3)) = g(va, v3) y:

R<X1; Xo, X3, X4) = Q(VXQVX1X3<I?) - leszXS(p)ale(P))
= 9(—9(02, Ug)m + g(vh 03)02, U4) = g(UQ, 2)3)9(02, U4) - g(UQ, 03)9(01, U4)

ahora el tensor de ricci

Ricci(v,w) ZR (03, v,0;,w) = Zg(@i,@)g(v, w) — g(w, d;)g(v, 0;)

=1
=3 glo,w) = 3 glwi, i) = ng(v, w) — g(v,w) = (n — )g(v, w)
i=1 i=1
La curvatura escalar entonces

R= Z Ricci(0;,0;) = (n—1) =n(n—1)

Ejemplo 2.1.39. FEl tensor de curvatura en R™:
Si Z = (Zy,...7%,) y X, Y € X(R")
VxVyZ =(XYz,.,XY2,) = VyVxZ = (-YXz,..,—YXz,)

—VixyZ = —([X,Y]z,....[X,Y]z,)
Asi
R(X,Y)Z = ([X,Y]z,....[X,Y]z,) — ([X, Y]z, ... [X,Y]z,) =0

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) =0
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2.1.7. Transformaciones conformes

A continuaciéon pasaremos a estudiar como se comportan algunos elementos como los
simbolos de Cristoffel, el tensor de curvatura y Ricci bajo transformaciones de la métrica
de la forma § = e*/g.

Proposicién 2.1.40. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y § = ¢*' g una métrica

t los stmbolos de Cristoffel T%; de I on 'V se relaci
conforme a g entonces los simbolos de Cristoffel I'; de la conexidn V se relacionan con
los Tfj de la conexion V de la siguiente manera:

ffj = Ffj + (figj + figa — f19i7)9™
Demostracion:

1 _ .
T3 = 510:(33) + 05(ga) — 9(3:5)19"

1
— 5[&(91]6%) + 8J<€2fgzl) _ al<€2fgij)]€,2fglk

1 _
= i[zfieﬂgjll +2fie* gu — 2f19:5 + € 0i(g51) + €* 0;(gu) — €2 Oy (gi;)]e > g*

1 1
= 5[2figjl +2fig0 — 2f19:19" + 5[@'(%1 + 0;(ga) — 0i(g5)]9™

=T} + [figin + figu — fgilda

Proposicién 2.1.41. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y g = e?l g una métrica
conforme a g, la relacion entre los tensores de Ricci Ry, y Ry es:

Ri, = R — (n = 2) fu + (n = 2) fifi = (Af + (n = 2)|Vf[*)gax
Demostracion. Recordemos que:
Ry = Rijug” = (0,77, — airzk + F?kr§u - F;Lkrgu)
y que denotado 67 = g,,.g"" los simbolos de Christoffel entonces:
f% = Ffj + (figit + fign — f9i)g"

=T% + (fi0f + f;0F — 65;(V i)

Asumiremos los calculos en coordenados geodésicas alrededor de p para su simplicidad.
Ast gip(r) = die(p) ¥ Ffj(p) =0.

Entonces

R = 0;(I,) — 3z‘f;k + f?kfﬁu - f‘;'tkf‘gu‘
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Rit = (05Tl (fi0f +f18] =0 (V );)) =0Ty (5004 Fu0] =050 (V £)1)) (T (fidf +
F18¢ = 6 (V £)u) (Tl + (8 + fud] = 80V 1)) = (T + (08 + 582 — 5 (V1)) (T +
(fi0] + fud] = 0 (V f);)

Ast:

Ry, = (a](r;k) (17, )+ T4, — 1% T )+8j(fi5i+fkéf — 0 (V f);) = Oi f;00+ fub) —
5 ( f)]) (f35£+fu5] ]U(vf) )+F;u(fi6}: ‘*"fk(szy_5ik(vf)u)f|'(fi5l?+fk5;‘l_
i (V f)u)(fjcii + fud) = 6;u(V £);) — T4(fi03 + fubl = 60(V f);) = TL(f50k + fudf —
0k (V[ )u) = (f308 + f10F — 03a(V )u) (fi] + fud] — 0i(V [);)

Ahora ya que I' “r = 0 por estar en coordenadas geodésicas:

Rix = Riy, + 0;(f:0} + fu6? = 0u(V £);) = Oi(f5 + 6L+ fu6) — 0u(V £);) + (fioy + frd}' —
0k (V £)u) (f504 + fud] — 05u(V [);) — (f3005 + fu0} — 0i(V )u) (fil] + fub] — 0u(V f);)

Veamos esto linea por linea, analicemos la primera linea:
Ra, + 0;(f:6}) + 0;(f18]) = 610;(V £);) = 0:(£;6%) — Ds(nfi) + B(0;s(V f);)
Cambiamos por la k la j del primer término, ¢ por la j del segundo en el tercero tomo

en cuenta que 0;((Vf);) = Af ya que Af = 0;((Vf);) + 1, (Vf); pero F]k =0.Enel
cuarto cambio por k la j, en el sexto término tomo en cuenta que 0;,(V f ) fr Asi

Rir. + fir + fi — 050;(V f);) — fix — nfir + Oi(fr)
y esto es igual a Ry, — (n — 2) fi. — du(Af)
Analicemos la segunda liea
(fi6% + f56;" = 0 (V ) (f50, + fud] — 6;u(V f);)

Cambia por u las j del segundo factor y recuerdo de 6? = n asi tengo:

Cambiando u por ¢ o k segiin convenga obtengo:

fife + fife = 6V f) fu +nfifi +nfifi — nifu(VF)u — fife — fife + 6 fu(V f)u
tomo en cuenta que f, = (Vf);0,; y obtengo:
2nfifu — néik(vf)u(vf)jélm
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=2nfifr — msikfvf‘z

ya que

Analizando la tercera linea:

(= f;0% = Ji0} + (V) (fi6h + fu6] = 6(V f);)
multiplicamos: ' ‘ ‘
—f1.1i6,0% = fu fi03 6+ i(V f a0, = f fu0u6] — fr S 07 405 (V f)ufud] + 15 (V f) 0005+
fkém(Vf)ﬂ}‘ - 5jk5z‘u(vf>u(vf)j'

Teniendo en cuenta que 5}‘5& = 55: = n y luego reemplazo por u las 7 donde sea conve-
niente:

_fufi(sﬁ - nfkfz =+ fl(vf)u(suk - fjfuéﬁézu - flcfué? + 5uk(vf)ufu(szu + fU(vf)uéﬁéiu +
fk(sz‘u(vf)u - 5uk5iu(vf)U(vf)u

Cambio la j faltante por ¢ y las u por ¢ o k tenemos:
—fife = nfufi + fife = fifi = fife + 0ur(V F)ufudl + 6 (V f)uull + fifi — fife
= —nfifr = 2fifx + 0uk0(V [)u(V f);0u; + 0500(V f)u(V f);0u; (va que fu = (Vf);0u;)

Ahora ya que (Vf),(Vf);d.; = |V f|* obtenemos:
—nfific = 2fifx + 6ur0i IV f P+ 65|V 26
Cambiando u por ¢ o por k segiin sea conveniente:
—nfifi = 2fifx + 2|V 6.
Ahora sumo las tres lineas y
Riy, = Rip, — (n = 2) fir — Afdir+ (n = 2) fifi — (n = 2)|V |64

=Ry, —(n—=2)fu+ (n—=2)fifs — (Af + (n = 2)|Vf]*) g

Obteniendo asi el resultado deseado g

Proposicién 2.1.42. Sean (M, g) una variedad Riemanniana y § = e* g una métrica
conforme a g con [ suave sobre M. Entonces la curvatura escalar R respecto a la
métrica g se relaciona con la curvatura R correspondiente a la métrica g de la siguiente
forma:

R=e [R—z(n— DAL f — (n— 1)(n—2)]Vﬂ§]. (2.1)
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Demostracion. Como el cédlculo del tensor de Ricci lo realizamos en coordenadas
geodésicas. Este calculo también lo realizaremos utilizando el argumento de que en el

punto x, gpe(x) = dp(z) v F’;q(x) =0 parap,q,k=1,...,n.

R :Mqu = ¢ 2§ [qu - (n - Q)qu + (n - 2)fpfq - (Af + (n - 2) |Vf|2) 5pq}
=% —(n = 2) fpg0" + (n = 2) f fy"" — P16, A f — 6P6py(n — 2) ‘vﬂz]
—e*zf R~ (1= 2)fp" + (n = 2) fy f* = nAf = n(n—2) [V f]]
—(n

—2)Af + (n—2) |Vf* = nAf —n(n —2) |Vf|?]
=2 [R—2(n—-1Af - (n—l)(n—2)|Vf|].

2.1.8. La segunda forma

A continuacién trabajaremos la idea de la segunda forma fundamental de una hiper-
variedad M de dimension n, inmensa en una variedad M, n+ 1 dimensional y a partir
de ahi observar como se comporta la relacion conforme en nuestras ecuaciones.

Definicién 2.1.43. Un Mapeo diferenciable o : M — M se dice una inmersion si dip, :
T,M — T¢(p)M es inyectiva para todo p € M, notemos que la métrica g induce de forma
natural una métrica g' en M, tomese vy,vy € T,M y ¢'(vi,v2) = g(dpy(v1), dp,(v2)).
Con esta métrica ¢’ podemos pensar en ¢ como una inmersion isométrica de M en M.

Observe que gracias a que ¢ es inmersion, entonces para cada p € M existe una vecindad
U C M de p tal que f(U) C M es una subvariedad de M, (f parametrizacién de f(U))
de esta manera podemos identificar U con f(U) y cada v € T,M con dp,(v) € Ty M.

Esta identificacién es importante pues hace posible que podamos hacer extensiones lo-
cales de Campos vectoriales (definidos en U) en M a Campos vectoriales (definidos en
U) en M. Si U es suficientemente pequeno, esto es siempre posible usando el difeomor-
fismo f.

Para cada p € M el producto interno en T,M parte T,M en la suma directa
T,M =T,M & (T,M)*

donde (T,,M)* es el complemento ortogonal de (T,M) en T, M.

Asisiv € T,M p € M entonces v = v’ + v con v’ € T,M y vV € (T,M)*.

Definicién 2.1.44. Sean X,Y € X(m) y V la conexién en M, son X y Y son las
extensiones locales a M de X,Y definimos la conexion V en M de la siguiente manera:

VoY = (V7"
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Probar que efectivamente esta es la conexion Riemanniana inducida por la métrica es
sencillo, las propiedades de la conexion y la simetria son triviales, todo lo que resta es
ver la compatibilidad en la métrica:

Demostracién. Sean X,Y,Z € R(m) asf: o
Xg' (Y, 2) = Xg(dpy(Y), dpp(Z) = g(Vxdep(Y), dey(Z)) + g(Vxdey(Z), dep(Y)) (va

que g compatible con V) ahora:
g(deS%(Z% dpp(Z)) = g((deQOp(Y))T + (vfd‘:pp(y))]vv dpp(Z))yp
= 9(Vxdpp(Y)", dpyp(2))y = g(Vxdpp(Y), dpp(2)) )

Asi:
Xg'(Y,2)p, = g(Vxdpy(Y), dpp(2))p + 9(Vxdeyp(Z), dpp(Y)),
= 9(dpp(VxY), dpp(Z))p + 9(dep(Vx Z), dpp(Y)),
=9 (VxY,Z) + ¢ (VxZ,Y)
|

Nota: (Vxdp,(Y) = dp,(VxY)) se da por la identificacién inyectiva de T,M con un
subconjunto de Ty, ,) M a través de dyp,.

Para definir la segunda forma fundamental de una inmersién ¢ : M — M es conveniente

introducir la siguiente definicion:

Definicién 2.1.45. Sean X,Y son Campos Vectoriales locales en M el mapeo
B(X,Y)=VygY —VyxY

es un campo vectorial normal M en M.

Nétese que B(X,Y) no depende de la extensiones X y Y, esto es claro ya que si X es
otra extensién de X tenemos:

(VY = VxY) = (Vx,Y = VxY) =Vx %Y
que es cero en M pues X — X; =0 en M. Para Y es anélogo.

Ast B(X,Y') esté bien definida. En lo que sigue llamaremos R(M )" al conjunto de los
campos vectoriales diferenciables en M (localmente) y que son normales a M.

Proposicién 2.1.46. Si X,Y € R(M), el mapeo B : (M) x (M) — R(M)* dado
por B(X,Y) = VY — VxY es bilineal y simétrico.

Definicién 2.1.47. Seap € M yn € (T,M)* el mapeo H, : (T,M) x (I,M) — R
lInl| =1 dado por

Hn(XaY)p = g(B(va)vn)p va € TPM

es una forma bilineal simétrica.
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Definiciéon 2.1.48. La sequnda forma fundamental 11, : T,M — R respecto al vector
n(p) se define como la forma cuadrdtica

Un(X)(p) = g(B(X, X)/n)(p)'

El operador autoadjunto asociado a esta forma cuadrdtica es llamado el Operador De
Forma Sy (X)) : T,M — T,M dado por la relacion:

9(Sp(@),Y)p = g(B(X,Y),n)p.

Proposicién 2.1.49. Seap € M,x € T,M y N € (T,M)* la extension local exterior
a M den (| N|| =1) entonces:

Sp(x) = =(VxN)"

Demostraciéon. Sea x,y € T,M y sean X,Y extension local de z,y respectivamente
y que son tangentes a M, entonces g(N,Y) =0y asi:

9(Su(X),y) = 9(B(X,Y),N), = g(VxY — VY, N), = g(VxY,N),
ahora Xg(N,Y) =0=g(VxY,N)+g(VxN,Y) y ast:
9(Su(@),y)p = —9(VxN,Y), = g(-VxN,Y),
ahora ya que:
g(N,N)=1— Xg(N,N)=0=g(VxN,N)+g(VxN,N)

lo cual implica:

g(VxN,N)=0y VxN = (VxN)".
| 9(5.(X).9) = g(~(Vx N, )

|
Notese que de esta forma encontramos una definicion comoda para trabajar la segunda

forma:

h(X,Y)=—g(VxN,Y)

y en coordenadas seria:
—VaiNj = h”

La curvatura media en x € OM esta definida por

() = L )

29



Proposicién 2.1.50. Sean (M, g) una variedad Riemanniana con frontera y g = e*/ g
una métrica conforme a g con f suave sobre M. La ley de transformacion para la
sequnda forma fundamental estd dada por

- 0
hij = €fhij + an (ef) Gij, paratodoi,j=1,2,..,n—1, (2.2)
n

donde a% es la derivada normal con respecto al vector normal exterior y a la métrica g.

Demostracién. Sea x € OM, {0y, 0s,...,0,_1} sumarco asociado y 7 el vector normal
exterior con respecto a la métrica g que se puede expresar como n = ¢*0d, con 1 < u < n.

El vector normal exterior 7 con respecto a la métrica § esta dado por 7 = e/,
g1, 1m) = e g(i,m) = g(e’7, P ) = g(n,n) = 1.

Por otro lado, utilizando la ecuacién —V,N; = h;;. y denotando por V la conexién
correspondiente a la métrica g, obtenemos

Vo =V, 0y = 0;(¢)0y + "V o,0u = 95(c*)Du + T, )
=0;(c*)0y + T4, 00+ ¢ (fibuk + fubki — frdu) 070y
—0,(c)0y + Vi + ¢ (f:0L + fu0l — Fi8:u0™) O
=Von + fic"0y + " fu0; — floic s;
=Von+ fin+ " fu0; — f'Oc" gin
=Von + [+ c"f.0; — f'Oc g(0;,0,)
=Von + fim+ " fu0; — 101 9(0;, c*0,)

0
=Van+ fin+ a—{]ai -~V fg(0i,n),
pues,
a’f D U U £p U
o =g(Vfn) = g(ff0,,c"0u) = " fPgpu = " fu.
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Ahora, si1 <1,5 <n—1,

hij 2’5(%8[777 3;‘) =y (ﬁai(effﬁ)a 31)
=e*g(0; (™) m,9;) +e'g (@)ﬂ]a 3]‘)
—c g(~fie I n,0;) + ¢ (Vo )

=—elfi g, 0;) + €f9<6aﬂ7, 3]')

:efg<§ain,6j) ( dado que g(n,0;) =0 parai=1,...n —1)
0
=ely (Vam + fin + 3—‘2@ —Vfg9(9i,m) 78]')
0
=elg(Von,0;) + ¢’ fig(n, 9;) + efa—ig (05, 0;) — €9 (9i,m) 9 (V f, 0;)
of of
:efhij + efa—ngij = ef (hZJ + a—ngw> .

Proposicién 2.1.51. Sean (M, g) una variedad Riemanniana con frontera y g = e*/ g
una métrica conforme a g. La curvatura media h respecto a la métrica g estd dada por

~ of
h= e/ (h+2Z1]). 2.3
; (+ an) (2.3)
Demostracion.
h=—— Gip.—— 9 |fp.. FZLg ) = f Y -z )
-0 " T - ( ””ag”) OV -y

Las férmulas (2.1) y (2.3) calculadas en la seccién anterior se simplifican considerable-
mente si hacemos la sustitucion

e2f — qy1/n-2)

donde u es una funcién suave y positiva sobre M, ya que la funcion f se puede expresar
de la siguiente forma:

2
Entonces
_ 2w
Jo = (n—2)u’
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Luego, la norma del gradiente cumple:

2 \*1
Vi = (25) vl

Por otro lado,

fo= 2 [@_upuq]
P n=2)Lu u? 17

De manera que el laplaciano se puede escribir como:

2 Agu |VU\§
Agf_(n—Q)( w o ow? |

Proposicién 2.1.52. Sean (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n > 3 y
g= u4/~(”_2)g una métrica conforme a g. Entonces la curvatura escalar R vy la curvatura
media h poseen la siguiente forma:

4(n—1) Lu - 2 Bu

f=- (n—2) ur+d/2) Y (n— 2) w2

(2.4)

donde L es el operador laplaciano conforme definido como L = A, — ;&:ZB)R sobre M
(n—

22)h sobre OM y 8@ es la derivada normal
"

y B es el operador frontera, B = a% +

exterior.
Demostracion.
5 2 (Agu |Vl 2 \?|Vul’
_, —4/(n=2) | p _ _ gy g\ _ . _ g
R =u R —2(n 1>(n—2)< " = (n—1)(n 2>(n—2) —
—y M=) | p _ dn—1) [ Agu B ’VU@ _ 4(n—1) !Vulz
(n—2) u u? (n—2) wu?
—y (=2 | g _ M Agu
n—2) u
202 |, =D T
(n—-2)"°

Sea L =A, — %R entonces

4(n—1) Lu

R=- (n —2) w2/
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~ 0 2 2 10u
22 | 9 ) 2 e2) 10u
h=u [’” o ((n—2> “(“’)} u [’” <n—2>uan]

et

:u—n/(n—Q) |:hu+

Sea B = a% + @h entonces

~(n—2)un/(n=2)"

|
Dada entonces una métrica g con curvatura escalar R y curvatura media h en una

variedad M podemos encontrar una métrica g con curvatura escalar prescrita R y
curvatura media h a partir de las ecuaciones que nos sugiere (2.4) osea:

(n=2) 5 22 (n—2)
A ——Rurn? = —~ M
gu+4(n_1)Ru 4(n_1)Ru en M,
oy
on 2 B 2

Ahora consideremos cuando M = B™ la bola unitaria con la métrica euclidiana gy que
tiene curvatura escalar R = 0 sobre la bola y h = 1 sobre la frontera 0B" nuestras
ecuaciones cambian a:

(TL _ 2) S, 1t n
Agu + mRU,"—Q =0 en B ,
(2.6)
—9) —(n—2
% + (n 5 )u = h(n2—)u”/(”_2) sobre 0B",
Ui

Para nuestro trabajo veremos que si I cambie de signo cuando R=0 y I sea positiva

es suficiente para garantizar la existencia de una solucién u y por tanto de la métrica

g.
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2.2. Analisis Funcional

2.2.1. Espacios de Sobolev

El problema con los espacios usuales de funciones como C*°(M) y otros espacios de
Banach o Hilbert y la técnica de ecuaciones diferenciales, es garantizar el hecho de que
las soluciones que encontramos para nuestros problemas existan en tales espacios. Lo
que necesitdbamos era tener otros espacios, que contuvieran menos funciones suaves,
o por lo menos funciones con menos propiedades de suavidad. En la practica los espa-
cios de Sobolev son disenados para tener algunas propiedades de suavidad pero no todas.

Recordemos que el soporte de una funcién se define como la adherencia de los pun-
tos pertenecientes al espacio tal que la funcién no se hace cero alli, esto es sop(f) =
Adh{z € M/f(x) # 0}, con esto en mente definamos entonces la nocién funcién de
prueba:

Definicién 2.2.1. Sea C§°(M) el espacio de las funciones infinitamente diferenciables
con soporte compacto en M. Llamaremos a una funcion ¢ € Cg°(M) una funcion de
prueba.

Lema 2.2.2. Sea M wvariedad n-dimensional y Q0 C M un abierto 1 < i < n para toda
¢ € CH(Q) tomemos que:
Op(2) ,

=0
Q Ox; v

Demostracién. Sean p(x) = 0 para x € M/Q asi podemos trabajar con ¢ € C} (M),
sea sop(p) C [—a,a]™ para n € R sin pérdida de generalidad asumamos que ¢ = n asi,
para un punto fijo (z1,...,7,_1) € R"! tenemos que:

0
/ 8:20 (X1, ooy Tp)dxy, = (21, oy Tp1,0) — @(X1, ooy Tpog,a) =0

2) dx = 0.

(estos puntos estan fuera de M/Q) y asi fM

:E

Ahora ya que si p € CH(M) y ¢ € C}(M) entonces fgo € CI(M) tenemos:

[, Soutoria == [ 075

iterando para f € C*(Q) y ¢ € C3(Q):

/M azj;(;)w(m)dm B /M ags(z:z 8:01 /f 8:6 de

y sumando sobre i:

/MAf(x)w /Vf )WVe(x /f JAp(z)dx ()

34




Lema 2.2.3. Si Au = f entonces = 0.

vol(M fM

Demostracién. Si Au = f asi [, Audz = [,, fdx pero [ Au = — [ Vu.V(1) con-
siderando como funcién de prueba ¢ =1 asf — [Vu.V(1) =0y fM fdr=0m

Es interesante ver que si f cumple ciertas condiciones entonces el reciproco también se
cumple, esto lo veremos luego.

Definicién 2.2.4. A partir de ahora denotaremos
Lig(M) ={f : M — RU {+o0} : f € L'(Q)}

para cada Q@ C M (Q C M significa que S estd acotada y su adherencia estd contenida
en M ).

Definicién 2.2.5. Sea f € Lj,.(M) una funcién v € L}, (M) es llamada una derivada
débil de f en la direccion z;(x = (x1,...,z,) € R") si

[ pterte = [ s 52

se tiene para todo ¢ € C3(Q) o funcidén prueba.

Escribiremos v = D;f y en caso de que f tenga derivada débil para todo ¢ = 1,...,n
escribiremos

Df =(D:f, ..., Dnf).

Obviamente si f € C'(M), las derivadas débiles son las usuales, sean D;f = 2L

ox;*

Es importante ver que hay funciones que tienen derivadas débiles y no son C'(Q),
y a su vez no toda funcién en L}, (M) es una derivada débil o tiene derivadas débiles

Definicién 2.2.6. Sea f € L} (M)a = (aq,...,a,) @; =0 (i=1,...n)|la| =k >0

0 0

Dyp = (8—%)061 '(%)Q"SO

para p € C*(M).

Definicién 2.2.7. Una funcion v € L}, (M) es llamada la a-esima derivada débil de

f (U = Daf) St
/ podr = (—1)""/ f-Dopdr Yo € Cy(M).
M M

Definicién 2.2.8. Para k € N 1 < p < oo, definamos el espacio de sobolev W*P(M)
por WFP(M) = {f € LP(M) : D, f emste y esta en LP(M)para todo |o| < k}
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k
Definimos la norma || f{|yya.par = (Z/ |Do f|P) para (1 < p < ).
a=1"M

Para mayor simplicidad de ahora en adelante usaremos para W*P?(M) la norma

k
- / Vo
j=0 M

donde Viu = ¢"'V u.
Teorema 2.2.9. Sea 1 < p < 0o,k € N el espacio W*P(M) es un espacio de Banach.

Demostracién. Primero observemos que |[ullyye.p(y €8 una norma, claramente

IAullynnary = 1A Tullwrn o)

HUHWk,p(M) =0siysélosiu=0

k
esto es claro ya que si [[ul] op(py) = 0 — Z/ (VIu)|P = 0y asi ¢7V,u = 0 pero
j=0 "M

si Viu = 0 para todo r entonces u = k constante c. t. p., pero ya que la medida de
Lebesgue es invariante bajo translaciones entonces [ |ul? = [, |u — k[P = 0 y esto es
u = 0 c.t.p. Ahora tomemos u,v € W*P(M) si 1 < p < oo la desigualdad de Minkowski
implica:

o+ olhyis 1) = (3 [ (970 + (720)])
& [ 1wl + o)

< [ I+ [ I

el + 0l -

Resta probar que W*P(M) es completo, astimase que (u,)yey €8 una sucesién de
Cauchy en W*P(M) asf para ||| < k&, {(Vtm)atren es una sucesién de Cauchy en
LP(M), consecuencia de la norma, como LP(M) es completo existe una funcién wu, €
LP(M) tal que

(Vi) — U con LP(M)

en especial para a = 0 pero esto es u,, — ug = u en LP(M).
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Ahora decimos que u € WH"P(M), osea que (Vu) = u, para probar esto tomamos
¢ € GG (M) y:

/u(ng)a dr = lim Um(V@)a dz
M

n—oo M

lfm (—1)|Q/M(Vum)¢ de = (—1)04/Mum¢ dx

m—00

Como tenemos que (Vupr)o — (Vu), es LP(M) para todo |a| < k 'y podemos ver que
Uy, — uw en W*P(m) como necesitdbamos. m

Definicién 2.2.10. El espacio Hy(M) = WZ(M) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Solo es cuestion de notar que si tomamos el producto interno:
< f.9>= [,(V? ) (Vg) para Wi (M)

La noma || fllyzar) = (o (I /1)%)!/2 cumple que:

||f||W5(M) =(<f,f >)1/2.

]
Llamaremos de ahora en adelante a W} (M) € W} (M)el subespacio de W}(M) con

soporte compacto. Este espacio es de Banach también y de la misma manera:

Wio(M) = Hyo(M).

2.2.2. El Teorema de Encaje de Sobolev

A continuacién seran presentadas algunas definiciones que haran més clara la idea del
teorema de encaje de Sobolev, este es un resultado clasico del andlisis que juega un
papel clave en nuestro trabajo.

Definicién 2.2.11. Sea X,Y espacios de Banach, decimos que x estd continuamente
encajado en y si existe una constante C' tal que ||p|ly < C ||p||lx para todo p € C.

Decimos que X esta encajado compactamente en Y, o equivalentemente si cada suce-
sion acotada en X tiene una sucesion que convergente en Y.

Definicién 2.2.12. Sean X,Y espacio de Banach y A un operador lineal, decimos que
A es compacto, si manda conjuntos acotados en conjuntos precompactos, o sea que para
cada 2 C X acotado tenemos que A(Q2) CY es compacto.

Teorema 2.2.13. Un operador A de X enY es compacto si y solo si es secuencialmente
compacto. O sea si y solo si cada una sucesion acotada (Tn)ne(ny Se tiene que A(x,)
tiene una sucesion convergente.
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Demostracion. La prueba de este teorema se tiene del hecho que cada conjunto pre-
compacto puede ser caracterizado por sucesiones, asi un conjunto S es un espacio lineal
normado es precompacto si y s6lo si cada sucesién en S tiene una sucesién convergente
|

Llegado este punto podemos enunciarlo:

Teorema 2.2.14 (Teorema de Encaje de Sobolev). (Ver [8] pdg. 20)

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta n-dimensional con n > 3.

a) Siq< -2 entonces H (M) estd continuamente encajado en LI(M).

Sir< 2((71"__21)) entonces HE(M) estd continuamente encajado en L™ (OM).

b) Suponga las desigualdades estrictas en literal anterior. Las inclusiones
H}(M)— LY(M) y H}(M)< L (0M)

son compactas.

2.2.3. Teorema de la divergencia

Teorema 2.2.15 (Teorema de la divergencia).

Sea M C R™ un dominio compacto con frontera OM suave. Supongamos que W es un
campo vectorial diferenciable, definido en M y que i es el campo vectorial normal hacia
afuera en la frontera OM. Entonces:

/M div(W) dv — / g (W.n) do.

oM
Sean f y h funciones definidas en M, suficientemente suaves de modo que las operaciones
de diferenciacion e integracion aplicadas a ellas sean siempre validas. Sea W = AV f.
Por la propiedad de la divergencia tenemos

div(W) = div(hVf)
= hdiv(Vf)+g(Vf,Vh)
= hdgf+g(Vf,Vh),

por tanto del teorema de la Divergencia se tiene que

/ (hAf + 9 (V1. VR) do = / hg(Vf.n) do.
M oM

0
puesto que g (Vf,n) = 8_f’ tenemos
n

/(hAgf+g(Vf,Vh))dv:/ 19

0-7
om 0N
llamada la primera identidad de Green.
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2.3. Calculo de variaciones
Supongamos que tenemos una ecuaciéon diferencial de la forma:
(1) Afu] =0
en esta formula A[.] representa, un operador diferencial (lineal o no) y u es desconocido.

El cédlculo de variaciones identifica una rama de estos problemas que pueden ser re-
sueltos por andlisis funcional y algunas de sus técnicas, esta clase son los problemas
variacionales de la forma de la ecuacién (1) donde el operador A[] es la derivada de un
funcional de energia apropiado I[.].

Ast A[.] = I'[.] y el problema (1) seria equivalente a:
I'lu] = 0.

Asi podemos reconocer las soluciones de (1) como puntos criticos de [[.], en algunas
circunstancias esto es mas facil de hallar, y asi una solucién de I'[u] = 0 se presume
solucion del problema original.

2.3.1. La primera variacion y ecuacion de Euler-Lagrange

Definicién 2.3.1. Suponga un abierto U C R"™ acotado, sin frontera y una funcion
suave:

L:R"xRxU—=R
Llamaremos L el lagrangiano y escribimos:
L= L<p7 2y l’) = L(Ph vy Pns 25, 15 ey xn)
dado p sustituye D, (), z sustituye w(z).

Definamos también:

D,L = (Ly,,...,Ly,,)
D,.L =1L,
D,L=(Ly,...,Lys,)

Ahora para las ideas que llevabamos anteriormente, seremos mas precisos y buscaremos
I[.] que tenga la forma explicita:

Tw] = /U L(Dw(x), w(z), z)dz

para funciones w : U — R.

39



Supongamos ahora que una funcién u es un minimizante de I[.], demostraremos que u
seria automaticamente solucién de un tipo especial de ecuacién diferencial parcial.

Para confirmar esto tomemos v € C5°(M) y considere:
i(t) =Iu+tv] (teR)
como u es minimizante entonces i(.) tiene un minimo en t =0 y ¢(0) = 0.

Calculando esto explicitamente (llamado la primera variacién) si
i(t) = /L(Du + tDv,u + tv, z)dx.
—d(t) = /U i L,i(Du+tDv,u+ tv, x).vy, + Lo(Du + tDv,u + tv, x).vdz.
sea t = 0, entonces:

0=14'(0) = /Z L,.(Du,u, )V, + L,(Du, u, z)vdz.

ahora ya que v tiene soporte compacto, integro por partes y tenemos:

n

0= /[— Z(Lpi(Du, U, &)y, + L.(Du,u, x)|vde

=1
como esto se tiene para cualquier funcion de prueba v, se concluye que u resuelve la
ecuacion diferencial:

—Z (Du,u,x),, + L.(Du,u,z)) =0 en U.
esta es la ecuaciéon de Euler-Lagrange asociada con el funcional de energia I1.].

Ejemplo 2.3.2. Sea f : R — R, defina su antiderivada F(z / f(y)dy, entonces

la ecuacion de Euler-legrange asociada con
1 2
I(w) = §|Vw] — F(w)dx

es la ecuacion de poisson —Au = f(u).

Note que todo esto se puede extender a una variedad M n-dimensional.
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Definicién 2.3.3. Decimos que una sucesion {ug}tren contenida en M convergente
débilmente a u € X, ur, — u si g(ug,y) — g(u,y) para toda y € M.

Nétese que una sucesion (,)nen que convergente a X en el sentido usual (o fuerte) es
también débilmente convergente, esto gracias a que:

l9(zn:y) — g(z, )l = llg(zn — 2, 9)[| < |lzn — [ ||y
(por desigualdad de Schwarz).

Teorema 2.3.4. Una sucesion débilmente convergente (,)nen €S un espacio normado
M tiene un “unico limite x, es acotada y:

]l < M anf [z,
n—oo

Demostracién. g(z, —x,z, —x) = 0 pero g(z, — z,z, — ) = g(xp, x,) — 29(Tp, T) +
g(x,z), ahora como g(z,,x) — g(x,x) cuando n — oo se tiene que

0 < liminf ||z, || — Ym inf 2¢(z,, ) + g(x, x)
0 < liminf ||z, || — ||z|”
Joll < tim inf ]

|
Extendamos algunos teoremas ttiles del andlisis a su forma en la topologia débil.

Definicién 2.3.5. Un subconjunto M se dice secuencialmente compacto en forma débil,

si cada sucesion en M contiene una subsucesion que converge débilmente a un punto
en M.

Teorema 2.3.6. En un espacio de Hilbert, un conjunto acotado es secuencialmente
compacto en forma débil.

Teorema 2.3.7. Cada sucesion acotado (x,)nen en un espacio de Hilbert tiene una
subsucesion débilmente convergente.

Una de las condiciones mds comunes para garantizar que un funcional F[.| alcanza
su minimo es la nocién de semicontinuidad interior débil, para entender mejor esto
hagamos la siguiente introduccién:

Definicién 2.3.8. Sea m = infF[u| (donde A es un conjunto adecuado segin nuestro
funcional) y sea uy € A tal que Flu,] — m cuando k — oo, llamaremos en las {uy}
una sucesion minimizante.
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Ahora nos gustaria que alguna sucesién {ug} fuera convergente a un minimo en el
conjunto, para esto se necesita una idea de compacidad, sin embargo los espacios W} (M)
son de dimensién infinita y puedo garantizar muy poco de lo que necesito. Alli es donde
entra la topologia débil y en LP(M) 1 < p < oo existe una sucesién {u; }jen C {ur fren
y una funcién v € Wy (M) tal que:

uy; — u débilmente en LP(M)
Vuy, — Vu débilmente en LP(M : R")

o de manera abreviada ug; — w débilmente en WY (M)

Sin embargo en la topologia débil el funcional integral F'[.] no es continuo con respecto
a la convergencia débil y no puedo garantizar que

Flu] = lim Flug) ()

ya que aunque Vuyg; — Vu, no implica Vug; — Vu c.t.p y por consecuencia no puedo
garantizar que v sea un minimo. Sin embargo realmente no necesitamos enteramente la
condicién (*) si no sélo:

Flu] < lim infFluy]

J]—00

y por tanto gracias a que F[ug] — m cuando k — oo tendriamos que Flu| < m pero
ya que m = in fyea F[u] tendriamos.
m < Flu] y u serfa un minimo. Con la idea clara ahora definamos:

Definicién 2.3.9. Diremos que un funcional F|.] es (secuencialmente) semicontinuo
inferiormente de manera débil en WY (M) si se tiene que

Flu) < lim infF|uy]

k—o0
cuando ux, — u débilmente en W (M).

Definicién 2.3.10. Sean S; y Sy espacios normados sobre R. el operador I : S7 — S
es llamado lipschitz continuo si y solo si existe una costante ¢ > 0 tal que:

[ Tv = Tul| < c|lv—ul
para todo u,v € Si.

Teorema 2.3.11. Sean S una variedad suave de Hilbert, J € C'(S,R) un funcional
diferenciable. Lipschitz continua que satisface la condicion:

Toda sucesion (un)nen en S con J(u,) acotada en R y J'(uy)|7, s — 0 cuando n — oo
tiene una subsucesion convergente.

Sean X1 y Yo abiertos, disjuntos de S. suponga que:
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1. Emiste a > 0 tal que:

J(u) < a,Vu € 0%;i =1,2.
2. Emisten v; € X; tal que:
J(;) > a,i=1,2.
Entonces J tiene un valor critico ¢ < o que puede se caracterizado como:
¢ = supminJ(u)
el uey

Donde I' = {v € C([0,1],5) : v(0) = ¢1,y(1) = 12 }.Es decir, existe u € S tal que:

J(w)y=0yJ(u) =c

Este conocido resultado del analisis variacional es llamado Teorema de paso de montana
y lo podemos encontrar en [16].
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Capitulo 3

Estimativos a Priori

3.1. Extension de la proyeccién estereografica a la
bola

Consideremos la esfera S™1(0) y obtengamos la proyeccién estereografica sobre R"~!
desde el polo norte. sobre el plano y = —1.

Figura 1.1: Proyecciéon estereografica desde el norte

Asi :
(xvy - 1) = )‘(ta _2)
r=A,y—1= =2\
r=A,y=1-=2\
Con lo que:
L=2% 4+ 9% = Nt + (1 —2))?
y
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1=\t +1—4X+4)\°
y obtengo:

4
A= —————
|t|2 +4

Ahora teniendo en cuenta que t = { y A = % tengo que t = i—f”y y puedo definir la
funcién ¢ : S — {N} — R""! dada por:

o — (22 1)

-y

Para x € S" 2y € (—1,1).

4
[t|2+4

Por otro lado considerando el hecho de que z = M, y = 1 — 2\ y que A =

obtenemos la inversa de la funcién anterior. ¢! : R*~! — §"~1 — N dada por:

¢1(t)_>( 4t |t|2—4)

[t]2+ 4" |t]? + 4

Para t € R*!

A continuacion quisiéramos extender esta idea para lograr algo similar sobre la bola.
Consideremos entonces la bola B".

A
N (0,1)
/A B\ U J

Figura 1.2: extension de la proyeccién estereografica desde el norte

Consideremos el segmento sobre B™ dado por los puntos A(x,t)y B(z, —t) llamamos a
este AB. La proyeccion estereografica nos envia estos puntos en:

(2.1) — (121,—1) (e t) — (1_—3";,_1)
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Quisiéramos saber donde se va un punto del interior de AB, si pensamos en una trans-
formacion conforme con dominio en la bola y que podamos concebir como extension de

la proyeccién estereografica, conservaremos en esta la imagen de A llamada A’ y de B
llamada B’ fijas.

Considerando que la transformacién conforme envia rectas en circunferencias, sabemos
que la imagen de AB es una porcién de una circunferencia formada por los puntos
A’, B" y el polo norte N. Hallemos la ecuacién de dicha circunferencia.

Calculamos el centro como la interseccién de las medianas del tridngulo A’B’N, la
mediana del eje que pasa por el norte es claramente u = 0. Calculamos entonces la
mediana del segmento B’N. El punto medio de este segmento esta dado por:

PM(B',N) = (13_:75,0)

Ahora ya que la recta determinada por la mediana es perpendicular a la recta que para
por B' y N o por BN calculamos estas, la pendiente de BN llamada M1 es:

t—1
T

M1 =

y la pendiente de la mediana es:

—x
t—1
Asi la ecuacion de la recta de nuestra mediana es:

M?2

—T x
(u —
t—1 1—t
Interceptando con la mediana u = 0 tenemos:

v—0=

)

=T

Y el el centro de la circunferencia A’B’'N es el punto (0,v9) = (0, iQQ) y el radio es

(1-t)
r=d((0,1),(0,v9)) = /0> + (1 — v0)2 = (1 — vy).
Con todo esto llegamos a la ecuacién de la circunferencia que necesitabamos:

u? + (v —vg)* = (1 — vp)?

Ahora consideremos un punto (y,t) sobre AB, la imagen de este punto en nuestra
transformacion estarda dada por la interseccién de la recta formada por (y,t) y el (0, 1)
y la circunferencia imagen de AB, esto teniendo en cuenta que nuestra transformacion
es conforme y preservara el mismo angulo que tenia el punto para su imagen y por
tanto estando sobre la misma recta. Ahora dicha recta es:
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v—1=

Interceptando:

t—1
u

u? + (v —vg)? = (1 — vg)?

v—1

Obtengo:

(5 )

Ahora si u # 0 :

u?+2

—Uu.

t—1 )2 5
u—+r =T
y

Y

1 2
u—l—l—vO) = (1 —vp)?

ur—l—r2:r2

>ur=0

(3.1)

(t—1)*+y?

—ori=t —2r(=1)2
=TT U= T 2y
t=1y2 ’ t=1
(57 ) +1 (572 +1
Observe que:
x? (1 —t)? 1—2t+ 1% + 22
— 1—vn =1 — 21 = )2 = —
r Vo +(1—t)2 n x( ) e
Con lo cual:
—4 4
e D vy 4y
S = R (R Ve
y
_(t—1 4y Cat—4At -1 4y (t—-1)+y* -4
v t—1)2 42 t—1)2+y2
y J(t=1)72+y (t—1)*+y

De esta manera podemos llegar a la siguiente definicién:
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Definicién 3.1.1. Sea B" la bola n dimensional y R*,={x € R" : z,, < —1} definimos
la funcion ¢ : B — R"™, como la aplicacion:

s) — 4y lyll* + (s +1)* —4
(y,s) <||y||2+(5—1)2’ lyl|? + (s — 1)? )

y la funcién ¢=' : R", — B"™ dada por:

2,1) — dr  lallP (1) —4
o (||x||2+<t—1>2’ el + (= 1)7 )

Es facil ver que si z € B, z = (y,s) con s € (—1,1) y y = (¥1,..-,Yn—1) ¥ N es el polo
norte de la bola, nuestra funcién ¢ corresponde a la inversion:

4(z— N)

Esta inversion es tal que ¢(N) = 0o, ¢(S) = S, ¢(0) =

Lema 3.1.2. Tal como fue mencionado en (3.1.1) la funcion ¢ es su propia inversa.

Demostracién.
z—N z—N
¢(z) — A aE E-N
o(o(2)) = 4—+N:4—+N: —G + N=z—-—N+N=2
[o(=) — NP2 a=p =
u

Proposicién 3.1.3. Sea x = (x1,...,2,-1) € R" y t < —1 sigy es la métrica en B"
inducida por R™ entonces el pullback de la métrica gy asociada a ¢ es la métrica:

1651]
(l|* + (¢ = 1)%)?

?*(g0) =

Demostracion.
Sii=1...n — 1 tenemos que:

96 _ <4(Ilfff||2 + (t = 1)?)es — 8z 2ai(||x]]* + (£ = 1)*) — 2w (|| + (£ +1)° — 4)>
O (lzf>+ =12 (ll=][? + (£ = 1)2)?

~ (=P + it —1)%)? (4(|[|]” + (t = 1)*)e; — Swa;, 8z;(t — 1))

Ahora

0" (90) = ¢(g0)(eir ) = <g_i’ g_ai>
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1
(2P + (=122 (L6(Il]* + (t = 1)*)i; + 64|l *zi; — 64(|J[|” + (¢ — 1)*)az; + 64, (t — 1)°)

160
(][ + (£ = 1)2)?

Sii=n:

oo 1 o e
E_(||x||2+(t_1)2)2( 8y(t — 1), 4|=[|* — 4(t — 1)?)

<gj, %> = =32(||z| P4 (t—1)%) 2w (t—1) +64|| 2| [Pz (t—1)=32||2||*2; (t—1)+322;(t—1)* = 0

Comprobando la conformidad de la métrica y el resultado propuesto. m

Definicién 3.1.4. Sea gy la métrica sobre B™, tomando la distancia de un punto desde
el polo sur tenemos que ||z||* = ||z||* + (t +1)?, consideremos la dilatacion T : R" | —
R"™, dada por:

T(e.t) = (Br, Bt + 1) — 1)
Para 3 > 0: Esta es tal que dilata los vectores desde nuestro origen de coordenadas en
(Oa _1)
Proposicién 3.1.5. La dilatacion T cumple que T*(6;;) = [3%0;;.

Demostracién. Sea «(l) una curva tal que «(0)= (x,t) y o/(0) =e; donde {e;}
es una base coordenada de R", , hallemos dT'(e;):
sit=1...n — 1 tengo:

i=1...n

Cl/(l) = ($1, T+ l, ....$n_1,t)

y
OT (1)) 96(a(l))
dI'(e;) = — " li=0= — 7
(€:) ol 0 o |,
. 3(5:1:1, ,ﬁ(.ﬁl]l + l), ...ﬁﬁnfl,ﬁ@ + 1) — 1) | . ﬂ@
B ol =0
sii = n:
a(l) = (z1,..c..Tpor, t + 1)
y
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dT(el) _ 3(5%, ...... Bl’n_la,lﬁ(t + 1+ 1) - ].) ‘t:O _ ﬁen

en conclusién para i= 1...n tengo que d7'(e;) = fe; y -

T*(d;5) = (dT(e:), dT(e;))) = (Bes, Be;) = 505

A continuacién propondremos el resultado principal de este trabajo y para el cual

llevaremos a cabo ciertas definiciones y estimativos a lo largo de este Capitulo.

Proposicién 3.1.6. Sea n > 3 y h = h(r) una funcidn suave definida sobre OB™ con
simetria con respecto al eje x,,. Supongamos que h tiene al menos dos maximos locales
positivos y satisface una condicion de suavidad cerca de todo punto critico Ty de la forma
h(r) = h(m) + a|]t — 10|* + 0(1) cona #0 yn—3 < a <n—1. 5 W(r) cambia de

signo en las regiones donde h > 0 entonces la ecuacion:

Agju=0 en B™,
ou n—2, _ 1n—2,p n
o T u = h"5*u en 0B
donde 1 < p < 25, tiene solucion.
n—2

Para probar este resultado sentemos algunas cosas:

Sea 7y, = "7_2, T = 5 asi la ecuacion (3.2) se transforma en:

Agu=0 en B",
g_:; + Yu = hy,uP en 0B"

paral <p <.
Ahora si multiplicamos por u e integramos por partes:

—ulAu =0 — —uAudv =0 — |Vul*dv — / u@da =0
Br Br apn 0N

— |Vul*dv — / (Ynhui=2 — yu)udo = 0
Br aBr

— |Vu|2dv —I—/ fynugdg :/ fynhuﬁ‘*‘l
Bn oBn oB"

Definamos los siguientes funcionales:
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Jp(u) = /33 Ynhu T do

E(u) = / |Vul*dv + / Yuldo
Sea ||u|| =v/E(u) la norma de HZ(B") y consideremos:
S={ue H{(B"): E(u) = E(1) = ,|5"',u > 0}
Donde |S™7!| es el volumen de S™~1.

Lema 3.1.7. Un maltiplo escalar de un punto critico de J, en S es solucion de (3.3)

Demostracion.

Jy(u)v = (p+ 1)/ YnhuPvdo
oBn

E'(w)v =2 [ VuVuvdv+ 2%/ uvdo
Br oBr

= —2/ vAudv +2/ @vda—i-?yn/ uvdo.
n apn On dBn

Usando multiplicadores de lagrange J,(u)v = kE'(u)v encontramos:

(p+ 1)/ YnhuPvdo = 2k (—/ vAudv +/ a—uvda + %/ uvda)
aBn n apn On B

Entonces u es soluciéon débil del problema y:

0= —2]{;/ vAudv + 2k 8—uvda + 2]{:%/ wvdo — (p+ 1) / YnhuPvdo
n apn On aBn aBn

Esto es 2kAu =0 en B" (k # 0) lo cual implica Au=0en B" y:

2k (/ %vda + /Yn/ UUdO') — (p + 1)/ /Ynhupvdo- =0
apn On dBn oBn

osea:

2k (g_:; + %u> = (p+ Dy, hu?

y tenemos

Ayu=0 en B",

‘E‘|H

g—:; + Y = hyuP (=) en 0B"

bS]
+
=

5
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1

Siu = (%) """ w obtengo:

Ayw =0 en B",
) ) . (3.5)

— — -1
2k \ P71 dw 2k \ P71 __ 2k \P~1 n

osea:

Ayw =0 en B",
(3.6)
%—1: + Ypw = hy,w? en 0B"

Donde w es multiplo de la funcién u como se queria demostrar. g

3.2. Soluciones en el caso h = 1

Tomemos el sistema de coordenadas sobre R™ tal que el polo sur de la bola B™ sea el
origen de coordenadas. Sea g la métrica usual sobre B" | la dilataciéon 7' : R, — R,
tal que T'(z,t) = (Bz, B(t+1)—1)y ¢ : (B",g9) — (R™,;;) la inversién sobre la bola
desde el polo norte. a continuacién encontraremos una familia de soluciones positivas u
para el problema:

Agu =0 en B",
(3.7)
g—:‘] + Yt = YpuP en 0B"

Como se puede ver, estas son soluciones para el problema de preescribir curvatura es-
calar cero y curvatura media h = 1 en la bola. Introduzcamos el siguiente teorema que
nos sera util en la construccién de las soluciones.

Teorema 3.2.1. Sea (M, g1),(Ms, g2) y (Ms, g3) variedades diferenciables y 3, fun-
ciones suaves tal que 5 : (M, g1) — (Ms, g2) y 1 : (Ms, g2) — (M3, g3) donde ambas
son aplicaciones biyectivas con diferencial biyectivo, entonces:

(¢ 0 B)"(g3) = B*(¥"(g3))-

Demostracién. Sean v,w € T, M, entonces:
(¥ 0 B)"(gs) (v, w) = gs (d(¢) 0 B)p, (v), d(¥) © B)y, (w))

=93 (d<w>ﬁp1 (dﬁpl (U)), d(¢)ﬁp1 (dﬁpl (w)))
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= 9" (g3) (A, (v), dBp, (w)) = B7(¥"(g3)) (v, w)

[
Usando el teorema anterior calculemos (¢ o T')*(g), esto es:

(@oT)(g) =T(¢*(9)) = ¢"(9)r(=r) (dT(e:), dT'(e;))
Ahora dT(e;) = Pe;, para a(l) = T(z,t) + le; para 2’ = (z,t) € R", y:
166251']'
(Bx][> + (Bt + 1) — 2)?)?

Puesto que las metricas (¢ o T)*(g) y ¢*(g) son conformes, existe una funcién suave
positiva u tal que:

¢*(9)T(z') <5€i7 5€j> =

s 166;; B 16325,
(lalP+ (¢ = 1P ~ (1Bl + (Bt + 1)~ 22
y
ke Bl + (= 12)

(IB[[* + (B(t + 1) — 2)?)
Esta es una familia infinita de soluciones para el problema (3.7), a continuacién ob-
servemos algunas relaciones que nos simplificaran un poco estas soluciones.

23



3.3. Relaciones sobre la Bola

Lema 3.3.1. Sea ¢ : B — R, la inversion sobre la bola desde el polo norte, y sea

&(z) =2, con ||.|| la distancia tomadas desde el polo sur, entonces se cumple que:
HZ/H2: 4||Z||2
[|2]? — 4s
Demostracioén.

Considere en los trazos realizados para la construccion de la extension de la proyeccion
para un punto z = (y, s) cualquiera dentro de la esfera tenemos:

Figura 1.3: Relaciones entre z y z’

Consideremos:

_q;(

Figura 1.4: relaciones entre z y z’

De este primer triangulo obtengo que k= 2rcosf = 2rsinyp y como r es el radio de la
4singp

circunferencia A’B'N entonces k = 2(:2)sing = =2 por otro lado del tridngulo:
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Figura 1.5: relaciones entre z y z’

Obtengo [ = Slef , ahora si tomamos el triangulo:
©
N
)
2
iz
S

Figura 1.6: relaciones entre z y z’

tenemos que ||z||* = 4 + [* — 4lcost) = 4 + > — 4lsinyp, finalmente considerando:

Figura 1.7: relaciones entre z y z’
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Obtengo que ||2|]? = 4 + k* — 4kcosd = 4 + k* — 4ksingp asi:

9 1—5)> 1-35 1—5)\>
12| =4+ —4+ sen = +4s
sen ¢ sen sen
=4+ sen ¢\ 16 sen? ¢ 4416 sen? ¢
ya —= _— =
1—s 1—s (1—s)?

Combinando estos resultados llego a que:
sen®p \ 1
(1=5)2)  |l=ll* - 4s

16s  4z]]?
1212 = 45— [[z]]? — 4s

121 =4+

Esto completaria nuestra demostracion, sin embargo hagamos una confirmacion alge-
brédica tambien, consideremos |.| la distancia al cero, y ||.|| la distancia tomada desde
el polo sur, ya que ¢(z) = 4|ZZ:—N|2 + N tengo que:

z—N 2

—SP=[4"—- +2N
ole) = S = 1" +
1 4N +2(z — N)|?
"2 2 2 4
= —(16]z — N 16(z = N)N|z — N 4z — N|*) =
1/ = 5 (181 = NP+ 16(z = )Nz = NP + 4l = V1) = EE2E
TR (N [ ek
|z — N|? lz4+ 52 |z=S425>2 |z=S?+4S(z—95)+4
Asi:
H /||2: 4H2||2
||2]]? — 4S%
Pero ya que z = (y, s) entonces z.5 = —s y .
|| /||2: 4HZH2
|2 — 4s
|
Ahora volviendo a nuestra solucion. Si 2’ = (x,t) € R", y z = (y, s) € B™ tengo:
uizs = O’ + (= 1)%)
(Bz]? + (B(t +1) = 2)?)
Como ||2||? = ||z||* + (t + 1)* entonces tengo que:
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2 P-4
(IR +4 = 43t + 1)

12 = 4|21 lpllP+(s+1)% -4 ||z[|>—4

Ahora1 tomzndo en cuenta que ||z g Y due b = Smree= e, Y
reemplazando:
| 21 i [
L B - e
un—2 =
24zl _ [|=][2—4
(5 Te-5 T4 ‘muznus)
Yy
it 165
B2(4]|2[|?) — 48(I[2|]> — 4+ |[2|]> — 4s) + 4([|2[|]* — 4s)
_ 45
(8= 1)2[|2[]* + 4s(8 — 1) + 45

con lo que:

48 =
u(z) = 201112
(B—1)2||2[|2+4s(3 — 1) + 48
Ahora para ciertos calculos en nuestro trabajo nos veremos realizando estimativos sobre
la frontera de la bola, osea en 0B" = S™!, de esta manera seria util una version mas
sencilla de nuestra solucién sobre S" 1. Consideremos para esto que cortamos con el
plano t = —1, Asi :

R Ve S
IolP+ (s — 12 Izl — ds

[12]]* — 2

—||z||2+4s:||z||2—4—>4s:2||z||2—4—>s: 5

si incorporamos esta condicién en u, tenemos la solucién sobre S™~!:

() - ()
(6% =26 + Dl|z[]* + 2(][=|]* = 2)(8 = 1) + 45 (6% = DIl=* + 4

n—2 n—2

3 = 3 =
_— u f— e — f— e —
((ﬁz—iﬂlz2 + 1) ((ﬁz—i)llw2 + 1)

En ocasiones parametrizaremos B" y su frontera S"~! de la siguiente manera, si z € B,
z=(p,r,0) con 0<p<1,0<r<7my6fe B"! mientras que si x € S" 1 x = (r,0)
con0<r<myfesS1
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w
x4

Figura 1.8: relaciones de x y x” en S}
De este triangulo obtenemos que 2l — sen” 1o cual en nuestra solucién sobre la esfera
2 2
representa que :

n—2

u(@) = <(ﬁ2 - 1)fen2g n 1) N

Tomandolgﬁgoo,si)\:%tengoqueog)\gly:

n—2 n—2

u() = A e A i
A\ (1= A2)sen?L +1 -~ \\%c0s2% + sen?L

n—2

u(r) = ((1 - )\2;\% + )‘2>2

Donde z,, es la n — esima coordenada de .

Aprovechando que estamos trabajando sobre S™~! introduzcamos un resultado que nos
serd util para ver que las soluciones que hemos hallado pertenecen al espacio S en el
que queremos que estén.

Proposicién 3.3.2. El volumen de S™' se puede expresar de la siqguiente manera:
|S" = |S”2]/ sin"? u, duy,
0
Demostracion.
Sea U = (0,27) x (0,7) x (0,7) X ........ x (0,71) CR" 'y p:Ux(0,7) — R" una

parametrizacion de S"~! dada por.

oy, cootiy_1) = (u(ug, ... Up_o) Sin uy,_1,COS Uy_1)

Donde p es una parametrizacion de S™2, as:
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dp [ Ou .
o <an Sin Uy, _1, O>

Parai=1..mn —2y:

0
au(p = (p(u) cosu,_1,—sinu, 1)
n—1

0¢ ) 8_@ = sin” Up—19ij
aui 0uj

para i, = 1..mn — 2

< dp Oy > = SiN Uy,_1 COS Up_1 <(§5 ; M(0)> =0

Y
8ui (9un_1

ya que g—i € TywS" 1y plu) € S™!, ademas:

dp  Op \ 1
aunfl ’ aunfl B

Asi la matriz de la métrica [G;] es:

En consecuencia:
det [G;;] = (sin2 un,l)w