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INTRODUCCION

Nos propusimos, en esta investigacion, analizar el problema del area desde una
perspectiva historico-epistemoldgica. Fundamentalmente nos interesamos en dar
cuenta del cambio conceptual que se fue estableciendo en el intento de dar
respuesta al problema de la formalizacién de la nocién de area. Para ello nos
basamos en los métodos y resultados de los matematicos mas representativos que
trataron de dar respuesta a este problema desde la antigliedad griega hasta la
modernidad, en el contexto de la teoria de la medida. Esto nos permitié entender
cémo la nociéon de area fue evolucionando hasta el punto en que los matematicos
vieron la necesidad de establecer una definicion formal lo mas general posible.

A lo largo de la historia, la medida de superficies ha sido uno de los problemas
centrales de la matematica. Este problema ha ido cambiando de matices hasta
constituirse, a partir del siglo XVII], en el problema del area. En la matematica
moderna, el concepto de medida abstracta se fundamenta en el concepto de
funcién y, particularmente, en el estudio formal del area resulta indispensable el
uso del conjunto ordenado de los numeros reales. En este sentido, el problema del
area consiste en asignarle a una region plana acotada un numero real positivo que
determina su area. Matematicamente esto significa que si f es la funcién areay D
es el conjunto de las regiones planas acotadas, entonces la funcion f asigna el

numero real f(D) a cadaregion D del conjunto D:

f: D—> R}
D —> f(D).

Para llegar a los albores de esta conceptualizacién del area, tuvo que darse un
cambio epistemologico a lo largo de un periodo de unos veinticinco siglos, en el
que se han identificado tres etapas en la actividad de medir. La primera de ellas es

la etapa primaria, que se desarroll6 en la escuela pitagérica; la segunda



corresponde a la etapa relativa, sistematizada por Euclides y, por ultimo, se
identifica la etapa de la medida abstracta, desarrollada por Henri Lebesgue. En
cada una de estas etapas, se identificaron los desarrollos matematicos mas
significativos que permitieron la evolucién del problema del area hasta su
conceptualizacion mas general, a comienzos del siglo XX. Para lograrlo hemos
orientado nuestra investigacion en torno a los siguientes capitulos: la medida de
superficies en los antiguos, la medida de superficies mediante la teoria de
indivisibles de Cavalieri, la medida de superficies en el marco del surgimiento del
calculo y el problema del area en el analisis.

En el primer capitulo se estudia la salida al problema del area en los antiguos
griegos, teniendo en cuenta que para ellos este problema se reduce al problema de
las cuadraturas: dada una figura plana encontrar su cuadrado equivalente.
Analizamos la forma en que Euclides desarrolla un aparato tedrico que le permite
resolver el problema de manera parcial, al lograr la cuadratura de una figura plana
adoptando el cuadrado como unidad referencial. Luego, se considera el aporte de
Arquimedes, quien da un paso hacia adelante al determinar la cuadratura de
algunas figuras curvilineas, haciendo uso del método exhaustivo e incorporando el
razonamiento l6gico de reduccion al absurdo. En esta parte del trabajo, no se
desconoce la matematica “artesanal” proveniente de las culturas babilénica y
egipcia, ya que constituye un precedente importante en el marco del pensamiento
griego.

En el capitulo siguiente hacemos un recorrido por los antecedentes y la
naturaleza del método de los indivisibles de Cavalieri, el cual emerge en la idea de
querer evitar las limitaciones del método exhaustivo, con el desarrollo de una
nueva técnica que diera cuenta de los procesos infinitesimales. Se muestra que
pese a los problemas formales, evidentes en esta teoria, resulto ser de utilidad para
el calculo de cuadraturas de figuras planas mas generales, en comparacién con
otras figuras cuya cuadratura ya era conocida.

En el capitulo correspondiente a la medida de superficies en el marco del
surgimiento del calculo, empezamos haciendo una descripciéon de la geometria
cartesiana que marcaria un cambio cualitativo muy importante al incorporar el
método analitico para resolver los problemas matematicos. Luego, analizamos la

manera en que, con los trabajos de John Wallis, el problema de las cuadraturas
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empieza a perfilarse como el problema de hallar el area bajo la curva. En Wallis se
da un paso importante en el estudio de las cuadraturas, ya que al tener como
proposito el asociar un valor numérico a los infinitos indivisibles de Cavalieri,
Wallis sefiala el camino para que una figura plana pueda medirse en
correspondencia con un valor numérico. Algo significativo para la medida de areas
es el hecho de que Wallis establece, implicitamente, el drea de un rectangulo como
el producto de la base por la altura. En lo que respecta a Newton y Leibniz,
analizamos la manera en que lograron establecer algoritmos mas generales a
partir de los cuales podian derivarse basicamente todos los resultados de
cuadraturas de figuras planas conocidos hasta entonces.

En el capitulo cuatro indagamos acerca de la evolucidn del problema del area en
el contexto del andlisis matematico hasta su posterior definicién en el marco de la
teoria de la medida abstracta por Henri Lebesgue. En este punto es muy
importante el aporte de Cauchy quien, en su Curso de Andlisis, da una salida a los
problemas de rigor de las cantidades infinitesimales. Ademads, incorpora el
concepto de limite a partir del cual establece una definicién analitica de la integral
definida de una funcién continua acotada, que luego interpreta como el area bajo la
curva. Asi, la existencia del area queda determinada por la existencia de la integral,
lo que resuelve analiticamente el problema antiguo de las cuadraturas. A su turno
se incorpora la redefinicion de la integral definida debida a Bernhard Riemann, la
cual acoge funciones altamente discontinuas. Esta integral surge precisamente en
respuesta al interrogante planteado por Dirichlet acerca de que tan discontinua
puede ser una funcion para que sea integrable. Después mostramos como se define
el area en términos de la nocién de contenido de un conjunto y la relacién que se
establece con la integral de Riemann. También planteamos que aunque las ideas de
Jordan, acerca de la nocién de contenido, sitdan la teoria de la integracién en el
contexto de la teoria de la medida, es Emile Borel el primero en establecer de
forma axiomatica los conceptos de medida y medibilidad de un conjunto. Al final
de este capitulo, analizamos los planteamientos que desarrolla Henri Lebesgue en
torno a la nocién tedrica abstracta de la medida. Esto le permite establecer una
definicion mas refinada de la nocién de integral y dar una respuesta mas general al

problema del area.



Finalmente, en el capitulo de las conclusiones, hemos retomado los aspectos
mas importantes de los capitulos anteriores. Ademas, analizamos cémo Lebesgue,
a partir del referente geométrico, del que habian prescindido los matematicos
durante el desarrollo del analisis, establece una definicion de integral que acoge
una coleccién mas general de funciones. Para ello define la integral de una funcién
acotada en términos de la medida del conjunto acotado por su grafica y agrega que
tal procedimiento permite identificar los delineamientos que llevan a la definicion
analitica de la integral, tal como lo desarrolla en su tesis doctoral, como lo
evidenciamos en este capitulo. Dado que en el capitulo cuatro se muestra cémo
Lebesgue define el problema de area para los dominios limitados por curvas de
medida superficial nula, en esta seccidon nos preguntamos qué sucede con los
dominios limitados por curvas fractales o por curvas que tienen area. Explicamos
que para esta clase de curvas el concepto de longitud no esta claramente definido,
por lo que ha sido necesario incorporar el concepto de dimensioén fractal, el cual
indica en que forma una curva llena una porcién del plano. También mostraremos
que la medida interior de los dominios limitados por curvas fractales de dimensién
menor que dos coincide con su area, ya que dichas curvas tiene medida nula, y que
los casos en los que una curva tiene area se dan cuando su dimensién fractal es
igual a dos. Sin embargo un analisis profundo de estos aspectos amerita un mayor
despliegue que escapa los objetivos de esta tesis.

En el desarrollo de esta investigacion hemos utilizado obras de referencia
generales en el area de historia de la matematica tales como (Collette, 1998),
(Collette, 2002), (Boyer, 1987), (Euclides, 1991), (Kline, 1994) y (Grattan-
Guinness, 1980). Las fuentes que nos han servido de referencia principal, en el
desarrollo historiografico del problema de las cuadraturas y de la nocién de area
son las siguientes: (Arquimedes, 1970), (Bobadilla, 2012), (Cauchy, 1994),
(Dieulefait, 2003), (Euclides, 1970), (Turégano, 1993), (Thomson, 1951), (Recalde,
2011), (Hawkins, 1979). Estas fuentes, en general, abordan el desarrollo historico
de la medida y la integral. Por lo cual, en cada una, se registran hechos importantes
relacionados directa o indirectamente con la evolucion histérica del problema del
area. Por ejemplo, Tomas Hawkins hace un andlisis de la evolucién histérica de la
teoria de integracion de Lebesgue. Pone su énfasis en el papel de la teoria de

conjuntos en el desarrollo de la teoria de la integracién moderna, particularmente
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en la conceptualizacidon de conjuntos medibles. Pilar Turégano realiza un analisis
de la concepcion de area en los diferentes momentos histéricos, en el marco del
estudio historico de la integral. En su investigacion, hace un recorrido histérico
que va desde el problema de las cuadraturas en la matematica griega hasta la
teoria de la medida abstracta de Henri Lebesgue. Se enfoca en los resultados de los
matematicos mas destacados que hicieron posible una conceptualizaciéon de la
nocion de darea, pero de una manera muy descriptiva con poco analisis
epistemolégico. Por su parte, La profesora Martha Bobadilla, en su tesis doctoral,
realiza un anadlisis del proceso historico de constitucion de las teorias de medida e
integracion de Lebesgue. Muestra los desarrollos expuestos por Lebesgue en su
tesis doctoral y en su memoria de 1903 en torno al problema del area y la teoria de
la integracion. Asi, pues, la informacién disponible en estas y otras obras de
consulta, en su conjunto, se constituy6 en una base importante en nuestro intento

de conseguir el objetivo propuesto.



1. LA MEDIDA DE SUPERFICIES EN LOS ANTIGUOS

La teoria de la medida primaria adquiere su desarrollo en la primera instituciéon
matematica de los griegos, la escuela pitagérica. Hasta entonces, culturas como la
egipcia y la babilénica habian desarrollado conocimientos matematicos que
utilizaban para resolver problemas que hacian parte de su cotidianidad. La mayor
parte de los documentos antiguos muestra que los conocimientos de estas culturas
surgieron a proposito de la medida de la tierra, la construccién de edificios y, en el
caso de los egipcios, la construccion de las piramides. En aquella época la fama de
la sabiduria de los egipcios se extendié por todo el mundo civilizado, razén por la
cual muchos estudiantes y eruditos se desplazaron a ese pais para estudiar. Fue de
esta manera que los griegos, principalmente a través de los viajes de Tales de
Mileto y Pitagoras, entraron en contacto con los métodos que los egipcios
empleaban en la Agrimensura y el calculo. Los fil6sofos griegos, segin lo explica
Thomson, estudiaron esos métodos cuidadosamente y al conjunto de ellos le

dieron el nombre de Geometria.l

1.1. Lapractica de la medicion en Babilonia y Egipto

Son muy pocos los manuscritos de caracter matematico, del antiguo Egipto, que
hoy conocemos. Los que mds destacan son el papiro de Rhind y el de Moscu, pues
ellos dan cuenta de los métodos usados por los escribas para resolver problemas
de orden practico, lo que ha permitido a los estudiosos hacerse una idea de las
matematicas conocidas por aquella cultura.

En ocasiéon de las inundaciones anuales provocadas por el Nilo, habia que
restablecer los linderos y reasignar a cada persona la superficie de tierra que le
pertenecia. Asi que era necesario desarrollar métodos para medir superficies de

formas variadas y, por tal motivo, muchos de los problemas planteados en los

1Ver (Thomson, 1951, pags. 3-5).
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manuscritos mencionados antes, tuvieron el propoésito de responder a dicha
necesidad. La forma como se resuelven algunos de esos problemas, permite ver
que los egipcios median superficies mediante comparacién con el area de figuras
conocidas tales como el triangulo rectangulo, el cuadrado, el rectangulo y el
trapecio. Aunque no conocian una regla general para hallar el area de estas y otras
figuras, idearon métodos a través de los cuales lograron una buena aproximacién
en casos especificos.

Los anudadores egipcios fueron los primeros en descubrir que al hacer trece
nudos en una cuerda, igualmente espaciados, y unir los puntos extremos se podia
obtener un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 3 y 4 unidades y su
hipotenusa 5 unidades. Por casos como este, algunos piensan que los egipcios
tenian conocimiento del teorema de Pitagoras, sin embargo, no hay evidencias que
respalden esta hipétesis.

En cuanto a la medida de superficies triangulares, en el problema 51 del papiro
Rhind? se pide hallar el area de un triangulo de 10 jet3 de altura y 4 jet de base.
Para solucionarlo, el escriba toma la mitad de 4 para formar un rectangulo y el
resultado lo multiplica por 10 para obtener la superficie buscada. Algunos infieren
que la expresion “para formar un rectangulo” sugiere que el triangulo en cuestiéon
es isOsceles. Bajo esta premisa, la figura 1.1 ilustraria la forma como procede el

escriba.
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2 Una descripcion del papiro Rhind y la soluciéon de algunos de los problemas que contiene,
incluidos los que se discuten en esta seccion, se encuentra disponible en (Lépez, 1997-2014).
3 Un jet era equivalente a 100 codos reales, una longitud aproximada de 52 metros.
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El problema 50 muestra como obtener la superficie de un campo circular que
mide 9 jet de didmetro. La solucion dada consiste en sustraer de 9 su novena parte

y el resultado se multiplica por 8. Finalmente se concluye que la superficie mide 64
setat* de tierra. La operacion que realiza el escriba es (9 - g) 8 = 64. Dado que son

cuatro los problemas del papiro Rhind en los que se obtiene el area, teniendo al
didmetro como pardmetro, algunos eruditos han sugerido que el escriba hace uso
de la ecuaciéon (1), donde d y A corresponden al didmetro y a la medida de la
superficie circular respectivamente. Agregan que esta seria la primeria evidencia

de la cuadratura del circulo, pero no hay evidencias que apoyen esa interpretacion.
Y
A=(d-3d). (1)

Los investigadores estan de acuerdo en que el conocimiento de la constante &
estaba totalmente fuera del alcance del marco conceptual de los calculistas
egipcios. Sin embargo, observan que al reescribir la ecuacién (1) en términos del
radio r del circulo se obtiene la ecuacion (2), que al ser comparada, desde la éptica
moderna, con la expresiéon A = mr? permite concluir que el nimero 3.1605

hubiera sido una buena aproximacién de 7 en aquella época.>

A=22r2 ~ 3160572 . 2)

La cuestién de como construyeron los egipcios su regla para medir superficies
circulares, en algunos casos especificos, es un interrogante ain no resuelto. A
continuacion se presentan dos teorias que intentan explicar el asunto, aunque en
ambos casos no se conoce una evidencia objetiva que las respalde.

En primer lugar, se ha sugerido que los egipcios calculaban el area de un circulo
aproximandola a la de un cuadrado visualmente equivalente. Se infiere que para

ello procedian formando una reticula cuadrada como se ilustra en la figura 1.2.a.

4 El setat era la unidad basica de superficie y equivalia a un jet cuadrado. La equivalencia en
metros cuadrados es aproximadamente de 2735.
5Véase (Arribas, pag. 6) y el comentario a la solucion del problema 50 en (L6opez, 1997-2014).
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Para calcular el area del cuadrado de lado [, que se asume equivalente a la del

circulo, se aduce que la clave esta en observar que los puntos de cada lado que
intersectan al circulo estan a una distancia " de sus vértices. Ahora, asumiendo que

la reticula utilizada era mas fina, de tal manera que [ = 16 unidades entonces, de la

figura 1.2.h, se concluye que el didmetro d del circulo es mayor a [ en 2 unidades.

!l 16 . 8 : .
Luego il lo que implica que [ = gd . En consecuencia, el area A del cuadrado

2
vendria dada por A = (g d)

N

Figura 1.2

La segunda teoria se propone a partir del problema 48 del papiro Rhind. La
interpretacion de este problema presenta algunas dificultades basicamente porque
en el manuscrito no aparece el enunciado del problema. El escriba ilustra la
solucién utilizando un cuadrado en el que inscribe, lo que parece ser, un octdgono

como se ve en la figura 1.3.
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Figura 1.3: Problema 48 del papiro Rhind

Al interior de este Ultimo aparece el nimero 9 que, segin los investigadores,
debe ser interpretado como el lado del cuadrado. Asumiendo que el octagono es
simétrico, este se obtiene al subdividir los lados del cuadrado en 3 partes iguales y
quitar los respectivos triangulos isosceles que se forman en las esquinas del

cuadrado, tal como se ilustra en la figura 1.4.

Figura 1.4

El punto importante estd en asumir que el octagono es una buena aproximacion
del circulo cuyo didmetro coincide con el lado del cuadrado. Como el lado del
cuadrado es 9, entonces el area del octagono inscrito es igual a 7 cuadrados de lado

3, es decir 63 unidades cuadradas. Por ultimo, dado que 82 = 64 es el numero que
14



mas se aproxima a 63, entonces el area del circulo de 9 unidades de diametro
quedaria determinada por el area del cuadrado de 8 unidades de lado.®

De otro lado, se ha explicado que el octagono de la figura es el resultado de
quitar dos triangulos isdsceles de lado 3 y otros dos cuyos catetos miden 2 y 4
unidades. Bajo este razonamiento, mas coherente con el dibujo, el area del
octadgono es 64, por lo que no se requiere de otra aproximacion.”

El surgimiento de estas y otras teorias se debe a que en los manuscritos que han
perdurado hasta nuestros dias, los escribas solo se limitan a explicar las
operaciones que se deben realizar para resolver los problemas planteados, sin dar
ninguna justificaciéon de los métodos de calculo utilizados. Lo mismo sucede con las
matematicas mesopotamicas, pues, en opinion de Boyer, estas culturas estaban
familiarizadas con el teorema de Pitagoras. Este punto de vista se sustenta en las
denominadas triadas pitagoricas, que resultan de la interpretacién del contenido
de una de las tablillas que data del periodo babilénico antiguo. Segun el mismo
autor, conocian el teorema atribuido a Tales de Mileto, segin el cual un angulo
inscrito en un semicirculo es recto.8

Lo que si parece estar claro es que la unidad basica de superficie, para los
egipcios, era el cuadrado. Especificamente, un cuadrado de 100 codos de lado, es

decir 10000 codos cuadrados, al que llamaban setat. Para superficies mas
11

pequeilas empleaban el remen, el hebes y el sa equivalentes a >3 Y % de setat

respectivamente. Para medir superficies considerablemente grandes usaban una
medida equivalente a 100 setat, que llamaron jata. De esta manera, cuando se
trataba de medir una superficie, lo hacian en comparaciéon con alguna de estas
unidades basicas conocidas. Seguramente, la mayoria de las veces, esta forma de
medir resultaba solo en aproximaciones aceptables en ese contexto, aunque se
desconocen formulaciones explicitas entre calculos exactos y aproximados. Para
lograrlo, es posible que hicieran uso de la reticula cuadrada o de otro tipo como lo

sugiere las teorias que mencionamos anteriormente.

6 En la solucién al problema 48 el escriba sélo se limita a calcular 92 y 82, valores que
corresponderian a las areas del cuadrado y del circulo inscrito, respectivamente.
7 La discusion de estas teorfas y de sus autores puede verse en (Arribas, pags. 6-9).

8 (Boyer, 1987, pags. 65,66).
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Es importante notar que para los egipcios el sistema de medir era netamente
practico, su interés estaba centrado solamente en el utilitarismo de Ilas
matematicas que conocia. A esta conclusion se llega porque tanto en las tablillas
que datan de la antigua Mesopotamia, como en los papiros procedentes del antiguo
Egipto, que solo registran problemas concretos; no hay rastro de algun tipo de
abstraccion matematica o de alguna regla general que hubiesen deducido para

realizar sus mediciones. No obstante, Boyer observa que ello

No significa necesariamente que no existiera en el pensamiento antiguo conciencia de la
generalidad de dichas reglas o principios; si no hubiera, de una manera o de otra, una
regla general subyacente, seria muy dificil de explicar la analogia entre los distintos
problemas del mismo tipo. Tan extensas colecciones de problemas semejantes no
pudieron ser el resultado del azar [piensa ademdas que] algunos documentos, como la
tablilla 322 de la coleccién Plimpton de la Universidad de Columbia, ? sugieren que pudo
muy bien haber existido una cierta tolerancia, sino incluso un estimulo, hacia la
matematica cultivada por si misma (Boyer, 1987, pags. 66,59).

Lo cierto es que son los griegos quienes centran su atencion en el caracter
hipotético deductivo de las matematicas, lo que trae consigo un gran salto
conceptual en la matematica de esa época. Pues ahora ellos estan interesados no
tanto en la utilidad, sino en el estudio tedrico formal de los conceptos y sus
relaciones, alimentado por la curiosidad intelectual y el deseo de conocer la
verdad. Los primeros estudios sistemdticos de esta naturaleza fueron realizados
por Pitadgoras y sus discipulos, quienes desempefaron un papel fundamental en la
construccion de la matematica como disciplina racional. Su gran mérito fue el de
pensar en principios y propiedades generales aplicables a todas las figuras
homogéneas; es decir, a todos los triangulos, a todos los circulos, a todos los
cuadrilateros, etc. En otras palabras, construyeron un razonamiento general y
abstracto que justifica la afirmacion, seguin la cual, una propiedad se cumple en

todos los casos.

9 Esta tablilla data del periodo babil6nico y consta de tres columnas de nimeros escritos en base
sexagesimal distribuidos en 15 filas horizontales. Su interpretacién ha dado lugar a las llamadas
ternas pitagoricas. Una terna pitagérica es una tripla de nimeros enteros positivos a, b y ¢ que
satisfacen a? + b? = 2.
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1.2. Lateoria de la medida de superficies en los antiguos griegos

1.2.1. Antecedentes del problema

Para los pitagéricos los nimeros de contar constituian la esencia del universo y,
en consecuencia, pensaban que con ellos era suficiente para tener una teoria de la
medida completa. Esta cosmovision condujo a la creencia de la absoluta
conmensurabilidad de todas las magnitudes, es decir que dadas dos magnitudes
distintas siempre existe una unidad comun que las mide. Equivalentemente, dos
magnitudes A y B son conmensurables si existen dos niimeros n y m, tales que
nA = mB. Cuando se habla de magnitudes en este contexto no solo se hace
referencia a los objetos geométricos lineales, sino que también se incluyen los
objetos en dos y tres dimensiones. En este sentido, las magnitudes griegas estan
conformadas por los segmentos, las superficies, los volimenes e incluso los
angulos. Pero en esta tesis centraremos nuestro interés en las magnitudes
superficiales ya que, el avance de los griegos en esta direccién, constituye el
antecedente mas antiguo, formalmente, hablando de la nocién de area.

Esta forma de pensar, respecto a los niimeros y las magnitudes, condujo a los
griegos al desarrollo de los conceptos de razén y proporcion.l® Para ellos, el
concepto de razon expresaba una relacidén con respecto a su tamafio entre dos
magnitudes homogéneas y el termino proporcién fue usado para significar a las
magnitudes que guardan la misma razén. De esta manera si m y n son nimeros
enteros positivos, la expresion “m es a n”, que modernamente representamos

m . . . , . . .’
como indicaba para los griegos no un nimero racional sino una relacion entre

los nimeros involucrados.

Cimentados en la conmensurabilidad absoluta, los griegos extendieron a las
magnitudes su concepcién de nimero como tamafio. En consecuencia, aplicaron la
magquinaria de las razones y las proporciones entre ntimeros a las longitudes, areas

y volumenes. De aqui que si A y B son magnitudes entonces cobra sentido la

A : : . .
expresién — mas aun, bajo el supuesto mencionado, existen dos nimeros m y n

10 LLa definicion de cada uno de estos términos aparece en el libro V de los Elementos.
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A_m .
tales que 5= igualdad que se lee “ A es a B como m es an” y se expresa en la

forma A: B :: m:n.

Esta vision de los pitagoéricos se vendria abajo cuando al interior de su misma
escuela se hizo evidente la existencia de magnitudes inconmensurables, es decir
aquellas para las que no existe una magnitud comun que las mida.!! En el sentido
de la definicién anterior, dos magnitudes A y B son inconmensurables si para todo
par de numeros n 'y m se tiene que n4A # mB. Aunque no hay claridad acerca de las
circunstancias concretas que dieron pie al primer reconocimiento de estas
magnitudes, para los griegos llegé a ser evidente que este era el caso al comparar
la diagonal y el lado tanto de un cuadrado como un pentadgono regular.

El proceso mediante el cual es posible determinar la mayor medida comun de
dos magnitudes se conoce como antiphairesis. Tiene como propoésito encontrar el
segmento mas grande que mida a dos magnitudes dadas, para lo cual se recurre a
sustracciones sucesivas. La descripcién del método es como sigue. Sean AB y CD

dos magnitudes tales que AB > CD, como en la figura 1.5.

B

Figura 1.5

Al sustraer CD de AB, obtenemos A;B;. Si CD < A;B;, se sustrae CD de A,B;,
obteniendo A,B,. Se aplica el mismo procedimiento repetidamente hasta obtener
un segmento A, B, < CD. Entonces se cumple que AB — kCD = AyBy. Si A B, = 0,
entonces CD es el mayor segmento que mide a AB y a CD. Si, por el contrario, A By

es diferente de 0, se compara AyBy con CD y se procede a establecer en una

11 La temadtica correspondiente a las magnitudes conmensurables e inconmensurables se halla

expuesta en el libro X de los Elementos.
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segunda etapa el procedimiento anterior. Aqui pueden presentarse dos casos. En
primer lugar, si después de n pasos se obtiene un k, tal que A,,_,B,_, —
k,A,_1Bn_1 = 0, entonces A,,_1B,_1 es el mayor segmento que mide a A;By y a
CD y, por tanto, las magnitudes AB y CD seran conmensurables. En segundo lugar,
si el proceso continda infinitamente y la longitud de los segmentos sucesivos

tiende a cero, entonces las magnitudes serdn inconmensurables.12

Aunque aqui hemos explicado el proceso de antiphairesis solamente para
magnitudes lineales, debe observarse que los antiguos griegos suponian que el
proceso demostrativo para las magnitudes superficiales, seguia los mismos

delineamientos que para las magnitudes unidimensionales.

1.2.2. Lamedida de areas

Los griegos no disponian de un sistema numérico referencial que les permitiera,
como en la matematica moderna, la identificacién entre nimeros y magnitudes;
por ello, debe ser claro que al hablar de medida de superficies en este contexto, no
lo estamos haciendo en el sentido de asociarle un nimero a una superficie plana
acotada.’> En los escritos mas representativos de este periodo no hay una
definicion concreta de lo que es medir; sin embargo, resulta evidente que la
operacion de medir se establece mediante la comparacién de magnitudes
homogéneas o de igual dimension. En este sentido, en dos dimensiones, solo es
posible medir una figura plana en comparacién con otra figura plana que se toma
como unidad referencial.

En el paradigma griego dos figuras bidimensionales pueden tener la misma
medida superficial sin que necesariamente tengan la misma forma. Luego, el area

no es una propiedad unica y exclusiva de una figura en particular, lo que supone

12 La explicacion de este proceso la hemos hecho siguiendo las notas del profesor Luis Recalde
en (Recalde, 2011).

13 Cuando se habla de superficies, en el marco del pensamiento griego, restringimos el término a
las figuras de dos dimensiones.
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que dos figuras puedan ser distintas y, sin embargo, tener igual superficie.l* De
esta manera, se visualiza la posibilidad de medir una figura en comparaciéon con
otra y, de hecho, este se constituiria en el objetivo de los griegos, quienes
orientarian sus razonamientos en procura de establecer el cuadrado equivalente a

una figura dada.

Figura 1.6

Por lo anterior, para los griegos, el problema de calcular el drea consiste en
hallar el cuadrado equivalente a cualquier superficie plana acotada (ver figura 1.6).
Este es el llamado problema del calculo de cuadraturas que los antiguos solo
pudieron resolver parcialmente. Desde la 6ptica moderna, en donde la medida de
areas se define a través de una funciéon que asigna a cada regién acotada un
numero real, se ha sugerido que los griegos estarian tratando de definir una
funcién que a cada region acotada del plano le asigne un segmento determinado

que coincida con el lado de su cuadrado equivalente.> De manera simbdlica

f:{Regiones planas acotadas} — {Segmentos}

Muchas de las proposiciones geométricas que fueron recopiladas en los
Elementos de Euclides fueron descubiertas por los griegos en el proceso mediante
el cual intentaron solucionar los tres problemas clasicos de la geometria; a saber, la
triseccion del angulo, la duplicacion del cubo y la cuadratura del circulo. Dado que

esta geometria se fundamenta en la recta y la circunferencia, las demostraciones o

14 [gual superficie en el sentido de igual medida. Para ilustrar esto, podriamos pensar que de las
piezas obtenidas al descomponer la primera figura, se puede obtener la otra en un proceso de
recomposicion de dichas piezas.

15 Ver (Recalde, 2011, pag. 17) y (Bobadilla, 2012, pag. 24).
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la solucion de los problemas geométricos debian estar determinadas por estas dos
figuras y sus conexiones mutuas, es decir, debian poder efectuarse con regla y
compdas. Debieron transcurrir muchos siglos para que se demostrara la
imposibilidad de resolver los problemas mencionados usando este método, razén

por la cual todos los intentos de los griegos fueron fallidos.

1.2.2.1. Cuadratura de ciertas clases de lunulas

Historicamente, la primera mencidn a la cuadratura rigurosa de una figura plana
data del siglo V a. C. En un fragmento de la matematica de la época, que destaca la
obra de Hipdcrates de Quios, se registra la cuadratura de ciertas figuras curvilineas
llamadas lunulas, lograda por Hipdcrates, al parecer, en su intento por establecer la
cuadratura del circulo. ¢ Una linula es una figura limitada por dos arcos circulares
de radios distintos y su cuadratura se basa en el resultado, también atribuido a
Hipocrates, segun el cual segmentos circulares semejantes estdn entre si en la misma
razon que los cuadrados de sus bases. Esta proposicion le permite demostrar que la
cuadratura de la lunula, que se ilustra en la figura siguiente, es igual a la

cuadratura del triangulo isésceles ABC.

Figura 1.7

16 Segtin (Boyer, 1987, pag. 98), es un fragmento que Simplicio dice haber copiado literalmente
de la Historia de la matemdtica de Eudemo. Esta obra se ha perdido al igual que unos Elementos de
Geometria que, segiin Proclo, escribié Hipdcrates.
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La idea de la prueba es la siguiente: se considera el cuadrado ABCD y con centro
en el punto medio de AC se traza el arco ABC, y con centro en D se traza el arco AC.
Como los segmentos circulares AC y AB son semejantes entonces, por la

proposicién anterior, estan en la misma razén que los cuadrados de sus bases. Por
s , 1 L .
el teorema de Pitdgoras puede verse que esta razon es p lo que implica que el area

del segmento de circulo AC coincide con la suma de las drea de los segmentos AB y
BC. Ahora, si del area del semicirculo ABC se resta el area del semicirculo AC se
obtiene el drea de la lunula, pero si en vez de esta se resta la suma de las areas de
los segmentos AB y BC se obtiene el area del triangulo ABC. Como en ambos casos

se han restado areas iguales, entonces el area de la lunula es igual al area del
. ., . 1
triangulo en cuestion. Finalmente, el cuadrado de lado EAC corresponde a la

cuadratura del tridngulo ABC, lo que implica que se ha logrado obtener la
cuadratura buscada. Esta cuadratura no es la tUnica atribuida a Hip6crates, pero es
suficiente para hacernos una idea de como procede para calcular la cuadratura de

las otras clases de linulas.

1.2.2.2.  Cuadratura de una figura rectilinea en los Elementos

Figura 1.8

El primer avance significativo en el problema de hallar el drea de una figura
plana aparece en los Elementos de Euclides. En esta magna obra, el proposito del
autor es dar cuenta de la teoria de la medida que se habia desarrollado hasta ese
momento. En los libros [ y II aborda el problema de calcular el area de figuras
rectilineas, adoptando el cuadrado como unidad referencial y, por ello, la

denominacién de cuadratura para referirse al problema planteado. El autor cierra
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el libro II de los Elementos con este objetivo cumplido, pues ha resuelto el
problema, enunciado en la proposicion 14, de construir un cuadrado equivalente a
una figura rectilinea dada.

Para ensefiarnos cémo se resuelve el problema ha tenido que desarrollar, en un
proceso sistematico, un aparato teérico que incluye, en el libro I, 23 definiciones
seguidas de cinco postulados y nueve nociones comunes. Las definiciones
corresponden a los conceptos basicos de la geometria y los postulados a ciertas
operaciones iniciales que se le permite a los objetos geométricos que previamente
ha definido. Las nociones comunes corresponden a propiedades de la operacion
suma y la relaciéon de orden entre magnitudes. No hay un consenso en cuanto al
numero de nociones comunes establecidas por Euclides. En este caso tomaremos
como referencia la version de Francisco Vera, que presenta las siguientes nueve

nociones:17

1. Cosasiguales a una misma cosa son iguales entre si.

2. Siacosas iguales se agregan cosas iguales, los totales son iguales.

3. Side cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.

4. Siacosas desiguales se agregan cosas iguales, los totales son desiguales.

5. Las cosas dobles de una misma cosa son iguales entre si.

6. Las cosas mitades de una misma cosa son iguales entre si.

7. Las cosas congruentes entre si, son iguales entre si.

8. Eltodo es mayor que la parte.

9. Dos rectas no comprenden espacio.

Algunos estudiosos no consideran las nociones comunes 4, 5, 6 y 7. Proclo, en
particular, asevera que las nociones comunes 4, 5 y 6 pueden ser deducidas de las
anteriores. También suprime la nocién comuin 9 por considerar que se refiere al

ambito especifico de la geometria, y que ademas se encuentra implicita en el

primer postulado.

17 (Euclides, 1970, pag. 705).
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Luego introduce 48 proposiciones, de las cuales destacamos el grupo de va de la
proposicién 35 a la 48 porque ponen en perspectiva la ruta seguida por Euclides
para cuadrar una figura rectilinea y describen las propiedades de paralelogramos,
triangulos y cuadrados, haciendo énfasis en la relacidon de sus areas. Ademas, la
proposicién 47 corresponde al teorema de Pitagoras, que constituye la
herramienta primaria para hallar el cuadrado equivalente a otros dos cuadrados
dados.

El autor de los Elementos utiliza algunas categorias basicas como la igualdad y la
congruencia, pero no se ocupa en definirlas. No obstante, en las primeras paginas
de los Elementos es notorio que se habla de figuras congruentes en un sentido
estricto de igualdad o en el sentido de que la una “encaja” idénticamente sobre la
otra. De esta manera, el término solo es aplicado a rectas, tridngulos y angulos,
pero a partir de la proposicion 35 se afirma la igualdad de paralelogramos de
formas distintas, colocando el fundamento tedrico para dar este salto en las
nociones comunes que ya hemos mencionado. A continuacién nos ocuparemos de
las proposiciones mas importantes que le permitirdn, a Euclides, resolver el

problema de las cuadraturas para las figuras rectilineas.

Figura 1.9

La proposicién 1.41 establece que si un paralelogramo tiene la misma base que
un tridngulo y estdn colocados entre las mismas paralelas, el paralelogramo es el
doble del triangulo. Para su demostracion Euclides utiliza lo que previamente ha
probado en la proposicién .35, que los paralelogramos que estdn sobre la misma
base y entre las mismas paralelas son equivalentes -no porque sean de igual forma

sino porque tienen igual superficie. La figura 1.9 ilustra este enunciado, pues los
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paralelogramos ABGD y EBGZ comparten la misma base BG y estan entre las

mismas paralelas AZ y BG.

Figura 1.10

Para probar esto basta observar, en primer lugar, que los triangulos ABE y DGZ
son iguales. Luego, si a cada uno de ellos se le resta el tridngulo comin DHE y
luego se le agrega el tridngulo BHG, entonces se tiene la igualdad de los
paralelogramos. Y de esto ultimo puede concluirse que los triangulos ABG y EBG
de la figura 1.10, colocados sobre la misma base y entre las mismas paralelas, son
equivalentes. Por lo tanto, el paralelogramo ABDG equivale al doble del triangulo

EBG, lo que prueba la proposicién 1.41.
A Z H
L /W
B E G

Figura 1.11

Luego, en la proposicion 1.42, se resuelve el problema de construir en un dngulo
rectilineo dado, un paralelogramo igual a un tridngulo dado. Para ello se consideran
el angulo a y el triangulo ABG dados, como en la figura 1.11. Luego se ubica el
punto medio E de BG y se traza el segmento AE. Sobre el segmento EG y con
vértice en E se construye el angulo GEZ, de tal manera que coincida con el angulo

dado a. Se trazan AH paralela a BG y GH paralela a EZ, de donde resulta el
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paralelogramo ZEGH que es dos veces el tridngulo AEG y, por lo tanto, es

equivalente al tridngulo ABG.

B
/ «
Figura 1.12

Ahora, sean la recta AB, el triangulo T y el angulo a dados, como se ilustra en la
figura 1.12. Prolonguemos el segmento AB y construyamos el paralelogramo
DBFE equivalente, en superficie, al triangulo T y de tal manera que los angulos
DBF y a sean iguales. Al prolongar ED y trazar AC paralela a BD se forma el

paralelogramo ABDC como se ilustra en la figura siguiente.

E F G
D
L)
C A L
Figura 1.13

Luego se traza la diagonal CB y se prolonga hasta que coincida con la
prolongacién de EF en el punto G.18 Por el punto G se traza GL paralela a AF y se
prolongan DB y CA hasta los puntos H y L respectivamente. Entonces CLGE es un
paralelogramo cuya diagonal es CG y, por tanto, los paralelogramos DBFE y ABHL

18 Esto es posible porque los dangulos DEF y GCE son menores que dos rectos y como las rectas
EF y CB estan en el mismo plano, al ser prolongadas al infinito se intersectan en algtin punto.
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son equivalentes.1® Finalmente, dado que los angulos DBF y ABH son iguales y el
paralelogramo ABHL es equivalente al tridngulo T, entonces se ha probado la
proposicion 44 del libro I: aplicar a una recta dada en un dngulo dado, un
paralelogramo igual a un tridngulo dado.

En la proposicion siguiente, 1.45, Euclides nos ensefia cdmo construir en un
dngulo rectilineo dado, un paralelogramo igual a una figura rectilinea dada. Para
ello considera una figura rectilinea ABGD y un angulo 6 dados, como se ilustra en
la figura 1.14. Lo primero que hace es obtener una triangulacion de la figura en
cuestion al trazar el segmento BD. Luego, usando la proposicion 1.42, se construye
en el angulo 6 el paralelogramo KZHT igual al tridngulo ABD. En este punto, la
proposiciéon 1.44 permite construir sobre el segmento TH y el angulo 6 el
paralelogramo THLM equivalente al triAngulo DBG. De esta manera se obtiene el
paralelogramo KZLM, el cual es equivalente a la figura rectilinea dada. Hasta aqui,
Euclides ha dado un paso muy importante hacia el objetivo que persigue, pues esta
proposicion le permite construir el rectdngulo equivalente a cualquier figura

rectilinea.

A [

Figura 1.14

D

La proposicion .47 es de particular importancia porque ella se constituye en el
método que permite hallar el cuadrado equivalente a otros dos cuadrados dados.

Como veremos mas adelante, Euclides la usara para determinar la cuadratura de

19 Este resultado corresponde a la proposicién 14 del libro 1. Es facil de ver ya que ABDC y
HGFB son paralelogramos, lo que implica que los triangulos que resultan al ser subdivididos por
sus respectivas diagonales son iguale. Ahora, si de cada uno de los tridngulos CEG y CLG se quitan
aquellos triangulos iguales, se obtiene el resultado.
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una figura rectilinea. Su enunciado es el siguiente: En los tridngulos rectdngulos, el
cuadrado sobre el lado opuesto al dngulo recto es equivalente a los dos cuadrados
sobre los lados que forman ese dngulo recto. Como puede verse, esta proposicion
corresponde al famoso teorema atribuido a Pitagoras y su demostracion es como
sigue. Considérese el triangulo rectangulo ABG en el que se ha construido el
cuadrado de cada uno de sus lados, como se muestra en la figura 1.15. Se trazan AL
paralela a BD y las rectas AD,AE,BK y ZG. Como los angulos BGK y AGE son
iguales, y dado que las rectas KG y GB son respectivamente iguales a las rectas AG
y GE entonces los triangulos BGK y AGE son iguales. Luego el paralelogramo OGEL
es el doble del triangulo AGE ya que tienen la misma base y estan entre las mismas
paralelas; por el mismo argumento, el cuadrado AGKT es el doble del triangulo
BGK. Asi que el paralelogramo OGEL y el cuadrado AGKT son equivalentes.
Analogamente se prueba que el cuadrado ABZH es igual al paralelogramo BDLO y,

por tanto, se tiene el resultado.
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Figura 1.15
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Obsérvese que dadas dos figuras rectilineas y si de cada una se pudiera
obtenerse el cuadrado equivalente, lo que en efecto podra hacerse mas adelante
con la proposicion I1.14, entonces por la proposicidn en cuestion se puede también
hallar el cuadrado equivalente a las figuras rectilineas dadas. En este sentido el
teorema de Pitagoras es el primer resultado fundamental que facilita la suma de
cuadraturas.

Para lograr el objetivo de cuadrar una figura rectilinea dada Euclides también
hara uso de la proposicion 5 del libro II, segin la cual, si se divide una recta en
partes iguales y desiguales, el rectdngulo comprendido por las partes desiguales de la
recta entera junto con el cuadrado de la mitad de la diferencia entre las dos partes,

es equivalente al cuadrado de la mitad de la recta dada.

A G D B

K L T M
E H Z
Figura 1.16

Tomando como referencia la figura 1.16, la recta AB dividida en partes iguales y
desiguales en los puntos G y D respectivamente. Se construye el cuadrado GBZE y
se traza la diagonal BE. Luego se trazan DH paralela a GE, AK paralela a BM y, por
el punto T, KM paralela a AB. A partir de esta construccién se mostrara
algebraicamente la validez del resultado. Sean a = AD, b = DBy x = GD. Observe
que los paralelogramos GDTL y TMZH son iguale, lo que implica que DB = DT.

Dado que, en notacién moderna, tenemos las siguientes igualdades

a+b a+b
= X = —b

GB ,
2 2

Se concluye que
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2

b+<a+b b) _(a+b)2
a 2 2

Estas proposiciones constituyen el camino a seguir para convertir una figura
rectilinea en un rectangulo. Lo primero que se hace es una triangulacion de la
figura. Luego, con la proposicion .41 se establece la relacion entre figuras planas
de caracteristicas genéricas diferentes, a saber triangulos y paralelogramos. La
proposicion .42 permite construir un paralelogramo equivalente a un triangulo
dado y .44 condiciona dicha construccion al conocimiento de uno de los lados del
paralelogramo. De esta manera los tridngulos que subdividen la figura plana se
pueden convertir en rectangulos de igual altura que al unirlos dan como resultado
un rectangulo equivalente a la figura en cuestion. Y con la proposicién 11.14, como
veremos a continuacion, se alcanza el objetivo propuesto.

Con lo hecho hasta aqui estamos listos para comprender el proceso mediante el
cual Euclides, en la proposiciéon 14 del segundo libro, nos ensefia a construir el
cuadrado equivalente a una region rectilinea R dada. La proposiciéon .41 permite
construir el rectangulo ABDC equivalente a la region R, como se ilustra en la figura
1.17. Suponiendo que AB es mayor que BD, se prolonga hasta E de tal manera que
BE = BD. Con centro en F, el punto medio de AE, se trazan el semicirculo AHE y se

prolonga DB hasta H.

H
I
A F B E
C D
Figura 1.17
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Dado que F y B dividen al segmento AE en partes iguales y desiguales, por la
proposicion IL.5, resulta ser que el rectangulo ABDC juntamente con el cuadrado
de lado FB son equivalentes al cuadrado de lado FE, que a su vez es equivalente al
cuadrado de lado HF. Como el angulo HBF es rectangulo, por el teorema de
Pitadgoras, los cuadrados de lados BF y BH unidos equivalen al cuadrado del lado
HF.En consecuencia, BH es el lado del cuadrado buscado.

De esta manera, Euclides ha resuelto el problema de calcular areas de figuras
planas rectilineas. Pero ademas hace un aporte significativo al demostrar en el
libro XII que un circulo se puede agotar por una sucesiéon de poligonos inscritos,
para lo cual hace uso de la proposicion X.1 de los Elementos. Esto lo explica cuando
demuestra que los circulos son entre si como los cuadrados de sus didmetros, pero de
ello nos ocuparemos con mas detalle luego de haber expuesto el método

exhaustivo.

1.2.2.3. Cuadratura de figuras curvilineas en Arquimedes

Euclides dio una respuesta parcial al problema de las cuadraturas que,
posteriormente, seria complementada por los trabajos de Arquimedes (287-212).
Mientras que el primero resolvié el problema de la cuadratura de figuras
rectilineas planas, el segundo logré avanzar hacia la cuadratura de algunas
regiones curvilineas. Por ejemplo, demostr6 que la medida de un segmento
parabdlico es igual a cuatro tercios del area del triangulo cuya base y altura
coinciden, respectivamente, con las de dicho segmento. Para realizar sus calculos
Arquimedes hace uso del método exhaustivo. Este método se fundamenta en la
primera proposicién del décimo libro de los Elementos: “Dadas dos magnitudes
desiguales, si de la mayor se resta una magnitud mayor que su mitad y de lo que
queda otra magnitud mayor que su mitad y se repite continuamente este proceso,
quedara una magnitud menor que las magnitudes dadas.”20

El método exhaustivo sera el procedimiento utilizado por Arquimedes para

determinar la cuadratura de algunas figuras planas no rectilineas. Para ello, se basa

20 En términos modernos, el enunciado de esta proposicion equivale a establecer que
lim,_,, M(1 — )™ = 0, siendo M la magnitud inicial, r la razén tal que = < r < 1y n el nimero de
n 2
subdivisiones efectuadas.
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en algunas proposiciones de los elementos e incorpora el razonamiento légico de
reduccion al absurdo al procedimiento del método en cuestiéon. En términos
generales, la naturaleza de dicho método estad en aproximar una sucesion creciente
de figuras?! geométricas rectilineas, de medida conocida, inscritas y circunscritas,
sobre otra figura curvilinea de area desconocida, de tal manera que la diferencia
entre esta y el limite de dicha sucesién sea tan pequefia que se consideren
equivalentes. Incorporando el método de reduccion al absurdo, al procedimiento,
se niega tal equivalencia y se llega a una contradicciéon légica que garantiza la

igualdad de las areas en cuestion.

0] B Z
A C
K D
H E
G
Figura 1.18

La primera aplicacién del método exhaustivo aparece en el libro XII de los
Elementos, cuando Euclides demuestra que el area de un circulo se puede agotar
por medio de poligonos inscritos.22 Para tener una idea de cémo lo hace,
consideremos la figura 1.18. La sucesion de poligonos inscritos es P, = Cuadrado
ACEH, P, = Octdgono ABCDEGHK,..., P,= Poligono de 2™*2? lados iguales,... Si
denotamos por a(C) y a(B,) al area del circulo y del poligono n-ésimo,
respectivamente, entonces puede formarse la siguiente secuencia: M,=

a(C) — a(Py), M;= a(C) — a(P;),... M= a(C) — a(B,),... y para ver que, en efecto,

21 Los poligonos inscritos o circunscritos B, en la figura curvilinea R deben escogerse de tal
forma que la sucesién de las diferencias {a(R) — a( B,)} satisfagan la hip6tesis de la proposicion X.1
de los Elementos. a(R) y a( B,) corresponden al drea de la figura curvilinea y al area del poligono
enésimo, respectivamente.

22 La prueba de este enunciado se halla en el marco de la demostracion de la proposiciéon XII.2.
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satisface la hipdtesis de la proposiciéon X.1, se debe probar que para cada n se
cumple que M, < %Mn. Por ejemplo, para probar el caso n = 0 basta sustraer M;

de My y observar que el area de cada uno de los tridngulos ABC,CDE,EGH y HKA
es mayor que la mitad del area del sector circular en el que estan inscritos. Este
principio sera clave para la demostracion de los siguientes resultados.

La proposicién XII.2 en la que se establece que los circulos son entre si como los
cuadrados de sus didmetros, es la primera en la que Euclides compara figuras
planas de frontera curva con figuras planas rectilineas. La demostracién se hace
por reduccién al absurdo. Si C;, C;, son circulos de diametros d, § respectivamente;
entonces debe probarse que C; : C, :: d? : §2. Suponiendo que la tesis es falsa,
debe existir un 4rea C, distinta de C,, tal que C; : C :: d? : §2. Si C < C, entonces
C, — C > 0 luego, por el resultado anterior, existe un poligono regulas P, inscrito
en C, tal que C, — B, < C, — C, de donde P, > C. Ahora, si P, es el poligono regular
inscrito en C;, con igual nimero de lados que B,, entonces por la proposicion?3
XIL.1 se obtiene que P, : P, :: d? : §2, lo que implica que C; : C :: P, : B,. Por lo
tanto?¢ C > P,, lo que no es posible. Para el caso en que C > C,, siguiendo un
procedimiento analogo al anterior, también se llega a una contradiccién; lo que
garantiza la validez del resultado.

Ahora veamos el uso que hace Arquimedes del método exhaustivo para
demostrar que el area de “un circulo es equivalente a un tridngulo rectangulo
cuyos catetos sean iguales al radio y a la circunferencia del circulo.”2> Sean el
circulo C, de radio r cuya circunferencia es [, y el tridngulo T = ABC de catetos ly r
como se ilustra en la figura 1.19. Si el area del circulo a(C) es mayor que el area del
triangulo a(T), entonces a(C) — a(T) > 0. Luego, existe un poligono P, de 2"*2
lados, inscrito en la circunferencia, tal que a(C) —a(P,) < a(C) — a(T); es decir
que a(P,) > a(T). Noétese, de acuerdo a la construccion, que b, corresponde a un
de los lados de B, y es también la base del tridngulo isdsceles de altura h,, cuyos

otros dos lados coinciden con el radio del circulo. Ahora, como h, < ry2"?b, <1,

23 Esta proposicion establece que los poligonos semejantes inscritos en circulos son entre si como
los cuadrados de sus didmetros.
24Véase la proposicion V.14 de los Elementos.

25 Esta es la proposiciéon 1 de La medida del circulo, uno de los escritos mas importantes de
Arquimedes.
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siendo r y [ los catetos de T, entonces a(PB,) = 2""1h,h, < %rl = a(T). Por lo

tanto a(P,) < a(T), lo que es una contradiccién. De manera similar, para el caso de
poligonos circunscritos, se prueba que no es posible la desigualdad a(C) < a(T), lo

que implica que a(C) = a(T).

Figura 1.19

Arquimedes, al parecer, es el primero de los gedbmetras griegos que trata de
encontrar la cuadratura de un segmento de parabola. Al respecto, en su epistola

dirigida a Dositeo, observa que

Entre los que han cultivado la geometria antes que nosotros algunos han procurado hacer
ver la posibilidad de encontrar una figura rectilinea equivalente a un circulo o a un
segmento circular... Pero ninguno de mis predecesores, que yo sepa, ha buscado la
cuadratura de una superficie limitada por una recta y una parabola (Arquimedes, 1970,
pag. 222).

Como es sabido, el llamado genio de Siracusa tuvo éxito en la soluciéon del
problema, cuyo enunciado dice: el drea de un segmento parabdlico es igual al
cuddruple del tercio de la de un tridngulo de la misma base y de la misma altura que

el segmento.2® Para bosquejar la prueba de esta proposicién, consideremos el

26 Esta es la proposiciéon 24 en De la cuadratura de la pardbola. Ver (Arquimedes, 1970, pag.
237).
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segmento de parabola ABC limitado por cuerda AC con punto medio en M, segin
se ilustra en la figura 1.20. Como la recta BM, perpendicular a AC, interseca al
segmento de pardbola en su vértice, entonces el tridngulo ABC tiene la misma base
y la misma altura que el segmento. Por los puntos medios de AM y MC se trazan

DG y EK paralelas a BM.

Figura 1.20

Primero se prueba que la suma de los tridngulos AGB y BKC equivale a la

cuarta parte del tridngulo ABC. Observe que si T, es el area del tridngulo ABC
entonces el area de los dos tridngulos AGB y BKC es %To. El proceso se puede

continuar con cada uno de los segmentos parabodlicos limitados por las rectas

AG,GB,BK y KC e inscribiendo en éstos los respectivos tridngulos como en la
construccion anterior, la suma de sus areas estara dada por 22 To- Siguiendo
razonamientos analogos, se obtiene la siguiente sucesion creciente de areas

1
48

1 1 1
To, Tl =T0+ZT0’ T2 =T0+ZT0+4__ZT0‘ ...,Tnz ?20 To,

Arquimedes demuestra2? que

27 Para ello hace uso del siguiente resultado: Si S=A+B+C+D+E Yy A:B=B:C=C:D=D:E
entonces S = A —:E.
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1 4 1T,
T, = ?:()ETo:gTo_gﬁ (1)

] . oo 1 4
Como Arquimedes desconoce que la serie Zi:OETO converge a T, razona por
reduccion al absurdo al suponer que el area S del segmento de parabola es distinta

4 4 s
de ETO' Para el caso en que S es mayor que ETO se demuestra que la sucesién

S,S =Ty S—T;,S =Ty e, S =Ty, ...

Satisface la hipotesis de la proposiciéon X.1 de los Elementos. Luego, para algin n

4

. 4 1 o 4 1
se tendra que S —-Tp>S — Yiso Lo, lo que implica que -Tp < Z?:oZTo- De
esta manera se ha llegado a una contradiccién y lo mismo sucede cuando se

: 4 4
considera S menor que ETO' Luego se debe tener que S = ETO'

Los escritos de Arquimedes nos dejan saber que el resultado anterior lo dedujo
primeramente utilizando las leyes de la mecanica. Posteriormente probaria el
resultado usando el método exhaustivo, pues aunque reconoce la utilidad de los
medios mecanicos pensaba que éstos no proporcionan una demostracién rigurosa.

Al respecto, en su tratado EI Método, dice:

Estoy convencido de que este procedimiento no es menos util incluso para demostrar los
propios teoremas, algunos de los cuales, evidentes por medio de la mecanica, se han
demostrado después geométricamente porque su investigaciéon por dicho método no
proporcioné una demostracién rigurosa. Pero cuando gracias a él hemos adquirido algin
conocimiento previo de la cuestidn, es naturalmente mas facil dar la prueba que
encontrarla sin dicho conocimiento previo (Arquimedes, 1970, pag. 263).

Veamos cémo Arquimedes utiliza las herramientas mencionadas para
establecer la cuadratura de la parabola. La proposicidn en cuestion es la siguiente:
sea ABG un segmento de pardbola limitado por la recta AG y la pardbola ABG, D el
punto medio de AG, y tracemos la recta DBE paralela al eje de la pardbola y las
rectas AB y BG. Digo que el segmento ABG equivale a las cuatro terceras partes del
triangulo ABG. Para su demostracion, Arquimedes realiza la construccion que se
muestra en la figura 1.21. Traza las rectas AZ paralela a DE y GZ tangente a la

parabola en G. Luego se prolonga GB hasta 8 de tal manera que GK = K#6. Siendo L
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un punto cualquiera en AD, se traza ML paralela a DE. Ademas, se construye I'H
igual a OL con centro de gravedad en 8 y tal que I'0 = OH. A partir de esta
construccion y haciendo uso de las propiedades de la pardbola, Arquimedes

demuestra la siguiente igualdad

area(AAZG) = 4area(AABG)

Figura 1.21

De otro lado, al equilibrar el area del segmento de pardbola, a(P), y el area del

triangulo AZG observa que

a(P) 1

area(AAZG) 3

Y de estas dos ecuaciones concluye que

4
a(P) = 3 area(AABG)
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Es de observar que Arquimedes, al igual que Euclides, utiliza implicitamente
algunas propiedades del area aunque en sus escritos no haya una definicion

precisa de lo que él entiende por ese concepto. Es sus trabajos

Parece haber tomado por convenio que cada region tiene un drea asociada a ella. Con esta
hipédtesis se ocupa en calcular areas de regiones particulares, y en sus calculos utiliza
propiedades... que no se pueden probar mientras no se precise qué se entiende por area.
Supone, por ejemplo, que si una region es interior a otra, el area de la regiéon menor no
puede exceder al area de la region mayor; y, también, que, si una regién se descompone
en dos o mas partes, la suma de las areas de cada parte es igual al area de toda la region
(Turégano, 1993, pags. 28,29).

En la actualidad estas se conocen como las propiedades de monotonia y
aditividad de la medida, respectivamente. Por ejemplo, pese a que en los Elementos
de Euclides se demuestran varias proposiciones relativas a areas y volimenes, el
autor no dice explicitamente lo que debe entenderse por longitud, area o volumen.

En esta direccién, Lebesgue observa que:

Para los antiguos, las nociones de longitud, area y volumen eran nociones primarias,
claras por si mismas, sin definiciones légicas. Los axiomas, casi todos implicitos, que
utilizaban para las evaluaciones, no eran, a sus ojos, definiciones de estas nociones. Se
trataba siempre, para ellos, del lugar ocupado por la linea, la superficie o el cuerpo en el
espacio. La dificultad s6lo comenzé cuando se traté de medir ese lugar, de adjudicarle un
numero y esa dificultad es inicamente la existencia de los inconmensurables (Lebesgue
H., 1936, pag. 68).

Bajo esta cosmovision, también Arquimedes propicié un avance en el problema
de las cuadraturas, pues el desarrollo de su pensamiento hizo posible que dicho
problema también pudiera resolverse para casos particulares de figuras planas no
rectilineas. Mas aun, sus ideas se constituirian en un precedente muy importante

para los trabajos de algunos matematicos en siglos posteriores.
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2. LA MEDIDA DE SUPERFICIES MEDIANTE LA TEORIA DE INDIVISIBLES DE
CAVALIERI

2.1. Antecedentes de la teoria de los indivisibles

Como ya se ha explicado, Arquimedes obtiene la cuadratura de un segmento de
parabola en comparacidn con la cuadratura de un triangulo de igual base y de igual
altura que el segmento. Para lograrlo, en principio, incorporé a la geometria las
leyes de la mecanica y la relacion que establecid entre éstas le permitid tener una
idea de que su proposicién era correcta, aunque también era consciente de que ello
no proporcionaba una demostracion rigurosa.

En ese proceso, segin explica Francisco Vera, lo que hace Arquimedes es cortar
las superficies por rectas paralelas y compara una de las secciones producidas con
otra hecha por la misma recta en una figura conocida y coloca ambas figuras de
modo que sus centros de gravedad estén en una recta, correspondiente al brazo de
palanca, en la que determina dos segmentos contiguos proporcionales a las dos
secciones, cuya relacién establece la ecuacion de equilibrio, con respecto a un
punto, de las dos areas elementales suspendidas de los extremos de la recta. Si el
brazo de palanca correspondiente al area que busca es constante, la ecuacion de
equilibrio le da el valor que persigue.28 De esta manera, es Arquimedes quien
concibe, por primera vez, la posibilidad de analizar las relaciones entre los objetos
a partir del estudio de sus elementos constitutivos. Bajo esta percepcion, las
superficies son vistas como formadas por lineas, con cierta anchura, de modo que
para calcular su area lo que habria que hacer es una especie de suma de todos los
elementos que la componen. Asi, si X es una figura plana que se desea medir,

entonces se suman los elementos infinitesimales de X comparandolos con los

28 Ver (Arquimedes, 1970, pags. 261,262).
39



elementos correspondientes de una figura Y de la que se conocen el area y el
centro de gravedad.??

Hay que sefialar que los métodos infinitesimales usados por Arquimedes se
constituirian un presedente importante para el trabajo de algunos matematicos en
siglos posteriores. Por ejemplo, Vera comenta que las ideas arquimedianas fueron
el fundamento de la teoria de los indivisibles que seria establecida en el siglo XVII
por Cavalieri.

Kepler (1571-1630) es conocido como uno de los precursores del calculo
infinitesimal. El concepto de lo infinitamente pequefio, que hasta entonces habia
sido usado en el marco filoséfico, seria introducido por él en la geometria para el
calculo de areas. Su idea de infinitesimal es la de un elemento muy pequefio que
hace parte de una figura cualquiera y conserva su dimensién. En el campo de la
astronomia, Kepler plante6 que los planetas se mueven alrededor del sol siguiendo
orbitas elipticas, en uno de cuyos focos esta el Sol, y que el radio vector que va del
Sol a un planeta barre areas iguales en tiempos iguales. Para resolver problemas

como éste

Suponia... que el area en cuestion estaba formada por tridngulos infinitamente pequefios
con un vértice en el Sol y los otros dos vértices en puntos infinitamente préximos sobre la
orbita del planeta (Boyer, 1987, pag. 409).

En su trabajo, La Nova Stereometria, sobre el calculo de areas y volumenes,
Kepler resuelve el problema de hallar el area de un circulo usando las técnicas
infinitesimales. Para ello, considera el circulo como un poligono regular con un
numero infinito de lados constituido por infinitos triangulos, todos ellos con
vértice en el origen, y cuyas alturas pueden considerarse aproximadamente iguales
al radio del circulo. Sean C y r la circunferencia y el radio del circulo,
respectivamente. Si by, by, ..., by,... son las bases de los triangulos infinitesimales,

entonces el area del circulo A puede verse como

1 1
A ZET'(b1+b2+-"+bn+“-) ZETC

29 Ver (Collette, 2002, pag. 135).
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El uso de esta técnica también le permitié a Kepler obtener el area de la elipse y,
al considerar que los sélidos estan compuestos de infinitas capas superficiales,

también logroé calcular el volumen de los barriles de vino.

Con esta forma de proceder, Kepler sugiere un método alternativo al de
reduccion al absurdo, usado por Arquimedes, para abordar los problemas de areas
y volimenes. Aunque su técnica tenia problemas de rigor, de los cuales él mismo
era consiente, desde entonces sus razonamientos fueron seguidos por la mayor

parte de los matematicos.

Galileo (1564-1642) sostiene que el continuo estad formado de indivisibles. Su
argumento tiene como punto de partida la cosmovision aristotélica de una
indivisibilidad indefinida. Asegura que si una divisibn puede continuarse
indefinidamente, entonces las partes deben ser infinitas y por lo tanto inextensas.
Luego, si las partes son inextensas es porque son indivisibles. Para Galileo los
indivisibles, ademas de ser los componentes de los cuerpos, son las partes
constitutivas de las figuras geométricas y, en consecuencia, comparten su
naturaleza.

Estas ideas fueron de gran importancia conceptual y heuristica en el analisis del
movimiento variado. Asi las cosas, el concepto de aceleracion uniforme fue
planteado por adiciéon de infinitos momentos de velocidad, lo que implicaba
componer el continuo de infinitos elementos unitarios inextensos y por tanto
indivisibles. No obstante, Galileo no logré llegar a ninguna teoria y tampoco pudo
establecer calculos operativos concretos en torno a su, también conocido,
atomismo matematico. Por ejemplo, en el contexto de su andlisis no es posible
establecer una distincién entre dos magnitudes continuas, ya que ambas constan
de infinitos indivisibles y las propiedades de mayor, menor o igual son

indeterminadas entre los infinitos.30

30 Una exposicidn sobre los indivisibles de galileo se halla en (Sellés).
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2.2. Lateoria de indivisibles de Cavalieri

El matematico mas destacado, en el siglo XVII, por contribuir de manera
significativa al calculo de areas y volumenes de objetos mas generales, fue
Bonaventura Cavalieri (1591-1647). Histéricamente, Cavalieri es reconocido por el
método de los indivisibles, el cual esta inmerso en un desarrollo teérico complejo
presentado en una de sus obras mas importantes, la Geometria de los indivisibles. El
método de Cavalieri constituye un procedimiento con el que se propone medir los
objetos geométricos a partir de sus partes indivisibles. La idea de Cavalieri es
evitar las limitaciones del método exhaustivo con el desarrollo de una nueva
técnica, inspirada fundamentalmente en los trabajos de Kepler, que diera cuenta de
los procesos infinitesimales.

Un concepto fundamental en la formulacion del método de los indivisibles es el
de regula que, para el caso de una figura plana, es una recta que se toma como

direccion. Al respecto, Recalde observa:

A cada una de las lineas paralelas a la regula y que generan la figura, Cavalieri les da el
apelativo de indivisibles. En este caso se trata de los indivisibles para figuras planas. En
general, los indivisibles son componentes cuya naturaleza depende de la dimensién de los
objetos. Asi, para las superficies los indivisibles seran las lineas; para los volumenes,
superficies, y en general, para objetos de dimensién n seran los objetos de dimensién n-1
(Recalde, 2011, pag. 163).

Es de observar que de las lineas paralelas a la regula solo una formara la
tangente opuesta, lo que implica que la figura en cuestidon se puede acotar entre
dos rectas paralelas. Si a través de estas lineas, denominadas también tangentes
opuestas, se construyen dos planos paralelos y se deja fluir un plano mévil, en
paralelo al plano que contiene la regula, hasta que coincida con el plano que
contiene la tangente opuesta entonces la interseccidn del transito sucesivo de este
plano y la figura coincide con “todas las lineas” de la figura en cuestion. Para
ilustrar este concepto, consideremos la figura plana F = ABC y tomemos la linea

AC como regula.
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Figura 2.1

En este caso la coleccién de “todas la lineas” corresponde a la totalidad de las
cuerdas “l” de F que son paralelas a la regula. Para denotar tal coleccién se usa el
simbolo Or(l). La O corresponde a la primera letra de omnes lineae, expresion que
traduce “todas las lineas”.

Aunque el método desarrollado por Cavalieri era util para el calculo de
cuadraturas y volumenes de figuras mas generales, su formalismo no tardaria en
ser cuestionado por los criticos ya que no escapaba a los problemas relacionados
con el uso del continuo. Para poner el asunto en contexto, recuérdese que el
fil6sofo presocratico Democrito pensaba que los cuerpos fisicos estan constituidos,
en dltima instancia, por dtomos indivisibles. Contrariamente, Aristételes sostuvo
que la caracteristica esencial del continuo es que puede ser dividido
ilimitadamente en elementos de su misma naturaleza, por lo que resultaria
imposible descomponerlo en elementos indivisibles. De esa manera, el punto de
vista aristotélico niega que una magnitud conste de puntos o que los elementos
constitutivos de una superficie plana acotada sean “todas las lineas”.

La ensefianza aristotélica fue la que prevaleci6 entre la mayoria de los
estudiosos; sin embargo, las ideas atomistas fueron acogidas y aplicadas a la
matematica por varios cientificos entre los que se destacan Arquimedes, Kepler y
Galileo. Por ejemplo, el método de Arquimedes plantea la posibilidad de calcular
areas de figuras operando mediante métodos mecanicos sobre las secciones que
las componen. Pero, a la vez, es consciente de que este tipo de razonamiento,
aunque de gran valor heuristico, no proporciona una demostracion totalmente
satisfactoria de los resultados que deben ser verificados rigurosamente por otras
vias. De esta manera, Arquimedes sefiala la utilidad de su método para resolver
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mecanicamente algunos problemas matematicos, pero es consciente de que por
ese medio no se logra una demostracion rigurosa. En general, los matematicos
griegos utilizaron heuristicamente la idea de poder “subdividir” una figura
geométrica en sus partes mas pequefias, para lograr una comprension del
problema que estuviesen intentando resolver; sin embargo, un razonamiento de
estas caracteristicas era considerado formalmente inaceptable.

En tales circunstancias, Cavalieri parece mantener una postura un poco
ambivalente. Aunque sostiene claramente que los indivisibles no constituyen el
continuo, también considera que son una herramienta operativa valida para el
calculo de cuadraturas. Seria, precisamente, su forma de operar la que le haria
objeto de diversas criticas puesto que en el proceso de recomponer y, sobre todo,
de subdividir el continuo daba la impresién que se alejaba de la concepcién
aristotélica. Sin embargo, Cavalieri mismo afirma que para €l la naturaleza del
continuo no lo constituyen los indivisibles; estos no son mas que una herramienta
operativa que permite obtener cuadraturas. Aun asi, algunos de sus
contemporaneos se opusieron a la existencia de una razén entre dos colecciones
infinitas de lineas, tal como lo sugiere el método de los indivisibles.

Como vemos, el intento de fundamentar la técnica de los indivisibles deriv6 en

algunos vacios conceptuales; sin embargo, con su método

Cavalieri nos ha legado un aspecto profundo en relacién con el problema de medir, como
es el hecho de que para obtener la medida de un objeto geométrico no es necesario tener
en cuenta todos sus elementos constitutivos. Modernamente decimos que los conjuntos
de medida cero no aportan en la medida total. Este fue uno de los aspectos tomados por
Lebesgue, a principios del siglo XX, para desarrollar su teoria abstracta de la medida
(Recalde, 2011, pag. 164)

B
F
M 0 |p
Y Z \% Y

Figura 2.2
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A continuacién, con base en la figura 2.2, enunciamos la versién directa del

principio de Cavalieri aplicado a rectas y superficies planas.

Principio de Cavalieri (Version 1): Sean las figuras F = BZV y G = CRT, que
tienen iguales alturas con respecto a la regula YH, y tal que las correspondientes
cuerdas (o la suma de cuerdas) son iguales, es decir MN + OP = SX, entonces
F = G (areade BZVigual al area de CRT).

Luego, Cavalieri plantea el resultado cuando las cuerdas estan en proporcion.
Para el caso anterior se plantearia asi: tomando [y = MN + OP y l, = SX, si
L

F
= k, entonces — = k.

Principio de Cavalieri (Version 2): Si dos volimenes tienen igual altura, y si
secciones hechas por planos paralelos a las bases y a igual distancia de ellas estan
siempre en una razon fija, entonces los volimenes de los s6lidos también estan en

esa misma razon.

Estos principios le permiten a Cavalieri hallar cuadraturas de figuras planas y
volimenes de s6lidos mediante una comparacién entre magnitudes geométricas.
Esto en razén de que para el siglo XVII las areas y los volimenes no eran
cantidades asociadas a un numero, pues esta nociéon solo se alcanzaria en
desarrollos posteriores.

El desarrollo de la geometria analitica de Descartes abre el camino para
convertir un problema geométrico en uno algebraico y viceversa. Ello hace posible,
por ejemplo, que algunas curvas puedan representarse algebraicamente. Este
avance en la forma de hacer matematica, seguramente, es lo que le permite a
Cavalieri encontrar cuadraturas de figuras limitadas por curvas que
posteriormente vendrian a representar funciones de la forma f(x) = x", para
n =12,..,6y9. De esta manera, Cavalieri establece una generalizaciéon del

calculo de cuadraturas de figuras planas prescindiendo del método exhaustivo.
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3. LA MEDIDA DE SUPERFICIES EN EL MARCO DEL SURGIMIENTO DEL
CALCULO

3.1. Antecedentes de la nocion de area en el calculo

3.1.1. Geometria analitica de Descarte

En el transcurso de su vida, René Descartes (1596-1650) centré su atencion
fundamentalmente en el estudio de la filosofia y de la fisica; sin embargo, sus
contribuciones en el campo de la geometria serian de gran importancia en la
evolucion del pensamiento matematico.

En lo que interesa a nuestro estudio, la geometria cartesiana juega un papel muy
importante porque establece la metodologia para el transito de lo geométrico a lo
algebraico y viceversa. En este sentido puede caracterizarse, de una parte, como la
expresion de las operaciones algebraicas en lenguaje geométrico y, de otra, como
la aplicacion del algebra a la geometria. Al respecto, el mismo Descartes observa en
La Geometria que “todos los problemas de geometria pueden reducirse facilmente
a términos tales, que no es necesario conocer de antemano mas que la longitud de
algunas lineas rectas para construirlos”.3! Para ello, empieza estableciendo una
base geométrica para el algebra, donde mostrara que las operaciones basicas de la
aritmética corresponden a construcciones sencillas hechas con regla y compas.

Veamos, por ejemplo, a partir de la figura 3.1 como construye el producto de los

segmentos AB y AC.
C
D
A B E
Figura 3.1

31 Citado en (Gonzalez U., pag. 317).
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Primero localiza el punto D en AC tal que AD sea el segmento unidad. Luego une
el punto D con B y traza CE paralelo a DB. Finalmente, usando el teorema de Tales,
concluye que AE es el producto buscado.

Observe que en la construccion anterior el producto de los segmentos dados es
otro segmento, ya que se obtiene como una cuarta proporcional. Esto implica,
desde nuestra Optica, que descartes estd dotando al producto de segmentos, y
también al cociente, de la propiedad clausurativa. Esta forma de interpretar las
operaciones aritméticas marcara un hito en el progreso del pensamiento
matematico, pues ahora se podran asignar nimeros a las figuras geométricas, cosa
que no habian hecho los gedémetras griegos por causa de las magnitudes
inconmensurables. Asi, podra operar con las magnitudes tal como lo hace con los
numeros y es pensando en este proposito que incorpora el segmento unidad a las
magnitudes.

Con el fin de facilitar la compresion de su discurso matematico, Descartes
introdujo una notacion algebraica y exponencial que resulté ser mas dinamica y
facilité la operatividad. Usd las primeras letras del abecedario para los parametros
y las dltimas para designar las incdgnitas e introdujo los simbolos que usamos
actualmente para la adicion y la sustraccion. Por ejemplo, a dos segmentos

cualesquiera AB y CD los designa con las letras a y b, respectivamente, y escribe

a . . . s . .
a+b,a—Db,aby - para simbolizar las operaciones basicas entre los mismos.

Ademas, interpreta las potencias del tipo a?, b?, a3, a?b, ... como segmentos32 y no
necesariamente como cuadrados o cubos, segin lo hacian los griegos. Es de
observar que para esta época el producto de dos segmentos era visto como un
rectangulo y el de tres como un paralelepipedo; no obstante, el producto de cuatro
segmentos y mas no tenia sentido para los matematicos, por lo que ni siquiera era
considerado.

A continuacién, Descartes describe el método para resolver los problemas
geométricos. Este consiste basicamente en suponer que el problema ya esta
resuelto, utilizar el lenguaje algebraico para identificar a todas las lineas que

intervienen en su construccion, trasladarlo al lenguaje de las ecuaciones, que

32 Ver (Gonzalez U., pag. 328).
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deben ser tantas como incégnitas haya, resolverlo algebraicamente y verificar que
la solucidn satisface los requerimientos del problema.

La apariciéon del sistema de coordenadas cartesiano permite expresar los
problemas geométricos en lenguaje algebraico y viceversa. Bajo esta perspectiva,
para Descartes, todos los puntos de las curvas que pueden llamarse geométricas
tienen, necesariamente, alguna relaciéon con todos los puntos de una linea recta,
relacidon que podra ser expresada por alguna ecuacién valida para todos los puntos.
Esto implicaria un aumento en el universo de las curvas, ya que se aceptaria como
tales todas aquellas lineas que pueden expresarse mediante una ecuacién. Sera a
partir de la ecuacién de las curvas que podrdn encontrarse sus elementos
geométricos mas notables entre los que destacan las rectas normales, las rectas

tangentes e incluso el espacio determinado por su grafica.

Figura 3.2

Consideremos la curva APE de la figura 3.2 y veamos como razona Descartes
para determinar la ecuacion de la recta tangente en el punto P de coordenadas
(x0,y0).- Descartes considera la recta AB y busca establecer una expresion
algebraica que relacione los puntos de la curva con los de dicha recta. Ademas,
supone que la recta PC es la solucién del problema y da nombre a los segmentos
involucrados asi: AM = x,PM = y, AC = v, PC = ry, en consecuencia, MC = v — x.

Supongamos que la ecuacion de la curva esta dada por y = f(x). Como C es el
punto de interseccion de la normal con la recta AB, todo circulo con centro en un
punto G cercano a C intersecta a la curva en dos puntos, a saber O y P. La ecuacién

del circulo con centro en C estd dada por
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(x —v)? + y? =1r?
De donde se obtiene
(x—v)*+(f(x))2—r2=0 (1)

Donde vy r son fijos. Como PC es la normal a la curva en el punto P, entonces la
ecuacion (1) debe tener unaraiz x = x, de multiplicidad 2 y, por tanto, se infiere

que

n-2

(=) + (FOOP =12 = (1= x%)* ) ap @

=0

Siendo n el grado de (f(x))?2. Igualando los coeficientes que se corresponden en
la ecuacion (2) se puede hallar v en términos de x = x,. Luego, como el punto P de
coordenadas (x,y) es dado, las pendientes de la recta normal my y de la recta

tangente my ala curva son

_ i@ _ v
mr =t

De esta manera, se pueden hallar las ecuaciones de las rectas en cuestion en

cualquier punto de la curva. Para ilustrar esto, consideremos la curva

y=f@x) =2 3)

Veamos como se halla la ecuacién de la recta tangente a la curva en un punto

(%9, yo) distinto del origen. De (2) y (3) se llega a que

4
(x—v)2+x®—7% = (x — x0)* z a;x*
i=0
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Resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta de igualar los coeficientes
respectivos, se tiene que v = x, + 3x,°, es decir, v —x =3x> ya que x = x,.
Luego m; = 3x2. Finalmente, la ecuacién de la recta tangente en un punto (xo, y,)

de la curva dada sera

y= 3x02(x — Xo) + Yo

Los trabajos de Rene Descartes proporcionaron herramientas eficaces para
resolver problemas relacionados con las propiedades de las curvas, pues ahora
estas podian ser descubiertas al examinar el comportamiento algebraico de la
ecuacion de la curva. Ademas, la geometria cartesiana transformo el problema de
las cuadraturas en el problema de hallar el area bajo la curva, pues este mismo
autor sefialaria que al disponer de la ecuacién de una curva seria posible encontrar
casi todo, lo que puede ser determinado, respecto a la medida del espacio que
abarcan,33 obviamente estaba refiriéndose a su cuadratura. Por ultimo, cabe
seflalar que estos aportes se constituyeron en un instrumento clave para la
aparicion de varios métodos y técnicas infinitesimales, que serian de gran

importancia en el proceso de invencién del calculo.

3.1.2. Aritmética del infinito de Wallis

Posteriormente, el matematico inglés John Wallis (1616-1703), siguiendo los
delineamientos de Descartes y Cavalieri, propone un nuevo método, denominado
“induccion incompleta”, para el estudio de la cuadratura de curvas. El hecho de que
Descartes dotara al producto de segmentos con la propiedad clausurativa,
operacion que carecia de sentido para los griegos, le permitira a Wallis establecer
implicitamente que el area del rectangulo es igual al producto de la base por la
altura. Pero la inexistencia de un cuerpo numérico en el que estuviera bien

definido el producto obstaculizé un desarrollo mas amplio de este concepto.

33 (Gonzalez U., pags. 353,354).
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En su texto, La Aritmética de los Infinitos, Wallis estudia el comportamiento de
las razones de sucesiones, en las que el numerador corresponde a una sucesion de
una potencia fija y cuyo ultimo término determina la serie de términos constantes

del denominador, es decir:

0% + 1k + 2k 4+ ... 4 nk
nk + nk +nk 4 ... 4 nk

Wallis se interesa por el comportamiento de estas razones cuando n crece
siendo k un nimero entero fijo. Cuando k = 1, encuentra que para cualquier valor

de n la razén se mantiene constante

O+1+2+--+n 1
n+n+n+-+n 2

7 - P . 1
Luego, la razén caracteristica de indice k =1 es p Es de observar que para

realizar sus calculos, Wallis hizo uso de las férmulas polinomiales34 para la suma
de las potencias enteras de los primeros n enteros. Cuando k = 2, Wallis hace el

calculo para distintos valores de n y concluye que

024+ 12422+ - +n? —1+ 1
n2+n2+n2+--4+n2 3 6n

Cuando n tiende a infinito la razén anterior se aproxima a 3V este valor limite,

es definido como la razén caracteristica de indice k = 2. Al continuar con este

1

. . i 1
proceso, Wallis encuentra para k = 3 larazon caracteristica es L ypara k=4%es =

A partir de esto infiere el resultado general, es decir que la razén caracteristica de

indice k es pav) siendo k un entero positivo. Aunque Wallis no tiene el concepto de

limite, entre los precursores del calculo, es quien esta mas cerca de tal concepto y

en sus trabajos lo utiliza al menos de forma intuitiva.

34 Estas formulas aparecen en la Aritmética de Wallis, pero él no dice de donde las obtuvo o

como las dedujo.
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Para mostrar la consistencia de su aritmética, Wallis asegura que la mayoria de
las razones sobre cuadraturas y volimenes pueden derivarse a partir de las
razones caracteristicas. Observa, por ejemplo, que el problema de hallar el area

k es un caso particular de la razén caracteristica de la sucesién

bajolacurvay = x
con indice k. Pues, siguiendo las ideas de Cavalieri, asegura que una cuadratura
puede obtenerse al sumar un nimero infinito de lineas paralelas. Se debe recordar
que para entonces las magnitudes de velocidad respecto al tiempo eran
representadas mediante curvas y, en este contexto, era muy importante poder

hallar el area bajo la curva ya que ésta daba cuenta del cambio en la posicion.

Or---a---44

Figura 3.3

Consideremos la figura 3.3 y veamos cémo procede para determinar la
cuadratura limitada por la curva y = x¥, larecta x = a y el eje x. En general, lo que
hace es establecer la razdén entre la serie correspondiente a las lineas de la figura
OAB y la serie correspondiente a las lineas del paralelogramo circunscrito OABC.

Wallis utiliza el simbolo oo para denotar el infinito y “con gran osadia representa
P - 1 . L
lo infinitamente pequefio por = manifestando que cada subdivisién con tal

anchura indistintamente se puede interpretar como una linea o como un
paralelogramo infinitesimal” (Gonzalez, pag. 109). Luego, si se divide el segmento

OA = a en n partes de longitud h = %, siendo n infinito, entonces la region OAB se

puede ver como formada por infinitas lineas paralelas al eje y de altura x*.

Ademas, el paralelogramo OABC estaria formado por infinitas lineas constantes de

longitud a. Al establecer la razén entre estas cuadraturas se obtiene
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cuton _(5) + () + <+ (5)" s
Cuad.0ABC ak +ak + -+ ak S YR, nk

Como n tiende a infinito, entonces la anterior es una razon de indice k y por lo

tanto

Cuad.0AB _ Y1,i* 1
Cuad.0ABC ~ Yl ,nk  k+1

k

Ahora, como el paralelogramo OABC es de base a y altura a”, entonces su

cuadratura es a®*1. Luego, se concluye que

Cuad. OAB _ 1
ak+1 T k+1

Es decir

Cuad.0AB = Cuad. [x¥]

oQ
&
+
[EnN

Lo que desde nuestro punto de vista corresponde a la integral definida

a y ak+1
x"dx =
0

Este resultado no era nuevo, pues ya se sabia que para un entero positivo k la
cuadratura limitada por la curva y = x* guardaba una proporcién de 1 a k + 1,
respecto al paralelogramo circunscrito. Sin embargo, el mérito de Wallis estaria en

extender la validez del resultado para exponentes racionales. Asegura, por

: . o , 1 .
ejemplo, que si el indice de la curva y =+/x se define como 7 la razén

i 1 .
caracteristica que debe obtenerse es T, yaque la cuadratura limitada por esta
2

curva corresponde al complemento de la cuadratura limitada por la curva y = x2.
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.. ’ 7 s 3 1
De manera similar, concluye que la razén caracteristica para y = /x debe ser T
3

A partir de estas representaciones y usando el método de interpolaciones, Wallis

r
observa que el indice apropiado para las curvas del tipo y = (W)p = x41 debe

quedar definido como 5. Y siguiendo un proceso analogo al usado para determinar

k

la cuadratura bajo la curva y = x", se obtiene que la cuadratura de la regién

2
acotada por la curva y = x4, el eje x ylarecta x = 1 esta dada por

p1t q

Cuad. [xq] =—

o pPtq
Wallis también afirmo, pero sin dar una argumentacién sélida, que la igualdad
en cuestion era valida para exponentes no racionales tales como /3. Es con estos
avances que el problema de las cuadraturas empieza a perfilarse como el problema

de hallar el area bajo la curva.

De otra parte, Wallis también se pregunta por la razon caracteristica del circulo

y fue al intentar resolver este problema que lleg6 a la siguiente igualdad

[l IS
| o
MRS
GIRS
af o
<o

NI

Con este resultado, antes que una nueva forma de calcular 7, muestra la utilidad
de sus métodos en la investigacion matematica. Seria la aplicacion de estos lo que
condujo a Newton al logro de la expansion de funciones en series binomiales.

Los trabajos del matematico inglés constituyeron un paso importante en el
estudio de las cuadraturas. Pues ahora una cuadratura podra medirse en
correspondencia con un valor numérico y no necesariamente en comparaciéon con
otra, lo que en una época posterior conduciria al desarrollo de la nocion de area. El

hecho de considerar la cuadratura de un rectdngulo como el producto de la base

K k
por la altura, llevaria a “interpretar cada sumando de la expresion (%a) + (1n—a) +

-k K
La na s 7 a
-+ (Z) + -+ (T) , que corresponde a una linea, como un rectangulo de base -
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y altura i, para i = 1,2, ..., n. Cuando n tiende a infinito, el ancho de cada uno de los

rectangulos corresponde a la nocion de infinitesimal” (Recalde, 2011).

3.2. Elareaen el calculo de Newton y Leibniz

Uno de los aspectos mas destacados de Newton y Leibniz es haber demostrado
la relacion inversa entre el calculo de areas y el calculo de razones de cambio.
Hasta entonces los métodos del calculo infinitesimal para hallar cuadraturas se
constituian en una especie de matematica artesanal que solo servian para resolver
algunos problemas concretos. Por ello, el gran mérito tanto de Newton como de
Leibniz es haber articulado un algoritmo que, en general, es valido para todas las

expresiones analiticas.

3.2.1. Teoria de cuadraturas y anti-cuadraturas

[saac Newton (1642-1727) demuestra que si la ecuaciéon de una curva es de la

m na m+n

forma y = axn» entonces la expresion X corresponde a su cuadratura. La

demostracion se constituye en una explicaciéon de la relacién inversa entre los
problemas de cuadraturas y de tangentes. Para ello, considera una curva y = y(x)

y supone que

m+n

z(x) = %x n (D)

Corresponde al area ABP, como se ilustra en la figura siguiente, en donde

también se observa que AB = x,BM =0 y BP = y.
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y=yXx)
L ———
K HT
5 i
1
1
1
v
z(x) ¥ :
i
1
1
1
X 0 1
A B M
Figura 3.4

Para su argumentacién, Newton incorpora una cantidad infinitesimal, que
simboliza con la letra “0”, e incrementa la abscisa x hasta x + 0. Ademas, elige

v = BK de modo que el area BPLM y el area BKHM sean iguales. Luego, si se

asume la igualdad b = i
m+n

y t=m+n, entonces de (1) se obtiene que

z™ = b"xt. Ahora, si en esta expresion se sustituye z por z + ov y x por x + o0, se

tendra
(z+ ov)" = b™(x + 0)%,
de donde se obtiene que

n(n-1) 02

zZ" + novz™ 1 + v2z" 2 4+ o = P (xt + toxt1 + @ozxt‘2 + ).

Considerando que z" = b"x' y dividiendo ambos miembros de la ecuacién

o _n

anterior por “0”, se infiere que

nn-1)
— 0

t(t—1
V272 4. = bn(txt_l + (T)Oxf—z + )

nvz" 1
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Ahora, si en esta igualdad o = BM se hace infinitamente pequefio, entonces los
términos que le contienen se desvaneceran, por lo que pueden despreciarse. En tal

caso v coincide con y, de esta marera resulta que
nyz" 1 = pext?

Finalmente, reemplazando z, b y t por sus respectivos valores se llega a la

igualdad y = axn. Al invertir el proceso anterior, puede probarse que la

na m+n

m
cuadratura limitada por la curva y = axn» viene dada por z(x) =X,

resultado que para la época ya era conocido.

La expresion a la que ha llegado Newton para la cuadratura en cuestidn, ha sido
obtenida no a partir de la suma de cantidades infinitesimales, sino al estudiar la
variacion momentanea del drea en un punto. En este sentido, ha demostrado que la
razon de cambio del area bajo la curva llega a ser igual a la ordenada de la curva
cuando el incremento infinitesimal se hace tan pequefio como se quiera. En el
lenguaje actual del calculo dirifamos que la derivada de z(x) corresponde a la
funcion y = y(x). 35

Es importante resaltar que al considerar el incremento de area, Newton utiliza
el hecho de que una region limitada por un rectangulo se puede medir asignandole
una medida equivalente al producto de su base por su altura. Esto es claro cuando
asigna al incremento de area la medida de un rectangulo equivalente, cuya area es
ov.

Siguiendo las ideas expuestas en el método de interpolacion de Wallis, Newton
descubri6 la serie del binomio que lleva su nombre. Este resultado es una

generalizacion del binomio cuyas potencias son niimeros naturales. Al intentar

1
hallar la cuadratura del circulo y = (1 — x2)z, la relacion6 con las cuadraturas de

curvas analogas que ya eran conocidas, tales como

(1—x2)° (1 — x2)2, (1 — x2)2, (1 — x2)3, ..

, . . z(x+0)—z(x
35 Esta razon de cambio corresponde al cociente Z(x+0)=2(x)

57



La idea de Newton consistié en sustituir lo que nosotros conocemos como limite
superior de integracion por un valor genérico x, asi obtuvo las siguientes
cuadraturas

Cuad.[(1 —t?)°)F =«

21* 1
Cuad. [(1 - tz)z] =x—=x3
o 3

41* 2 1
Cuad. [(1 — tz)z] =x——x3+-x°
. 3% *3

61 3 3 1
— £2)3 — v — —_ 43 I T
Cuad.[(l t*) ]0 X =3 +5x X

81* 4 6 4 1
2| = 23425 _ 1.7 42,9
Cuad.[(l t )Z]O—x 3x +5x 7x +9x

Observando estas expresiones, Newton fue capaz de identificar las reglas de
formacién para los coeficientes y los exponentes de la variable. Por ejemplo, la
variable x es el primer término de cada expresion, los denominadores de los
coeficientes y las potencias de la variable aumentan siguiendo la secuencia de los
numeros impares, mientras que los numeradores coinciden con las secuencias del
triangulo de Pascal. Razonando por analogia para el caso de los exponentes

racionales, dedujo que la cuadratura del circulo en cuestién es

L1 11 s
Cuad.[(l - tz)f]o =x —%x3 —%xs —%x7 —%xg —

Invirtiendo el proceso, concluyé que para n = 2 la expansion binomial es la

siguiente

1 1 1 1 5
1-— 2§:1__ 2 _ A _ 6 _ _— .8 _ ...
(1 =x%) 2¥ 78 T16% T 128"
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1
Para calcular el valor de m, Newton considera la ecuacién y = (x — x?)z cuya

grafica es la semicircunferencia de la figura 3.5, en donde las coordenadas de los

puntos B, Cy D son G 0), G 0) y (1,0) respectivamente.

y =+x —x?

A B C D

Figura 3.5

Lo primero que hace es determinar la cuadratura de la regiéon ABE, usando el

teorema del binomio.

1 1 1 5
1—cx—ox?——x%——=x*— .-

2* 78 16 128*

1 1 1 1
y = (x—xz)z =x2(1—x)2 =x2

De esta igualdad se deriva, integrando término a término como diriamos

modernamente, que

1
i 2315 17 19 5 1 1
= [§x2——x2——x2——x2——x2 —

1
— v2)5
Cuad. [(x X )2] 5% T 287 T 727 T 704 .

0

En consecuencia,

1

C d[( 2)%11—6 d.(ABE) = — - - - 5
uad.|(x —x)2| = Cuad. T3.23 5.25 28-27 72-29 704-211
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De la construccion se observa que el angulo BCE mide 60°, lo que implica que la
cuadratura del area del sector circular ACE equivale a la tercera parte de la del

P T , .z 7
semicirculo AED, esto es e Como ademas la cuadratura del tridngulo rectangulo

BEC es 3—\/3, se llega a que

cuad. (sectorACE) = Cuad.(BEC) + Cuad. (ABE)

Y, por lo tanto, se obtiene el siguiente valor para

3v3 2 1 1 1 5
+24( - _ _ _)
3.23 5.25 28:27 72-29 704-211

Segin la percepcién newtoniana las cantidades son descritas por un
movimiento continuo. De esta forma, las lineas son descritas por el movimiento
continuo de puntos, las superficies son generadas por el movimiento de lineas y los
angulos por la rotacién de sus lados. En este sentido, el espacio recorrido por un
movil serda interpretado como la superficie bajo la curva que describe su
movimiento.3¢ Por ejemplo, si un mdvil se desplaza con una velocidad constante k
en un tiempo t, entonces la cantidad variable a considerar es el espacio recorrido,
E = kt, el cual seria generado por el movimiento de la recta de longitud k, como se

ilustra en la siguiente figura.

Figura 3.6

36 Ver (Turégano, 1993, pags. 49-57).
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Cuando transcurre un tiempo infinitesimal, se genera un desplazamiento
infinitesimal en la ordenada de longitud k, lo que a su vez provocara un
incremento infinitesimal en el espacio recorrido. Lo que implica que la variacién de
esta cantidad es directamente proporcional a la variacion del tiempo. Usando

notacion que nos es familiar, se obtiene que dE = kdt. Luego, la velocidad con la
: .- . , . _dE
que se incrementa la superficie es proporcionada por la razén de cambio 2 due, en

este caso, es igual a la constante k.

Cuando el movimiento es variado, el espacio recorrido por un mévil que se
mueve a una velocidad v = ates E = %at2 = %vt. Sienlafigura3.7 larecta AB =t
adquiere un incremento infinitesimal BD = dt, entonces el incremento dE del
triangulo ABC corresponde a la region BDFC. Es decir dE = atdt + %adtdt. Ahora,
como BD es infinitamente pequefio, el incremento de la velocidad del mévil
EF = adt también es muy pequefio y, por consiguiente, la cantidad %adtdt se

puede despreciar. De este modo, la variacién instantanea de la superficie ABC es

dE = atdt y esta representada por el rectadngulo BDEC.

|4
£
c E
A B D t
Figura 3.7

A las cantidades que varian o fluyen continuamente en el tiempo, tales como el
espacio recorrido E en los ejemplos anteriores, Newton las llamo6 fluentes y a las
razones de cambio instantdneas de estas les dio el nombre de fluxiones. Es a partir
del tratamiento geométrico de estas cantidades que Newton se da cuenta de la

relacién inversa entre cuadraturas y tangentes.
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De otra parte, los desarrollos de Gottfried Von Leibniz (1646-1716) se
caracterizan por “la libre aceptacion del infinitamente pequefio y su concepcion
del area como suma infinita de magnitudes infinitamente pequefias” (Turégano,
1993). Consideraba una curva como formada por segmentos de longitud
infinitesimal cuya prolongaciéon generaba la tangente en cada punto y de cuya
geometria se obtiene la correspondiente relacion entre las diferenciales.

El estudio de las sucesiones numérica y de las sucesiones de sus diferencias
consecutivas asociadas marcaria un hito importante en los trabajos de Leibniz. El
se dio cuenta que dada una sucesion ag,aq,a,, ...,a,, ... ; 1la sucesion de las
diferencias primeras d; =a; —ag,d, = a, —ay,..,d, = a, —a,_,__se podia
sumar facilmente, ya que dq +d, + -+ d,, = a, — ay- De esta forma de pensar
emerge la idea de una relacion inversa entre la operacién de tomar diferencias y la
de formar sumas de los elementos de una sucesion. Esta idea adquirio todo su
significado cuando la utilizé para abordar el problema de las cuadraturas. Como se
ilustra en la figura 3.8, Leibniz considera una sucesion de ordenadas equidistantes
definidas por una curva plana. Si la distancia entre tales ordenadas fuera la unidad,
entonces al sumarlas se obtendria una aproximacién de la cuadratura de la region
acotada por la curva, mientras que la diferencia entre dos ordenadas consecutivas
aproximaria la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva. Mas aun,
infiere que esta aproximacién es exacta cuando la distancia entre las ordenadas se
hace infinitamente pequefa. De esta analogia con las sucesiones numéricas,
Leibniz concluye que el calculo de cuadraturas y de tangentes son operaciones

inversas.37

Va Vs

o0t 1.1 1 1 1

Figura 3.8

37 (Grattan-Guinness, 1980, pag. 85)
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Leibniz también es conocido por incorporar a sus investigaciones el método del
“triangulo caracteristico”. Estudiando los trabajos de Pascal, quién ya habia
utilizado este método en el estudio de la cuadratura del circulo, es como percibe
que puede utilizar el triangulo caracteristico para determinar cuadraturas de
curvas mas generales. En la figura siguiente el tridngulo caracteristico esta
constituido por los catetos AC, BC y el arco de curva AB, el cual se identifica con la
recta AB cuando el diferencial AC es una cantidad muy pequefia. Como este es
semejante a los tridngulos OEA y EGA38, entonces y:*AB =n-AC y, por lo tanto,
se infiere que ),y -AB = },n - AC. Esto tdltimo indica que el momento total de la
curva DAB, con respecto al eje x, es igual a la cuadratura determinada por una

segunda curva cuya ordenada coincida con la normal a la curva inicial.

B
A C
y| \n
X
0 D E G
Figura 3.9

Uno de los resultados mas importantes en el marco del origen del calculo fue el
método de “transmutacion” obtenido por Leibniz, con el cual podian derivarse
basicamente todos los resultados de cuadraturas de figuras planas hasta entonces
conocidos. El método consiste en lo siguiente: si dadas dos regiones planas Ay B,
hay una correspondencia uno a uno entre los indivisibles3? de A y los de B, tal que

los indivisibles correspondientes tengan igual area, entonces se dice que B se

38 El primero de estos triangulos esta constituido por la ordenada, la tangente y la subtangente;
mientras que el segundo esta formado por la ordenada, la normal y la subnormal.

39 Estos indivisibles generalmente son rectangulos infinitesimales. Ver (Turégano, 1993, pag.
61).
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deriva de A por “transmutacion” y se concluye que las dos regiones tienen areas

iguales.

Mediante el uso del tridngulo caracteristico, [Leibniz] nos da una transformaciéon de la
cuadratura de una curva en la cuadratura de otra curva que estd relacionada con la
primera por medio de un proceso de trazado de tangentes. Esta transformacion puede ser
util en todos aquellos casos en que ya se conoce la cuadratura de la curva nueva, o bien
estd en una relacidon conocida con la cuadratura original (Grattan-Guinness, 1980, pag.
88).

Para ver cdmo funciona el método,*0 consideremos la curva y = f(x) y el
triangulo caracteristico en el punto P de coordenada (x,y). Ver figura 3.10. Al
trazar OL = p perpendicular a la recta LK, tangente a la curva en P, y tomando
OM = BF = z sellegaaque FP = y — z. Como los triangulos PKR, MPF y OML son

semejantes, entonces se obtiene las siguientes igualdades

pds = zdx (D
dy
b (2)

Donde dx = BC, dy = KR y ds = PK. De esta manera, para cada punto P de la
curva y = f(x) hemos determinado el punto F de coordenadas (x, z) y, por tanto,
una nueva curva dada por z = g(x). Esta curva es de gran utilidad cuando se
conoce la cuadratura de la regién limitada por ella, pues a partir de ésta se puede

hallar la cuadratura de la curva dada.

40 Esta descripcion ha sido tomada de (Recalde, 2011).
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___________'\.d ______l
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L
v

Figura 3.10

De la construccion es facil ver que la cuadratura, que denotaremos con la letra c,

del triangulo infinitesimal OPK es c(AOPK) = %pds y, por (1), esto implica que

1
c(AOPK) = 5 zdx

Y como la cuadratura de la region OGPE es equivalente a la suma de todos estos

rectangulos infinitesimales, entonces

1 b
c(region OGPE) = Ef zdx 3)

a

Donde a = 0A, b=0D y z = g(x). Nbotese que la cuadratura de la region

AGPED puede expresarse de la siguiente forma
c(region AGPED) = c(ODE) + c(region OGPE) — c(0AG)

Luego, considerando la ecuacion (3) y usando la notaciéon que apareceria en un

tiempo posterior, se obtiene
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b 1 b
f ydx = —lbf(b) —af(a) + f del
a 2 a
De donde, finalmente, se obtiene
b b
2 f ydx = [xy]h + f zdx (4)
a a

Leibniz utiliza este resultado para determinar la cuadratura del circulo unitario

con centro (1,0), cuya ecuacion en el primer cuadrante es y = v2x — x2.

F--1—-%--4

Figura 3.11

Ya sabemos que los dos tridangulos de la figura anterior -el caracteristico y el

formado por la ordenada, la normal y la subnormal- son semejantes. Por lo tanto

dy 1-—x
dx  \2x — x2

Utilizando la ecuacién (2), se obtiene

z=9(0) = |3

De donde también se infiere que
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272

x=h(z)=1+22

En consecuencia, hemos determinado la curva z = g(x) que facilita el calculo

de la cuadratura de la regién limitada por el eje de las abscisas, larecta x = 1y la

curva y = V2x — x?; lo que es equivalente a la cuadratura de un cuarto del circulo

cuya ecuacion es y? = 2x — x2. Para ello, utilizando la expresion (4), se procede asi

T (! 1 11t
T = ZwSox — 2| Z
4—j;ydx—2[x 2x—x O+2fozalx

De la figura 3.11 puede verse que

1 1 1 ZZZ
szx=1—Jh(z)dz=1—J > dz
0 0 o 1+2z

1 1
fzdx=1—2[ (z2 —z*+ 2 —2z8 4+ - )dz
0 0

7 9 1

fld—1 oy A AR
T 3 57 9

Finalmente, al reemplazar en (5) se llega a que % =1- é + % - % + % —

Figura 3.12
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4. EL PROBLEMA DEL AREA EN EL ANALISIS

En la segunda mitad del siglo XVIII, fue considerada la posibilidad de expresar
una funcion arbitraria en términos de una serie de senos, en un intervalo cerrado.
Para pensadores de la talla de Euler y Lagrange tal representacion les parecia una
contradiccién, precisamente por la arbitrariedad de las funciones. Sin embargo,
Daniel Bernoulli (1700-1782), a partir de consideraciones fisicas, argumentaba lo
contrario.! En sus trabajos sobre la cuerda vibrante afirma que pueden existir
muchos modos de oscilacién e insiste en que todas las posibles curvas iniciales

pueden representarse mediante una serie que tiene la forma:

nmwx
fx) = 2 ansen%
n=1

Ya que existen suficientes constantes a,, como para que las series se ajusten a
cualquier curva. Afios mas tarde esta idea fue retomada por Joseph Fourier (1768-
1830), quién en su Teoria analitica del calor afirma que cualquier funcion f(x)

acotada en un intervalo [—[, [] se puede expresar de la siguiente forma:

o)

fx) = —aO 2 cos + bnsennlﬂ .

n=1

Al multiplicar esta igualdad por cosn—Tx 0 por senn—zrx e integrando luego a

ambos lados, para lo cual se asume que la integral de la serie es igual a la suma de
la serie de las integrales de sus términos, se llega a que los coeficientes a, y b,

estan dados por

n = %f_llf(x)cosn—zmdx

41 Para mas detalles, el lector interesado puede consultar (Hawkins, 1979, pags. 4,5).
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b, = %f_llf(x)senn—TCdX,

Lo que pone en evidencia la existencia de la integral definida de las funciones

f(x)cosnxy f(x)sen nx.Este hecho exigia,

Reconsiderar el significado de esas integrales cuando f(x) es “arbitraria”. Obviamente
resultaba inadecuado, si no directamente imposible, el hablar de antiderivadas de
sistemas de ecuaciones, y en consecuencia Fourier recurrié a una interpretacién mas
geométrica: las integrales deben ser consideradas (de nuevo) como areas. Como para
cada x existe una ordenada f(x), estas ordenadas determinan una regiéon del plano, y
Fourier nunca dudé de que esta region tuviera un area definida.*? Y asf dejé planteado sin
proponérselo un problema matematico de gran importancia: exactamente ;cémo se

puede definir f_ll f(x)dx como un area cuando f es una funcién arbitraria? (Hawkins,
1984, pag. 199).

Pese a estas consideraciones y a los resultados que obtuvo, Fourier no se ocupé
en dar un concepto de integral definida de una funcién arbitraria. De esta cuestion,
como veremos en las paginas siguientes, se ocuparian matematicos tales como
Cauchy, Dirichlet y Riemann.

El problema antiguo de encontrar el cuadrado equivalente a una figura plana y
acotada se transformd, ya en el siglo XIX, en el problema de calcular el area
limitada por una curva. En otras palabras, el problema de cuadrar una figura plana,
correspondiente a una medida relativa, se convertiria en el problema del area que
consiste en asignarle un valor determinado a una regidn acotada del plano. La
transicion de este problema supone, implicitamente, la generalizacion del calculo
del area de un rectangulo como el producto de su base por su altura. Lo que
implica que si tenemos el drea de una regién determinada, de manera inmediata
podriamos obtener el lado de su cuadrado equivalente, pues la raiz cuadrada de un
numero es una operacion que ya esta definida.

Precisamente, por ser un problema de antafio, para la época se admitia como

evidente que todo conjunto acotado del plano tenia un “drea”. De esta manera,

42 Para Fourier, el conjunto de ordenadas determinado por la grafica de una curva tiene en todos
los casos posible un valor definido, ya sea que se le pueda asignar una ecuacién analitica o que no

dependa de una ley regular (Hawkins, 1979, pag. 8).
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dada una funcién*? f no negativa y acotada en un intervalo I = [a, b], el conjunto
{(x,y):x€,0<y < f(x)} determinaba un &area que, para Fourier, era
precisamente la integral de la funcién f en el intervalo I. Lo que sucederia, a partir
de aqui, es que la existencia de la integral de una funcién arbitraria se
fundamentaria en la existencia “indiscutible” del area del conjunto de ordenadas
de la funcién en cuestion.** Sin embargo, la clarificaciéon y generalizacién de la
nocion de area, que seria de fundamental importancia en el desarrollo histérico de
la integral, no se habia establecido de manera formal. Este seria un hecho criticado,
posteriormente, por Peano quien, al parecer, es el primero en ver la necesidad de
una definicién precisa de la nocién de area.*>

Es asi como la nocion de integral, antes considerada simplemente como la
operacion inversa de la derivada, ahora es puesta en conexion directa con el

problema de calcular el area bajo una curva.

4.1. El concepto de area en el analisis de Cauchy

Le corresponderia al matematico francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
establecer el formalismo de estas ideas ya que, hasta ese momento, los métodos
usados en la argumentacidon presentaban problemas de rigor. Antes de Cauchy las
cantidades infinitesimales habian sido fuente de confusidn y controversia. Por tal
razon los matematicos del siglo XVIII “no sabian como incorporarlas al cuerpo
teorico de las matemadticas sin caer en oscuridades conceptuales ni en

consideraciones metafisicas” (Recalde, 2011). Sera Cauchy quien empieza a darle

43 En los inicios del siglo XVIII, se le llama funcién a aquellos objetos determinados por una
expresion analitica o un nimero finito de éstas en diferentes subintervalos de su dominio y,
aquellos determinados por una representacién en series de potencias.

44 (Hawkins, 1979, pag. 8).

45 Para dar su aporte en esta direccion, lo que hara Peano es considerar, para una region del
plano, dos clases de poligonos: los que estan contenidos en la regiéon dada y aquellos que la
contienen. Luego, observa que las areas de estas clases de poligonos tienen un limite superior y un
limite inferior, respectivamente. Peano explica que cuando estos limites coinciden, ese valor comuin
sera por definicion el area de la regién considerada y que, en caso contrario, el concepto de area no

sera aplicable.
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salida a estas dificultades al emprender el camino que dotaria de rigor al analisis
matematico; en este proceso, el matematico francés hace uso de la nocion de
funciéon, que para entonces ya era reconocida como un objeto del anilisis, e
incorpora el concepto de limite como herramienta fundamental de su trabajo. Para
ello inicia explicando, en las primeras paginas de su Curso de Andlisis, 1o que
entiende por niuimero, cantidad y cantidad variable. Emplea los nimeros, en el
sentido aritmético, para referirse a la medida absoluta de las magnitudes; el
termino cantidad lo usara para referirse a los numeros precedidos con signo,
positivos o negativos; y define cantidad variable como aquella que recibe
sucesivamente varios valores unos de otros. Dicho esto, la definicién de limite dada

por Cauchy es la siguiente:

Cuando los valores sucesivos atribuidos a una misma variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que acabara por diferir de éste tan poco
como se quiera, este ultimo se llamara el limite de todos los demas. Asi por ejemplo un
numero irracional es el limite de diversas fracciones que dan valores cada vez mas
préximos de él. En geometria, la superficie del circulo es el limite hacia el cual convergen
las superficies de los poligonos inscritos, mientras que el nimero de sus lados crece cada
vez mas (Cauchy, 1994, pag. 76).

Y, a partir de este concepto, define las cantidades infinitamente pequefias como
variables cuyo limite tiende a cero. Nuestro autor, también establece que una
funcién f(x) es continua en la variable x entre dos limites asignados si, para cada
valor de x entre esos limites, “un incremento infinitamente pequefio de la variable
produce siempre un incremento infinitamente pequefio de la funcién” (Cauchy,
1994, pag. 90). Este marco conceptual le permite dar, a su vez, una definicion
analitica de la integral definida. Para ello considera una funcién continua y = f(x)
en un intervalo [a,b] y toma una particién a = x, < x; < - < x, = b de dicho

intervalo, para luego definir la suma

Sp = (1 —x0)f (xg) + (xz —x)f (x1) + -+ + (2, — Xp—1)f (X—1),

y argumenta que cuando la mayor de las diferencias x; — x;_1 -para i variando
entre 1 y n- tiende a cero, el valor de S, alcanza un unico valor limite S que

depende tUnicamente de la funciéon f y de los extremos a y b. Este limite, segin
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Cauchy, corresponde a la integral definida de la funcién en el intervalo dado. Es

decir,

S = be(x)dx

De esta manera, para cualquier funcién continua existe la integral definida y le

corresponde un valor determinado.

A y=f(x)

X X1 X2 Xpn-1 Xp

Figura 4.1

Regresando al tema que nos interesa es claro que Cauchy no tiene como
propdsito dar una definiciéon formal de la nocién de area; no obstante, desde la
optica moderna, es evidente que con la emergencia del nuevo formalismo hay un
avance significativo en el problema de las cuadraturas. A continuacién veremos el
método que se nos proporciona, en este nuevo contexto, para encontrar el area
limitada por la grafica de una funcién continua y = f(x), con valores positivos, en
un intervalo [a,b]. Lo primero que se hace es tomar una subdivision P =
{a = xy < x; <+ < x, = b} del intervalo en cuestion y, de esta manera, se pueden
considerar los rectangulos inscritos levantados sobre los subintervalos
[x0, x1], [x%1, X2], ..., [Xn—1, Xn], los cuales forman un poligono que aproxima el area
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de la region R limitada por la curva, el eje x y las rectas x = a y x = b, como se
observa en la figura 4.1. Como la base y la altura del rectangulo inscrito levantado
sobre el i-ésimo subintervalo [x;_4,x;] son, respectivamente, Ax; = x; — X;_1 ¥

f(x;_1), entonces se define la suma

Sp = (1 —x0)f (xo) + (2 —x)f(x1) + -+ (X — X)) f (K1) = Z Ax; f (x;—1).
i=1

Luego, usando el hecho de que el area de un rectangulo es el producto de su
base por su altura, lo que se ha hecho es aproximar el area de la region R a través
de la suma de una cantidad finita de areas rectangulares Ax;f(x;_,) inscritas en
dicha region. Entre mas fina sea la subdivision que se hace del intervalo, el
poligono resultante determinado por los rectangulos inscritos constituye una
mejor aproximacion del area que se quiere calcular. Pero este razonamiento no es
otra cosa que una aplicacion del método exhaustivo usado por los antiguos,
quienes tenian la limitante de no saber cdmo terminar el proceso. Precisamente, es
Cauchy quien le da una salida a este problema al haber formalizado, de una parte,
la nocién de infinitesimal y, de otra, el concepto de limite. Pues es incorporando la
operacion de paso al limite, cuando la mayor de las diferencias x; — x;_; tiende a
cero, que el valor de S,, alcanza un tnico valor limite A, segin lo demuestra Cauchy,
que depende unicamente de la funcion f y de los extremos a y b. Ese valor limite es

exactamente el drea de la region R y se denota como: A = ||11oi|fn05"' Este limite, en

términos del andlisis de Cauchy, corresponde a la integral definida de la funcién en

el intervalo dado. Es decir,

b
j f(x)dx = lim S,

. IPlI=0

Luego, la existencia del limite de las S, garantiza la existencia de la integral
definida de una funcién continua y positiva en un intervalo cerrado y acotado y,

por lo tanto, la existencia del area de la region R. Pero la existencia no trae consigo
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el método para calcular la integral de cualquier funcién arbitraria. Incluso el

mismo Cauchy no pudo evaluar la integral de algunas funciones especificas.

Figura 4.2

Aunque se ha desprendido del referente geométrico para definir la integral,
para él es plausible la interpretaciéon geométrica de esta como la superficie bajo la
curva.*¢ Para ello, designa por A a la superficie limitada por la curva y = f(x),
positiva entre dos limites a y b, el eje x y las ordenadas f(a) y f(b) como se
aprecia en la figura 4.2. Cauchy observa que la superficie A debera ser una media
entre los rectangulos de base b — a y cuyas alturas respectivas correspondan a la
menor y a la mayor de las ordenadas levantadas sobre dicha base; por ello, sera
equivalente a un rectdngulo con la misma base y cuya altura esté dada por una
ordenada media de la forma f[a + 6(b — a)], donde 6 es un nimero menor que la

unidad. Por lo tanto,
A=Mb—-a)fla+0(b—a)]
Luego explica que al tomar las subdivisiones x; — a,x; — x4, ..., b — x,_1 de la

base b —a, quedaria dividida en elementos correspondientes cuyos valores

estaran dados por ecuaciones semejantes a la anterior; asi que,

46 (Cauchy, 1994, pag. 307).
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A = Axl - f[xO + HoAxl] + sz - f[x1 + glez] + -+ Axn " f[xn_]_ + en_len]

Donde xy=a,x, =b y Ax; =x; —x;_q para i =1,2,...,n. Ahora, si en esta
ultima ecuacién los Ax; se hace decrecer indefinidamente, al pasar al limite se

obtendra que

A= fbf(x)dx

a

Como ya se ha dicho, seguramente Cauchy no pretendia obtener una definicién
de area; no obstante, al asignarle un namero a la superficie bajo la curva daria un
paso muy importante hacia la definicién de area. Pues mas adelante Lebesgue
afirmaria que la nocion de area debe tratarse como nimero para poder darle una
definicion légica.#” De esta manera, la integral de Cauchy se constituyé en una
herramienta que permitiria resolver el problema general del calculo de
cuadraturas. Esto sélo fue posible a partir del reconocimiento de la nocién de
funcién como un objeto del andlisis matematico y de la demostracién de la
existencia de la integral para funciones continuas.

Por lo tanto, histéricamente, desde el analisis, se demuestra que el problema
planteado por los antiguos tiene solucion. Pero también es cierto que la definicién
de integral puso en evidencia otros problemas que surgieron a partir de la
incorporacién de las funciones y de una nueva operacion, el paso al limite.
Concretamente si tenemos una funcién acotada y discontinua f definida en un
intervalo finito [a, b] nos preguntamos si tiene sentido el concepto de area en

“regiones” mas generales de la forma:

G ={(xy):y = f(x),x € [a,b]}.

Ahora, si consideramos que la integral de Cauchy resuelve el problema del
calculo del area de la region G, en el caso de las funciones continuas positivas;

entonces, el planteamiento de la extension de la definicion de integral a las

47 Ver (Lebesgue H., 1936).
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funciones discontinuas, sugiere también la posibilidad de extender la nocién
misma de area. Consideremos, por ejemplo, la funcién f definida en el intervalo

[0,1] tal que

, si x € (0,1]

si x=0.

fGx) =

_ N W

-

Sea P={0=xy<x;<:-<Xx,=1} una particion del intervalo [0,1].

Obsérvese que si f fuera continua en todo su dominio el area bajo su grafica seria

A= lim S, ==
P20 = 2

Pero siendo la funcién discontinua en el punto x = 0, estamos interesados en

determinar que sucede con la suma de Cauchy. Cuando este es el caso se tendra

que

Sp = Ot = %) + ) flri)bx,
i=2

Como la diferencia x; — x, tiende a cero cuando la norma de la particion tiende

a ese mismo valor, entonces

n
. .3 .
(o Sn = yHm, 5 (n = %0) = ||}>1|Plo;f (xi-1)A;

Lo que implica que el valor limite de la suma de Cauchy no se afecta cuando la
funcién f es discontinua en el extremo izquierdo de su dominio. Siguiendo un
procedimiento andlogo, puede verificarse que esto también es cierto cuando f es
discontinua en el extremo derecho o en cualquier punto del intervalo (0,1). Lo
mismo sucede cuando la funcién es discontinua en un nimero finito de puntos de
su dominio. Esto sugiere que el valor del area bajo la grafica de una funcion f

acotada no se afecta, aunque se prescinda de un numero finito de ordenadas
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correspondientes a un conjunto finito de puntos de su dominio, en los que la
funcion sea discontinua.

Por lo anterior, la integral de Cauchy puede generalizarse para un nimero finito
de discontinuidades en un intervalo de la forma [a, b]. Para el caso en que una

s 7z - . s = - C—€
funcién acotada f sea discontinua en un punto ¢ € (a, b), los limites lim,_,+ fa

. b . . . ..
y lim o+ fc+ef existen y, en consecuencia, la integral de la funcién f en [a,b]

puede ser definida en términos de la suma de estos limites; es decir,

b
= i 48
[rem ] rem s

De manera analoga puede definirse la integral para funciones acotadas con un
numero finito de discontinuidades en un intervalo [a, b]. Pero ;ocurre lo mismo
con las funciones acotadas que son discontinuas en un conjunto infinito de su

dominio? Para tratar de responder a esta pregunta consideremos una funcién

para

escalonada definida en [0,1] asi: g(x)=ﬁ cuando xe[niz n+1)

n€{0,1,2,3,..}, y g(0) = 0. Esta funcioén tiene infinitas discontinuidades en los
puntos de la forma x = ﬁ, pero es continua en cada uno de los subintervalos
()
n+2’ n+1/’

En consecuencia, desde la 6ptica moderna, asumiendo el presupuesto de la
sigma aditividad de la integral para funciones discontinuas en un conjunto infinito

de puntos, podemos expresar la integral de la funcién g en el intervalo [0,1] en

términos de la suma de integrales segin Cauchy, es decir:

1
Jyo=
0

Siendo a, = ﬁ, b, yf g = 0. Luego, se obtiene

n+1

3 bn 0
g+...+J g+...+.]-g’
a 0

n

Nh
=

Q

+
wh

48 (Hawkins, 1979, pag. 12).
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folgzifabng in <n+1 niZ)

n=0 “n n=0

De donde, finalmente, al expandir esta suma y asociar sus términos de manera

conveniente, se llega a que

fog:Zle Zl(l+1) 6

——1.
i=1 i=1

y
1t .
1/2 + e———o0
1/3 T —o0
1/4 + —oO

N N N N N
0 T i1 1 1 X

5 4 3 2

Figura 4.3

Como se ha podido calcular la integral definida de la funcién g, ya que las sumas
anteriores convergen, entonces tiene sentido hablar del area bajo la grafica de g,

ver figura 4.3. Pues en este caso, el valor de la integral corresponde ala suma de las

5 5 - 1
areas de todos los rectangulos de base p, = s Y altura h, g(n+2),

puesto que

1= Bin= Y (i)
N B = n+1\n+1 n+2



A partir de casos como este, de funciones con infinitas discontinuidades, en los
que es posible extender la nocién de integral bajo el supuesto de la sigma
aditividad, se plantea la posibilidad de extender la nocién de area a regiones
mucho mas complejas que aquella determinada por la funciéon del ejemplo
anterior.

De hecho, puede inferirse, que el método de Cauchy puede extenderse para
calcular areas de regiones determinadas por algunas funciones con infinitas
discontinuidades. Sin embargo, con la integral definida no se resuelve este
problema para cualquier funcion arbitraria; especificamente, para aquellas
funciones que tienen un conjunto denso de discontinuidades. Es asi, como surge la
necesidad de estudiar las condiciones que deberia cumplir una funcién para la
existencia de su integral. En consecuencia, se investigan las condiciones que
debera cumplir el conjunto de discontinuidades para que la funcidn sea integrable.
Un estudio mas riguroso en esta direccion fue planteado por Lejeune Dirichlet
(1805-1859), matematico aleman, quién acoge el enfoque propuesto por Cauchy
en sus textos de analisis.

Es Dirichlet quien pone en evidencia, de una parte, la existencia de funciones
que son discontinuas en un conjunto infinito de puntos en un intervalo finito y, de
otra, el problema de extender el concepto de integral a las funciones de esta
naturaleza.*? En este contexto asegura que la integral definida de una funcion f no
siempre tiene sentido y, menos aun, se le puede asignar un valor determinado,
segun la definicion establecida por Cauchy. Para ello, presenta como contraejemplo

su célebre funcién f(x) =c si x es un racional y f(x) =d si x es un nimero
. : _— . . b
irracional, con d distinto de c, y asegura que la integral definida fa f(x) carece de

todo significado.5? En efecto, al considerar el caso particularenque ¢ =1yd =0,
podra verificarse facilmente que las sumas de Cauchy S y S’, la primera
correspondiente a una particion P de numeros racionales y la segunda a una
particiéon P’ de nimeros irracionales, ambas, en el intervalo [0,1], no se aproximan

a un valor limite unico. Lo que implica que la integral definida folf(x), en el

sentido de Cauchy, no existe. Pareciera, entonces, que la extension de la nocién de

49 (Hawkins, 1979, pag. 13).
50 Véase (Grattan-Guinness, 1980, pag. 165).
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area para el tipo de regiones en R? limitadas por esta clase de funciones no tiene
sentido.

Al igual que Fourier, Dirichlet dio a la integral un tratamiento geométrico pero
en el marco del analisis de Cauchy; ademas, pensaba que una funcién no
necesariamente tenia que ser continua o tener, a lo mas, un nimero finito de
discontinuidades para ser integrable.>1 Por lo tanto, es posible que Dirichlet haya
concebido la idea de que algo cercano a la nocidn de area era plausible para este
tipo de regiones. De esta manera, ya que él mismo no logro resolver el asunto, dejo
planteada la discusion acerca de las condiciones que deberia cumplir una funcién
arbitraria para que exista su integral definida en un intervalo de su dominio.

Segun este matematico, la integral de Cauchy podria extenderse a funciones
acotadas mas generales, siempre que el conjunto de puntos de discontinuidad
tuviera unas connotaciones especiales. En este sentido, una funcion acotada f
definida en un intervalo [a, b] seria integrable si para todo par de puntos @ y 8 en
[a, b], tales que a < B, existe un intervalo [r, s] con r < s, contenido en (a, 8), en el
que f sea continua.>? Asumiendo esto como cierto, el matematico Rudolf Lipschitz
(1832-193) concluyd, errébneamente, que el conjunto D’ = {x,, x5, ..., X, }, formado
por todos los puntos de acumulacion del conjunto de discontinuidades de f, es
finito. Luego, en cada intervalo que no tenga ningin elemento x; de D’ puede
definirse la integral de Cauchy, ya que en cada uno de estos la funcion tiene a lo

mas un numero finito de discontinuidades. Por lo tanto, existen las integrales

fxi_Si f(x)dx

Xi—1t+€;

Donde i=1,2,..,n y € +6; <x; —x;_1. Como f es acotada, se infiere la
existencia de los limites de estas integrales cuando ¢; y §; tienden a 0%. En
consecuencia, la integral de f en [a, b] quedaria determinada por la suma de dichos

limites; es decir,

51 (Hawkins, 1984, pag. 203).
52 Ver (Hawkins, 1979, pag. 13).
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n

[(reoae=>" tm [ feax

i,0i—
a i=1 ot Xij—1t+€;

Por lo anterior, asumiendo como cierta la condicién de Dirichlet, la existencia de
. x;—8; . . . , .
las integrales [' "' f(x)dx, garantiza la existencia del 4rea bajo la curva en
Xij—1t+E€;

aquellos subintervalos del dominio donde la funcién es continua. Luego, al sumar
todas estas areas, se obtendria el area total bajo la curva en el intervalo donde la

funcidn f esta definida.

4.2. Laintegral de Riemann: los primero pasos del area a la medida

En la idea de poder generalizar la definicion de integral de Cauchy, sugerida por
Dirichlet, Bernhard Riemann (1826-1866) considera el estudio de funciones mas
generales que hasta entonces no habian sido tenidas en cuenta. Para ello tiene
como punto de partida la definicién antes mencionada; la diferencia esta en que él
considera no solamente las funciones continuas, sino la totalidad de las que son
integrables; es decir, aquellas para las que existe el limite de las sumas asociadas a
sus respectivas particiones. Esto le llevé a definir condiciones necesarias y
suficientes para que una funcién arbitraria, mucho mas discontinua de lo que habia
imaginado Dirichlet, sea integrable.

Una funcién f definida y acotada en un intervalo [a, b] es integrable, seglin

Riemann, si para cada serie de valores a = x, < x; < :-* < x,, = b, las sumas

S= Zf(ti)(xi — Xi-1) %3

Se aproximan a un Unico valor limite A cuando el mayor de los x; — x;_; tiende a

cero, para cada t; en el intervalo [x;_4,x;]. Este valor limite constituye, por

53 Observe que si en cada subintervalo [x;_,,x;] de la particion del intervalo [a, b] se toma un
punto arbitrario ¢;, entonces S corresponde a la suma de las areas de los rectangulos de altura f(¢t;)
y base x; — x;_;.
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definicion, la integral definida de la funcidn f en el intervalo considerado, es decir

A= f: f(x)dx. Cuando dicha propiedad no se satisface, entonces esta integral no
tiene ningun significado.

En respuesta a la cuestion de cuando una funcién es integrable, Riemann
presenta dos condiciones, C; y C, equivalentes a la definiciéon, que permiten
determinar si una funcioén es o no integrable. Los enunciados respectivos son los

siguientes:

Cy: Una funcién f es integrable en un intervalo [a, b] si y solo si, para cada

particiéon P = {a = x, < x; < --- < x,, = b}, se cumple que

lim (UiAXi =0
llPll—0
i=1

Donde w; denota la oscilacion de la funciéon f en el subintervalo [x;_;,x;],

Ax; = x; — x;_1 y ||P]| corresponde a la norma de la particion54 P.

C,: Una funcién f es integrable si y solo si, dadas € > 0y o > 0, existe d > 0 tal
que para toda particiéon P, con norma menor que d, se verifica que S(P,0) <€,
donde S(P, o) es la suma de las longitudes de los subintervalos de dicha particion

en donde la oscilacién de la funcién sea mayor que .55

En otras palabras, la segunda condiciéon de Riemann establece que una funcion
es integrable si la suma total de las longitudes de los intervalos, determinados por
la particion, donde la oscilacién es mayor que un nimero positivo dado, puede

hacerse tan pequefia como se quiera.

54 w; = M; —m;, donde M; = sup{f(x):x € [x;_1,x;]} vy m; = Inf{f (x):x € [x;_1,x;]}; ademads,
[IP]| = max{Ax; = x; — x;_1: 1 < i < n}

55 Observe que S(P,0) = Y jer Axj, donde I = {j: w; > 07}.
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Sea P una particion, como en C4, del intervalo [a, b]. Para una funcién acotada f
en dicho intervalo, definimos M; = sup{f(x):x € [x;_1,x;]} y m; = inf{f(x):x €

[x;_1,x;]} . Los nimeros

S(P,f) = ZMiAxi, I(P,f) = ZmiAxi
i=1 =1

Se llaman, respectivamente, suma superior y suma inferior de f para la
particion P. La diferencia entre S(P,f) y I(P,f) viene dada por }j-,(M; —
m;)(x; — x;_1). Modernamente, sabemos que f es integrable si esta suma puede
hacerse tan pequefia como se quiera. Si hacemos Y-, (M; — m;)Ax; = S; + S, de
tal manera que S; contenga sélo los subintervalos en los que f sea continua y los
restantes estén contenidos en S,. La suma S; podra hacerse suficientemente
pequeiia ya que por la continuidad de la funcién, las diferencias M; — m; tienden a
cero. Aunque en S, las diferencias M; — m; no necesariamente son pequefias, estan
acotadas por alguna constante K, de modo que |S,| < K ), Ax;. Por lo tanto, la
funcion es integrable siempre que la suma de los subintervalos correspondientes a
S, sea suficientemente pequefa.>® Esto supone que el conjunto de puntos, de una
funcién integrable, donde la oscilacion es no nula, pueden encerrarse en
rectangulos de drea tan pequefia como se quiera.>” Luego, también en estos casos,
la existencia de la integral garantiza la existencia del area bajo la grafica de esta
clase de funciones.

En los trabajos de Riemann, el concepto de funcion integrable no esta ligado a la
continuidad de la misma, ya que la existencia de la integral s6lo depende de la
existencia del limite de las sumas. Para poner esto en evidencia construye un

ejemplo de funcion integrable con infinitas discontinuidades, para lo cual, define la

funcion ¢(x) = x — m cuando m es el entero mas cercano a x, y cuando x = ig,

56 Ver (Apostol, 1976, pag. 206).
57 Mas adelante, en el contexto de la teoria de la medida, Lebesgue estableceria que una funcion

es integrable si, y dolo si, el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero.
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para p = 1,3,5, ..., define ¢(x) = 0. Luego, para n = 1,2,3, ..., define las funciones

@ (x) = @(nx) y, a partir de estas, obtiene la funcion

@n(x)
le

fx) =
n=1
La cual tiene infinitas discontinuidades en el conjunto de puntos de la forma
X = % donde p, ademas de ser impar, es primo relativo con n. Conclusién a la que

2
16n2’

llega, luego de probar que lim._,f(x t€) — f(x) =+ Y Para probar que f es
integrable hace uso de la segunda condicion, pues para todo o > 0 s6lo existe un
numero finito de tales puntos en los que la oscilacion de la funcién es mayor que o;

esto es,

wr(x) = lei_rftl)f(x—e) —f(x+e¢€) =%> 08

Sea A= {x Dwp(x) > a} y consideremos las longitudes {Ax; = x; — x;_1,i =
1,...,k} en el intervalo [0,1] que contienen todos los puntos del conjunto A. Como

el nimero de dichas longitudes es k y dado que Ax; < ||P||, se llega a que

k
S(P,0) = ) Ax; < kIIP
i=1

Luego, S(P,0) < € cuando ||P|| tiende a cero. Asi, puede concluirse que la

funcién f(x) = ,?zl(p’r‘l(zx)

es integrable en el intervalo [0,1]. Con este ejemplo, el

autor en cuestion ha dado una muestra de que su definicion de la integral acoge
funciones que son discontinuas en un conjunto denso.

Aunque se lleg6 a creer que con el aporte de Riemann se habia caracterizado el
concepto de funcién integral en su maxima extensién, no tardaron en hacerse

evidentes sus limitaciones. Al respecto Hawkins sefiala que

58 (Hawkins, 1979, pag. 19).
84



La medida de la generalidad venia expresada enérgicamente por el ejemplo sin
precedentes ya mencionado. Parecia imposible imaginarse la integrabilidad y la integral
de una funcién acotada de cualquier otra manera mas general, ya que si las sumas de
Cauchy-Riemann no tienden a un valor limite nico, no parece que tenga mucho sentido
hablar del area determinada por sus ordenadas... Aunque esta actitud hacia la teoria de
integracion de Riemann fue dominante durante el siglo XIX, se hicieron varios
descubrimientos... que revelan serios defectos de la teoria de Riemann, defectos que
vienen a sefalar que, a pesar de las apariencias, la condiciéon de integrabilidad de
Riemann no era lo suficientemente general (Hawkins, 1984, pag. 206).

Esto seria el efecto de una actitud mas critica hacia las hipotesis que se
aceptaban como ciertas y, hacia aquellos resultados que no se demostraban
conforme a los parametros del rigor analitico. Ademas, contrariamente a lo que se
pensaba, este nuevo enfoque dio lugar a la construccién de funciones que no son
integrables segin Riemann. Es el caso de la funcidn caracteristica de los racionales
en el intervalo [0,1], pues en cualquier subintervalo [x;_;,x;] de este habra al
menos un numero racional y otro irracional?, lo que implica que w; = 1. Luego,

haciendo los calculos respectivos, se tendra que
n
"11}'{30; wilAx; = ||}’1|m01(1 -0)=1

De donde se concluye que la funcion no es integrable, ya que no satisface la
primera condicion de Riemann. En este contexto, también se construyeron
ejemplos de funciones, no constantes, cuyas derivadas, aunque acotadas, no son
Riemann integrables; asi que, para tales funciones no tiene sentido el teorema
fundamental del calculo. Ademas, llegé a ser evidente que esta integral no siempre
se conserva en los procesos de paso al limite; puesto que, si f(x) = lim,_ f,,(x)

para toda x en el intervalo [a, b], no siempre se cumple

[ reode=im [ e ax

a a

59 Esto es cierto porque tanto el conjunto de los nimeros racionales como el de los irracionales

tienen la propiedad de ser densos en el conjunto de los nimeros reales.
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Ya que la funcidn limite no necesariamente es integrable y el hecho de que las f,
sean uniformemente acotadas, es una condiciéon necesaria para que se cumpla la
igualdad.

Para los matematicos de la época, en general, dada una funcion f definida y
acotada en un intervalo [a, b], era natural pensar que el conjunto E de puntos
limitado por el eje de las abscisas, la grafica de f y las ordenadas f(a) y f(b)
siempre tiene un “area” al margen de si f es o no una funcion integrable. Esta idea
habia sido retomada por Fourier, quien en su momento la us6 para justificar la
existencia de las integrales que aparecen en el calculo de los coeficientes, en las
series que llevan su nombre. Por ello, los esfuerzos estaban orientados a extender
la integral definida de Cauchy, que diera respuesta al problema de las cuadraturas
de los antiguos, para que acogiera el mayor nimero de funciones posible. Como
hemos visto, la extension del concepto debida a Riemann, también acoge funciones
que son discontinuas en un subconjunto denso de su dominio; ademas, es Riemann
quien, por primera vez, enuncia condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de la integral de una funcién arbitraria. Pero, en este proceso, pareciera
que para la mayoria de los matematicos no es indispensable establecer una
definicién formal de la nocién de area. Justamente en esta direccién orienta sus
opiniones el matematico italiano Giussepe Peano (1858-1932), cuando critica los
tratamientos de la integral en los que su definicidn y existencia se fundamentan en
la nociéon de area, aun careciendo de una definicion precisa y rigurosa del
concepto.®0

La necesidad de una definicion formal del concepto de area emerge cuando
empiezan a considerarse funciones cada vez mas generales, para las que no es
claro que su grafica determine una region a la que se le pueda asignar un nimero
positivo. A manera de ejemplo, consideremos la funcién f definida en el intervalo
[0,1], tal que f(x) = 1 si x es racional y f(x) = 2 cuando x es irracional. La regién
del plano comprendida entre la grafica de f y el eje de las abscisas seria el
conjunto de todos los segmentos verticales de alturas 1 y 2 levantados sobre los
puntos racionales e irracionales del intervalo [0,1], respectivamente. No es del

todo evidente que este conjunto tenga area y, si la tuviese, tampoco es claro qué

60 (Hawkins, 1979, pag. 87).
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valor se le debe asignar. Este es, pues, un ejemplo que pone de manifiesto la
necesidad de precisar matematicamente el concepto de area.

Un avance importante en relacion a estas cuestiones se daria en la década de los
1880, cuando se introdujo el concepto de medibilidad de un conjunto y las ideas de
la emergente teoria de la medida fueron aplicadas a la integral de Riemann. En este
proceso fue importante el trabajo del matematico Hermann Hankel (1839-1873)
quién, basandose en C,, introduce el concepto de “salto”, analogo al de oscilacién
de una funcién en un punto. La definicién establece que el salto de una funcién f
en un punto x es mayor o igual que un nimero positivo o, si para cada € positivo
existe § tal que || < ey |f(x + &) — f(x)| > 0. Luego, clasifica las funciones con
infinitas discontinuidades en dos tipos: las puntualmente discontinuas y las
totalmente discontinuas. Para ello, incorpora en su analisis la nocién de conjunto

diseminado.

Definicion. Sean I = [a, b] un intervalo en R y D un subconjunto de I. Decimos
que D es diseminado en [ si para todo par de puntos a y § en D existe un intervalo

[r,s]enl, conr < s, tal que [r,s] c (a,B) y el conjunto [r,s]ND es vacio.

Si designamos por S, el conjunto formado por todos los puntos donde el salto
de la funcién es mayor que g, entonces las funciones puntualmente discontinuas
son aquellas en las que S, es diseminado para toda ¢ > 0. De otra parte, si S, es
denso en algln intervalo, para alguna ¢ > 0, entonces la funcién sera totalmente
discontinua. Hankel centro6 sus esfuerzos en la naturaleza de los conjuntos S, y se
dio cuenta que una funcién podia o no ser integrable dependiendo del grado de sus
discontinuidades.

En el siglo XIX, a comienzos de los afios 70, se reconocian tres clases de
conjuntos: los diseminados o topoldgicamente “pequefios”, los que podia
recubrirse con un numero finito de intervalos de longitud total arbitrariamente
pequeiia, o de contenido nulo como se les conoce actualmente, y los conjuntos de
primera especie. Estos ultimos fueron introducidos por Cantor y se caracterizan

porque alguno de sus conjuntos derivados es vacio.
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Definicién. Un conjunto E se llama de primera especie si el conjunto E®™ es

vacio para algln entero positivo n, donde E(¥ = E’ es el conjunto de puntos de

acumulacién del conjunto E y, en general, E™ = (E("_l))’.

Estos tipos de conjuntos no son iguales, pero en aquella época no se tenian los
elementos suficientes para reconocer sus diferencias, lo que dio pie a algunas
confusiones notables. Por ejemplo, el mismo Hankel creyé haber demostrado que
una funciéon acotada f es Riemann integrable si y solo si es puntualmente
discontinua, es decir S,; es diseminado para toda ¢ > 0. Si f es integrable entonces
el contenido exterior de S, es nulo para toda o y, por tanto, S, es diseminado;®! sin
embargo, la otra implicacidn es falsa ya que los conjuntos diseminados no pueden
identificarse con los de contenido nulo.62 También Du Bois Reymond adujo
erroneamente que la condicién de Dirichlet era suficiente para la integrabilidad de
una funcién. Su conclusion fue el resultado de haber identificado los conjuntos de
primera especie como los Unicos diseminados. Es cierto que los conjuntos de
primera especie son de contenido nulo y estos, a su vez, son diseminados. El
problema es que hay conjuntos diseminados que no pueden encerrarse en un
numero finito de intervalos de longitud total tan pequefia como se quiera, pues,
contrario a lo que habia conjeturado Hankel, tienen contenido exterior positivo.

En 1875 el matematico inglés Henry John Smith (1826-1883) habia publicado
un articulo sobre la integracidon de funciones discontinuas, en el que exponia los
métodos que habia descubierto para la construccién de conjuntos diseminados.
Utilizando el segundo método obtuvo conjuntos diseminados de contenido exterior
positivo, lo que implica la existencia de funciones puntualmente discontinuas,
como las funciones caracteristicas de tales conjuntos, que no son Riemann
integrables. De esta manera, Smith refuta el supuesto teorema de Hankel y su
conjetura respecto al contenido de un conjunto diseminado.

A continuacion explicamos uno de los métodos ideados por Smith para la

construcciéon de conjuntos diseminados en el intervalo [0,1]. En primer lugar, se

61Gj S, fuera denso en algdn intervalo I entonces C,(S,) = [(I), pero esto no es posible.
62 Para mas detalles sobre la ideas de Hankel puede consultarse el segundo capitulo de

(Hawkins, 1979).
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divide dicho intervalo en m partes iguales, siendo m un entero positivo
estrictamente mayor que 2, y se elimina el ultimo segmento de la subdivision.
Luego, se divide cada uno de los m — 1 segmentos restantes en m partes iguales y
se quita el ultimo segmento de cada subdivision. Lo mismo se hace con los
2(m — 1) segmentos restantes y se continda con este proceso de manera
indefinida. Asi, se obtendra el conjunto P de todos los puntos de subdivision, en el

intervalo [0,1], que claramente es diseminado por el método de construccion. En el

k
paso k la longitud total de los intervalos que quedan es (1 — %) , cantidad que

tiende a cero cuando k se hace muy grande. Esto implica que P puede cubrirse con
intervalos de longitud total arbitrariamente pequefa y, por lo tanto, una funcién
acotada con discontinuidades en P es integrable. El problema es que no todos los
conjuntos diseminados satisfacen esa propiedad, lo que puede verse haciendo una
ligera modificacion en el proceso mediante el cual se obtuvo P. La idea basica es
dividir en m* partes iguales los intervalos restantes en el paso k y, como antes,
quitar el dltimo segmento de cada una de las subdivisiones. Asi, el intervalo [0,1] se
divide en m partes iguales, luego cada uno de los m — 1 segmentos restantes en m?
partes iguales, en el paso siguiente se divide por m3® a cada uno de los (m —
1)(m? — 1) restantes y asi indefinidamente. El conjunto Q que resulta del proceso,

es tal que en el paso k la longitud total de los segmentos que no han sido

eliminados es (1 —%) (1 —%) (1 —ﬁ), y cuando k tiende a infinito sera

1 . : o
| ) (1 —ﬁ). En consecuencia, @ es un conjunto diseminados que no es de

contenido nulo. C,(Q) = [Iz=, (1 —#) > 0. De esto se infiere la existencia de

funciones acotadas puntualmente discontinuas, como por ejemplo la funcién
caracteristica de Q, que no son integrables. En tales casos, no tendria sentido
hablar del area bajo la grafica.

Seguramente el desconocimiento de los trabajos de Smith, segiin opinan algunos
historiadores, retardd el posterior desarrollo de la teoria de la medida, pues el
descubrimiento de tales conjuntos fue fundamental para que los matematicos
empezaran a pensar en esa direccion.

Fue Peano quien dio una interpretaciéon mas rigurosa de la integral definida de

una funcion, al incorporar a sus investigaciones la nocién de contenido, haciendo
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una distincion entre los contenidos interno y externo. Es de notar que, en general,
se asumia que el conjunto E limitado por la grafica de una funcién siempre tiene un
contenido o “area” exterior, al margen de si la funcién es integrable. Por ello, seria
la introduccién de un contenido interno lo que, en cierta forma, caracteriz6 los
trabajos del matematico italiano. En este punto, los trabajos de Peano llaman la
atencion en tanto, establece la relaciéon entre la integral definida de una funcién y
el contenido del conjunto limitado por su grafica.

Al presentar este concepto, lo hace de manera independiente para una, dos y
tres dimensiones. Asi, para un subconjunto E del plano, define el contenido interior
¢;(E) como el supremo de las areas de todas las regiones poligonales contenidas
enteramente en E y el exterior c,(E) como el infimo de las areas de todas las
regiones poligonales que contienen a E. Ahora, cuando estos dos valores coinciden
se dice que E tiene contenido c(E) y este valor comun lo define como el area de E.
Cuando esto no ocurre entonces E no tiene, segiin Peano, un area comparada con la
de un poligono. Ademas dio la siguiente relacién entre el contenido interno y

externo
Ce(E) = Ci(E) + Ce(aE)

Donde OF es la frontera de E. Y en consecuencia, a partir de esta expresion, se
infiere que el conjunto E tiene area si y solo si el area exterior de la frontera es
cero.

Los aportes de Peano, en el sentido de dar una definicion precisa del concepto
de area en términos del contenido, permitieron una nueva caracterizacion
geométrica de la integral de Riemann. En el afio 1883 introdujo las integrales
superior e inferior, las cuales equivalen, respectivamente, a los limites superior e
inferior de las sumas de Riemann de una funciéon dada. Con estos nuevos
elementos observa que si f es una funciéon no negativa definida en un intervalo

[a, b] y E eslaregion determinada por la grafica de f, entonces
—b b
ci(E) = [, f()dx, c.(E)= iaf(x)dx

90



De donde se concluye que f es Riemann integrable si y s6lo si E tiene un area en
el sentido de que sus contenidos interno y externo sean iguales. Lo que no es otra
cosa, sino una redefinicién de la primera condicién de Riemann para la existencia
de la integral.63

El uso de la nocién de contenido para definir el concepto de area vy,
particularmente, los desarrollos de Camille Jordan en esta direccién, fue lo que
sefald el camino a seguir para el posterior desarrollo de la integral de Lebesgue y

una generalizacion del area en el marco de la teoria de la medida.

4.3. Dela medibilidad a la medida: Jordan y Borel

La nocion de medibilidad estd implicitamente contenida en la obra de Peano,
pero fue camille Jordan (1838-1922), basandose en la nociéon de contenido de
aquel, quien determiné su importancia y la introdujo explicitamente. Lo que hace
es asignarle a cualquier dominio S una medida interior c;(S) y una medida exterior
c.(S) y define como medibles aquellos dominios para cuales estas dos medidas
coinciden; es decir, ¢;(S) = c.(S) en cuyo caso la medida de S es denotada por
c(S). El contenido de un conjunto, segtin lo aclara Jordan, se bebe interpretar de
acuerdo a la dimension del espacio que ocupe. Por ejemplo, en una dimensidn es su
longitud mientras que en dos dimensiones el contenido de un conjunto
corresponde a su area.

El método de Jordan para medir dominios planos,®* es una generalizacién del
método exhaustivo y, al igual que este, también esta basado en el principio seguin el
cual si A es un subconjunto del conjunto B, entonces el area de A es menor o igual
que el area de B. Con esto en mente, Jordan define el area de los que llama
“dominios fundamentales”, a partir de los cuales se puede asignar una medida o un
area a los conjuntos que tales dominios aproximan bien. De esta forma, si un
conjunto E pude descomponerse como unién finita de cuadrados C; de lados

paralelos a los ejes coordenados de longitud [, entonces E = Uj~, C; y el area de E

63 Ver (Hawkins, 1979, pag. 88).
64 El método de Jordan para medir dominios planos ha sido tomado y adaptado de (Dieulefait,
2003).
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serd nl? Un conjunto que admite esta descomposicién es llamado dominio
fundamental.

Ahora, si S es un conjunto acotado del plano y se descompone en cuadrados de
lado [, al variar [ se obtiene una familia U de dominios fundamentales contenidos
en Sy, en tal caso, la medida interior de Jordan del conjunto S, denotada por m;(S),
se define como m;(S) = supgey area(E). Similarmente, si consideramos F = E U
E’, donde E’ estd conformado por todos los cuadrados de lado [ que tienen algin
punto en comun con la frontera de S y E € U, ver figura 4.4, entonces al variar [
también se obtendra una familia V de dominios fundamentales que contienen a S.
En este caso la medida exterior de Jordan de S, simbolizada por m,(S), esta dada
por m,(S) = infg¢, area(F). Dado que todo elemento Fj, de V contiene a cualquier
elemento E; de U y E; € S C F, entonces area(E;) < area(Fy). Ademas, es claro
que m;(S) < m,(S). Cuando m;(S) = m.(S), entonces el conjunto S es Jordan

medible y su valor comun se denota por m(S).

[ |
EL— | | -

|

Figura 4.4

Observe que m;(S) y m,(S) pueden determinase de la siguiente forma
m;(S) = lim area(E;) = sup area(E;)
=0 1>0
m,(S) = llm(} area(E; UE]) = lir>1gérea(El UE])

De donde se infiere que si el conjunto S es medible, en el sentido de Jordan,

entonces
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llin(} area(E;) = 1lirr01 area(E, UE|) = lling area(E;) + llin(} area(E;)

Luego, debe tenerse que lim;.jarea(E;) =0 y como E;, es un dominio
fundamental que contiene la frontera dS de S, se concluye que m,(dS) = 0. Por lo
tanto, S es Jordan medible si su frontera tiene medida nula.

Una vez que ha realizado su analisis para las areas exterior e interior de un
conjunto, Jordan observa que las consideraciones tenidas en cuenta, para este caso
particular, también son aplicables a conjuntos de un numero cualquiera de
dimensiones.65

Utilizando estas ideas, redefine la integral de Riemann como sigue: dada una
funcién f acotada y definida en un intervalo [a,b] y una coleccién {E}}-, de
conjuntos Jordan medibles tales que [a,b] = UR-;Ex, se definen las sumas

superior e inferior de f, relativas a una particién P, de la siguiente manera:

U= Xk Myc(Ep) y L =X5-g myc(Ey)

Donde M, y m son, respectivamente, el supremo y el infimo de los valores de f
en el conjunto E. Jordan prueba que U y L convergen cuando las dimensiones de
los E}, tienden a cero. A estos limites los denomina “integral por exceso” e “integral
por defecto” y cuando son iguales, entonces el conjunto determinado por la grafica

de f tiene area. Cuando esto ocurre, se dice también que f es Riemann integrable
b L, ,
en [a,b] y el valor de fa f(x)dx es, por definicién, ese valor comun. Luego, la

definicion de integral definida, debe ser entendida como una primera
aproximacion matematica al concepto intuitivo de area.

Con el trabajo de Jordan, la teoria de la integraciéon quedaria situada en el
contexto de la teoria de la medida. Sin embargo, seria Emile Borel (1871-1956) el
primero en plantear, de forma axiomadtica, las definiciones de medida y
medibilidad. Al respecto observa que una definicién de medida solo puede ser util
si ésta verifica ciertas propiedades fundamentales que él ha impuesto a priori y, a

su vez, ha utilizado para definir la clase de conjuntos que ha considerado como

65 Una cita al respecto puede verse en (Bobadilla, 2012, pag. 128).
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medibles. Borel considera, por simplicidad, los conjuntos formados por puntos del
intervalo [0,1] y plantea los postulados esenciales que debe cumplir una medida, a

saber:

1. Lamedida jamas es negativa.

2. Siun conjunto es la unién de una cantidad infinita numerable de intervalos
que no se solapan y que tienen longitud total s, entonces diremos que el
conjunto tiene medida s.

3. Si dos conjuntos no tienen puntos comunes y sus medidas son s y s,
entonces su suma tendra medida s + s'. De manera mas general, si tenemos
una infinidad numerable de conjuntos tales que dos a dos no tienen puntos
comunes, y que tienen medidas sy,S5, ..., Sy, ..., entonces su suma tiene
medida s; + s, + -+ 5, + .

4. Si un conjunto E tiene medida s y contiene todos los puntos de otro
conjunto E’ de medida s’, entonces el conjunto E — E’ tiene medida s — s’.

5. Todo conjunto que no tiene medida nula no es numerable.

Luego, agrega que los conjuntos para los cuales se pueda definir una medida en
virtud de las definiciones precedentes, se denomina medibles.6¢

Para Borel, el proceso de medir conjuntos lineales debe fundamentarse en la
generalizacion de la longitud de segmentos. Bajo esta perspectiva, se establece que
la medida de un intervalo es su longitud independientemente de que este sea
abierto, cerrado o semiabierto; ya que los puntos extremos del intervalo no
aportan a su medida. Pero Borel también argumenta que a un conjunto numerable
se le puede asignar medida cero. Si T es un conjunto numerable, sus elementos
pueden ponerse en biyeccién con los nimeros naturales, digamos t;, t,, t3, ... . Dado

€ >0, cada elemento t, en T puede cubrirse por un intervalo de la forma

(tk — = tx + L) de longitud Z—Ek Luego, la medida de T debe ser nula porque

2k+1” 2k+1

66 Ver (Bobadilla, 2012, pags. 129,130).
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puede cubrirse con una cantidad numerable de intervalos de longitud total, };;2, %,

arbitrariamente pequeia.t’

Es sabido que Borel no plante6 relacion alguna entre su teoria de la medida y la
teoria de la integracién; sin embargo, sus planteamientos, combinados con las
ideas de Jordan, sirvieron de base para el desarrollo de la teoria de la medida
abstracta desarrollada por Henri Lebesgue. En este marco, Lebesgue buscaria

superar los problemas que no habian sido resueltos por sus predecesores; a saber,

La definicidn general del concepto de area y una definicién de integral lo suficientemente
general y util que permitiera resolver el calculo de primitivas para un conjunto
suficientemente amplio de funciones (Bobadilla, 2012, pag. 13).

4.4. Lamedidade Lebesgue

La teoria de la medida y la integral que actualmente se considera
matematicamente satisfactoria se debe a Henri Lebesgue (1875-1941). Para su
época ya habian aparecido las curvas de relleno, tipo fractal, que tienen area. De
esta clasificacion, por ejemplo, hacen parte las curvas de Peano y de Hilbert. De ahi
que Lebesgue se pregunte si su teoria le permitira dar una respuesta general al
problema del area. Especificamente, piensa en la posibilidad de elaborar una
definicion de area que involucre todas las curvas.

En su tesis doctoral, Integral, Longitud y Area, Lebesgue elabora un marco
conceptual para obtener una definicion de area que satisfaga las condiciones
requeridas para que el problema del area pueda solucionarse. De esta manera
elabora una definicidén de area para dominios cuadrables, aquellos cuya frontera
tiene medida superficial nula. Luego, en el articulo de 1903, Sur le probléme des
aires, observa que algunos de los razonamientos, expuestos en su tesis, ponen de
manifiesto la indeterminaciéon del problema del area para los dominios no
cuadrables. Califica tal exposicion de inexacta e incompleta y, por ello, reanuda la
discusion del asunto en el articulo mencionado. Alli define con mas precision los

conceptos necesarios que le permitiran obtener una definicion de area para

67 (Dieulefait, 2003, pag. 41).
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dominios no cuadrables. Ademas construye una curva no cuadrable que le servirj,
en cierto sentido, para mostrar la validez de su definiciéon. No obstante, este fue un
asunto que Lebesgue no logré concluir.

En el primer capitulo de su tesis doctoral, aduce que el problema de la medida
consiste en definir una funcién medida m que le asigne a cada conjunto acotado E

una medida m(E), que verifique las siguientes condiciones:

1. Lamedida m(E) es no nula para algtiin conjunto E.
2. Sidos conjuntos son iguales, entonces sus medidas son iguales.
3. Si un conjunto es la unién finita o numerable de conjuntos disjuntos entre

si, su medida sera la suma de las medidas de estos conjuntos.

Pero, segun este planteamiento, ;como deberan medirse los conjuntos? Para el
caso de los subconjuntos acotados de R, nos dird que estos pueden cubrirse con
una infinidad numerable de intervalos y, en tal caso, el limite inferior de la suma de
las longitudes de estos es la medida exterior del conjunto, denotada por m*. En

términos actuales, si E es un subconjunto acotado de R, se define
m*(E) = inf{z 2(I):E c Ul I es un intervalo}

Esta definicién constituye una extension de las ideas de Borel acerca del
contenido exterior de un conjunto. Lebesgue también define la medida interior de
un subconjunto E del intervalo I = [a, b], que simbolizamos por m,. Para ello

considera el conjunto E€ de los puntos que estan en I y no estan en E y define
m.(E) = m(I) — m"(E°)

Luego, a partir de estas definiciones, establece que un subconjunto E de R es
medible si se cumple que m*(E) = m,(E) y su medida m(E) ser4, por tanto, ese
valor comun. Esta definicion satisface las propiedades de una funcién medida vy,
ademas, se prueba que tanto la unién como la interseccién de un nimero finito o

infinito numerable de conjuntos medibles, es medible.
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A partir de los resultados obtenidos para una dimension, Lebesgue generaliza el
concepto de medida para superficies acotadas por curvas en el plano. Ahora nos
dice que cualquier subconjunto acotado E de R? puede cubrirse con una infinidad
numerable de triangulos y, en consecuencia, define la medida exterior de E de la

siguiente manera
m*(E) = inf{E m(Ag): E € UAg, Ay es un triégulo}

Si E esta contenido en el tridngulo T = AABC y E¢ = T — E, entonces la medida
interior de E estd dada por m,(E) = m(T) — m*(E€). Cuando el conjunto E es
medible, las medidas exterior e interior coinciden y este valor comun sera su
medida.

Para decirnos en que consiste el problema del area para dominios acotados por
curvas en el plano, Lebesgue empieza definiendo los conceptos que son

pertinentes al tema, como sigue:

Curva plana: es el conjunto de puntos determinado por las ecuaciones x = f(t)
y y = @(t), donde f y ¢ son funciones continuas definidas en el intervalo finito
la, b].

Punto maultiple: dada una curva plana a, decimos que (x,y) € a es un punto
multiple si corresponde a varios valores de t. Se dice que a es cerrada sin puntos
multiples, si el inico punto multiple es el punto doble correspondienteat =ay
t =b. Por lo tanto, son los tnicos puntos que satisfacen (f(a),¢(a)) =
(), 0 (1)).

Dominio: es el conjunto de puntos interiores a una curva cerrada @ que no tiene
puntos multiples. En este caso la curva a se denomina frontera del dominio®8. Un
dominio D es la unién de los dominios {D;} si todo punto de D pertenece a uno y

solo uno de los D; o, al menos, a una de las fronteras de los D;.

68 Lebesgue también enuncia dos proposiciones segin las cuales un domino es un conjunto
abierto y toda curva cerrada sin puntos multiples divide al plano en una regién interior y en otra

exterior.
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De manera subsiguiente explica que el problema del area consiste en asociar a
cada dominio un nimero positivo que serd su area, de tal forma que si dos
dominios son iguales tengan areas iguales y que si un dominio es la unién de un
numero finito o infinito de dominios, que teniendo porciones de frontera comunes
no se solapan entre si, tenga por area la suma de las drea de los dominios
componentes. Matematicamente, si I" es el conjunto de los dominios de R?, la
funcion A definida en I' que satisface, de una parte, que A(D,) = A(D,) para D, y
D, dominios iguales en I' y, de otra, que A(D) =) A(D;), donde {D;}c Tl y
D = UD;, se denomina funcién Area y el nimero que esta le asigna a un dominio D
es su area.

Si D es un dominio tal que D = D; U D, U af8, donde aff es un arco frontera
comun a los dominios disjuntos D; y D,, entonces m(D) = m(D;) + m(D,) +
m(af). Luego, para que se cumpla la aditividad del area debe tenerse que
m(apB) = 0. De este resultado, Lebesgue concluye que el problema del area es
posible para los dominios cuya frontera tiene medida superficial nula. A los
dominios que cumplen esta condicion les llama cuadrables y, en este mismo
sentido, una curva se dice cuadrable si tiene medida superficial nula. Para el caso
de un dominio no cuadrable D, limitado por una curva no cuadrable «, advierte
que el valor de su area esta entre la medida del dominio y la medida del mismo
agregandole la medida superficial de la curva; es decir m(D) < A(D) < m(D) +
m(a).

La definiciéon de curva, debida primeramente a Jordan, ademas de las curvas
usuales también incluia figuras geométricas que intuitivamente nadie consideraba
como curvas. Esto fue evidente cuando Peano demostrd que los puntos interiores
limitados por el cuadrado, el tridngulo y el circulo también son curvas en el sentido
de Jordan. En otras palabras, prob6 la existencia de curvas que llenan toda un area
plana, por lo que su medida superficial no puede considerarse nula. Estas son las
curvas que Lebesgue denomina no cuadrables y seria el mismo Peano quien
lograra construir una curva que pasa por todos los puntos de un cuadrado.

La idea para construir una curva de esta naturaleza es tomar como soporte el
cuadrado unidad y subdividirlo, a su vez, en nueve cuadrados iguales. Luego, se
unen contiguamente los centros de estas subdivisiones, como se ilustra en la

figura 4.5a. Repitiendo el mismo procedimiento con cada una de las subdivisiones
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del cuadrado inicial, se obtienen en total 92 subdivisiones que deberan recorrerse
de forma analoga, teniendo en cuenta que el recorrido de la primera subdivisiéon de
nueve cuadrados debe coincidir con el recorrido anterior y, siguiendo el mismo
patrén, se recorren todas las subdivisiones restantes para obtener la curva de la
figura 4.5b. En la siguiente etapa se obtiene 93 subdivisiones, lo que permite
obtener la curva que se ilustra en 4.5c¢. Continuando con el proceso, en la n-ésima
etapa habra 9" subdivisiones; de esta manera, para un n suficientemente grande el
area de cada subdivisién tiende a cero y, en tal caso, la curva que se traza pasa por

todos los puntos de la superficie del cuadrado.
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Figura 4.5

Ahora, teniendo como punto de partida un cuadrado unitario, se puede
construir una curva no cuadrable y sin auto intersecciones. El procedimiento
consiste en ir eliminando areas centrales, en forma de cruceta, de los cuadrados

respectivos como se ilustra en la figura 4.6. En el primer paso se eligen las

. . . , . 8
dimensiones de la cruceta, de tal manera que la primera area eliminada sea de Pyt

luego, en el segundo paso, se eligen las crucetas de las cuatro subdivisiones

2
. . 8
cuadradas que quedan, asegurando que el area eliminada sea de (E) ; en el paso

3
. o . 8 . .
tres el area eliminada debera ser (2—5) y asi sucesivamente. Al sumar estos valores,

se obtiene la serie geométrica

99



2 3

8+(8> +(8> - 8
25 \25 25 17

Asi, el area total eliminada es %, lo que implica que del cuadrado inicial queda

. 9 . , .
un area de e El conjunto que se ha obtenido es totalmente disconexo ya que toda

conexién entre sus puntos ha sido rota. No contiene ni una sola pieza del plano y ni

siquiera un arco de curva. Sin embargo, su drea no es nula y tampoco puede

. .. . , 9
cubrirse con un dominio poligonal de drea menor que e

Figura 4.6

Luego, al unir todos los puntos de este conjunto se obtendra una curva cuya
area sera al menos de %; ademas, la curva no tendra auto intersecciones porque en
cada paso se eliminaron cruces completas. Al unir los puntos extremos de dicha
curva con algun tipo de curva, por ejemplo una semicircunferencia, se obtiene una
curva cerrada y, por tanto, un cierto dominio E que no tiene area en el sentido de
Jordan, pues el area de su frontera es no nula.®?

De lo anterior puede verse que el problema del area esta bien definido para
dominios cuadrables, pero todavia quedard pendiente el problema de definir el
area para los dominios no cuadrables. Este asunto sera retomado por Lebesgue en
su articulo de 1903, Sur le probléme des aires, en el que trata de dar una salida

conceptual a dicho problema.

69 Este ejemplo se discute en (Andnimo).

100



Henri Lebesgue también elaboré una teoria de integracién mas general que
supero las limitaciones de la integral de Riemann. En su tesis doctoral sefiala que
estas no pueden resolverse con las herramientas del analisis, sino a través de la
teoria abstracta de la medida. Teniendo en cuenta el referente geométrico,
Lebesgue nos explica que la integral de una funcién continua y positiva puede

definirse como el area de un dominio plano:

Desde una perspectiva geométrica, el problema de la integral puede plantearse como
sigue: Para una curva C dada por la ecuacién y = f(x)... encontrar el drea del dominio
acotado por un arco de C, un segmento de Ox y dos lineas paralelas al eje y para valores de
la abscisa dados a y b, donde a < b. A esta area se le llama la integral definida de f entre

los limites ay b, y se representa por f: f(x)dx (Lebesgue H., 2010, pag. 927).

Dada una funcién f acotada en un intervalo [a, b], se denota por E al conjunto
de puntos limitado por la grafica de f, el eje de las abscisas y las rectas x = a y
x = b. Ademas, E puede expresarse como la unién de los subconjuntos E* y E~,
que corresponden a los puntos de E que estan por encima y por debajo del eje x,
respectivamente. Lebesgue observa que si el conjunto E es medible, en cuyo caso

también lo son E* y E~, entonces la integral definida de f entre a y b puede
definirse por fff = m(E*) — m(E™). Esta definicién constituye la generalizacion
geométrica de la nocién de integral.

Pero mas adelante Lebesgue daria una definicion mas fina de la integral y
mostraria la superioridad de esta en comparacién con las anteriores. Para ello,
tuvo como punto de partida su planteamiento geométrico de la integral, pues nos

explica que

Este método tiene la ventaja de llevarnos a definir la integral de una funcién discontinua
acotada como la medida de un cierto conjunto de puntos... En una nota al margen, esta
definicion puede reemplazarse por una definicion analitica, bajo la cual la integral
aparece entonces como el limite de una serie de sumas de forma muy parecida a las que
considera Riemann en su definiciéon (Lebesgue H., 2010, pag. 916).

Su estrategia consiste en tomar una particion, no en el intervalo donde esta
definida la funcidn, sino en su rango y definir la integral en términos de una suma

de conjuntos medibles, antes que como una suma de rectangulos. Consideremos
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una funcién f definida y acotada en el intervalo [a, b] y veamos como procede. Por
ser acotada existen n y M tales que n < f < M, entonces se puede considerar una
particion P={m =ay,<a; < ‘- < a, = M} de [m,M] y pueden definirse los
conjuntos medibles de la forma E; = {x : a; < f(x) < a;;1}. Luego considera las

sumas

n—-1 n—-1
Op = z am(E;), 6, = Z a;+1m(E;)
i=0 i=0

Y concluye que si tienden a un mismo limite, independientemente de los q;
elegidos, cuando la diferencia maxima entre dos a; consecutivos tiende a cero,
entonces este limite sera por definicion la integral definida de la funcién f. Es

decir,

b
f f(x)dx = lim o, = lim §,

im
a lP[l—0 IP[|-0

Lebesgue prueba que si f es integrable en el sentido de su definicidn, para cada
a € R el conjunto {x: f(x) > a} es medible, resultado que permite inferir
facilmente que los E; son medibles. A las funciones que satisfacen esta condicién se
les denomina medibles. Ademas, demuestra que su definicibn cumple las
propiedades usuales de la integral; que las funciones medibles, clasificacion que
acoge la funcidn de Dirichlet, son integrables y su integral se conserva en el paso al
limite; también prueba que se cumple el teorema fundamental del calculo y se da
cuenta que una funcion acotada es R-integrable si el conjunto de sus puntos de
discontinuidad tiene medida nula.

La integral de una funcidn f entre los limites de integracién a y b puede ser
interpretada como el area bajo la grafica de f. Esto es facil de asimilar, por
ejemplo, en el caso de las funciones continuas o con un numero finito de
discontinuidades; pero, en el caso de las funciones con infinitas discontinuidades o
que son discontinuas en un conjunto denso ;seguira teniendo sentido la
interpretacion de su integral como area bajo la curva? Como ya se dijo, una funcién

acotada discontinua en un conjunto de medida cero es integrable y su integral
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corresponde a la medida del recinto determinado por la grafica de la funcién, pero
ies dicho valor equiparable al “area bajo la curva”? La clave para dar una respuesta
a este interrogante, posiblemente, esta en el hecho de considerar el d&rea como un

caso particular de la medida de conjuntos.
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5. CONCLUSIONES

En esta investigacion, nuestro propdsito ha sido seguirle la huella al desarrollo
histérico de la nocién de area a lo largo de mas de veinticinco siglos, hasta su
definicion formal, en el marco de la teoria de la medida, para dominios cuadrables
a comienzos del siglo XX. A modo de conclusién queremos destacar los siguientes
aspectos.

La practica de medir extensiones de tierra surgiéo como una necesidad natural
entre las civilizaciones antiguas. Segin lo registra la historia, los primeros
descubrimientos en el arte de medir longitudes y superficies emergieron entre los
babilonios y los egipcios. Por ejemplo, en el antiguo Egipto los primeros
interesados en desarrollar un método para medir superficies de tierra fueron los
sacerdotes; pues, cada afo, durante la época de la cosecha exigian un tributo a los
agricultores como paga por sus servicios y, al parecer, la cuantia de este dependia
de la extensidn de la propiedad. Pero otra de las razones que mantuvo ocupados a
los sacerdotes, en su tarea de medir la tierra, fue la necesidad de restablecer los
linderos de cada propiedad, ya que cada afio estos desaparecian por causa de los
desbordamientos del Nilo. En este contexto, los egipcios median una superficie de
tierra mediante la comparacién con la superficie de figuras que para la época ya
eran conocidas tales como el cuadrado, el rectangulo, el triangulo rectangulo y el
trapecio. La unidad basica de superficie que utilizaban era el cuadrado. Aunque no
desarrollaron métodos generales para medir estas figuras, en algunos casos
lograron aproximaciones aceptables. Por ejemplo, su método de calculo para medir
terrenos triangulares era adecuado, pero solamente era aplicable a magnitudes con
una unidad comuin. También lograron una aproximaciéon aceptable del area del
circulo pero no hay certeza de como idearon esta y otras formas de calculo. Las
teorias que se han sugerido parecen razonables pero no dejan de ser fruto de la
especulacion ya que, en los documentos antiguos, cuando el escriba resuelve un
problema, solo se limita a realizar los calculos sin dar ninguna explicacién de los
métodos utilizados. Por lo tanto, en estas culturas no hay ningin rasgo de

abstraccion matematica o de algun algoritmo general para sus mediciones. En
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contraste con los griegos, no estaban interesados en cultivar la matematica por si
misma sino en la obtencion métodos practicos de calculo.

La medida de superficies en la Grecia antigua se realiz6 mediante la
comparacion de figuras geométricas en el marco de un razonamiento formal,
siendo el cuadrado el patron referencial de medida. De una matematica motivada
por la necesidad de resolver los problemas cotidianos de medicion, se daria el paso
hacia una matematica motivada por la construccion de razonamientos generales y
abstractos que justifiquen el cumplimiento de una propiedad en todos los casos.
Los autores de este gran salto cualitativo son los griegos, quienes desempefian un
papel importante en la construccién de la matematica como disciplina racional.
Para ellos, el problema del area se reduce al problema de las cuadraturas; es decir,
adoptando el cuadrado como unidad referencial, al igual que los egipcios, se
proponen determinar el cuadrado equivalente a una figura plana dada. Para ello,
articularon un corpus teorico en el que establecieron propiedades generales para
todos los cuadrados, todos los tridngulos, todos los circulos, etc. y con esta teoria
lograrian darle salida al problema de las cuadraturas, aunque de manera parcial.
En los libros I y Il de los Elementos, Euclides resuelve el problema de hallar el
cuadrado equivalente a una figura rectilinea plana, mediante el método de regla y
compas. El problema es netamente geométrico, no hay nimeros involucrados en el
proceso, y se resuelve descomponiendo la figura en varias piezas que luego seran
reacomodadas formando el cuadrado equivalente. Sin embargo, aun quedaba por
resolver el problema de las cuadraturas para figuras curvilineas. Para avanzar en
este problema fue clave la teoria de las razones y proporciones de Eudoxo, en
respuesta al problema de las magnitudes inconmensurables. En este nuevo
enfoque, fue posible establecer proporciones entre razones de figuras geométricas
que no necesariamente son de la misma naturaleza. En este sentido, pudieron
comparase razones de figuras planas curvilineas con razones de figuras planas
rectilineas. Es asi como Arquimedes, usando el método exhaustivo y razonando por
reducciéon al absurdo, establece la cuadratura de un segmento de parabola y
demuestra que todo circulo es equivalente a un triangulo rectangulo cuyos catetos
coinciden con la circunferencia y el radio del circulo. Los trabajos de Arquimedes
se constituyeron en un precedente fundamental para el desarrollo de la nocién de

area en siglos posteriores. Pues, al igual que Euclides, en sus trabajos usa
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implicitamente la monotonia y la aditividad que llegarian a ser propiedades del
area y porque, ademas, fue el primero en considerar las superficies como formadas
por lineas o elementos infinitesimales a partir de los cuales podria determinarse su
area.

Hacia el siglo XVII, los matematicos utilizaron la nocién de infinitesimal para
abordar el problema de las cuadraturas. Los métodos que desarrollaron estaban
fundamentados en la concepciéon de un area como una suma de elementos
infinitesimales. Por ejemplo, usando técnicas infinitesimales Kepler resuelve el
problema de hallar el area de un circulo. Galileo rompe con la tradicién aristotélica
al sostener que el continuo estd formado de indivisibles y por consiguiente
vendrian a ser las partes constitutivas de las figuras geométricas, compartiendo
con estas la misma naturaleza. Siguiendo estas ideas y las de Kepler Cavalieri
desarrollé el método de los indivisibles con el que contribuy6 al calculo de areas
mas generales. No obstante, la importancia de su método no radica tanto en los
resultados que obtuvo sino en la heuristica mediante la cual se permitia subdividir
una figura en partes muy pequefias para obtener una mejor comprension de los
problemas geométricos. Como es sabido, la nocién misma de infinitesimal
presentaba problemas de rigor que los estudiosos de la época no supieron
resolver; pero, esto no fue un obsticulo para que idearan métodos operativos
distintos que resultaron adecuados para solucionar algunos problemas de
cuadraturas. Aunque en esos dias la matematica griega era admirada por su rigor y
constituia una asignatura esencial de formacién, los matematicos no pudieron
inferir de sus métodos ideas claras acerca de como enfocar los nuevos problemas,
entre ellos el de cuadraturas mas generales. Es seguramente la razén por la que
adoptaron otros métodos que aunque no estuvieran a la altura del rigor griego,
proveyeron la heuristica necesaria para solucionar algunos problemas especificos.
Es siguiendo en esta direccion que, por ejemplo, Wallis establece el area del
rectangulo como el producto de la base por la altura y plantea que una cuadratura
puede obtenerse al sumar un nimero infinito de lineas paralelas. Desde esta
perspectiva una regién limitada por una curva es concebida como formada por
infinitas lineas paralelas al eje y. Ademas, al observar que la cuadratura limitada

k

por curvas de la forma y = x" constituye un caso particular de las razones de

indice k, empezaria a dilucidarse la posibilidad de medir una cuadratura en
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correspondencia con un valor numérico. De esta forma, el problema de las
cuadraturas empieza a constituirse en el problema de hallar el area bajo la curva.
Debe advertirse que la concepcién del area como una suma de infinitesimales no
resolvia el problema, pues no habia certeza de lo que habia de entenderse por
magnitud infinitesimal y por una suma infinita.

Es pertinente sefialar aqui que, para un rectdngulo de lados a y b, los
predecesores de Wallis entendian el simbolismo ab como la expresion que
representaba su area y no como el producto de las magnitudes a y b. Para que
Wallis llegase a concebir este producto como el area del rectangulo fue muy
importante el aporte de René Descartes, para quien el producto de segmentos
puede definirse como una operacion cerrada. Luego, al identificarse los numeros
con las magnitudes, el producto entre a y b se constituyé en el nimero que se le

asigna al area del rectangulo en cuestion.

A

Figura 5.1

En la proposicion 108, Wallis dice que si una sucesion constante es reducida
término a término por una sucesion de primeras potencias, entonces la suma de las
diferencias sera la mitad de la suma de las sucesiones constantes. En el marco del
argumento, segin se explica en (Vargas, 2007, pag. 18), se considera que el

término de la sucesion constante y el ultimo de la sucesidon de primeras potencias
. , . : R
es R, véase la figura 5.1. Para Wallis la cantidad a = — corresponde a una parte

infinitamente pequefa de R y, seguramente, en la idea de que cada término de la
sucesion de primeras potencias se puede poner en correspondencia con una linea

levantada sobre A, concluye que el nimero total de los términos de esta sucesion
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es A. De aqui que “si la altura del rectdngulo es A, su area es AR”. Es de esta manera

que Wallis expresa el area del rectangulo, un hecho que posibilitaria

La introduccién de los infinitesimales, al considerar una figura F como formada por estos
rectdngulos de ancho infinitesimal, obteniendo de esta manera F =)}l Ax, donde Ax
representa el ancho infinitesimal de los rectangulos (Vargas, 2007, pag. 52).

Antes del auge de la geometria analitica no se desarrollaron principios
generales para la determinacion de cuadraturas. Para ello seria necesario
establecer la metodologia que permitiera expresar un problema geométrico en uno
algebraico y viceversa. Es con Descartes que adquiere sentido el producto de
segmentos, aumenta el universo de las curvas, se incorpora una notacién que
facilita la comprension del discurso matematico y, entre otras cosas, se establece el
método para resolver los problemas geométricos. Dotar a los segmentos de la
propiedad clausurativa es un hecho que trae implicito un avance muy importante
en el problema del area. Pues como la superficie de un rectangulo es el producto de
la base por la altura y dado que el area se concibe como la suma de rectangulos
infinitesimales, entonces podrd asignarse un numero no solo a las figuras
geométricas sino también al drea bajo la grafica de una curva representada
analiticamente. Desde entonces el método analitico adquiere preferencia y, por
tanto, se intenta prescindir de la intuicién geométrica. En este marco, la integral es
vista solo como un operador sobre las expresiones analiticas que representaban
funciones; no obstante, la consideracién de la integral como una antiderivada era
razonable solo para funciones continuas, ya que no tenia sentido hablar de
antiderivadas de sistemas de ecuaciones. Fourier, quién estudia la representacion
de funciones arbitrarias en series trigonométricas, ve la necesidad de retornar al
referente geométrico y sugiere que para calcular los coeficientes de dichas series,
las integrales deben ser consideradas como areas. En términos generales estaria
diciendo que el conjunto limitado por la grafica de una funcién integrable tiene, en
todos los casos posibles, un valor definido el cual es el valor de la integral. Luego, la
definicion y existencia de la integral se fundamentan en la nocion de area. Por ser

un problema antiguo, para esta época se admitia que todo conjunto acotado tenia
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un “area”, pero el concepto no habia sido definido formalmente ni habia claridad
acerca de sus propiedades.

En el siglo XVIII predomind la intuicién geométrica para abordar y resolver
problemas de calculo. Durante esa época se desarrollaron métodos innovadores
mediante los cuales se resolvieron muchos de los problemas que se habian
planteado. Pero, aunque su utilidad era indiscutible, en esos métodos habia ciertos
problemas de rigor que los estudiosos no habian podido resolver. Con el
surgimiento del andlisis matematico emerge un distanciamiento del referente
geométrico, puesto que empieza a delinearse un tratamiento formal, esencialmente
aritmético y logico, de los conceptos de limite, funcién y convergencia. En este
nuevo escenario se resuelven los problemas de rigor que habian presentado las
magnitudes infinitesimales. Ademas, la integral se convierte en un problema del
analisis y, por tanto, es definida analiticamente como el limite de una suma, en el
marco de las funciones continuas. Asi, la existencia de la integral se fundamenta en
la existencia de dicho limite y cuando esta existe tiene sentido hablar del area, pues
no se desconoce la interpretacion geométrica de la integral como area bajo la
curva. De esta forma, con el giro que ha dado Cauchy, la existencia del area
depende de la existencia de la integral. Por lo tanto, puede decirse que con la
integral definida el problema de las cuadraturas planeado por los antiguos, para las
regiones planas limitadas por curvas de medida exterior cero, fue resuelto desde el
analisis en el sentido de haberse probado la existencia de la solucién para todos los
casos. En otras palabras, aunque Cauchy no considera la necesidad de formalizar la
nocion de area, al interpretar la integral como el area bajo la curva y asignarle un
numero a esa region, ha dado un paso importante que sefialaria el camino para su
posterior definicion a comienzos del siglo XX.

Cauchy dio una definicién analitica de la integral para funciones continuas, por
lo que no es muy claro porqué a su turno Peano asume que la existencia y la
definicion de la integral se fundamentan en la existencia del area. Como sea, Peano
piensa que no deberia ser asi porque hasta ese momento atin no se habia llegado a
una definicién matematica precisa de la nocién de area. Lo que hay que destacar
aqui es que el italiano va mas alla de su critica al establecer lo que, hasta entonces,
al parecer, era la primera definicion formal del concepto en cuestién para una

region acotada del plano, en términos de la nocién de contenido.
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Para poder establecer una definicién mas general de la integral que resolviera
los defectos de la integral de Riemann y una definiciéon tan precisa como fuera
posible del problema del area, Lebesgue retomoé los estudios que Jordan habia
realizado en esta direccion y los estudios de Borel en torno a la medida de
conjuntos. Contrariamente a lo que habia sucedido durante el desarrollo del
andlisis matematico, Lebesgue plantea que la geometria es una herramienta
indispensable para establecer una generalizacion de la integral que acoja una
coleccion mas general de funciones. Desde su perspectiva, la medida de conjuntos
no es mas que una generalizacion de los objetos geométricos, por lo cual observa
que a partir de la idea de medida de un conjunto de puntos en el plano, se podra
inferir la idea de area de una regidn plana. Asi, Lebesgue define la integral a partir
del 4rea y explica que esta puede reemplazase por una definicién analitica. El lo

expresa de la siguiente forma:

Nada nos impide definir la integral de una funcién continua como el 4rea de un dominio
plano; y de hecho este método tiene la ventaja de llevarnos a definir la integral de una
funcién discontinua acotada como la medida de un cierto conjunto de puntos... esta
definicién puede reemplazarse por una definicién analitica, bajo la cual la integral
aparece entonces como el limite de una serie de sumas de forma muy parecida a las que
considera Riemann en su definicién (Lebesgue H., 2010, pag. 916).

Para una funcidn positiva f definida en un intervalo [a, b], Lebesgue define el
conjunto E ={(x,y):a<x<b, 0<y<f(x)} y, desde una perspectiva
geométrica, aduce que para garantizar la existencia de la integral de f es necesario
y suficiente que E sea J-medible y la medida de E sera su integral. Asi, Lebesgue
define la integral de una funcién acotada, en un intervalo acotado, en términos de
la medida del conjunto acotado por su grafica; por lo que, en el marco de esta
definicion, se entiende que el area bajo la grafica de una funcién continua es un
caso particular de la medida de conjuntos.

Por otra parte, Lebesgue define el problema y concluye que solo es posible para
los dominios limitados por curvas cuya medida superficial es nula, es decir, los
dominios que él mismo denomina cuadrables. Pero ;Qué sucede con los dominios

limitados por curvas fractales o por curvas que tiene area? ;Tiene area una curva
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fractal? En los parrafos subsiguientes discutiremos algunas ideas sobre este
asunto.”?

Sea a una curva rectificable en el plano cubierta por una cuadricula, formada
por lineas paralelas a los ejes coordenados, constituida por cuadrados de lado A. Si
N(A) es el nimero de cuadrados que tienen algin punto en comudn con la curva,

entonces el lim,_,o N(4) - 1 es finito, lo que implica que

me(a) = %i_r)rtl)N(A) - A2=0

Esto significa que la medida exterior o “area” de una curva rectificable es nula.
Ahora, nos preguntamos si ocurre lo mismo con curvas, tipo fractal, de longitud
infinita. Cuando se trata de medir estos objetos, siempre habran partes mas finas
que escapan a la sensibilidad del instrumento utilizado y a medida este se hace
mas sensible, también aumenta la longitud de la curva. Por ello, para las curvas
fractales el concepto de longitud no estd claramente definido. Esto sucede, por
ejemplo, con la curva cerrada de Koch que se construye a partir de un triangulo

equilatero, en este caso, de perimetro unitario. Primero se divide cada uno de los
lados del triangulo inicial en tres partes iguales de longitud por luego, en cada lado,

se quita el segmento central y los dos segmentos que quedan se vuelven a unir con
otros dos segmentos de su misma longitud, como se ilustra en la figura 5.1. El
simbolo L(A) denota la longitud de la curva cuando estd formada por N(A)

segmentos de longitud A. De esta manera, en el primer paso, se obtiene una curva
de longitud L (3%) = g. Si en cada uno de los lados de la figura obtenida en el paso

anterior se aplica el mismo proceso, entonces tendremos una curva de longitud

1) _ (4)\? 1) 2 : 1 ]
L (;) = (}) conformada por N (3—3) = 3 -4 partes de longitud el Asi, en el n-

n
ésimo paso se obtiene una curva de longitud L(A4) =(§) constituida por

1
3n+1’

NA) = % segmentos de longitud A = Luego, la longitud de la curva limite,

llamada curva de koch, crece indefinidamente aunque acota una region del plano

70 Las ideas de los parrafos siguientes en relaciéon a este tema han sido tomadas y adaptadas

fundamentalmente de (Dieulefait, 2003), (Gutierrez & Hott, 2004) y (Plaza, 2011).
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con area finita. Por lo tanto, cuando la longitud de la linea fractal depende de la
unidad de medida que se tome, la nocién de longitud carece de sentido. Por lo
anterior, se ha incorporado el concepto de dimensién fractal que indica en qué

forma una curva fractal llena una porcion del plano.

Figura 5.2

Para una curva infinita la expresiéon N(A) - A diverge y, si la curva no tiene area,
N(A) - A2 converge a cero cuando A se hace tan pequefia como se quiera. Ahora, si
una curva infinita llena una superficie plana entonces, en el limite, podemos pensar
que N(A) - A2 converge al drea de la curva. Asi, una curva infinita, de tipo fractal,
sera un objeto matematico que cumple un “rol intermedio” entre una curva y una
superficie; luego, existird un Unico nimero D en el intervalo [1,2] tal que

lim;_o N(1) - 22 = k, donde k es una constante no nula. El exponente D es la

. . . . . InN(A
dimension fractal de la curva y se puede definir como D = lim ,_,, - /1(_1). Observe

quesi N(A) =3-4"y A= Sne1 entonces D = 1.26186, cifra que corresponde a la

dimensiéon de la curva cerrada de Koch. De otro lado, la medida interior del
dominio E, m;(E), limitado por la curva de Koch, generada a partir de un tridngulo

equilatero de lado ¢, es:

m;(E) = hm —{’0 [ )

Donde A, es el area del tridngulo inicial. Pero ;es m;(E) también el area del

dominio E? La respuesta a este interrogante es afirmativa, ya que las curvas con

112



dimension fractal menor que dos tienen medida nula, como se muestra a

continuacion.

Teorema. Una curva con dimension fractal menor que dos tiene medida de

Jordan cero.

En efecto, consideremos una curva plana a y supongamos que D < 2. Si a es
cubierta por N(1) cuadrados de lado A entonces lim;_o N(1) - A = k > 0. Luego,

se llega a que:
lim N(A) - 22 =1limN(2) - AP - 2270 = k- limA2~0 = 0
=0 4-0 A1-0

Lo que implica que la curva a tiene medida exterior cero. También puede verse
que los casos en que una curva tiene “area” se dan cuando su dimension fractal es
igual a dos.

Un ejemplo de curva simple que tiene area puede construirse a partir de un

o : - . 1
cuadrado unitario. Primero se subdivide en 9 cuadrados iguales de lado 5 que se

. : . 1 ..
separan entre si a una distancia de = Si en cada uno de los cuadrados trazamos

una diagonal, siendo alternado el conjunto de todas ellas, y las unimos por medio
de segmentos se obtiene la poligonal izquierda de la figura 5.2. Luego, en un

segundo paso, cada una de las partes del primer paso se subdividen en 9 cuadrados
. 1 ] . : 1
iguales de lado 32 Y se separan entre si una distancia de pve De cada cuadrado se

escoge una diagonal, alternadamente, y el total de las mismas se unen con los
segmentos respectivos para formar la poligonal derecha de la figura 5.2. El
resultado de continuar con este proceso, en el limite, sera una curva a que empieza
y termina en los extremos opuestos de una misma diagonal. Para obtener una
curva simple cerrada, que sea la frontera de un dominio E, solo hay que unir los
extremos de a con una curva adecuada. Como « es una curva simple de dimension
topoldgica unitaria entonces m;(a) = 0, en el sentido de Jordan. Ademas, puede
verse que cuando el area de los cuadrados de la subdivisién tiende a cero, el
cubrimiento 6ptimo de la curva tiende al area del cuadrado original, lo que implica

que m,(a) = 1. Por ello, ni la curva cerrada ni el domino E son Jordan medibles,
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pero si lo serdn en el sentido de Borel-Lebesgue ya que la medida de Borel de un
cerrado coincide con su medida exterior de Jordan, y la de un abierto con su medida
interior de Jordan. Por lo tanto, la curva «a tiene drea. Ademas es facil comprobar

que D(a) = 2 es su dimension fractal.

Figura 5.3

En general, nos preguntamos si el problema del area es posible para los
dominios que tienen una curva no cuadrable como parte de su frontera. Pero la
respuesta a este interrogante no es nada trivial, por lo que amerita sea

desarrollada con més profundidad en una investigacién posterior.
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