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Resumen

Este trabajo versa sobre la relación de la independencia condicionada, que se introduce

a continuación. Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, {Ei}i∈I una familia de clases
de eventos y G una sub-σ-álgebra de F ; si para cada subconjunto finito {i1, · · · , ik} de
I, k ≥ 2, y cada escogencia Eij ∈ Eij , j = 1, 2, · · · , k, se cumple

P (∩k
j=1Eij |G) =

k�

j=1

P (Eij |G) (c.t.p.),

entonces se dice que la familia {Ei}i∈I es condicionalmente independiente dada G (o sim-
plemente G independiente). Esta relación juega un papel importante en la probabilidad
y la estad́ıstica; en particular, la G-independencia de dos sub-σ-álgebras de F interviene

en la definición y estudio de los procesos markovianos y de los procesos rećıprocos.

El principal aporte de este trabajo consiste en establecer algunas propiedades de inva-

rianza de la relación de independencia condicionada; esto es, dar condiciones necesarias

o suficientes para que se preserve la relación de independencia condicionada cuando

se hacen cambios en uno de los tres objetos que intervienen en su definición: hacer

más grande ó pequeña cada clase Ei, hacer más grande ó pequeña la sub-σ-álgebra G o
cambiar la función de probabilidad P (·). Estos resultados se pueden ver como generali-
zaciones de los establecidos por Van Putten y Van Schuppen [17] (caso I = {1, 2}) y de
resultados conocidos sobre familias de eventos independientes (caso G = {∅,Ω}). Como
una aplicación de estas propiedades de invarianza se establecen versiones condicionadas

de algunos resultados clásicos de la teoŕıa de probabilidad. Los aportes fundamentales

de este trabajo aparecen en el art́ıculo Versión condicionada de una generalización del

lema de Borel-Cantelli de Marmolejo et al. [10] y el art́ıculo Algunas propiedades de la

independencia condicionada de Marmolejo y Muñoz [11].
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probabilidad. 48

3.1. Desigualdades Condicionadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2. Lema de Borel-Cantelli condicionado . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.3. Desigualdad generalizada de Kolmogorov . . . . . . . . . . . . 59

3.4. Ley Fuerte de los grandes números condicionada . . . . . . . 65



Introducción

Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y {Ei}i∈I una familia de clases de eventos:
Ei ⊆ F . Se dice que la familia {Ei}i∈I es independiente; en śımbolos: {Ei}i∈I , si

para cada subconjunto finito {i1, i2, · · · , ik} de I; k ≥ 2, y cada escogencia Ei1 ∈ Ei1 ,
Ei2 ∈ Ei2 , · · · , Eik ∈ Eik se cumple

P (∩k
j=1Eij) =

k�

j=1

P (Eij). (1)

Si B ∈ F es un evento de probabilidad positiva. La familia {Ei}i∈I es localmente
independiente sobre B (o B-independiente), en śımbolos: {Ei}i∈I B, si en (1) se cambia

P (·) por P (· | B), esto es,

P (∩k
j=1Eij | B) =

k�

j=1

P (Eij | B). (2)

Sea ahora G una sub-σ-álgebra de F . Una familia {Ei}i∈I es independiente dada G (o G-
independiente); en śımbolos, {Ei}i∈I G, si para cada subconjunto finito {i1, i2, · · · , ik}
de I; k ≥ 2, y cada escogencia Ei1 ∈ Ei1 , Ei2 ∈ Ei2 , · · · , Eik ∈ Eik , se tiene

P (∩k
j=1Eij | G) =

k�

j=1

P (Eij | G) (c.t.p.). (3)

La anterior relación juega un papel importante en la probabilidad y en la estad́ıstica.

En particular, la relación de G-independencia de dos sub-σ-álgebras F1 y F2 de F ,
interviene en la definición y estudio de las familias de σ-álgebras markovianas, de los

procesos markovianos (ver Caṕıtulo XIV de Loeve [8] y Gill [6]) y los procesos rećıpro-

cos o campos de Markov (ver Jamison [7]). En estad́ıstica, la G-independencia de dos
sub-σ-álgebras es útil en el estudio de la relación entre los conceptos de suficiencia e

invarianza (ver Nogales y Oyola [12] y Nogales et al. [13]).
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Introducción 2

En el caso de la G-independencia de dos σ-álgebras F1 y F2; F1,F2 G, Van Put-
ten y Van Schuppen [17] dieron algunas condiciones necesarias o suficientes para que

al efectuar ciertos cambios en uno de los tres objetos que intervienen en la definición

de G-independencia, se preserve la relación de independencia condicionada. Ahora al
considerar una tercera σ-álgebra F3, puede suceder que se verifiquen las relaciones de

G-independencia dos a dos, es decir que F1,F2 G; F1,F3 G y F2,F3 G, pero que
no se verifique la relación F1,F2,F3 G.

Por otra parte, en la última década se han reportado versiones condicionadas de al-

gunos resultados clásicos de la teoŕıa de probabilidad que involucran la independencia

de una sucesión de variables aleatorias; El lema de Borel Cantelli, la desigualdad de

Kolmogorov, la desigualdad de Hajek-Renyi, la ley de los grandes números, entre otros

(Ver Majerek et al. [9] y Prakasa [15]).

Estos antecedentes, fueron el motivo para dedicar este trabajo al estudio de las propie-

dades de la independencia de una familia {F1}i∈I de σ-álgebras, en lugar de sólo dos
sub-σ-álgebras F1 y F2, buscando generalizar algunos resultados de Van Putten y Van

Schuppen y generalizar algunos resultados conocidos sobre familias de eventos indepen-

dientes (caso G = {Ω, ∅}). También motivó a estudiar algunas versiones condicionadas
del lema de Borel-Cantelli, mostrando que la versión condicionada del teorema de Feng

et al. [5], es más general que la establecida por Yan [19] y que la establecida por Majerek

et al. [9].

El trabajo se distribuye de la siguiente manera: En el Caṕıtulo 1 se presenta la defini-

ción de independencia para eventos, familia de clases de eventos y variables aleatorias,

mostrando algunas de sus propiedades (Secciones 1.1 y 1.3); también algunos tipos de

convergencia de sucesiones de variables aleatorias (Sección 1.2); dedicando la Sección

1.4 a la probabildad y esperanza condicionada. El Caṕıtulo 2 aborda el problema de

la invarianza de la relación de independencia condicionada, considerando los cambios

en la familia de clases de eventos {Ei}i∈I (Sección 2.1), los cambios en la σ-álgebra
condicionante G (Sección 2.2) y los cambios en la medida de probabilidad P (·) (Sección
2.3); en las dos últimas Secciones de este Caṕıtulo se da un vistazo a la independencia

condicionada de variables aleatorias y a las familas de σ-álgebras rećıprocas y markovia-

nas respectivamente. Finalmente en el Caṕıtulo 3, se presentan versiones condicionadas

de algunos resultados clásicos de la teoŕıa de probabilidad, comenzando con algunas

desigualdades condicionadas (Sección 3.1), continuando con algunas versiones condicio-
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nadas de el lema de Borel-Cantelli (Sección 3.2), luego con la desigualdad generalizada

de Kolmogorov (Sección 3.3), terminando con la ley fuerte de los grandes números con-

dicionada (Sección 3.4).

Los aportes fundamentales de este trabajo están constituidos por la mayor parte del

Caṕıtulo 2 y por la Sección 3.2 del Caṕıtulo 3. Los resultados aparecen en el art́ıculo

Versión condicionada de una generalización del lema de Borel-Cantelli de Marmolejo

et al. [10] y el art́ıculo Algunas propiedades de la independencia condicionada de Mar-

molejo y Muñoz [11].



Caṕıtulo 1

Preliminares

El objeto de este Caṕıtulo es el de presentar las definiciones y resultados necesarios

para el desarrollo del resto del trabajo, haciendo seguimiento de lo hecho en Bauer [2],

Shiryaev [16], Williams [18], Ash [1] y Billingsley [3]. En la Sección 1.1 se da la definición

de independencia de una familia de eventos y se establecen algunas de sus propiedades.

En la Sección 1.2 se revisan las nociones de convergencia en probabilidad y convergencia

en casi todas partes de una sucesión de variables aleatorias. La Sección 1.3 se dedica

a la independencia de variables aleatorias, aqúı se destaca la Ley Débil de los Grandes

Números. En la Sección 1.4 se presenta la noción de esperanza condicionada de una

variable aleatoria con respecto a un evento, luego con respecto a una descomposición

finita de espacio muestral y por último con respecto a una σ-álgebra. Se destacan las

propiedades más importantes de la esperanza condicionada y se acompañan de ejemplos

ilustrativos.

1.1. Independencia

Dado (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, se dice que dos eventos A,B ∈ F son

independientes, si P (A∩B) = P (A)P (B). La siguiente definición es una generalización
de lo anterior.

Definición 1.1.1 Sea {Ei}i∈I es una familia de clases de eventos; Ei ⊆ F . Se dice que
la familia {Ei}i∈I es independiente; en śımbolos {Ei}i∈I , si para cada subconjunto

finito {i1, i2, · · · , ik} de I; k ≥ 2, y cada escogencia Ei1 ∈ Ei1 , · · · , Eik ∈ Eik se cumple

P (∩k
j=1Eij) =

k�

j=1

P (Eij).
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Preliminares 5

En particular, dos sub-σ-álgebras G1 y G2 de una σ-álgebra F , son independientes si
para cada A ∈ G1 y B ∈ G2 se tiene que A y B son eventos independientes.

Un ejemplo clásico de una sucesión de eventos independientes es el siguiente (ver

Bauer [16]).

Ejemplo 1.1.2 Dado ([0, 1),B([0, 1), λ)) el espacio de medida de Lebesgue-Borel uno
dimensional. Si para todo i = 1, 2, · · · , se define

Ai =

�
0,
1

2i

�
∪
�
2

2i
,
3

2i

�
∪ · · · ∪

�
2i − 2
2i

,
2i − 1
2i

�
,

entonces P (Ai) =
1
2
, además para todo n ∈ N se tiene

P (Ai1 ∩ · · · ∩ Ain) =
1

2
P (Ai1 ∩ · · · ∩ Ain−1).

Por tanto para todo subconjunto finito no vaćıo {i1, i2, · · · in} de N se tiene que

P (Ai1 ∩ · · · ∩ Ain) = P (Ai1 ∩ · · · ∩ Ain−1)P (Ain) = P (Ai1) · · ·P (Ain−1)P (Ain),

es decir, la sucesión de eventos {An}n∈N es independiente.

Observación 1.1.3 Sean E1 y E2 dos clases de eventos tales que E1 ⊆ E2. Entonces
E1, E2 si y sólo si P (A) ∈ {0, 1}, para todo A ∈ E1.

En efecto, si E1 y E2 son independientes y A ∈ E1 ⊆ E2, entonces P (A) = P (A ∩ A) =
P (A)P (A) = P 2(A). De aqúı que P (A) ∈ {0, 1}. Rećıprocamente; si para todo A ∈ E1
se tiene P (A) ∈ {0, 1}, entonces E1, E2 ; pues para cada A ∈ E1 y cada B ∈ E2,
P (A ∩ B) = P (A)P (B).

A continuación se definen los sistemas de Dynkin y los π-sistemas, los cuales facilitan

el trabajo con las σ-álgebras.

Definición 1.1.4 Un sistema D de subconjuntos de Ω es un sistema de Dynkin, si

satisface las siguientes condiciones:

(1) Ω ∈ D.

(2) Si A,B ∈ D y B ⊆ A, entonces A− B ∈ D.

(3) Si A1, A2, · · · ∈ D y Ai ∩ Aj = ∅ para todo i �= j entonces ∪∞
n=1An ∈ D.
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Dada una colección E de subconjuntos de Ω, el sistema de Dynkin generada por ella,
denotado por D(E), es el menor sistema de Dynkin que contiene a E .

Definición 1.1.5 Un sistema de eventos Υ es un π-sistema, si A,B ∈ Υ implica

A ∩ B ∈ Υ.

La demostración del siguiente teorema se encuentra en la Sección 1.2 del Caṕıtulo I del

libro de Bauer [2].

Teorema 1.1.6 Un sistema de Dynkin D es una σ-álgebra si y sólo si D es un π-

sistema.

Teorema 1.1.7 Sea {Ei}i∈I una familia de clases de eventos. Si D(Ei) es el sistema
de Dynkin generado por Ei, entonces {Ei}i∈I si y sólo si {D(Ei)}i∈I .

Demostración. (⇒) Por la definición de independencia se puede suponer que I es
finito; I = {1, 2, · · · , n}. Si D1 := {E ∈ F : {E}, E2, · · · , En }, {i1, i2, · · · , ik} es un
subconjunto no vaćıo de {2, · · · , n} y Eij ∈ Eij , j = 2, · · · , k, entonces D1 es un sistema

de Dynkin. En efecto:

(1) Ω ∈ D1, pues cumple

P (Ω ∩ Ei1 ∩ · · · ∩ Eik) = P (Ei1 ∩ · · · ∩ Eik) = P (Ω)P (Ei1) · · ·P (Eik).

(2) Si E,F ∈ D1 con E ⊆ F entonces F − E ∈ D1; ya que se verifica

P ((F − E) ∩ Ei1 ∩ · · · ∩ Eik)=P (F ∩ Ei1 ∩ · · · ∩ Eik − E ∩ Ei1 ∩ · · · ∩ Eik)

=P (F )P (Ei1) · · ·P (Eik)− P (E)P (Ei1) · · ·P (Eik)

=(P (F )− P (E))P (Ei1) · · ·P (Eik)

=P (F − E)P (Ei1) · · ·P (Eik).

(3) Dada {Em}m∈N ⊆ D1, una sucesión disjunta, entonces (�∞
m=1Em) ∈ D1. En efecto

P ((�∞
m=1Em) ∩ Ei1 ∩ · · · ∩ Eik) = P (�∞

m=1(Em ∩ Ei1 ∩ · · · ∩ Eik))

=
∞�

m=1

P (Em ∩ Ei1 ∩ · · · ∩ Eik)

=
∞�

m=1

P (Em)P (Ei1) · · ·P (Eik)

= P (�∞
m=1Em)P (Ai1) · · ·P (Aik).
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Como E1 ⊆ D1, entonces D(E1) ⊆ D1 y D(E1), E2, · · · En . Repitiendo el argumento

n− 1 veces se concluye que D(E1),D(E2), · · · ,D(En) .

(⇐) Basta tener presente que Ei ⊆ D(Ei) para cada i ∈ I.�

Corolario 1.1.8 Sea {Ei}i∈I una familia de π-sistemas, Ei ⊆ F . Si σ(Ei) es la σ-álgebra
generada por Ei, entonces {σ(Ei)}i∈I si y sólo si {Ei}i∈I .

Demostración. Como Ei es un π-sistema, entonces por el teorema 1.1.6 σ(Ei) = D(Ei)
y el resultado se obtiene a partir del teorema anterior.�

El siguiente ejemplo muestra la importancia de que Ei sea un π-sistema en el corolario
anterior.

Ejemplo 1.1.9 Dado el espacio de probabilidad (Ω,F , P ) donde Ω = {1, 2, 3, 4},
F = ℘(Ω) y P ({i}) = 1

4
; i = 1, 2, 3, 4. Sea E1 = {{1, 2}} y E2 = {{1, 3}, {1, 4}}.

Es claro que E1, E2 . También del teorema 1.1.7 D(E1),D(E2) . Sin embargo E2 no
es un π-sistema y tampoco σ(E1) y σ(E2) son independientes, pues al tomar los eventos
{1, 2} ∈ σ(E1) y {3} ∈ σ(E2), éstos no son independientes.

Corolario 1.1.10 Dados {Ei}i∈I una familia de π-sistemas Ei ⊆ F tal que {Ei}i∈I y

{Ij}j∈J una partición de I; esto es, Ij �= ∅ y �j∈JIj = I. Si Fj := σ(∪i∈IjEi), entonces
{Fj}j∈J .

Demostración. Para cada j ∈ J , sea E∗
j el sistema de eventos Ei1 ∩ Ei2 ∩ · · · ∩ Eik ,

donde {i1, i2, · · · , ik} ⊆ Ij y Eir ∈ Eir , r = 1, 2, · · · , k. Entonces E∗
j es un π-sistema tal

que σ(E∗
j ) = Fj. Ahora, como {Ei}i∈I , por la definición de independencia se tiene�

E∗
j

�
j∈J y por el Corolario 1.1.8, {Fj}j∈J .�

Definición 1.1.11 Dada {Fn}n∈N una sucesión de σ-álgebras en F y In = σ(∪∞
m=nFm),

entonces I∞ := ∩∞
n=1In es llamada la σ-álgebra de eventos terminales de la sucesión

{Fn}n∈N.

Ejemplo 1.1.12 Si {Xn}n∈N es una sucesión de variables aleatorias, y

Jn = σ(Xn, Xn+1, · · · ), entonces para todo n ≥ 1

A =

� ∞�

i=1

Xi

i
<∞

�
=

� ∞�

i=n

Xi

i
<∞

�
∈ Jn;
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esto es, A ∈ ∩∞
n=1Jn = ∩∞

n=1σ(∪∞
m=n{X−1

m (B), B ∈ B(R)}), es decir A es un evento

terminal de la sucesión de σ-álgebras {σ(Xn)}n∈N.

Teorema 1.1.13 (Ley cero-uno de Kolmogorov) Sea {Fn}n∈N una sucesión de σ-
álgebras independientes en F , entonces P (A) = 0 ó P (A) = 1 para todo evento terminal

A de la sucesión.

Demostración. Sean A ∈ I∞ y D el conjunto de todos los eventos independientes de A,

es decir, todos los D ∈ F tal que P (A∩D) = P (A)P (D). Es fácil verificar que D es un

sistema de Dynkin. Como del corolario 1.1.10 In+1 = σ(∪∞
m=n+1Fm) es independiente

de Un = σ(F1 ∪ · · · ∪ Fn) y como A ∈ I∞, entonces Un ⊂ D para todo n ∈ N; lo
que implica U0 ≡

�∞
n=1 Un ⊂ D. Puesto U0 es un π-sistema se tiene por corolario 1.1.8

σ(U0) = D(U0) ⊂ D. Como In ⊂ σ(U0) para todo n ∈ N, entonces A ∈ I∞ ⊂ σ(U0).

Tomando D = A, se obtiene P (A) = P (A ∩ A) = P (A)P (A) = P (A)2 y por tanto
P (A) = 0 ó P (A) = 1.�

Ejemplo 1.1.14 Sea {An}n∈N una sucesión de eventos independientes, entonces

P (ĺım supAn) = 0 ó P (ĺım supAn) = 1. En efecto, si se toma Un = {∅, An, A
c
n,Ω}

la σ-álgebra generada por An, entonces por el corolario 1.1.8 la sucesión de σ-álge-

bras {Un}n∈N es independiente. Como In = σ(
�∞

m=n Um) es una sucesión decrecien-

te de σ-álgebras, entonces ĺım supAn = ∩∞
n=1 ∪∞

m=n Am ∈ In para todo n, es decir
ĺım supAn ∈ I∞. Basta aplicar el teorema 1.1.13.

En el ejemplo anterior, para {An}n∈N suceción de eventos independientes se dedujo que
P (ĺım supAn) es cero ó uno. El lema de Borel-Cantelli, enunciado a continuación, va

más alla y da un criterio espećıfico en términos de la convergencia ó divergencia de la

serie
�

n P (An).

Lema 1.1.15 (de Borel-Cantelli ) Dada una sucesión de eventos {An}n∈N, se tiene:

(a) Si
�

n P (An) <∞, entonces P (ĺım supAn) = 0.

(b) Si {An}n∈N es una sucesión de eventos independientes y
�

n P (An) =∞, entonces
P (ĺım supAn) = 1.

Demostración.

(a) P (ĺım supAn) = P (∩∞
n=1 ∪k≥n Ak) = ĺımn P (∪k≥nAk) ≤ ĺımn

�
k≥n P (Ak) = 0.
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(b) Para probar lo requerido es suficiente con ver que P (ĺım inf Ac
n) = 0; para esto

basta probar que P (∩∞
k=nA

c
k) = 0 para todo n. Dado que {An}n∈N es una sucesión de

eventos independientes, entonces del corolario 1.1.8 {Ac
n}n∈N son independientes; como�

n P (An) =∞ y 1− x ≤ e−x, se tiene

P (∩n+j
k=nA

c
k) =

n+j�

k=n

(1− P (Ak)) ≤
n+j�

k=n

e−P (Ak) → 0,

cuando j →∞, es decir P (∩∞
k=nA

c
k) = ĺımj P (∩n+j

k=nA
c
k) = 0.�

1.2. Tipos de convergencia

En la teoŕıa de probabildad como en el análisis, se necesita de varios tipos de conver-

gencia, en este caso sobre variables aleatorias, los siguientes dos tipos de convergencia

son los que se usaran en las leyes de los grandes números.

Convergencia en probabildad.

Convergencia en casi todas partes o de probabildad uno.

En un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) se dice que una propiedad es valida en casi todas
partes (c.t.p.) si la propiedad se cumple excepto en un evento A ∈ F de probabilidad

nula. En lo que sigue, X,X1, X2 · · · son variables aleatorias definidas sobre un espacio
de probabilidad (Ω,F , P ).

Definición 1.2.1 La sucesión {Xn}n∈N converge en probabildad a X, Xn
P−→ X, si para

todo � > 0

P (|Xn −X| > �)→ 0, n→∞.

Definición 1.2.2 Una sucesión {Xn}n∈N converge en casi todas partes a X,

Xn
c.t.p.−−→ X, si

P (ω : Xn � X) = 0.

Además como en el análisis se necesitara del concepto de sucesión de Cauchy, aqúı lla-

mada sucesión fundamental, las cuales se definen según sea el caso.
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Definición 1.2.3 Una sucesión {Xn}n∈N es una sucesión fundamental en probabildad,
si para m,n→∞ y todo � > 0

P (|Xn −Xm| > �)→ 0,

y es fundamental en casi todas partes, si {Xn(ω)}n∈N es fundamental para casi todo

ω ∈ Ω.

Teorema 1.2.4

(a) Xn
c.t.p.−−→ X si sólo si para todo � > 0

P

�
sup
k≥n

|Xk −X| ≥ �
�
→ 0, n→∞.

(b) {Xn}n∈N es fundamental en casi todas partes si y sólo si para todo � > 0

P

�
sup
k,l≥n

|Xk −Xl| ≥ �
�
→ 0, n→∞. (1.1)

O equivalentemente

P

�
sup
k≥0
|Xn+k −Xn| ≥ �

�
→ 0, n→∞. (1.2)

Demostración. (a) Sean A�
n = {ω : |Xn−X| ≥ �} y A� = ĺım supA�

n = ∩∞
n=1 ∪k≥n A

�
k.

Como ω0 ∈ {ω : Xn � X} equivale a que ĺımn→∞Xn(ω0) �= X(ω0); existe � > 0 tal que
para todo n ∈ N existe k ≥ n donde |Xk(ω0)−X(ω0)| ≥ �, entonces

{ω : Xn � X} = ∪�>0A
� = ∪∞

m=1A
1
m ,

por tanto Xn
c.t.p.−−→ X equivale a P (∪∞

m=1A
1
m ) = 0, lo cual se cumple si y sólo si

P (A
1
m ) = 0, m ≥ 1; siendo igual a decir que para todo � > 0, P (A�) = 0. Además como

∪k≥nA
�
k ↓ A� implica P (A�) = ĺımn→∞ P (∪k≥nA

�
k); se tiene que para todo � > 0

ĺım
n→∞

P (∪k≥nA
�
k) = 0,

es decir que para todo � > 0

P

�
sup
k≥n

|Xk −X| ≥ �
�
→ 0 n→∞.
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(b) Dado B�
k,l = {ω : |Xk−Xl| ≥ �} y B� = ∩∞

n=1∪k,l≥nB
�
k,l, se procede de la misma forma

que en (a) y se obtiene el resultado. La equivalencia entre (1.1) y (1.2) se desprende de

la siguiente desigualdad

sup
k≥0
|Xn+k −Xn| ≤ sup

k,l≥0
|Xn+k −Xn+l| ≤ 2 sup

k≥0
|Xn+k −Xn|.�

Corolario 1.2.5 Si para todo � > 0 se satisface
�∞

k=1 P (|Xk −X| ≥ �) <∞ entonces

Xn
c.t.p.−−→ X.

Demostración. El resultado es consecuencia inmediata de la siguiente desigualdad

P

�
sup
k≥n

|Xk −X| ≥ �
�
= P (∪k≥n|Xk −X| ≥ �) ≤

�

k≥n

P (|Xk −X| ≥ �).�

Teorema 1.2.6 Si Xn
c.t.p.−−→ X entonces Xn

P−→ X.

Demostración. Si Xn
c.t.p.−−→ X del teorema 1.2.4 se tiene P

�
supk≥n |Xk −X| ≥ �

�
→ 0

cuando n → ∞, lo cual equivale a P (∪k≥n{ω : |Xk − X| ≥ �}) → 0 cuando n → ∞,
entonces P ({ω : |Xk −X| > �})→ 0, cuando n→∞, es decir Xn

P−→ X.�

Ejemplo 1.2.7 Xn
P−→ X no implica que Xn

c.t.p.−−→ X; ya que al tomar Ω = [0, 1],

F = B([0, 1]) y P la medida de Lebesgue. Si Ai
n = [ i−1

n
, i
n
], X i

n = IAi
n
(ω), 1 ≤ i ≤ n;

n ≥ 1, entonces la sucesión

{X1
1 , X

1
2 , X

2
2 , X

1
3 , X

2
3 , X

3
3 , · · · } = {I[0,1], I[0, 1

2
], I[ 1

2
,1], I[0, 1

3
], I[ 1

3
, 2
3
], I[ 2

3
,1], · · · }

es convergente en probabilidad a X = 0, pues de la desigualdad de Chebyshev para todo

� > 0

ĺım
n→∞

P (|X i
n| > �) < ĺım

n→∞
E|X i

n|
�

= ĺım
n→∞

P ([ i−1
n
, i
n
])

�
= ĺım

n→∞
1

n�
= 0.

Y no converge en casi todas partes, pues al tomar algun ω0 ∈ [0, 1] la sucesión de núme-
ros reales {X1

1 (ω0), X
1
2 (ω0), X

2
2 (ω0), X

1
3 (ω0), X

2
3 (ω0), X

3
3 (ω0), · · · } toma valores ceros y

unos.

1.3. Independencia de variables aleatorias

Si una familia de eventos {Ei}i∈I es independiente entonces del corolario 1.1.8 la familia
{Fi}i∈I de σ-álgebras Fi = {∅, Ei, E

c
i ,Ω} es independiente. Pero Fi es la σ-álgebra

generada por la variable aleatoria indicadora IEi
, entonces la independencia de {Ei}i∈I

implica la de {σ(IEi
)}i∈I . Este resultado justifica la siguiente definición.
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Definición 1.3.1 Una familia {Xi}i∈I de variables aleatorias es independiente; si la
familia {σ(Xi)}i∈I de σ-álgebras generadas por las variables aleatorias Xi es indepen-

diente.

Teorema 1.3.2 Dado (Ω,F , P ), un espacio de probabilidad, {Xi}i∈I una familia de
variables aleatorias con imagenes sobre el espacio de medida (Ωi,Fi) y sea Di un π-

sistema que genera a Fi, con Ωi ∈ Di, i ∈ I. La familia {Xi}i∈I es independiente si y
sólo si

P (∩k
j=1X

−1
ij
(Qij)) =

k�

j=1

P (X−1
ij
(Qij)),

para cualquier escogencia finita Xi1 , Xi2 , · · · , Xik de {Xi}i∈I y cualquier Qij ∈ Dij ,

j = 1, 2, · · · , k.

Demostración. Si Di = {X−1
i (Qi) : Qi ∈ Di}, i ∈ I, entonces Di es un generador de

σ(Xi). Como Di es un π-sistema, Ωi ∈ Di, i ∈ I, y cada Xi es medible, se tiene que Di

es un π-sistema y Ω ∈ Di, i ∈ I. Por lo tanto al aplicar el corolario 1.1.8 se obtiene que
{Di}i∈I si y sólo si {σ(Xi)}i∈I , concluyendo lo deseado.�

Observación 1.3.3 Sean X1, X2, · · · , Xn variables aleatorias definidas sobre el espa-

cio de probabilidad (Ω,F , P ) y con imagenes sobre (R,B(R)). Dado que el π sistema
{(−∞, x] : x ∈ R} genera a B(R), entonces las variables aleatorias X1, · · · , Xn son

independientes si y sólo si se verifica

P (∩n
j=1X

−1
j ((−∞, xj]) =

n�

j=1

P (X−1
j ((−∞, xj]).

O lo que es lo mismo,

F(X1,...,Xn)(x1, · · · , xn) = FX1(x1) · · ·FXn(xn),

donde F(X1,...,Xn) es la función de distribución acumulada n-dimensional del vector

aleatorio (X1, · · · , Xn) y FXi
es la funcion de distribución de la variable aleatoria Xi.

Teorema 1.3.4 Sea {Xi}i∈I una familia de variables aleatorias con imagenes en el
espacio (Ωi,Fi) y sea Yi : (Ωi,Fi) → (Ω�

i,F �
i) una función medible, para todo i ∈ I,

entonces la independencia de {Xi}i∈I implica la independencia de {(Yi ◦Xi)}i∈I .
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Demostración. Dado que para cualquier A� ∈ F �
i , se tiene que (Yi ◦ Xi)

−1(A�) =

X−1
i (Y −1

i (A�)), entonces σ(Yi ◦ Xi) ⊆ σ(Xi). Por tanto {σ(Xi)}i∈I implica

{σ(Yi ◦Xi)}i∈I .�

Los siguientes resultados son clásicos de la teoŕıa de integración, estos serán enunciados

en este trabajo por su utilidad y su demostraciones se encuentran en la Sección 6 del

Caṕıtulo II del libro de Shiryaev [16].

Proposición 1.3.5 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable aleatoria y

sea g ≥ 0 una función no decreciente tal que g(X) es una variable aleatoria con espe-

ranza finita. Entonces para cualquier � > 0 se tiene

P (X ≥ �) ≤ E(g(X))
g(�)

.

Corolario 1.3.6 Si X una variable aleatoria con media µ y varianza σ2 <∞, entonces
para cualquier � > 0 se tiene

P (|X − µ| > �) ≤ σ
2

�2
.

Teorema 1.3.7 (Cambio de variables en la integral de Lebesgue) Sea (Ω,F) y
(E, E) espacios medibles y X = X(ω) una función F/E-medible con valores en E. Sea
P una medida de probabilidad sobre (Ω,F) y PX la medida de probabilidad sobre (E, E)
inducida por X = X(ω)

PX(A) = P {ω : X(ω) ∈ A} , A ∈ E ,

entonces �

A

g(x)PX(dx) =

�

X−1(A)

g(X(ω))P (dω), A ∈ E ,

para toda función E-medible g = g(x), x ∈ E (En el sentido que si una integral existe,

la otra está bien definida y ambas son iguales).

Teorema 1.3.8 (de Fubini) Dado el espacio de medida (Ω,F , µ), donde Ω = Ω1×Ω2,

F = F1⊗F2 con µ = µ1×µ2 el producto directo de medidas µ1 y µ2, es decir la medida
sobre F tal que µ(A × B) = µ1 × µ2(A × B) = µ1(A) × µ2(B), A ∈ F1, B ∈ F2. Si

X = X(ω1, ω2) una función F1⊗F2-medible, integrable con respecto a la medida µ1×µ2:
�

Ω1×Ω2

|X(ω1, ω2)| d(µ1 ⊗ µ2) <∞.

Entonces las integrales
�
Ω1
X(ω1, ω2)µ1(dω1) y

�
Ω2
X(ω1, ω2)µ2(dω2)
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(1) están definidas para todo ω1 y ω2;

(2) son funciones F2 y F1 medibles respectivamente con

µ2

�
ω2 :

�

Ω1

|X(ω1, ω2)|µ1(dω1) =∞
�
= 0,

µ1

�
ω1 :

�

Ω2

|X(ω1, ω2)|µ2(dω2) =∞
�
= 0;

(3)
�

Ω1×Ω2

X(ω1, ω2)d(µ1 ⊗ µ2) =

�

Ω2

(

�

Ω1

X(ω1, ω2)µ1(dω1))µ2(dω2)

=

�

Ω1

(

�

Ω2

X(ω1, ω2)µ2(dω2))µ1(dω1).

Teorema 1.3.9 Sean X1, · · · , Xn variables aleatorias independientes. Si E(Xi) es fini-

to para todo i, entonces E(
�n

i=1Xi) =
�n

i=1E(Xi) y el producto
�n

i=1Xi es integrable.

Demostración. Si se toma P = ⊗n
i=1PXi

. Entonces por la observación 1.3.3, los teore-

mas 1.3.7 y 1.3.8, se tiene

E(|
n�

i=1

Xi|) =

�

Ω

|X1 · · ·Xn|dP =
�

Rn

|x1 · · · xn|P(X1,··· ,Xn)(d(x1, · · · xn))

=

�

Rn

|x1| · · · |xn|PX1d(x1) · · ·PXnd(xn)

=

�

R
|x1|PX1d(x1) · · ·

�

R
|xn|PXnd(xn) =

n�

i=1

E(|Xi|).

Por 1.3.8 los anteriores cálculos siguen siendo validos si se remueven los valores abso-

lutos. Finalmente si E(Xi) es finita, entonces E|Xi| finita y lo probado muestra que
E(|�n

i=1Xi|) =
�n

i=1E(|Xi|) <∞, por lo tanto E(
�n

i=1Xi) es finita.�

El rećıproco del teorema anterior no es válido como lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.3.10 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad equiprobable, con Ω = {1, 2, 3},
F = ℘(Ω). Definimos X y Y variables aleatorias sobre Ω como:

X(ω) =





1 si ω = 1

0 si ω = 2

−1 si ω = 3

y Y (ω) =

�
0 si ω = 1 ó ω = 3

1 si ω = 2
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Por lo tanto se satisface E(XY ) = E(X)E(Y ) = 0, puesto que E(X) = E(XY ) = 0;

pero P (X−1(1) ∩ Y −1(1)) = 0 y P (X−1(1)) = P (Y −1(1)) = 1
3
, es decir que X y Y no

son independientes.

Si se agregan más condiciones al rećıproco del teorema 1.3.9 se obtiene un resultado

distinto del ejemplo anterior, como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 1.3.11 Sean X, Y variables aleatorias integrables. Entonces X, Y si y

sólo si para todo par de funciones borelianas f(·) y g(·) tales que f(X) y g(Y ) sean
integrables,

E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y )).

Demostración. Si X, Y y f(·), g(·) son borelianas entonces del teorema 1.3.4

f(X), g(Y ) y por el teorema 1.3.9 E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y )). Por otra par-

te si se cumple que E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y )) y se define f(X) = IX−1(A),

g(Y ) = IY −1(B), con A y B borelianos, se tiene

P (X−1(A) ∩ Y −1(B)) = P (X−1(A))P (Y −1(B)),

entonces del teorema 1.3.2 se concluye X, Y .�

Proposición 1.3.12 Si {Xi}i∈N son variables aleatorias independientes y si V ar(Xi)

es finita para todo i ∈ N, entonces para todo subconjunto finito no vaćıo {i1, · · · , in} de
N y cada (α1, · · · , αn) ∈ Rn, se cumple

V ar(
n�

j=1

αjXij) =
n�

j=1

α2jV ar(Xij).

Demostración. Como las variables aleatorias {Xi}i∈N son independientes, entonces

para Xi1 , Xi2 , · · · , Xin se tiene

V ar(
n�

j=1

αjXij)=E[(
n�

j=1

αjXij − E(
n�

j=1

αjXij))
2] = E[

n�

j=1

αj(Xij − E(Xij))]
2

=E[
n�

j=1

α2j (Xij − E(Xij))
2 +

n�

i�=j=1

αkαj(Xik − E(Xik))(Xij − E(Xij))]

=
n�

j=1

α2jE[(Xij − E(Xij))
2] + 0 =

n�

j=1

α2jV ar(Xij).�
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Teorema 1.3.13 (Ley débil de los grandes números) Sean X1, X2, · · · variables
aleatorias independientes, tales que cada cada una tiene media µi < ∞ y varianzas σ2i
uniformemente acotadas por M <∞, entonces para todo � > 0 se tiene

ĺım
n→∞

P (| 1
n

n�

i=1

(Xi − µi)| ≥ �) = 0.

Demostración. Como las variables aleatorias X1, X2, · · · son independientes, entonces
de la proposicón 1.3.12, se tiene

V ar(
n�

i=1

Xi) =
n�

i=1

V ar(Xi).

Luego por el corolario 1.3.6

P (| 1
n

n�

i=1

(Xi − µi)| ≥ �) ≤ 1

�2n2
V ar(

n�

i=1

Xi) =
1

�2n2

n�

i=1

V ar(Xi)

≤ 1

�2n2

n�

i=1

M =
1

�2n
M.

Se toma el ĺımite de n al infinito y se obtiene el resultado.�

En el Caṕıtulo 3 de este trabajo se consideran versiones de la ley fuerte de los grandes

números.

1.4. Probabilidad condicionada. Esperanza condicionada

Si (Ω,F , P ) es un espacio de probabilidad, B ∈ F y P (B) > 0, la probabilidad condi-

cionada de A ∈ F dado B, en śımbolos P (A | B), se define por

P (A | B) := P (A ∩ B)
P (B)

.

Resulta que P (· | B) : F → [0, 1] es una medida de probabilidad y por tanto

(Ω,F , P (· | B)) es un nuevo espacio de probabilidad.

Note que

P (A | B) =
�

A

IB
P (B)

dP,
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esto es, P (· | B) es una medida de probabilidad con densidad (de Radon-Nikodýn)
f(ω) := IB(ω)

P (B)
con respecto a P (·). Por tanto, si X es una variable aleatoria integrable,

entonces se puede considerar la esperanza de X con respecto a la probabilidad P (· | B),
en śımbolos E(X | B), como

E(X | B) :=
�

Ω

X(ω)dP (ω | B) =
�

Ω

X(ω)
IB(ω)

P (B)
dP (ω) =

E(XIB)

P (B)
.

La constante E(X | B) se denomina esperanza condicionada de X dado el evento B.

Observe que si X = IA; A ∈ F , entonces E(X | B) ≡ P (A | B).

Ejemplo 1.4.1 Si (Ω,F , P ) = ([0, 1],B([0, 1]), λ), B = [1
2
, 1] y X : Ω → R es la

variable aleatoria definida por X(ω) = ω2, entonces

E(X | B) = E(XIB)
P (B)

= 2

�

[ 12 ,1]
ω2dω =

7

12
.

A continuación se considera la esperanza condicionada con respecto a una descompo-

sición. Con esta visión se definirá el concepto general de esperanza condicionada con

respecto a una σ-álgebra G, para luego establer las propiedades elementales de la espe-
ranza condicionada.

Definición 1.4.2 Si (Ω, F ,P) es un espacio de probabilidad y D = {D1, · · · , Dn}
una descomposición finita de Ω; es decir, para i, j = 1, · · · , n; Di ∈ F , P (Di) > 0,

Di ∩ Dj = ∅ si i �= j y Ω = �n
i=1Di . Entonces para cada A ∈ F , la variable aleatoria

simple

P (A | D)(ω) =
n�

i=1

P (A | Di)IDi (ω),

es llamada la probabilidad condicionada de A con respecto a la descomposición D.

La variable aleatoria P (A | D) tiene las siguientes propiedades

(a) P (A | D) es σ(D)-medible.

(b) Para todo D ∈ σ(D) se verifica

P (A ∩D) =
�

D

IAdP =

�

D

P (A | D)dP.
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La propiedad (a) se sigue de la definición. Para mostrar (b), es suficiente verificar la

igualdad para cada Dj

�

Dj

P (A | D)dP = E(IDj
P (A | D)) = E(

n�

i=1

P (A | Di)IDi
IDj

)

= E(P (A | Dj)IDj
) = P (A | Dj)P (Dj)

= P (A ∩Dj) =

�

Dj

IAdP.

Sea X una variable aleatoria integrable. La esperanza condicionada de X con respecto

a D es la variable aleatoria

E(X | D)(ω) :=
n�

i=1

E(X | Di)IDi
(ω),

la cual satisface:

(a) E(X | D) es σ(D)-medible.

(b) Para todo D ∈ σ(D) se verifica
�

D

XdP =

�

D

E(X | D)dP.

Nuevamente, (a) se sigue de la definición y para verificar (b) es suficiente comprobarlo

para cada Dj ∈ D
�

Dj

E(X | D)dP = E(IDj
E(X | D)) = E(

n�

i=1

E(X | Di)IDi
IDj

)

= E(X | Dj)P (Dj) = E(XIDj
) =

�

Dj

XdP.

Observe que si X = IA; A ∈ F , entonces E(X | D) = P (A | D).

Si Y : Ω→ R es una variable aleatoria discreta que toma valores y1, y2, · · · , yn. Entonces
DY := {{Y = y1} , {Y = y2} , · · · , {Y = yn}} es una descomposición de Ω. En este caso
la variable aleatoria E(X | DY ) se denota por E(X | Y ) y se le llama esperanza
condicionada de la variable aleatoria X dada la variable aleatoria Y.
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Ejemplo 1.4.3 Sean (Ω,F , P ) = ([0, 1],B([0, 1]), λ) y X, Y : Ω → R las variables

aleatorias definidas por

X(ω) = 3ω2 + ω; Y (ω) = 3I[0, 1
4
)(ω) + (−2)I[ 1

4
,1](ω).

Aqúı DY = {{Y = 3} , {Y = −2}} y por tanto

E(X | Y )(ω) = E(X | Y = 3)I[0, 1
4
)(ω) + E(X | Y = −2)I[ 1

4
,1](ω).

Como

E(X | Y = 3) =
E(XI{Y=3})

P ({Y = 3}) =
� 1

4

0
(3ω2 + ω)dω

1
4

=
3

16

y

E(X | Y = −2) = E(XI{Y=−2})

P ({Y = −2}) =
� 1

1
4
(3ω2 + ω)dω

3
4

=
93

48
,

entonces

E(X | Y )(ω) = 3

16
I[0, 1

4
)(ω) +

93

48
I[ 1

4
,1](ω).

A continuación se da la definición de esperanza condicionada dada una σ-álgebra. Para

una revisión de esta definición ver Billingsley [3], Shiryaev [16] o Williams [18].

Definición 1.4.4 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria

integrable y G una sub-σ-álgebra de F . Entonces existe una variable aleatoria Y que es

G-medible y tal que para todo G ∈ G (equivalentemente, para todo G en un π-sistema

que contenga a Ω y genere a G) se verifica
�

G

Y dP =

�

G

XdP.

Más aún, si Y ∗ es otra variable aleatoria con estas propiedades, entonces Y = Y ∗

(c.t.p.). Una variable aleatoria con las propiedades anteriores es llamada una versión

de la esperanza condicionada de X dada G y se escribe Y = E(X | G).

Si A ∈ F , la probabilidad condicionada de A dada la σ-álgebra G se denota por P (A | G)
y se define por P (A | G) := E(IA | G).

Si (E, E) es un espacio medible Y : Ω→ E es una función F −E medible y GY = σ(Y ),
entonces la esperanza condicionada de la variable aleatoria X dada Y se denota por

E(X | Y ) y se define por
E(X | Y ) := E(X | GY ).

El siguiente par de resultados serán enunciados por su utilidad y sus demostraciones se

encuentran en el Caṕıtulo II Sección 4 de Shiryaev [16].
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Teorema 1.4.5 Dada X una variable aleatoria. La variable aleatoria Y es una función

FX-medible si y sólo si existe una función boreliana f tal que Y (ω) = f(X(ω)), para

cada ω ∈ Ω.

Teorema 1.4.6 Sea D = {D1, D2, · · · , } una descomposición finita ó contable de Ω. Si
X = X(ω) es una variable aleatoria σ(D)-medible, entonces X se puede representar en

la forma

X(ω) =
�

i≥1

xiIDi
(ω),

donde xi ∈ R. i = 1, 2, · · · ; esto es, X(ω) es constante sobre cada elemento Di de D.

Ejemplo 1.4.7 Sea (Ω,F , P ) = ([0, 1],B([0, 1]), λ). Para calcular E(Y | σ(X))(ω),
donde Y (ω) = 2ω2, X(ω) = 2I[0, 1

2
)(ω) + ωI[ 1

2
,1](ω) se procede aśı.

Puesto que E(Y | σ(X)) es σ(X)-medible, por el teorema 1.4.5 existe una función
boreliana f tal que E(Y | σ(X)) = f(X), esto es,

E(Y | σ(X))(ω) = f(2)I[0, 1
2
)(ω) + f(ω)I[ 1

2
,1](ω).

Para todo G ∈ σ(X),
�
G
E(Y | σ(X))dP =

�
G
Y dP , tomando G = X−1({2}) = [0, 1

2
)

obtenemos

1

12
=

�

[0, 1
2
)

2ω2dω =

�

[0, 1
2
)

Y dP =

�

[0, 1
2
)

E(Y | σ(X))dP =
�

[0, 1
2
)

f(2)dω =
1

2
f(2).

De aqúı que f(2) = 1
6
. De otra parte, para cualquier conjunto de Borel B ⊆ [1

2
, 1]

tenemos X−1(B) = B, y por lo tanto

�

B

2ω2dω =

�

B

Y dP =

�

B

E(Y | σ(X))dP =
�

B

f(ω)dω.

De aqúı que f(ω) = 2ω2 (c.t.p.) para ω ∈ [1
2
, 1]. En resumen

E(Y | σ(X)) = 1

6
I[0, 1

2
)(ω) + 2ω

2I[ 1
2
,1](ω).

La siguiente proposición contiene algunas propiedades importantes de la esperanza con-

dicionada, de las cuales se hará uso posteriormente. Para las demostraciones de todas

ellas se puede consultar el Caṕıtulo 9 de Williams [18] y la Sección 7 del Caṕıtulo II de

Shiryaev [16].
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Proposición 1.4.8 Dada G ⊆ F una sub-σ-álgebra, la esperanza condicional tiene las

siguientes propiedades:

(E1) Si c es constante y X = c (c.t.p.), entonces E(X | G) = c (c.t.p.).

(E2) (Orden) Si X ≤ Y (c.t.p.), entonces E(X | G) ≤ E(Y | G) (c.t.p.).

(E3) |E(X | G)| ≤ E(|X| | G) (c.t.p.).

(E4) (Linealidad) Si a,b son constantes y aE(X) + bE(Y ) existe, entonces

E(aX + bY | G) = aE(X | G) + bE(Y | G) (c.t.p.).

(E5) Si F∗ = {∅,Ω} es la σ-álgebra trivial, entonces E(X | F∗) = E(X) (c.t.p.).

(E6) Si X es F-medible, entonces E(X | F) = X (c.t.p.).

(E7) (Propiedad de la torre) Si G1 ⊆ G2, entonces E(E(X | G2) | G1) = E(X | G1)
(c.t.p.). Si G1 ⊇ G2 entonces E(E(X | G2) | G1) = E(X | G2) (c.t.p.).

(E8) (Doble esperanza) E(E(X | G)) = E(X).

(E9) (Papel de la independencia) Dada una variable aleatoria X integrable e inde-

pendiente de la σ-álgebra G, es decir independiente de IB con B ∈ G, entonces
E(X | G) = E(X) (c.t.p.).

(E10) (Convergencia dominada) Dadas Y,X1, X2, · · · variables aleatorias tales que

|Xn| ≤ Y , E(Y ) < ∞ y Xn → X (c.t.p.) entonces E(Xn | G) → E(X | G)
(c.t.p.) y E(|Xn −X| | G)→ 0 (c.t.p.).

(E11) (Convergencia monótona) Dadas Y,X1, X2, · · · variables aleatorias

(a) Si Xn ≥ Y , E(Y ) > −∞ y Xn ↑ X (c.t.p.), entonces

E(Xn | G) ↑ E(X | G) (c.t.p.).

(b) Si Xn ≤ Y , E(Y ) <∞ y Xn ↓ X (c.t.p.), entonces

E(Xn | G) ↓ E(X | G) (c.t.p.).

(E12) (Lema de Fatou) Dadas Y,X1, X2, · · · variables aleatorias
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(a) Si Xn ≥ Y , E(Y ) > −∞, entonces

E(ĺım infXn | G) ≤ ĺım inf E(Xn | G) (c.t.p.).

(b) Si Xn ≤ Y , E(Y ) <∞, entonces

ĺım supE(Xn | G) ≤ E(ĺım supXn | G) (c.t.p.).

(E13) (Serie positiva) Si Xn ≥ 0, entonces E(
�∞

n=1Xn | G) =
�∞

n=1E(Xn | G) (c.t.p.).
En particular E(

�∞
n=1Xn) =

�∞
n=1E(Xn).

(E14) (Extrayendo lo medible) Sea Y una variable aleatoria G-medible, E |X| < ∞ y

E |XY | <∞, entonces E(XY | G) = Y E(X | G) (c.t.p.).

(E15) (Desigualdad de Jensen) Sea g : R → R una función convexa tal que

E |g(X)| <∞, entonces E(g(X) | G) ≥ g(E(X | G)) (c.t.p.).

Ejemplo 1.4.9 (Adaptado de Brzeźniak y Zastawniak [4])

Sean (Ω,F , P ) = ((0, 1),B((0, 1)), λ) y las variables aleatorias X(ω) = 2ω2 y

Y (ω) = 2ωI(0, 1
2
)(ω) + (2ω − 1)I[ 1

2
,1)(ω). Para determinar E(X | σ(Y ))(ω); primero

se observa que

X =
Y 2

2
I(0, 1

2
) +

(Y + 1)2

2
I[ 1

2
,1).

Entonces de la propiedad (E14) de la proposición 1.4.8 se tiene

E(X | σ(Y )) = Y
2

2
E(I(0, 1

2
) | σ(Y )) +

(Y + 1)2

2
E(I[ 1

2
,1) | σ(Y )).

Ahora, la σ-álgebra inducida por Y consiste de conjuntos de la forma B ∪ (B + 1
2
) para

algún conjunto boreliano B ⊆ (0, 1
2
). Puesto que

P (B) =

�

B∪(B+ 1
2
)

I(0, 1
2
)dP =

�

B∪(B+ 1
2
)

E(I(0, 1
2
) | σ(Y ))dP

y

P (B) = P (B +
1

2
) =

�

B∪(B+ 1
2
)

I[ 1
2
,1)dP =

�

B∪(B+ 1
2
)

E(I[ 1
2
,1) | σ(Y ))dP,

entonces E(I(0, 1
2
) | σ(Y )) = E(I[ 1

2
,1) | σ(Y )). Como

1 = E(1 | Y ) = E(I(0, 1
2
) + I[ 1

2
,1) | Y ) = E(I(0, 1

2
) | Y ) + E(I[ 1

2
,1) | Y ) = 2E(I[ 1

2
,1) | Y ),

entonces E(I[ 1
2
,1) | Y ) = 1

2
. En consecuencia, E(X | Y ) = 1

4
(Y 2 + (Y + 1)2), esto es,

E(X | Y )(ω) =
�
ω2 + (ω + 1

2
)2 si ω ∈ (0, 1

2
)

(ω − 1
2
)2 + ω2 si ω ∈ [1

2
, 1).
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De acuerdo a lo dicho al inicio de la Sección, se sabe que E(X|Y ) es GY -medible,
entonces del teorema 1.4.5 existe una función boreliana m = m(y) de R en R tal que

para cada ω ∈ Ω se tiene m(Y (ω)) = E(X|Y )(ω), donde m(y) := E(X|Y = y), la

cual es llamada la esperanza condicional de X con respecto al evento {Y = y}. De
otra parte, por el teorema de cambio de variable de la Sección 6 del Caṕıtulo II de

Shiryaev [16], se tiene

�

{ω:Y ∈B}
XdP =

�

{ω:Y ∈B}
m(Y )dP =

�

B

m(y)PY (dy),

donde B ∈ B(R), PY es la distribución de probabilidad de Y y {ω : Y (ω) ∈ B} ∈ GY ;
todo lo cual lleva a la siguiente definición.

Definición 1.4.10 Sean X y Y variables aleatorias tal que X es integrable. La espe-

ranza condicional de la variable aleatoria X con respecto a Y = y es cualquier función

B ∈ B(R)-medible m = m(y), para la cual

�

{ω:Y ∈B}
XdP =

�

B

m(y)PY (dy), B ∈ B(R).

Que exista tal función sigue del teorema de Radon-Nikodým si se observa que

Q(B) =

�

{ω:Y ∈B}
XdP,

es una medida signada absolutamente continua con respecto a la medida PY (ver Sección

6.7 Caṕıtulo II de shiryaev [16]).

Definición 1.4.11 La probabilidad condicional de el evento A ∈ F dada la condición

Y = y, en śımbolos P (A|Y = y), es E(IA|Y = y).

Ejemplo 1.4.12 Si Y es una variable aleatoria discreta con P (Y = yk) > 0,�∞
k=1 P (Y = yk) = 1 y X es otra variable aleatoria, tal que E(X) existe. Entonces

para k ≥ 1

P (A|Y = yk) =
P (A ∩ {Y = yk})
P (Y = yk)

y E(X|Y = yk) =
1

P (Y = yk)

�

{ω:Y=yk}
XdP.

Si y /∈ {y1, y2, · · · }, la probabilidad condicionada P (A|Y = y) y la esperanza condi-

cionada E(X|Y = y), pueden ser definidas de cualquier manera; en particular como

cero.
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Si (Ω,F , P ) es un espacio de probabilidad con G una sub-σ-álgebra de F se tiene que:

(a) 0 ≤ P (A|G) ≤ 1 (c.t.p.), para todo A ⊆ F .

(b) P (∪∞
n=1An|G) =

�∞
n=1 P (An|G) (c.t.p.), para {An}n∈N una sucesión de eventos

disjuntos de F .

(c) P (B − A|G) = P (B|G)− P (A|G) (c.t.p.), para A,B ∈ F y A ⊆ B.

(d) Si {An}n∈N es una sucesión de eventos en F y An ↑ A = ∪∞
n=1An, entonces

P (An|G) ↑ P (A|G) (c.t.p.).

(e) Si {An}n∈N es una sucesión de eventos en F y An ↓ A = ∩∞
n=1An, entonces

P (An|G) ↓ P (A|G) (c.t.p.).

Se podŕıa considerar de las anteriores propiedades P (·|G)(ω) : F → [0, 1], como una

medida de probabildad para ω fijo y pensar que existe N ∈ F con P (N ) = 0, donde

para ω ∈ N c, P (·|G)(ω) es una medida de probabilidad; sin embargo este no es el caso
en general, como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.4.13 Si D = {D1, D2, · · · , Dn} es una descomposición finita de Ω,

G = σ(D1, · · · , Dn); P (D1) = 0 y P (Di) > 0, para i = 2, 3, · · · , n. Una versión de
P (A|G) es:

P (A|G)(ω) =




0 si ω ∈ D1,
P (A ∩Di)

P (Di)
si ω ∈ Di, i = 2, · · · , n.

En este caso la función A→ P (A|G)(ω) es una probabilidad, si ω ∈ Ω−D1.

Si se define

P (A|G)(ω) =




P (A) si ω ∈ D1,
P (A ∩Di)

P (Di)
si ω ∈ Di, i = 2, · · · , n,

entonces para cada ω ∈ Ω, A→ P (A|G)(ω) es una probabilidad.

Ejemplo 1.4.14 Dado el espacio de probabilidad (Ω,F , P ) = ([0, 1],B([0, 1], λ)); si
G = F , para cada A ∈ F

f(A) =

�
supA si A �= ∅
0 si A = ∅.
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Y se define Q : Ω×F → [0, 1] como

Q(ω,A) := IA(ω) + I{f(A)}(ω).

Entonces

(a) Para cada A ∈ F , Q(ω,A) es una versión de P (A|G).

(b) No existe N ∈ F , con P (N ) = 0, tal que A → Q(ω,A) es una probablidad para

cada ω ∈ N c.

En efecto; (a) se cumple, pues si G ∈ G, entonces para cada A ∈ F
�

G

P (A|G)dP =
�

G

IAdP + 0 =

�

G

IAdP +

�

G

I{supA}dP =

�

G

(IA + I{supA})dP.

Además si x0 ∈ (0, 1], entonces A→ Q(x0, A) no es una medida de probabilidad. Para

mostrarlo; sean 0 < xn � x0, donde xi �= xj, para i �= j y An = {xn}. En este caso
sup∪n∈NAn = x0 y

(i) Q(x0,∪n∈NAn) = I∪n∈NAn(x0) + I{sup∪n∈NAn}(x0) = 0 + 1 = 1.

(ii) Q(x0, An) = IAn(x0) + I{supAn}(x0) = 0 + 0 = 0.

Definición 1.4.15 Una función P (ω;B), ω ∈ Ω, B ∈ F , es una probabilidad condi-
cional regular con respecto a la σ-álgebra G, si:

(a) Para cada ω ∈ Ω fijo, P (ω; ·) : F → [0, 1] es una medida de probabilidad.

(b) Para cada B ∈ F fijo, la función P (ω;B) es una versión de la probabilidad

condicional P (B|G)(ω), es decir P (ω;B) = P (B|G)(ω) (c.t.p.).

Ejemplo 1.4.16 Si G1, G2 son dos sub-σ-álgebras independientes en F entonces la

función P (ω;B) := P (B), con B ∈ G1, es una medida de probabilidad para cada ω ∈ Ω
y es una versión de la probabilidad condicional P (B|G2)(ω) ya que de la independencia

P (B|G2) = E(IB|G2) = E(IB) = P (B) (c.t.p.).

Por lo tanto P (ω;B) es una probabilidad condicional regular con respecto a la sub-σ-

álgebra G2.
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Teorema 1.4.17 Dada P (ω;B) una probabilidad condicional regular con respecto a G
y X una variable aleatoria integrable. Entonces

E(X|G)(ω) =
�

Ω

X(s)P (ω; ds) (c.t.p.).

Demostración. Para X = IB, B ∈ F por el parte (b) de la definición, se tiene

E(X|G)(ω) = P (B|G)(ω) = P (ω;B) =
�

Ω

IB(s)P (ω, ds) (c.t.p.).

Para X una variable aleatoria simple es análogo, sólo hay que tener en cuenta la linea-

lidad; para X ≥ 0 existe una sucesión de variables simples {Xn}n∈N tales que Xn ↑ X y

por lo tanto de la propiedad (E11) de la propiedad 1.4.8 E(Xn|G) ↑ E(X|G) (c.t.p.) por
tanto del teorema de convergencia monotona para integrales y para la medida P (ω, ·),
se tiene

E(X|G)(ω) = ĺım
n→∞

E(Xn|G)(ω) = ĺım
n→∞

�

Ω

Xn(s)P (ω, ds) =

�

Ω

X(s)P (ω, ds).

Para X arbitraria; como X = X+ −X−, se utiliza lo anterior.�

Corolario 1.4.18 Sean X, Y variables aleatorias, GY la σ-álgebra generada por Y don-

de (X, Y ) tiene función de distribución con densidad fXY (X, Y ). Si E|g(X)| < ∞,
entonces

E(g(X)|Y = y) =

� −∞

∞
g(x)fX|Y (x|y)dx,

donde fX|Y (x|y) es la densidad de la distribución condicional.

Demostración. Dado que E|g(X)| <∞. Entonces del teorema de cambio de variable
de la Sección 6 del Caṕıtulo II de Shiryaev [16] y de el teorema anterior

E(g(X)|Y = y) =

�

Ω

g(X(s))P (ω, ds) =

�

Ω

g(X(s))dP (X(s)|Y = y)(ω)

=

� ∞

−∞
g(x)fX|Y (x|y)dx.�

Definición 1.4.19 Dados (Ω,F) y (E, E) espacios medibles, se dice que la aplicación
X = X(ω) definida sobre Ω y que toma valores en E, es F/E-medible o es un elemento
aleatorio; si {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F , para todo B ∈ E.

Definición 1.4.20 Sean (Ω,F) y (E, E) espacios medibles, X = X(ω) un elemento

aleatorio con valores en E y G una sub-σ-álgebra de F . Una función Q(ω,B), con
ω ∈ Ω y B ∈ G es una distribución condicional regular de X dada G, si
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(a) Q(ω;B) es una medida de probabilidad para cada ω ∈ Ω.

(b) Para todo B ∈ E, Q(ω;B) = P (X ∈ B|G)(ω) (c.t.p.).

Definición 1.4.21 Dada X = X(ω) una variable aleatoria. Una función F = F (ω, x),

ω ∈ Ω, x ∈ R B ∈ G es una función de distribución condicional regular con respecto a
G, si

(a) Para cada ω ∈ Ω, F (ω; x) es una función de distribución sobre R.

(b) Para cada x ∈ R, F (ω; x) = P (X ≤ x|G)(ω) (c.t.p.).

Ejemplo 1.4.22 Para (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, G una sub-σ-álgebra de F
y X una variable aleatoria.

(1) Si X es G-medible. Entonces

P (X ≤ x|G) = E(I{X≤x}|G) = I{X≤x} (c.t.p.),

de lo cual

P (X ≤ x|G)(ω) =
�
1 si X(ω) ≤ x,
0 si X(ω) > x.

Por lo tanto F (ω; x) := I{X≤x}(ω) es una función de distribución regular, ya que

cumple las condiciones dadas en la definición anterior.

(2) Si X es independiente de G. Entonces

P (X ≤ x|G) = E(I{X≤x}|G) = E(I{X≤x}) = P (X ≤ x) = FX(x) (c.t.p.),

Por lo tanto F (ω; x) := FX(x) es como en el anterior caso una función de distri-

bución regular.

El siguiente resultado, es de existencia de distribuciones condicionales regulares y su

demostración se encuentra en la Sección 7 del Caṕıtulo II de Shiryaev [16].

Teorema 1.4.23 Si X = X(ω) es un elemento aleatorio con valores en un espacio me-

trico, completo y separable (E,G). Entonces existe una distribución condicional regular
de X con respecto a G. En particular tal distribución existe para el espacio (Rn,B(Rn)).



Caṕıtulo 2

Propiedades de invarianza de la

independencia condicionada.

En este Caṕıtulo se establecen algunas condiciones necesarias y/o suficientes para que

la relación de independencia condicionada se preserve cuando se hacen cambios en uno

de los tres objetos que intervienen en ésta, ya sea en la familia de clases de eventos, la

sub-σ-álgebra condicionante o la medida de probabilidad. Estos resultados, que cons-

tituyen el mayor aporte de este trabajo, se pueden ver como generalizaciones de los

establecidos por Van Putten y Van Schuppen [17] para dos sub-σ-álgebras y de los

conocidos para clases de eventos independientes (ver Secciones 5.1 y 5.2 de Bauer [2]).

Los resultados más importantes aparecen en Marmolejo y Muñoz [11]. El plan de este

caṕıtulo es como sigue. En la Sección 2.1 se revisan las definiciones de independencia

condicionada dado un evento e independencia condicionada dada una σ-álgebra, en la

Sección 2.2 se consideran los cambios en la familia {Ei}i∈I , en la Sección 2.3 los cambios
en la σ-álgebra condicionante G y en la Sección 2.4 los cambios en la medida de pro-
bilidad P . Como aplicación del contenido de las secciones 2.1 a 2.4, en la Sección 2.5

se establecen algunos resultados sobre la independencia condicionada de una familia de

variables aleatorias. Finalmente, en la Sección 2.6 se hace una breve presentación de las

familias de σ-álgebras rećıprocas y markovianas.

2.1. Independencia condicionada.

Dado el espacio de probabilidad (Ω,F , P ); si B ∈ F es un evento tal que P (B) > 0 y

P (A|B) = P (A∩B)
P (B)

indica la probabilidad condicionada del evento A dado B, entonces

28
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(Ω,F , P (· | B)) es también un espacio de probabilidad. La independencia en este último
espacio se denomina independencia condicionada por el evento B o independencia local

sobre B. Espećıficamente se tiene la siguiente definición.

Definición 2.1.1 Sea B ∈ F un evento tal que P (B) > 0. Se dice que los eventos

A1, A2, · · · , An ∈ F son independientes condicionalmente dado el evento B, en śımbolos:

A1, A2, · · · , An B, si para cualquier subconjunto {i1, · · · , ik} de {1, 2, · · · , n}; k ≥ 2,

se cumple

P (∩k
j=1Aij | B) =

k�

j=1

P (Aij | B).

El siguiente ejemplo ilustra que la independencia condicionada no implica independencia

y viceversa.

Ejemplo 2.1.2 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad tal que Ω = {1, 2, 3, 4},
F = ℘(Ω) y P ({i}) = 1

4
; i = 1, 2, 3, 4.

(a) Los eventos A1 = {1, 2} y A2 = {1, 3} son independientes, pero no son condicio-
nalmente independientes dado B = {2, 3}, pues P (A1 ∩A2) =

1
4
= P (A1)P (A2) y

P (A1 ∩ A2|B) = 0 �= 1
4
= P (A1|B)P (A2|B).

(b) Los eventos A1 = {1, 2, 3} y A2 = {2, 3, 4} son condicionalmente independientes
dado B = {2, 3}, pero no son independientes. En efecto P (A1 ∩ A2|B) = 1 =

P (A1|B)P (A2|B) y P (A1 ∩ A2) =
1
2
�= (3

4
)(3

4
) = P (A1)P (A2).

La siguiente definición extiende el concepto de independencia dado un evento a la

independencia condicionada por una σ-álgebra.

Definición 2.1.3 Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, G una sub-σ-álgebra de F
y {Ei}i∈I una familia de clases de eventos Ei ⊆ F . Se dice que {Ei}i∈I es independiente
dada G, en śımbolos {Ei}i∈I G, si para cada subconjunto finito {i1, i2, · · · , ik} de I;
k ≥ 2, y cada escogencia Ei1 ∈ Ei1 , Ei2 ∈ Ei2 , · · · , Eik ∈ Eik , se tiene

P (∩k
j=1Eij | G) =

k�

j=1

P (Eij | G) (c.t.p.). (2.1)

La G-independencia de una sucesión finita de clases de eventos E1, E2, · · · , En; n ≥ 2,

también se denota por E1, E2, · · · , En G.
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Observación 2.1.4 Las definiciones de independencia y de G-independencia coinciden
cuando P (G) ∈ {0, 1} para todo G ∈ G (en particular cuando G = {∅,Ω}); pues para
cada evento G ∈ G, se cumple P (A ∩G) = P (A)P (G).

En el siguiente ejemplo se muestra la importancia de verificar (2.1) sobre cada subcon-

junto {i1, i2, · · · , ik} de {1, 2, · · · , n}; k ≥ 2.

Ejemplo 2.1.5 Sea (Ω,F , P ) el espacio de probabilidad del ejemplo 2.1.2. Si se toman
E1 = {1, 2}, E2 = {2, 3}, E3 = {1, 3}, F1 = σ(E1), F2 = σ(E2), F3 = σ(E3) y

G = {∅,Ω}. Entonces se tiene que

P (Ei ∩ Ej | G) = P (Ei ∩ Ej) =
1

4
= P (Ei)P (Ej) = P (Ei | G)P (Ej | G),

P (Ei ∩ Ec
j | G) = P (Ei ∩ Ec

j ) =
1

4
= P (Ei)P (E

c
j ) = P (Ei | G)P (Ec

j | G),

es decir, Fi,Fj G para i �= j con 1 < i, j < 3. Sin embargo F1, F2, F3 no son

independientes dada la σ-álgebra G; pues P (E1∩E2∩E3) = 0 �= 1
8
= P (E1)P (E2)P (E3),

es decir

P (E1 ∩ E2 ∩ E3 | G) �= P (E1 | G)P (E2 | G)P (E3 | G).

Proposición 2.1.6 Sea {Ei}i∈I una familia de clases de eventos.

(a) {Ei}i∈I G si y sólo si para todo J ⊆ I, J �= ∅; se tiene {Ej}j∈J G.

(b) Si Ei ⊆ G para cada i ∈ I, entonces {Ei}i∈I G. En particular, siempre se cumple
{Ei}i∈I σ(∪i∈IEi) y {Ei}i∈I F .

(c) Si E1 ⊆ G o E2 ⊆ G entonces E1, E2 G. En especial, siempre se cumplen las
relaciones E1, E2 σ(E1), E1, E2 σ(E2) y E1, E2 σ(E1, E2).

(d) Si F , G son independientes y Ei ⊆ F , para cada i ∈ I, entonces {Ei}i∈I es
independiente si y sólo si {Ei}i∈I G.

(e) Si Ei � G := {Ei ∩ G : Ei ∈ Ei, G ∈ G}, entonces {Ei}i∈I G si y sólo si

{Ei � G}i∈I G.

(f) Si {Ei}i∈I G, entonces para cada subconjunto finito no vaćıo {i1, i2, · · · , ik} de
I, cada escogencia Ei1 ∈ Ei1 , · · · , Eik ∈ Eik y cada (α1, α2, · · · , αk) ∈ Rk se cumple

V ar(
k�

j=1

αjIEij
| G) =

k�

j=1

α2jV ar(IEij
| G),

donde V ar(IE | G) = E[(IE − E(IE))2 | G].
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Demostración. (a), (b) y (c) se obtienen fácilmente de la definición de independencia

condicinada y de la propiedad (E14) de la proposición 1.4.8.

(d) Si F y G son independientes, para todo A ∈ F se cumple P (A | G) = P (A), por
tanto para {Ei}i∈I G se tiene

P (∩k
j=1Eij) = P (∩k

j=1Eij | G) =
k�

j=1

P (Eij | G) =
k�

j=1

P (Eij) (c.t.p.),

para cada Ei1 ∈ Ei1 ⊆ F , ij ∈ {i1, i2, · · · , ik} ⊆ I; es decir, {Ei}i∈I .

(e) por la propiedad (E14) de la proposición 1.4.8, para {Ei}i∈I G, se tiene

P (∩k
j=1Eij∩G | G) = IGE(I∩k

j=1Eij
| G) = IG

k�

j=1

E(IEij
| G) =

k�

j=1

P (Eij∩G | G) (c.t.p.),

para todo Ei1 ∈ Ei1 ⊆ F , ij ∈ {i1, i2, · · · , ik} ⊆ I y cada G ∈ G. Por tanto como
Eij ∩G ∈ Eij � G, se obtiene {Ei � G}i∈I G.

(f) Aqúı solo hay que tener en cuenta la propiedad (E4) de la proposición 1.4.8 y actuar

como en la proposición 1.3.12, tomando IEij
en vez de Xij .�

De aqúı en adelante, se darán condiciones necesarias y/o suficientes para que se preser-

ve la relación de independencia condicionada cuando hay cambios en uno los objetos

que intervienen en la definición de independencia condicionada, como son {Ei}i∈I , G y
P (·); generalizando aśı algunas propiedades de la G-independencia de dos σ-álgebras
presentadas en Van putten y Van Schuppen [17].

2.2. El problema de cambio en {Ei}i∈I.

Es claro que si {Ei}i∈I G y si Ai ⊆ Ei, para cada i ∈ I, entonces {Ai}i∈I G. El
siguiente teorema establece que la relación de independencia condicionada se preserva

cuando cambiamos cada clase Ei por el sistema de Dynkin generado por ella.

Teorema 2.2.1 Sea {Ei}i∈I una familia de clases de eventos Ei ⊆ F . Si D(Ei) es el
sistema de Dynkin generado por Ei, entonces {Ei}i∈I G si y sólo si {D(Ei)}i∈I G.

Demostración. Si {Ei}i∈I G, la demostración de que {D(Ei)}i∈I G es análoga a lo
hecho en el teorema 1.1.7, solo hay que tener en cuenta que en este caso se utilizan las
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propiedades de esperanza condicionada. Si {D(Ei)}i∈I G es inmediato de la definición
de la G-independencia que {Ei}i∈I G.�

Corolario 2.2.2 Sea {Ei}i∈I una familia de π-sistemas; Ei ⊆ F , y sea σ(Ei) la σ-
álgebra generada por Ei. Entonces {Ei}i∈I G si y sólo si {σ(Ei)}i∈I G.

Demostración. Aplicando los teoremas 1.1.6 y 2.2.1 se obtiene el resultado.�

En el corolario anterior no se puede omitir que Ei es un π-sistema como se muestra en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3 Sean el espacio de probabilidad (Ω, F , P), E1 y E2 como en el ejem-
plo 1.1.9, y G = {∅,Ω}. Entonces de lo hecho en el ejemplo 1.1.9 no es posible

σ(E1), σ(E2) G; pues P (E | G) = P (E), para todo E ∈ σ(Ei), i = 1, 2.

Corolario 2.2.4 Sean {Fi}i∈I es una familia de sub-σ-álgebras de F y Fi ∨ G la σ-
álgebra generada por Fi ∪ G. Entonces {Fi}i∈I G si y sólo si {Fi ∨ G}i∈I G.

Demostración. Como Fi � G := {Fi ∩ G : Fi ∈ Fi, G ∈ G} es un π-sistema, tal que
Fi ∨ G = σ(Fi � G); entonces por (e) de la proposición 2.1.6 y el corolario anterior, se
obtiene lo deseado.�

Corolario 2.2.5 Sea {Ei}i∈I una familia de clases de eventos, donde cada Ei es un
π-sistema y tal que {Ei}i∈I G. Sea {Ij}j∈J una partición de I. Si Fj := σ(∪i∈IjEi),
entonces {Fj}j∈J G.

Demostración. La demostración es igual a la hecha en el corolario 1.1.10, sólo que

aqúı se utiliza el corolario 2.2.2.�

Teorema 2.2.6 Sean {Fi}i∈I y G una familia de sub-σ-álgebras de F . Para J ⊆ I
sea FJ := σ(∪I−JFi). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) {Fi}i∈I G.

(b) Para cada J = {i1, i2, · · · , ik} ⊆ I; k ≥ 1, y cada escogencia Fij ∈ Fij ,

j = 1, · · · , k, se cumple

P (∩k
j=1Fij | G) = P (∩k

j=1Fij | G ∨ FJ) (c.t.p.).
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(c) Para cada J = {i1, i2, · · · , ik} ⊆ I; k ≥ 1, y cada variable aleatoria integrable X

que sea Fi1 ∨ Fi2 ∨ · · · ∨ Fik-medible se cumple

E(X | G) = E(X | G ∨ FJ) (c.t.p.).

(d) Para cada subconjunto finito no vaćıo J = {i1, i2, · · · , ik} de I y cada conjunto
de variables aleatorias integrables Xi1 , Xi2 , · · · , Xik tal que Xij sea Fij -medible;

j = 1, 2, · · · , k y
�k

j=1Xij sea integrable, se cumple

k�

j=1

E(Xij |G) = E(
k�

j=1

Xij |G) (c.t.p.).

Demostración. (a) ⇒ (b) Del corolario anterior, Fi1 ,Fi2 , · · · ,Fik ,FJ G. Si
E := {F ∩ G : F ∈ FJ , G ∈ G}, entonces E es un π-sistema que contiene a Ω tal

que σ(E) = FJ ∨ G, además

P ((∩k
j=1Fij ∩ F ) ∩G) =

�

G

I∩k
j=1Fij

∩FdP =

�

G

P (∩k
j=1Fij ∩ F | G)dP

=

�

G

P (F | G)
k�

j=1

P (Fij | G)dP

=

�

G

E(IF | G)
k�

j=1

E(IFij
| G)dP

=

�

G

E(IF

k�

j=1

E(IFij
| G) | G)

=

�

G

IF

k�

j=1

E(IFij
| G)dP

=

�

G∩F

k�

j=1

E(IFij
| G)dP

=

�

G∩F

k�

j=1

P (Fij | G) =
�

G∩F
P (∩k

j=1Fij | G)dP.

De otro lado, como F ∩G ∈ FJ ∨ G,

P (∩k
j=1Fij ∩ (F ∩G)) =

�

G∩F

k�

j=1

IFij
dP =

�

G∩F
P (∩k

j=1Fij | G ∨ FJ)dP
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Por tanto, para todo F ∩G ∈ E se tiene
�

G∩F
P (∩k

j=1Fij | G)dP =
�

G∩F
P (∩k

j=1Fij | G ∨ FJ)dP,

entonces P (∩k
j=1Fij | G) = P (∩k

j=1Fij | G ∨ FJ) (c.t.p.).

(b)⇒ (c) Por la hipótesis (c) vale para variables aleatorias de la forma Y = IFi1
∩Fi2

∩···∩Fik

donde Fij ∈ Fij , j = 1, 2 · · · , k, como {Fi1 ∩Fi2 ∩· · ·∩Fik : Fij ∈ Fij , j = 1, 2, · · · , k}
es un π-sistema que genera a Fi1 ∨ Fi2 ∨ · · · ∨ Fik , entonces (c) vale para las variables

aleatorias de la forma Y = IF , F ∈ Fi1∨Fi2∨· · ·∨Fik . Por (E4) de la proposición 1.4.8,

(c) vale para variables aleatorias simples Y =
�m

i=1 αiFi que sean Fi1 ∨Fi2 ∨ · · · ∨ Fik-

medibles. Para Y arbitraria que sea Fi1 ∨Fi2 ∨· · ·∨Fik-medible, existe una sucesión de

variables aleatorias simples Y1, Y2, · · · tales que cada Yn es Fi1 ∨Fi2 ∨ · · ·∨Fik-medible,

|Yn| ≤ |Y | y Yn(ω) → Y (ω) para todo ω ∈ Ω. Entonces por (E10) de la proposición

1.4.8, (c.t.p.) se tiene:

E(Y |G) = ĺım
n∈N
E(Yn|G) = ĺım

n∈N
E(Yn|G ∨ FJ) = E(Y |G ∨ FJ).

(c) ⇒ (d) Si se toma FJ := σ(∪I−Jσ(Xij)), por (E7) de la proposición 1.4.8 y por

hipótesis, se tiene

k�

j=1

E(Xij | G) = E(Xi1 | G)E(Xi2 | G)
k�

j=3

E(Xij | G)

= E(Xi1E(Xi2 | G) | G)
k�

j=3

E(Xij | G)

= E(Xi1E(Xi2 | G ∨ F{i2}) | G)
k�

j=3

E(Xij | G)

= E(E(Xi1Xi2 | G ∨ F{i2}) | G)
k�

j=3

E(Xij | G)

= E(Xi1Xi2 | G)
k�

j=3

E(Xij | G) (c.t.p.).

Continuando con este proceso, se llega a

k�

j=1

E(Xij | G) = E(
k�

j=1

Xij | G) (c.t.p.).

(d)⇒ (a) Basta tomar Xij = IFij
, donde Fij ∈ Fij .�
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Corolario 2.2.7 Sean {Fi}i∈I una familia de sub-σ-álgebras de F y G una sub-σ-

álgebra de F . Si {Fi}i∈I G, entonces para cada i, j ∈ I; i �= j, se cumple Fi∩Fj ⊆ G.
Más aún se tiene que ∩i∈IFi ⊆ G.

Demostración. Dados i �= j en I, de la definición de la independencia dada G, es claro
que Fi,Fj G. Si A ∈ Fi ∩ Fj del teorema 2.2.6 se concluye :

P (A | G) = P (A | G ∨ Fj) = E(IA | G ∨ Fj) = IA (c.t.p),

entonces IA es G-medible, es decir A ∈ G.�

2.3. El problema de cambio en G.

Dado (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y F1, F2, F3, G, G1 sub-σ-álgebras de F .
Los siguientes ejemplos y propiedades muestran algunos de los posibles efectos que se

tienen al variar por lo cual se condiciona.

Ejemplo 2.3.1 Dado Ω = {1, 2, 3, 4}, F = ℘(Ω) y P ({i}) = 1
4
, para cualquier i ∈ Ω.

(1) Si F1 = {1, 2, 3}, F2 = {2, 3, 4}, G = {2, 3} y G = σ(G) entonces F1, F2 G pero

no se cumple que F1, F2 Gc, por tanto tampoco se da que F1, F2 G.

(2) Sean F1 = {1, 2}, F2 = {1, 3} y G = {2, 3}. Si F1 = σ({F1}), F2 = σ({F2}),
G1 = {∅,Ω} y G2 = σ({G}); como los eventos F1 y F2 son independientes, entonces

F1 y F2 son G1-independientes. No obstante, F1 y F2 no son G2-independientes,
pues

P (F1 ∩ F2|G2) =
1

2
IGc �= (

1

2
)(
1

2
) = P (F1|G2)P (F2|G2).

(3) Sean F1 = {1}, F2 = {3} y G = {1, 2}. Sean ahora F1 = σ({F1}), F2 = σ({F2}),
G1 = {∅,Ω} y G2 = σ({G}); como los eventos F1 y F2 no son independien-

tes, entonces F1 y F2 no son G1-independientes. Sin embargo, F1 y F2 son G2-
independientes, para mostrarlo, es suficiente con tener la igualdad

P (F1 ∩ F2|G2) = 0 = (
1

2
IG)(

1

2
IGc) = P (F1|G2)P (F2|G2).

(4) Si F1 = {1, 2}, F2 = {3, 4}, F3 = {2, 3} y G = {4}, entonces P (F1∩(F2∪F3)|G) =
P ({2}|G) = 0 = P (F1|G)P (F2 ∪ F3|G), P (F1 ∩ F2|G) = 0 = P (F1|G)P (F2|G) y
P (F1 ∩ F3|G ∪ F2) = P ({2}|{3, 4}) = 0 = P (F1|G ∪ F2)P (F3|G ∪ F2). Es decir

que F1, F2 ∪ F3 G; F1, F2 G y F1, F3 G ∪ F2.
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En el ejemplo anterior se mostró que en general al hacer más fina ó más gruesa la σ-

álgebra condicionante G, la relación de independencia condicionada no se preserva; es
decir, si G1, G2 y Fi son sub-σ-álgebras de F ; i ∈ I,

(i) {Fi}i∈I G1 y G1 ⊆ G2 no implican {Fi}i∈I G2.

(ii) {Fi}i∈I G2 y G1 ⊆ G2 no implican {Fi}i∈I G1.

Sin embargo, la G-independencia de dos sub-σ-álgebras se preserva cuando hay cierta
relación entre la σ-álgebras en cuestión (ver Van Putten y Van Schuppen [17]). En

especial se tienen las propiedades siguientes.

Proposición 2.3.2 Si F1,F2 G y G ⊆ G1 ⊆ F1 entonces F1,F2 G1.

Demostración. Como F1,F2 G entonces del teorema 2.2.6, para todo F1 ∈ F1 y

F2 ∈ F2, se tiene P (F2|F1) = P (F2|G ∨ F1) = P (F2|G) y también

P (F2|G1) = P (P (F2|F1)|G1) = P (P (F2|G)|G1) = P (F2|G),

de lo cual P (F2|G1) = P (F2|F1 ∨ G1) y nuevamente de 2.2.6 se tiene F1,F2 G1.�

Otro resultado el cual sera útil adelante y es una generalización de el ejemplo (4) de

2.3.1 es el siguiente.

Proposición 2.3.3 F1,F2 ∨ F3 G si y sólo si F1,F2 G y F1,F3 G ∨ F2.

Demostración. Dado que los conjuntos E1 = {F2 ∩ F3 : F2 ∈ F2, F3 ∈ F3} y
E2 = {G∩F2 : G ∈ G, F2 ∈ F2} son π-sistemas que contienen a Ω, tal que σ(E1) = F2∨F3

y σ(E2) = G ∨ F2, se tiene:

(⇐) Si F1,F3 G ∨ F2, F1,F2 G y G ∈ G, entonces del teorema 2.2.6 parte (b) y
de (E14) de la proposición 1.4.8, se cumple:

�

G

P (F1 ∩ (F2 ∩ F3)|G)dP =

�

G

IF1∩F2∩F3dP =

�

G∩F2

IF1∩F3dP

=

�

G∩F2

P (F1 ∩ F3|G ∨ F2)dP

=

�

G∩F2

P (F1|G ∨ F2)P (F3|G ∨ F2)dP

=

�

G∩F2

E(IF3P (F1|G ∨ F2)|G ∨ F2)dP
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=

�

G∩F2

IF3P (F1|G ∨ F2)dP

=

�

G

IF2∩F3P (F1|G)dP

=

�

G

E(IF2∩F3P (F1|G)|G)dP

=

�

G

P (F1|G)P (F2 ∩ F3|G)dP,

de lo cual P (F1 ∩ (F2 ∩ F3)|G) = P (F1|G)P (F2 ∩ F3|G) (c.t.p.). Entonces al tomar en
cuenta lo supuesto el principio de la demostración y de lo dicho en 1.4.4, se tiene que

F1,F2 ∨ F3 G.

(⇒) Si F1,F2∨F3 G, como F2 ⊆ F2∨F3, es claro que F1,F2 G. Por tanto al tener
en cuenta esto, lo dicho en al inicio de la demostración y la definición 1.4.4, se tiene

�

G∩F2

P (F1 ∩ F3|G ∨ F2)dP =

�

G∩F2

IF1∩F3dP =

�

G

P (F1 ∩ (F2 ∩ F3)|G)dP

=

�

G

P (F1|G)P (F2 ∩ F3|G)dP

=

�

G

E(IF2∩F3P (F1|G)|G)dP

=

�

G∩F2

IF3P (F1|G)dP =
�

G∩F2

IF3P (F1|G ∨ F2)dP

=

�

G∩F2

E(IF3P (F1|G ∨ F2)|G ∨ F2)dP

=

�

G∩F2

P (F1|G ∨ F2)P (F3|G ∨ F2)dP,

que equivale a P (F1 ∩ F3|G ∨ F2) = P (F1|G ∨ F2)P (F3|G ∨ F2) (c.t.p.), es decir que

F1,F3 G ∨ F2.�

Teorema 2.3.4 Sean F1,F2,F3 y G sub-σ-álgebras de F .

(a) Si F1,F2 ∨ G entonces F1,F2 G.

(b) Si F1 ∨ F2 ∨ G,F3 . Entonces F1,F2 ∨ F3 G si y sólo si F1,F2 G.

Demostración. (a) Dado que F1,F2 ∨G , entonces en particular F1,G , por tanto

del teorema 2.2.6 y para F1 ∈ F1 se tiene que P (F1|G) = P (F1|{∅,Ω} ∨ G) = P (F1) y

P (F1|F2 ∨ G) = P (F1|{∅,Ω} ∨ F2 ∨ G) = P (F1). Entonces P (F1|F2 ∨ G) = P (F1|G) y
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nuevamente de 2.2.6 se obtiene lo requerido.

(b) (⇒) Como F2 ⊆ F2 ∨F3 entonces es claro que F1,F2 ∨F3 G implica F1,F2 G.

(⇐) De (a) se tiene que F1∨F2∨G,F3 implica que F1,F3 F2∨G y como F1,F2 G
entonces de la proposición 2.3.3 se tiene F1,F2 ∨ F3 G.�

En general se tienen los siguientes resultados.

Teorema 2.3.5 Sean {Ei}i∈I una familia de clases de eventos y D = {D1, D2, · · · } una
descomposición de Ω. Si G = σ(D), entonces {Ei}i∈I G si y sólo si {Ei}i∈I Dn para

n = 1, 2, · · · .

Demostración. Para cada A ∈ F se tiene que P (A | G) es σ(D)-medible, entonces
P (A | G) = �

n≥1 P (A | Dn)IDn (c.t.p.), aśı para cada {i1, i2, · · · , ik} ⊆ I; k ≥ 2, y

cada escogencia Eij ∈ Eij , j = 1, 2, · · · , k,

P (∩k
j=1Eij | G) =

�

n≥1

P (∩k
j=1Eij | Dn)IDn (c.t.p.),

y
k�

j=1

P (Eij | G) =
�

n≥1

(
k�

j=1

P (Eij | Dn))IDn (c.t.p.),

por lo tanto P (∩k
j=1Eij | G) =

�k
j=1 P (Eij | G) (c.t.p.) equivale a P (∩k

j=1Eij | Dn) =�k
j=1 P (Eij | Dn) (c.t.p.).�

Teorema 2.3.6 Sean {Fi}i∈I una familia de sub-σ-álgebras de F y G una sub-σ-álgebra
de F . Si {Fi}i∈I G, entonces para cada J := {i1, i2, · · · , ik} ⊆ I; k ≥ 2, se cumple

Fi1 ,Fi2 , · · · ,Fik G ∨ FJ , donde FJ := σ(∪I−JFi).

Demostración. Para Fij ∈ Fij , j = 1, 2, · · · , k, del teorema 2.2.6 se tienen (c.t.p.) las
siguientes igualdades

P (∩k
j=1Fij | G ∨ FJ) = P (∩k

j=1Fij | G) =
k�

j=1

P (Fij | G) =
k�

j=1

E(IFij
| G)

=
k�

j=1

E(E(IFij
| G) | G ∨ FJ)

=
k�

j=1

E(E(IFij
| G ∨ F{ij}) | G ∨ FJ)
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=
k�

j=1

E(IFij
| G ∨ FJ) =

k�

j=1

P (Fij | G ∨ FJ).�

Corolario 2.3.7 Si {Fi}i∈I es una familia independiente de sub-σ-álgebras de F , en-
tonces para cada J := {i1, i2, · · · , ik} ⊆ I; k ≥ 2, se cumple Fi1 ,Fi2 , · · · ,Fik FJ .

Demostración. Sólo basta tomar G = {∅,Ω} en el teorema anterior.�

Observación 2.3.8 El caso rećıproco del corolario anterior no es cierto, pues si

Fi = F para todo i ∈ I, entonces de la F-medibilidad se tiene que para {i1, · · · , ik} ⊆ I;
k ≥ 2, se cumple Fi1 ,Fi2 , · · · ,Fik FJ , ya que FJ = F ; pero la familia {Fi}i∈I no es
independiente.

2.4. El problema de cambio en P.

De ahora en adelante, para P y Q medidas de probablidad del espacio medible (Ω,F), G
una sub-σ-álgebra de F y {Ei}i∈I una familia de clases de eventos Ei ⊆ F ; la esperanza
con respecto a estas medidas se denotará por EP (·) y EQ(·) respectivamente. Además la
G-independencia de {Ei}i∈I con respecto a estas medidas se simboliza por {Ei}i∈I

P
G

y {Ei}i∈I
Q
G.

Teorema 2.4.1 Si Q es absolutamente continua con respecto a P (Q << P ) y

dQ = Y dP , entonces para cada variable aleatoria X que sea Q-integrable se cumple

EP (XY | G) = EQ(X | G)EP (Y | G), (P − c.t.p.).

Demostración. Para cada G ∈ G, por definición y propiedades (E7), (E14) de la

proposición 1.4.8, se tiene:
�

G

EP (XY | G)dP =

�

G

XY dP =

�

G

XdQ =

�

G

EQ(X | G)dQ =

�

G

EQ(X | G)Y dP

=

�

G

EP (EQ(X | G)Y | G)dP =
�

G

EQ(X | G)EP (Y | G)dP.

Entonces EP (XY | G) = EQ(X | G)EP (Y | G), (P − c.t.p.).�

Observación 2.4.2 Si en el teorema anterior se toma Y = IB
P (B)

y X = IA, donde

A,B ∈ F y P (B) > 0, entonces se obtiene

P (A ∩ B|G) = Q(A|G)P (B|G), (P − c.t.p.).
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Proposición 2.4.3 Si Q << P y dQ = Y dP , donde Y es una variable aleatoria

G-medible y {Ei}i∈I es una familia de clases de eventos, entonces {Ei}i∈I
P
G implica

{Ei}i∈I
Q
G.

Demostración. Por el teorema anterior y la G-medibilidad de Y, para cada A ∈ F las

siguientes igualdades se cumplen (P − c.t.p.)

Y EP (IA | G) = EP (Y IA | G) = EP (Y | G)EQ(IA | G) = Y EQ(IA | G)

Por tanto, sobre el evento {Y �= 0} ∈ G se tiene EP (IA | G) = EQ(IA | G) (Q− c.t.p.).�

Corolario 2.4.4 Si dQ = IG
P (G)

dP , donde G ∈ G, entonces {Ei}i∈I
P
G implica

{Ei}i∈I
Q
G.

Demostración. Esto se obtiene, sólo tomando Y = IG
P (G)

en la proposición anterior.�

En el corolario anterior no se puede omitir que G ∈ G como se muestra en la parte (2)
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.5

(1) Si en el corolario anterior tomamos G = {∅,Ω} entonces {Ei}i∈I
P
implica

{Ei}i∈I
Q
.

(2) Si Ω = {1, 2, 3, 4}, F = ℘(Ω), G = {∅,Ω}, A1 = {1, 2}, A2 = {1, 3}, G = {2, 3}
y P ({i}) = 1

4
, entonces es claro que G /∈ G y además el anterior corolario no se

cumple, pues P (A1 ∩ A2 | G) = 1
4
= 1

2
· 1
2
= P (A2 | G)P (A2 | G); pero

Q(A1 ∩ A2 | G) �= Q(A2 | G)Q(A2 | G),

puesto que

Q(A1 ∩ A2 | G) =
�

A1∩A2

dQ =
1

P (G)

�

A1∩A2∩G
dP = 2P (A1 ∩ A2 ∩G) = 0

y

Q(A1 | G) =
1

P (G)

�

A1∩G
dP = 2 · 1

4
=
1

2
= Q(A2 | G).
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Proposición 2.4.6 Si E1, E2, · · · , En
P
G y dQ = IB

P (B)
dP , donde B = ∩n

i=1Bi con

Bi ∈ Ei para i = 1, 2, · · · , n, entonces E1, E2, · · · , En
Q
G.

Demostración. Por la hipótesis, P (B|G) = P (∩n
i=1Bi|G) =

�n
i=1 P (Bi|G). De acuerdo

con la observación 2.4.2, para cada Ei ∈ Ei, i = 1, 2, · · · , n,

Q(Ei|G) =
P (Ei ∩ B|G)
P (B|G) =

P (Ei ∩ Bi|G)
P (Bi|G)

.

Ahora, si {i1, i2, · · · , ik} ⊆ {1, 2, · · · , n}; k ≥ 2 y Eij ∈ Eij , para j = 1, 2, · · · k, entonces

Q(∩k
j=iEij |G) =

P ((∩k
j=1Eij) ∩ B|G)
P (B|G) =

k�

j=1

P (Eij ∩ Bij |G)
P (Bij |G)

=
k�

j=1

Q(Eij |G).�

2.5. Independencia condicionada de variables aleatorias.

En el corolario 2.2.2 se consideró que una familia de eventos {Ei}i∈I es independiente
dada una sub-σ-álgebra G si y sólo si la familia de σ-álgebras {σ(IEi

)}i∈I es indepen-
diente dada la misma G. En la siguiente definición se establece que sucede para variables
aleatorias en general.

Definición 2.5.1 La familia de variables aleatorias {Xi}i∈I definidas sobre (Ω,F , P )
es G-independiente (G una sub-σ-álgebra de F) si {σ(Xi)}i∈I G; lo que se simboliza
como {Xi}i∈I G.

Ejemplo 2.5.2 Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y {Xn}n∈N una sucesión

de variables aleatorias independientes, entonces del corolario 2.3.7 para la σ-álgebra

G := σ(Xk+1, Xk+2, · · · ) se tiene X1, · · · , Xk G. Ahora si T∞ :=
�

n∈N Tn, con Tn :=
σ(Xn, Xn+1, · · · ), es la σ-álgebra de eventos terminales asociados a {Xn}n∈N entonces
de la ley cero-uno de kolmogorov para todo G ∈ T∞, P (G) = 0 ó P (G) = 1, de lo

cual por proposición 1.1.3 se concluye que σ(X1, X2, · · · ) es independiente de T∞ y de

la parte (d) de la proposición 2.1.6 se concluye que la familia de clases de eventos

σ(Xn) ⊆ σ(X1, X2, · · · ), n ∈ N, es T∞-independiente, es decir {Xn}n∈N T∞.

Teorema 2.5.3 Una familia de objetos aleatorios {Xi}i∈I , con imagenes sobre los es-
pacios de medida (Ωi,Fi) donde Di es el π-sistema que genera a Fi y Ωi ∈ Di, es

independiente si y sólo si

P (∩k
j=1X

−1
ij
(Qij)|G) =

k�

j=1

P (X−1
ij
(Qij)|G) (c.t.p.)
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para cualquier escogencia finita Xi1 , Xi2 , · · · , Xik de {Xi}i∈I y cualquier Qij ∈ Dij ,

j = 1, · · · , k.

Demostración. La demostración es análoga a la del teorema 1.3.2, sólo que en este

caso se utiliza el corolario 2.2.2.�

Observación 2.5.4

(1) Como π(Xi) = {{Xi ≤ x}, x ∈ R} es un π-sistema que genera a σ(Xi), para todo

i ∈ I, entonces del teorema anterior {Xi}i∈I G si y sólo si {π(Xi)}i∈I G.

(2) Para Yi = gi(Xi), con gi : Ω → R es una función boreliana para cada i ∈ I y
{Xi}i∈I una familia de variables aleatorias, se tiene que σ(Yi) ⊆ σ(Xi) y por tanto

{Xi}i∈I G implica {Yi}i∈I G.

Proposición 2.5.5 Sea {Xi}i∈I una familia de variables aleatorias integrables. Enton-
ces

(1) {E(Xi|G)}i∈I G.

(2) {Xi}i∈I G si y sólo si {Xi − E(Xi|G)}i∈I G.

Demostración. (1) Esto se sigue de (b) de la proposición 2.1.6, puesto que E(Xi|G)
por definición 1.4.4 es G-medible.

(2)(⇒) Por la hipótesis y por el corolario 2.2.4, {σ(Xi) ∨ G}i∈I G. El resultado se
sigue de la inclusión σ(Xi − E(Xi|G)) ⊆ σ(Xi) ∨ G.

(⇐) Por la hipótesis y por el corolario 2.2.4, {σ(Xi−E(Xi|G))∨G}i∈I G. El resultado
se sigue de la inclusión σ(Xi) ⊆ σ(Xi − E(Xi|G)) ∨ G.�

Corolario 2.5.6 Si X1 y X2 son variables aleatorias integrables G-independientes, en-
tonces Cov(X1, X2|G) = 0 (c.t.p.).

Demostración. El resultado se obtiene de aplicar (2) de la proposición 2.5.5 y (2) de

la observación 2.5.4.�
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2.6. Familia de σ-álgebras rećıprocas y markovianas.

Es sabido que {Xt}t∈T es un proceso de Markov si para B ∈ B(R) y cada s, t ∈ T con

s < t se tiene

P (Xt ∈ B | F i
s) = P (Xt ∈ B | Xs) (c.t.p.),

donde F i
t = σ(Xs, s ≤ t). En el libro de Loève [8] se dice que una familia de variables

aleatorias {Xt}t∈T es un proceso de Markov, si la familia de σ-álgebras {σ(Xt)}t∈T forma
una familia markoviana, por esta razón en esta Sección se hará uso de todo el desarrollo

hecho hasta ahora, para exponer algunas propiedades y definiciones equivalentes que

tienen este tipo de familias, que inducen este tipo tan importante de procesos.

Definición 2.6.1 Dado (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Una filtración es una fa-
milia no decreciente {Ft}t∈I de sub-σ-álgebras de F , es decir Fs ⊆ Ft, si s < t.

Ejemplo 2.6.2 Dada una sucesión de variables aleatorias X = {Xt}t≥0 la familia de

sub-σ-álgebras FX
t = σ(Xr : 0 ≤ r ≤ t) es una filtración, para la cual se cumple que Xt

es FX
t -medible.

Definición 2.6.3 Dado un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) y G := {Gt}t∈R+ una

familia de sub-σ-álgebras de F ; FI := σ(Gt : t ∈ I), I ⊆ R+.

(a) G es una familia markoviana, si para cada t ∈ R+ se verifica

F[0,t],F[t,∞) F{t}.

(b) G es una familia rećıproca, si para cada 0 ≤ s ≤ t se verifica

F[s,t],F[0,s] ∨ F[t,∞) F{s,t}.

Ejemplo 2.6.4 Si G := {Ft}t∈I es una filtración, entonces G es una familia marko-

viana. Esto es cierto, pues para todo A ∈ F[0,t] y B ∈ F[t,∞), se tiene

P (A ∩ B|Ft) = E(IAIB|Ft) = IAE(IB|Ft) = P (A|Ft)P (B|Ft),

Más aún, la familia G es una familia rećıproca por el corolario del próximo teorema.

Teorema 2.6.5 Una familia G es markoviana si y sólo si para 0 ≤ s ≤ t, se cumple

F[0,s],F[s,t],F[t,∞) F{s,t}.
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Demostración. (⇒) Si G es markoviana entonces F[0,i],F[i,∞) F{i}, para i = t ó

i = s, como F{s} ⊆ F{s,t} ⊆ F[s,∞), entonces para cada A ∈ F[0,s]

P (A|F[s,∞)) = P (A|F[s,∞) ∨ F{s}) = P (A|F{s}),

de lo cual

P (A|F[s,∞) ∨ F{s,t}) = P (A|F[s,∞)) = P (A|F{s}),

por tanto

P (A|F{s,t}) = P (P (A|F[s,∞))|F{s,t}) = P (P (A|F{s})|F{s,t})

= P (A|F{s}) = P (A|F[s,∞) ∨ F{s,t})

y por el teorema 2.2.6, se tiene que F[0,s],F[s,∞) F{s,t}. Análogamente como F{t} ⊆
F{s,t} ⊆ F[0,t] entonces F[0,t],F[t,∞) F{s,t}. Por tanto para A ∈ F[0,s], B ∈ F[s,t],

C ∈ F[t,∞]; se tiene que A ∩ B ∈ F[0,t], B ∈ F[s,∞] y

P (A∩B∩C|F{s,t}) = P (A∩B|F{s,t})P (C|F{s,t}) = P (A|F{s,t})P (B|F{s,t})P (C|F{s,t}),

concluyendo que F[0,s],F[s,t],F[t,∞) F{s,t}.

(⇐) Basta tomar t = s en la hipótesis.�

Corolario 2.6.6 Si G es una familia markoviana, entonces G es una familia rećıproca.

Demostración. Si G es una familia markoviana donde 0 ≤ s ≤ t, entonces del teorema
anterior y el corolario 2.2.5 F[s,t],F[0,s] ∨ F[t,∞) F{s,t}; obteniendo lo requerido.�

El siguiente ejemplo muestra que el rećıproco del corolario anterior es falso.

Ejemplo 2.6.7 Dado (Ω,F , P ) = ([0, 1],B[0, 1], λ) el espacio de medida de Lebesgue
sobre los borelianos [0, 1] con

Gt =

�
σ({[0, 1

2
]}) si t ∈ (0, 1)

B([0, 1]) si t ∈ {0} ∪ [1,∞),

entonces de la definición de F[0,s],F[s,t],F[t,∞) y de (E14) de la proposición 1.4.8 es claro

que G = {Gt}t∈R+ es una familia rećıproca. Por otro lado en el caso 0 < s ≤ t < 1,

se tiene que F[0,s], F[s,t], F[t,∞) no son independientes dado F{s,t} entonces del teorema

2.6.5 G = {G}t∈R+ no es una familia markoviana.
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Proposición 2.6.8 G := {Gt}t∈R+ es una familia rećıproca si y sólo si

F[s,t],F[0,s] F{s,t} y F[s,t],F[t,∞) F{s,t} ∨ F[0,s]

o

F[s,t],F[t,∞) F{s,t} y F[s,t],F[0,s] F{s,t} ∨ F[t,∞).

Demostración. Es consecuencia inmediata de la definición de familia rećıproca y la

proposición 2.3.3.�

Teorema 2.6.9 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) G := {Gt}t∈R+ es una familia markoviana.

(b1) Para 0 ≤ s ≤ t se cumple F[0,s],F[t,∞) F{s}.

(b2) Para 0 ≤ s ≤ t y A ∈ F[t,∞) se cumple P (A|F[0,s]) = P (A|F{s}).

(b3) Para 0 ≤ s ≤ t y X una variable aleatoria integrable F[t,∞)-medible se cumple

E(X|F[0,s]) = E(X|F{s}).

(c1) Para 0 ≤ s1 < · · · < sn = s ≤ t = t1 < · · · < tm se cumple

F{s1,··· ,sn},F{t1,··· ,tm} F{s}.

(c2) Para 0 ≤ s1 < · · · < sn = s ≤ t = t1 < · · · < tm y A ∈ F{t1,··· ,tm} se cumple

P (A|F{s1,··· ,sn}) = P (A|F{s}).

(c3) Para 0 ≤ s1 < · · · < sn = s ≤ t = t1 < · · · < tm y X una variable aleatoria

integrable F{t1,··· ,tm}-medible se cumple E(X|F{s1,··· ,sn}) = E(X|F{s}).

(d1) Para 0 ≤ s1 < · · · < sn = s ≤ t se cumple F{s1,··· ,sn},F{t} F{s}.

(d2) Para 0 ≤ s1 < · · · < sn = s ≤ t y A ∈ F{t1,··· ,tm} se cumple

P (A|F{s1,··· ,sn}) = P (A|F{s}).

(d3) Para 0 ≤ s1 < · · · < sn = s ≤ t y X una variable aleatoria integrable F{t}-medible

se cumple E(X|F{s1,··· ,sn}) = E(X|F{s}).

Demostración. (a) equivale a (b1) por la definición de familia markoviana y el teo-

rema 2.6.5. Las equivalencias de (b1) con (b2) y con (b3); de (c1) con (c2) y con (c3);

(d1) con (d2) y con (d3) están garantizadas por el teorema 2.2.6. Las implicaciones
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(b1)⇒ (c1)⇒ (d1) son consecuencia de la definición de independencia condicionada.

(c1) ⇒ (b1) Como
�

[0,s] := ∩J⊆[o,s]FJ , donde J recorre todos los subconjuntos fini-

tos de [o, s] de la forma {s1, · · · , sn} con 0 ≤ s1 < · · · < sn = s, es un π-sistema

tal que σ(
�

[0,s]) = F[0,s] y
�

[t,∞) := ∩I⊆[t,∞)FI , donde I recorre todos los subconjun-

tos finitos de [t,∞] de la forma {t1, · · · , tm} con t = t1 < · · · < tm, es también un
π-sistema tal que σ(

�
[t,∞]) = F[t,∞]. Entonces de la hipótesis y el corolario 2.2.2 se

obtiene F[0,s],F[t,∞) F{s}.

(d3) ⇒ (c2) Sean 0 ≤ s1 < · · · < sn = s ≤ t = t1 < t2 < · · · < tm y Ftj ∈ Ftj ,

j = 1, 2, · · · ,m. Como �{t1,··· ,tm} = {∩m
j=1Ftj : Ftj ∈ Ftj ; j = 1, · · · ,m} es un π-sistema

que contiene a Ω y que genera a F{t1,··· ,tm}, entonces es suficiente hacer la demostración

para los elementos de
�

{t1,··· ,tm}

P (∩m
j=1Ftj |F{s1,··· ,sn}) = E(E(

m�

j=1

IFtj
|F{s1,··· ,sn,t1,··· ,tm−1})|F{s1,··· ,sn})

= E(
m−1�

j=1

IFtj
E(IFtm

|F{s1,··· ,sn,t1,··· ,tm−1})|F{s1,··· ,sn})

= E(
m−1�

j=1

IFtj
E(IFtm

|Ftm−1)|F{s1,··· ,sn})

= E((
m−2�

j=1

IFtj
)Xtm−1 |F{s1,··· ,sn})

= E(E(
m−2�

j=1

IFtj
Xtm−1 |F{s1,··· ,sn,t1,··· ,tm−2})|F{s1,··· ,sn})

= E(
m−2�

j=1

IFtj
E(Xtm−1 |F{s1,··· ,sn,t1,··· ,tm−2})|F{s1,··· ,sn})

= E(
m−2�

j=1

IFtj
E(Xtm−1 |F{tm−2})|F{s1,··· ,sn})

= E((
m−3�

j=1

IFtj
)Xtm−2 |F{s1,··· ,sn})

= · · · = E(Xt1 |F{s1,··· ,sn}) = E(Xt1 |F{s}),

donde es claro que Xtm−1 := IFtm−1
E(IFtm

|Ftm−1), Xtm−2 := IFtm−2
E(Xtm−1 |Ftm−2) y

Xt1 := IFt1
E(Xt2 |Ft1) son variables aleatorias Ftm−1-medible, Ftm−2-medible y Ft1-
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medible respectivamente; por lo tanto

P (∩m
j=1Ftj |F{s1,··· ,sn}) = E(Xt1 |F{s}) = E(E(Xt1 |F{s})|F{s})

= E(E(
m�

j=1

IFtj
|F{s1,··· ,sn})|F{s})

= E(
m�

j=1

IFtj
|F{s}) = P (∩m

j=1Ftj |F{s}).�

Para el siguiente teorema se tomara en cuenta que para I y T subconjuntos de R+,

σ(FI |FT ) representa la σ-álgebra σ(P (A|FT ) : A ∈ FI).

Teorema 2.6.10 Dada G = {G}t∈R+ una familia de sub-σ-álgebras de F . Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es una familia markoviana.

(2) σ(F[0,t]|F[t,∞)) = F{t}, t ∈ R+.

(3) σ(F[t,∞)|F[0,t]) = F{t}, t ∈ R+.

Demostración. (1) ⇒ (2) Por hipótesis para t ∈ R+ se tiene F[0,t],F[t,∞) F{t},

entonces por teorema 2.2.6 para cada A ∈ F[0,t] se cumple

P (A|F[t,∞)) = P (A|F[t,∞) ∨ F{t}) = P (A|F{t}),

entonces P (A|F[t,∞)) es F{t}-medible, luego σ(F[0,t]|F[t,∞)) ⊆ F{t}. Por otro lado para

A ∈ F{t} se tiene que A ∈ F[0,t] y A ∈ F[t,∞) y por lo tanto IA = P (A|F[t,∞)), luego

F{t} ⊆ σ(F[0,t]|F[t,∞)).

(2)⇒ (1) Por hipótesis para A ∈ F[0,t], P (A|F[t,∞)) es Ft-medible, entonces por (E7) y

(E14) de la proposición 1.4.8

P (A|F{t}) = P (P (A|F[t,∞))|F{t}) = P (A|F[t,∞)) = P (A|F[t,∞) ∨ F{t}),

lo que por teorema 2.2.6 equivale a F[0,t],F[t,∞) F{t}.

(1)⇒ (3) y (3)⇒ (1) es análogo a lo anterior.�



Caṕıtulo 3

Versiones condicionadas de algunos

resultados clásicos de la teoŕıa de

probabilidad.

En este Caṕıtulo se presentan versiones condicionadas de algunos resultados clásicos

que aparecen en la literatura de la teoŕıa de probabilidad; durante el desarrollo de este

apareceran diferentes personajes que han jugado un papel destacado en la teoŕıa de

probabilidad y en las matemáticas en general, como Cauchy, Erdös, Kolmogorov, Borel,

entre otros. En la Sección 3.1 se presentan algunas desigualdades condicionadas. En la

Sección 3.2 se consideran varias versiones condicionadas del Lema de Borel-Cantelli, las

cuales aparecen en Majerek et al. [9], Yan [19], Feng et al. [5], Petrov [14]. En la Sección

3.3 se presenta las desigualdades condicionadas de Kolmogorov y la de Hajek-Renyi.

Por último la Sección 3.4 se dedica a la ley de los grandes números condicionada.

3.1. Desigualdades Condicionadas

En esta Sección se demostrarán las versiones condicionadas de un par de desigualdades

clásicas en la teoŕıa de probabilidad, las cuales son importantes para el desarrollo del

resto de este trabajo.

Proposición 3.1.1 (Desigualdad de Cauchy-schwarz condicionada) Si X y Y son

variables aleatorias cuadrado integrables y G es una sub-σ-álgebra de F . Entonces

(E(XY |G))2 ≤ E(X2|G)E(Y 2|G) (c.t.p.).

Demostración. Dado t ∈ R, se tiene

48
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0 ≤ E((tX − Y )2|G) = t2E(X2|G)− 2tE(XY |G) + E(Y 2|G) (c.t.p.),

si se toma a = E(X2|G), b = −2E(XY |G) y c = E(Y 2|G), como at2 + bt + c =
a(t + b

2a
)2 + 4ac−b2

4a
entonces 4ac − b2 ≥ 0, es decir 4E(X2|G)E(Y 2|G) ≥ 4(E(XY |G))2

(c.t.p.), obteniendo el resultado.�

Proposición 3.1.2 (Desigualdad de Chung-Erdös condicionada) Dado un espa-

cio de probabildad (Ω,F , P ) , {Ak}1≤k≤n una sucesión de eventos, G una sub-σ-álgebra
de F y {Xk}1≤k≤n variables aleatorias G-medibles. Entonces

(a) P (∪n
k=1Ak|G) ≥

(
�n

k=1XkP (Ak|G))2�n
i,k=1XiXkP (Ai ∩ Ak|G)

(c.t.p.).

(b) Para N ∈ {1, · · · , n}, se tiene en (c.t.p.)

(
n�

N �=i=1

XNXiP (AN ∩ Ai|G))2 ≤ X2
NP (AN |G)

n�

N �=i=1

n�

N �=j=1

XiXjP (Ai ∩ Aj|G).

Demostración. (a) Al tomar X := I∪n
i=1Ai

y Y :=
�n

i=1XiIAi
, entonces de las propie-

dades de esperanza condicionada

E(XY |G) = E(
n�

i=1

XiIAi
I∪n

i=1Ai
|G) =

n�

i=1

E(XiIAi∩∪n
i=1A1 |G) =

n�

i=1

E(XiIAi
|G)

=
n�

i=1

XiE(IAi
|G) =

n�

i=1

XiP (Ai|G) (c.t.p.).

Como E(Y 2|G) = E(
�n

i,k=1XiXkIAi
IAk
|G) =

�n
i,k=1XiXkP (Ai ∩ Ak|G) (c.t.p.)

y E(X2|G) = E(I∪n
k=1Ak

|G) = P (∪n
k=1Ak|G) (c.t.p.); al aplicar la desigualdad de

Cauchy-shwarz condicionada se tiene

(
n�

i=1

XiP (Ai|G))2 ≤ P (∪n
k=1Ak|G)

n�

i,k=1

XiXkP (Ai ∩ Ak|G) (c.t.p.),

llegando a lo requerido.

(b) Se procede de la misma forma que en la primera parte; pero tomando X := XNIAN

y Y :=
�

N �=i=1XiIAi
. �
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3.2. Lema de Borel-Cantelli condicionado

El lema 1.1.15 de Borel-Cantelli es uno de los más importantes de la teoŕıa de proba-

bilidad, llamado aśı en honor de dos eminentes matemáticos Émile Borel y Francesco

Paolo Cantelli; quienes lo dieron a conocer en las primeras décadas del siglo XX; este

lema juega un papel destacado en la teoŕıa de probabilidad, por ser una herramienta

muy usada para demostrar resultados que involucran convergencia casi en toda parte de

sucesiones de variables aleatorias. Desde hace más de 50 años aparecen en la literatura

trabajos dedicados a la segunda parte de este lema, buscando debilitar la hipótesis de

independencia de la sucesión de variables aleatorias o dando una versión lo más general

posible, A continuación se mencionarán algunos resultados establecidos por Yan [19],

Feng et al. [5], Petrov [14] respectivamente

Teorema 3.2.1 Sea {An}n∈N una sucesión de eventos en un espacio de probabilidad
(Ω,F , P ). Si �∞

n=1 P (An) =∞, entonces

P (ĺım supAn) ≥ ĺım sup
n∈N

|�n
i=1 P (Ai)|2�n

i=1

�n
j=1 P (Ai ∩ Aj)

= ĺım sup
n∈N

�
1≤i<j≤n P (Ai)P (Aj)�
1≤i<j≤n P (Ai ∩ Aj)

.

Teorema 3.2.2 Sean {An}n∈N una sucesión de eventos y {xn}n∈N una sucesión de

números reales. Si
�∞

n=1 xnP (An) =∞, entonces

P (ĺım supAn) ≥ ĺım sup
n∈N

|�n
i=1 xiP (Ai)|2�n

i=1

�n
j=1 xixjP (Ai ∩ Aj)

.

Obviamente, si xn = 1 para todo n ∈ N, entonces se obtiene la desigualdad del resultado
de Yan 3.2.1.

Teorema 3.2.3 Sea {An}n∈N una sucesión de eventos en un espacio de probabilidad
(Ω,F , P ). Si �∞

n=1 P (An) =∞, entonces se verifica para todo H ∈ R que

αH := ĺım inf
n∈N

�
1≤i<j≤n P (Ai ∩ Aj)−HP (Ai)P (Aj)

[
�n

i=1 P (Ai)]2

implica

P (ĺım supAn) ≥
1

H + 2αH

.
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Estos resultados serán demostrados en sus versiones condicionadas, empezando por la

versión condicionada del lema de Borel-Cantelli presentada en Majerek et al. [9].

Lema 3.2.4 Sean {An}n∈N una sucesión de eventos de un espacio de probabildad

(Ω,F , P ) y G una sub-σ-álgebra de F .

(1) Si
�∞

n=1 P (An) <∞, entonces
�∞

n=1E(IAn |G) <∞ (c.t.p.).

(2) Si A = {ω : �∞
n=1E(IAn |G) < ∞} es tal que P (A) < 1, entonces sólo hay una

cantidad finita de eventos de la sucesión {An∩A}n∈N que tienen probabilidad uno;
es decir, P (ĺım supAn ∩ A) = 0.

(3) Si A = {ω :
�∞

n=1E(IAn |G) = ∞} y la sucesión de eventos {An}n∈N es G-
independiente, entonces P (ĺım supAn) = P (A).

Demostración. (1) Las propiedades (E4) y (E7) de la proposición 1.4.8, el teorema

de convergencia monotona y
�∞

n=1 P (An) <∞ implican que

∞�

n=1

E(IAn) =
∞�

n=1

E(E(IAn |G)) = ĺım
k→∞

k�

n=1

E(E(IAn |G)) = ĺım
k→∞

E(
k�

n=1

E(IAn |G))

= E( ĺım
k→∞

k�

n=1

E(IAn |G)) = E(
∞�

n=1

E(IAn |G)),

obteniendo
�∞

n=1E(IAn |G) <∞ (c.t.p.).

(2) Dado que

P (ĺım sup(An ∩ A)|G) = P (∩∞
n=1 ∪∞

k=n (Ak ∩ A)|G) = ĺım
n→∞

P (∪∞
k=n(Ak ∩ A)|G)

≤ ĺım
n→∞

∞�

k=n

E(I(Ak∩A)|G) = 0 (c.t.p.),

entonces P (ĺım sup(An ∩ A)) = E[P (ĺım sup(An ∩ A)|G)] = 0.
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(3) De las propiedades de esperanza condicionada y como 1− x ≤ e−x, entonces

P (∪∞
n=1 ∩∞

k=n A
c
k|G) = ĺım

n→∞
P (∩∞

k=nA
c
k|G) = ĺım

n→∞
( ĺım
k→∞

P (∩k
i=nA

c
i |G))

= ĺım
n→∞

( ĺım
k→∞

k�

i=n

P (Ac
i |G)) = ĺım

n→∞
( ĺım
k→∞

k�

i=n

(1− P (Ai|G)))

= ĺım
n→∞

∞�

i=n

(1− P (Ai|G)) ≤ ĺım
n→∞

e−
�∞

i=n P (Ai|G) (c.t.p.),

por tanto para ω ∈ A, P (ĺım inf Ac
n|G)(ω) ≤ ĺımn→∞ e−

�∞
i=n P (Ai|G)(ω) = 0, de lo cual

P (ĺım inf Ac
n)=

�

Ω

P (ĺım inf Ac
n|G)dP =

�

A

P (ĺım inf Ac
n|G)dP +

�

Ac

P (ĺım inf Ac
n|G)dP

=

�

Ac

Iĺım inf Ac
n
dP = P (ĺım inf Ac

n ∩ Ac) ≤ P (Ac),

luego P (A) ≤ P (ĺım supAn). Por otro lado de el punto (2) de este teorema, se tiene que

P (ĺım supAk∩Ac) = 0 y como P (ĺım supAk) = P (ĺım supAk∩A)+P (ĺım supAk∩Ac),

entonces P (ĺım supAk) = P (ĺım supAk ∩ A) ≤ P (A). Obteniendo lo requerido.�

En las siguientes dos versiones condicionadas se busca debilitar la hipótesis de indepen-

dencia del teorema de Borel-Cantelli. A continuación se mencionará y demostrará un

lema que es útil en la demostración de el teorema 3.2.6, el cual es la versión condicionada

del que está en Feng et al. [5].

Lema 3.2.5 Sean {An}n∈N una sucesión de eventos, {Xn}n∈N una sucesión de variables

aleatorias G-medibles y A := {ω :
∞�

n=1

XnP (An|G) =∞}. Entonces sobre A:

(a) ĺımn→∞
�n

i=1

�n
j=1XiXjP (Ai ∩ Aj|G) =∞ (c.t.p.).

(b) Para m = 1, 2, 3, · · · , se cumple (c.t.p.)

ĺım sup
n∈N

[
�n

i=1XiP (Ai|G)]2�n
i=1

�n
j=1XiXjP (Ai ∩ Aj|G)

= ĺım sup
n∈N

[
�n

i=mXiP (Ai|G)]2�n
i=m

�n
j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G)

.

Demostración. (a) De la hipótesis y de la parte (a) de la proposición 3.1.2 se tiene

que
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ĺım
n∈N

n�

i=1

n�

j=1

XiXjP (Ai ∩ Aj|G) ≥ ĺım
n∈N

[
�n

i=1XiP (Ai|G)]2
P (∪n

i=1Ai|G)
=∞ (c.t.p.).

(b) Lo requerido equivale a demostrar

ĺım sup
n∈N

[
�n

i=mXiP (Ai|G)]2

[
�n

i=1XiP (Ai|G)]2
= ĺım sup

n∈N

�n
i=m

�n
j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G)�n

i=1

�n
j=1XiXjP (Ai ∩ Aj|G)

(c.t.p.).

Como

ĺım sup
n∈N

[
�n

i=mXiP (Ai|G)]2

[
�n

i=1XiP (Ai|G)]2
=

�
1− ĺım sup

n∈N

�m−1
i=1 XiP (Ai|G)�n
i=1XiP (Ai|G)

�2

= 1 (c.t.p.),

sobre A, y como

ĺım sup
n∈N

�n
i=1

�n
j=1XiXjP (Ai ∩ Aj|G)�n

i=m

�n
j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G)

=1 + ĺım sup
n∈N

2
�m−1

i=1

�n
i�=j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G) +

�m−1
j=1 X

2
jP (Aj|G)�n

i=m

�n
j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G)

(c.t.p.),

de la parte (b) de 3.1.2 para cada Xi, i ∈ {1, 2, · · · } fijo y de (a), se tiene:

ĺım sup
n∈N

2
�m−1

i=1

�n
i�=j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G) +

�m−1
j=1 X

2
jP (Aj|G)�n

i=m

�n
j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G)

= 0 (c.t.p.),

de lo cual

ĺım sup
n∈N

�n
i=m

�n
j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G)�n

i=1

�n
j=1XiXjP (Ai ∩ Aj|G)

= 1 (c.t.p.),

demostrando lo deseado.�

Teorema 3.2.6 Sean {An}n∈N una sucesión de eventos en un espacio de probabilidad
(Ω,F , P ) , G una sub-σ-álgebra de F y {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias
G-medibles. Entonces sobre el evento A := {ω : �∞

n=1XnP (An|G) = ∞}, se verifica la
desigualdad:

P (ĺım supAn|G) ≥ ĺım sup
n∈N

[
�n

i=1XiP (Ai|G)]2�n
i=1

�n
j=1XiXjP (Ai ∩ Aj|G)

(c.t.p.).
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Demostración. Por la parte (b) del lema anterior, la parte (a) desigualdad de Chung-

Erdös condicionada y (E11) de la proposición 1.4.8, sobre el evento A se tiene en (c.t.p.):

P (ĺım supAn|G) = P (∩∞
m=1 ∪∞

i=m Ai|G) = ĺım
m→∞

P (∪∞
i=mAi|G)

= ĺım
m→∞

�
ĺım
n→∞

P (∪n
i=mAi|G)

�

≥ ĺım
m→∞

�
ĺım sup

n∈N

[
�n

i=mXiP (Ai|G)]2�n
i=m

�n
j=mXiXjP (Ai ∩ Aj|G)

�

= ĺım sup
n∈N

[
�n

i=1XiP (Ai|G)]2�n
i=1

�n
j=1XiXjP (Ai ∩ Aj|G)

.�

Observación 3.2.7

(1) Si en el teorema anterior se toma Xn = 1, para todo n ∈ N, se obtiene

P (ĺım supAn|G) ≥ ĺım sup
n∈N

[
�n

i=1 P (Ai|G)]2�n
i=1

�n
j=1 P (Ai ∩ Aj|G)

(c.t.p.),

la cual es la versión condicionada del lema de Borel-Cantelli que aparece en

Yan [19].

(2) Si Xn = 1 para todo n ∈ N y si la sucesión {An}n∈N es al menos dos a dos G-
independiente (en particular; cuando {An}n∈N es una sucesión G-independientes),
entonces el teorema anterior establece que (c.t.p.) sobre el evento

A = {ω :
�∞

n=1 P (An|G) = ∞} se verifica P (ĺım supAn|G) = 1. De otra par-

te, (c.t.p.) sobre Ac:

P (ĺım supAn|G) = ĺım
n→∞

P (∪∞
m=nAm|G) ≤ ĺım

n→∞

∞�

m=n

P (An|G) = 0

De esto se sigue que

P (ĺım supAn|G) = P (ĺım supAn|G)IA + P (ĺım supAn|G)IAc

= P (ĺım supAn|G)IA
= IA.

Ahora, la propiedad (E8) de la proposición 1.4.8 conduce a la igualdad:

P (ĺım supAn) = E[P (ĺım supAn|G)] = E[IA] = P (A),

que es la parte (3) del lema 3.2.4.
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Ejemplo 3.2.8 Sea (Ω,F , P ) = ([0, 1],B([0, 1]), λ), donde B([0, 1]) es la σ-álgebra de
los conjuntos borelianos de [0, 1] y λ es la medida de Lebesgue. Sea G la σ-álgebra

generada por la descomposición D de [0, 1] dada por

D = {[0, 1/4), [1/4, 1/2), [1/2, 3/4), [3/4, 1]}

para los eventos E1 := [1/4, 5/8) y E2 := [3/8, 3/4) se verifican:

P (E1|G) = I[1/4,1/2) +
1

2
I[1/2,3/4), P (E2|G) =

1

2
I[1/4,1/2) + I[1/2,3/4),

P (E1 ∩ E2|G) =
1

2
I[1/4,3/4) y P (E1 ∪ E2|G) = I[1/4,3/4).

Considere ahora la sucesión de eventos {An}n∈N descrita por:

E1, E2, E1 ∩ E2, E1, E2, E1 ∩ E2, E1, E2, E1 ∩ E2, · · ·

y la sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈N dada por:

1, 1,−1, 1, 1,−1, 1, 1,−1, · · ·

Por el teorema 3.2.6, c.t.p. Sobre A = {ω :
�∞

n=1XnP (An|G) = ∞} = [1/4, 3/4) se

verifica la desigualdad

P (ĺım supAn|G) ≥ P (E1|G) + P (E2|G)− P (E1 ∩ E2|G) = P (E1 ∪ E2|G).

De hecho, P (ĺım supAn|G) = P (E1 ∪ E2|G).

El siguiente lema es la forma condicionada del lema que está en Petrov [14].

Lema 3.2.9 Sean {An}n∈N una sucesión de eventos, G una sub-σ-álgebra de F y

A = {ω :�∞
k=1 P (Ak|G) =∞}, con

β
(m)
H = ĺım inf

n∈N

�
m≤i<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)−HP (Ai|G)P (Ak|G))

(
�n

k=m P (Ak|G))2
,

Para todo entero m ≥ 1. Entonces sobre el evento A, para todo H ∈ R fijo y todo m

positivo, se tiene

β
(m)
H = ĺım inf

n∈N

�
1≤i<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)−HP (Ai|G)P (Ak|G))

(
�n

k=1 P (Ak|G))2
(c.t.p.). (3.1)
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Demostración. Como
�n

k=m P (Ak|G) =
�n

k=1 P (Ak|G)−
�m−1

k=1 P (Ak|G), se tiene que

ĺım
n→∞

�n
k=m P (Ak|G)(ω)�n
k=1 P (Ak|G)(ω)

= 1,

para todo ω ∈ A, entonces �n
k=m P (Ak|G)(ω) =

�n
k=1 P (Ak|G)(ω) cuando n → ∞ y

ω ∈ A; por tanto la parte derecha de la igualdad (3.1) también se escribe como

W = ĺım inf
n∈N

�
1≤i<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)−HP (Ai|G)P (Ak|G))

(
�n

k=m P (Ak|G))2
,

sobre el conjunto A. Como para aik números reales, con 1 ≤ i < k ≤ n y m < n todos
números enteros positivos, se tiene

�

1≤i<k≤n

aik =
�

1≤i<k≤m

aik +
�

m≤i<k≤n

aik +
�

1≤i<m<k≤n

aik,

entonces de todo lo anterior

W = ĺım inf
n∈N

�
1≤i<k≤m(P (Ai ∩ Ak|G)−HP (Ai|G)P (Ak|G))

(
�n

k=m P (Ak|G))2

+ ĺım inf
n∈N

�
m≤i<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)−HP (Ai|G)P (Ak|G))

(
�n

k=m P (Ak|G))2

+ ĺım inf
n∈N

�
1≤i<m<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)−HP (Ai|G)P (Ak|G))

(
�n

k=m P (Ak|G))2
.

Como para todo ω ∈ A se tiene P (Ai ∩ Ak|G)(ω) ≤ P (Ak|G)(ω) ≤ 1, entonces

����
�

1≤i<m<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)(ω)−HP (Ai|G)(ω)P (Ak|G)(ω))
(
�n

k=m P (Ak|G)(ω))2
����

≤
m

�
m<k≤n(P (Ak|G)(ω) + |H|P (Ak|G)(ω))

(
�n

k=m P (Ak|G)(ω))2
,

de lo cual

ĺım
n→∞

�
1≤i<m<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)(ω)−HP (Ai|G)(ω)P (Ak|G)(ω))

(
�n

k=m P (Ak|G)(ω))2
= 0,
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y como también para ω ∈ A se tiene que

ĺım
n→∞

�
1≤i<k≤m(P (Ai ∩ Ak|G)(ω)−HP (Ai|G)(ω)P (Ak|G)(ω))

(
�n

k=m P (Ak|G)(ω))2
= 0,

se concluye lo deseado.�

La siguiente es la versión condicionada del lema de Borel-Cantelli formulada en Pe-

trov [14] y presentada en Prakasa [15].

Teorema 3.2.10 Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad; G una sub-σ-álgebra de

F ; A1, A2, · · · una sucesión de eventos; un conjunto A = {ω : �∞
k=1 P (Ak|G) = ∞} y

H una función G-medible. Si se toma

αH = ĺım inf
n∈N

�
1≤i<k≤n(P (Ai ∩ Ak|G)−HP (Ai|G)P (Ak|G))

(
�n

k=1 P (Ak|G))2
,

entonces sobre el conjunto A se tiene

P (ĺım supAn|G) ≥
1

H + 2αH

(c.t.p.).

Demostración. Como

n�

i,k=m

P (Ai ∩ Ak|G) =
n�

k=m

P (Ak|G) + 2
�

m≤i<k≤n

P (Ai ∩ Ak|G) =
n�

k=m

P (Ak|G) + T1 + T2,

donde

T1 = 2
�

m≤i<k≤n

(P (Ai∩Ak)−HP (Ai|G)P (Ak|G)) y T2 = 2H
�

m≤i<k≤n

P (Ai|G)P (Ak|G)

entonces al aplicar la desigualdad de Chung-Erdös para {Xk = 1}1≤k≤n se tiene (c.t.p.)

P (∪n
k=mAk|G) ≥ (

�n
k=m P (Ak|G))2�n

i,k=m P (Ai ∩ Ak|G)
=

��n
i,k=m P (Ai ∩ Ak|G)
(
�n

k=m P (Ak|G))2

�−1

=

�
1

(
�n

k=m P (Ak|G))2
+

T1
(
�n

k=m P (Ak|G))2
+

T2
(
�n

k=m P (Ak|G))2
�−1

.
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Como
�n

k=m(P (Ak|G))2 ≤
�n

k=m P (Ak|G) (c.t.p.) esto implica que para todo ω ∈ A se
tenga

ĺım
n→∞

�n
k=m(P (Ak|G))2

(
�n

k=m P (Ak|G))2
≤ ĺım

n→∞
1�n

k=m P (Ak|G)
= 0

y dado que (
�n

k=m P (Ak|G))2 =
�n

k=m(P (Ak|G))2+2
�

m≤i<k≤n P (Ak|G)P (Ai|G) (c.t.p.),
entonces sobre el conjunto A se tiene

ĺım
n→∞

T2
(
�n

k=m P (Ak|G))2
= ĺım

n→∞
H[(

�n
k=m P (Ak|G))2 −

�n
k=m(P (Ak|G))2]

(
�n

k=m P (Ak|G))2
= H,

de lo cual, sobre A

P (∪∞
k=mAk|G) = ĺım inf

n∈N
P (∪n

k=mAk|G) ≥
�
ĺım inf

n∈N

�
T1

(
�n

k=m P (Ak|G))2
�
+H

�−1

(c.t.p.),

luego del lema anterior, para todo m ≥ 1 se tiene

P (∪∞
k=mAk|G) ≥

�
2β

(m)
H +H

�−1

= [2αH +H]
−1 (c.t.p.);

por tanto sobre el conjunto A se cumple

P (ĺım supAn|G) = P (∩∞
m=1 ∪∞

k=m Ak|G) = ĺım
m→∞

P (∪∞
k=mAk|G) ≥

1

2αH +H
(c.t.p.).�

Observación 3.2.11 Dado que

2
�

1≤i<k≤n

P (Ai|G)P (Ak|G) =
�

n�

k=1

P (Ak|G)
�2

−
n�

k=1

(P (Ak|G))2,

2
�

1≤i<k≤n

P (Ai ∩ Ak|G) =
n�

i,k=1

P (Ai ∩ Ak|G)−
n�

k=1

P (Ak|G)

y (P (Ak|G))2 ≤ P (Ak|G) (c.t.p.) para todo 1 ≤ k ≤ n. Entonces

2αH = ĺım inf
n∈N

��n
i,k=1 P (Ai ∩ Ak|G)
(
�n

k=1 P (Ak|G))2
− 1�n

k=1 P (Ak|G)
−H +

H
�n

k=1(P (Ak|G))2
(
�n

k=1 P (Ak|G))2

�
,

además sobre A = {ω :�∞
k=1 P (Ak|G) =∞}, se tiene



Versiones condicionadas de algunos resultados clásicos de la teoŕıa de probabilidad. 59

2αH = ĺım inf
n∈N

��n
i,k=1 P (Ai ∩ Ak|G)
(
�n

k=1 P (Ak|G))2

�
−H.

De la desigualdad de Cauchy-schwarz condicionada se tiene que

(
n�

k=1

P (Ak|G))2 = (E(
n�

k=1

IAk
|G))2 ≤ E((

n�

k=1

IAk
)2|G)

= E(
n�

i,k=1

IAk
IAi
|G) =

n�

i,k=1

P (Ak ∩ Ai|G) (c.t.p.),

entonces �n
i,k=1 P (Ak ∩ Ai|G)�n

k=1 P (Ak|G))2
≥ 1 (c.t.p.).

Por tanto de todo lo anterior, sobre el conjunto A se cumple que 2αH ≥ 1−H, lo cual
equivale a que 2αH +H ≥ 1.

3.3. Desigualdad generalizada de Kolmogorov

Andréi Nikolayevich Kolmogorov matemático ruso que hizo grandes e importantes apor-

tes en los campos de la teoŕıa de la probabilidad y de la topoloǵıa. Particularmente,

estructuró el sistema axiomático de la teoŕıa de probabilidad a partir de la teoŕıa de

conjuntos. Entre los primeros trabajos probabilisticos de Kolmogorov estuvo el publi-

cado en 1924 junto a Khinchin sobre la convergencia de series cuyos terminos dependen

del azar, aqúı aparece la conocida y potente desigualdad de Kolmogorov, la cual se-

ra mencionada más adelante y tiene su demostración en el Caṕıtulo IV Sección 2 del

libro de Shiryaev [16]. En este trabajo, la versión condicionada de la desigualdad de

Kolmogorov es una herramienta importante en la demostración de la desigualdad de

Hájek-Renyi condicionada y para demostrar la ley de los grandes números de Cantelli

condicionada.

Teorema 3.3.1 (Desigualdad de Kolmogorov)

(a) Sean X1, X2, · · · , Xn variables aleatorias independientes tal que para todo i ≤ n
E(Xi) = 0, E(X2

i ) <∞ y Sk = X1 + · · ·+Xk. Entonces para todo � > 0

P

�
máx
1≤k≤n

|Sk| ≥ �
�
≤ E(S

2
n)

�2
.
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(b) Si también P (|Xi| ≤ c) = 1, para todo i ≤ n, entonces

P

�
máx
1≤k≤n

|Sk| ≥ �
�
≥ 1− (c+ �)2

E(S2
n)
.

Para la versión condicionada de la desigualdad de Kolmogorov se necesitara del corolario

que viene a continuación del siguiente lema, el cual es conocido como lema de reemplazo.

Lema 3.3.2 Sean G, F1 dos sub-σ-álgebras de F ; X, Y dos variables aleatorias tal

que σ(X) ⊆ F1, Y G y f : R2 → R una función boreliana para la cual se cumple

E[|f(X, Y )|] <∞, entonces

E[f(X, Y )|F1 ∨ G] = m(X),

donde m(x) = E[f(x, Y )|G]. Esto es

E[f(X, Y )|F1 ∨ G](ω0) = E[f(x, Y )|G](ω0),

donde X(ω0) = x.

Demostración. Del teorema 1.4.23 para las varibles aleatorias X y Y existen FF1∨G
X

y FF1∨G
Y funciones de distribución condicional regular respectivamente; además para el

vector aleatorio Z = (X, Y ) existe una distribución condicional regular FF1∨G
Z , tal que

del teorema de Fubini y el teorema 1.4.17, se tiene

E[f(X, Y )|F1 ∨ G](ω0) =

�

R2

f(x, y)dFF1∨G
Z (ω0, x, y)

=

�

R

�

R
f(x, y)dFF1∨G

X (ω0, x)dF
F1∨G
Y (ω0, y).

Dado que FF1∨G
X (ω, x) = P (X ≤ x|F1 ∨ G)(ω) = E(IX≤x|F1 ∨ G)(ω) (c.t.p.) y que

σ(X) ⊆ F1, entonces σ(X) ⊆ F1 ∨G y FF1∨G
X (ω, x) = I{X≤x}(ω) (c.t.p.). Por otra parte

como F1, Y G entonces por el teorema 2.2.6

FF1∨G
Y (ω, y) = P (Y ≤ y|F1 ∨ G)(ω) = P (Y ≤ y|G)(ω) = F G

Y (ω; y) (c.t.p.),
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con F G
Y (ω; y) una función de distribución condicional regular para Y dada G. Luego

E[f(X, Y )|F1 ∨ G](ω0) =

�

R

�

R
f(x, y)dI{X≤x}(ω)dF

G
Y (ω0; y)

=

�

R

��

R
f(x, y)dF G

Y (ω0; y)

�
dI{X≤x}(ω)

=

�

R
E[f(x, Y )|G](ω0)dI{X≤x}(ω0) = E[f(x, Y )|G](ω0),

donde x = X(ω0).�

Corolario 3.3.3 Sean X, Y dos variables aleatorias, G una sub-σ-álgebra de F ,
A ∈ σ(X) y r ≥ 1. Si X, Y G y E[|X − E(x|G) + Y − E(Y |G)|r] <∞, entonces

E[|X − E(X|G) + Y − E(Y |G)|rIA|G] ≥ E[|X − E(X|G)|rIA|G] (c.t.p.).

Demostración. Dado que σ(X) = {A ∈ F : X−1(B) = A, B ∈ B(R)}; X, Y G;
tomando X = X(ω), E(X(ω)|G) = E(x|G) y utilizando el lema anterior se tiene:

E[|X − E(X|G) + Y−E(Y |G)|rIA|σ(X) ∨ G](ω0)
=E[|x− E(x|G) + Y − E(Y |G)|rIB(x)|G](ω0)
≥|E[(x− E(x|G) + Y − E(Y |G))IB(x)|G]|r(ω0)
=|(x− E(x|G))IB(x) + E[(Y − E(Y |G))IB(x)|G]|r(ω0)
=|(x− E(x|G))IB(x) + E[Y − E(Y |G)|G]E[IB(x)|G]|r(ω0)
=|(x− E(x|G))IB(x)|r(ω0) = |(X − E(X|G))IA|r(ω0).

Entonces

E[E[|X −E(X|G)+Y −E(Y |G)|rIA|σ(X)∨G]|G] ≥ E[|(X −E(X|G))IA|r|G] (c.t.p.),

que equivale a

E[|X − E(X|G) + Y − E(Y |G)|rIA|G] ≥ E[|(X − E(X|G))IA|r|G] (c.t.p.).�

Teorema 3.3.4 (Desigualdad generalizada de Kolmogorov) Sean G una sub-σ-
álgebra de F y {Xk}1≤k≤n un conjunto de variables aleatorias G-independientes, don-
de E[|Xk|r|G] < ∞ (c.t.p.) para todo 1 ≤ k ≤ n y algún r ≥ 1. Entonces para

una variable aleatoria ε > 0 (c.t.p.) G-medible, Sk =
�k

i=1Xi y el conjunto

C = {máx1≤k≤n |Sk − E(Sk|G)| ≥ ε}, se tiene

εrP (C|G) ≤ E[|Sn − E(Sn|G)|rIC |G] ≤ E[|Sn − E(Sn|G)|r|G] (c.t.p.).
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Demostración. Como X1, · · · , Xn G entonces Sk =
�k

i=1Xi y Rk =
�n

i=kXi son

G-independientes. Además si se toma T = ı́nf{k : |Sk − E(Sk|G)| ≥ ε, 1 ≤ k ≤ n} y
Ak = C ∩ {T = k}, entonces del corolario anterior

E[|Sn − E(Sn|G)|rIAk
|G] = E[|Sk +Rk − E(Sk|G)− E(Rk|G)|rIAk

|G]
= E[|Sk − E(Sk|G) +Rk − E(Rk|G)|rIAk

|G]
≥ E[|Sk − E(Sk|G)|rIAk

|G]
≥ E(εrIAk

|G) = εrP (Ak|G) (c.t.p.),

por lo tanto

E[|Sn − E(Sn|G)|rIC |G] =
n�

k=1

E[|Sn − E(Sn|G)|rIAk
|G] ≥

n�

k=1

εrP (Ak|G)

= εrP (�n
k=1Ak|G) = εrP (C|G) (c.t.p.)

y como |Sn − E(Sn|G)|r ≥ |Sn − E(Sn|G)|rIC (c.t.p.), entonces

εrP (C|G) ≤ E[|Sn − E(Sn|G)|rIC |G] ≤ E[|Sn − E(Sn|G)|r|G] (c.t.p.).�

A continuación se enuncia la desigualdad de Hájek-Rényi (ver demostración Sección 6.3

del libro de Bauer [1]) y despues su versión condicionada en la cual su demostración es

un objetivo de esta Sección.

Teorema 3.3.5 (Desigualdad de Hájek-Rényi) Sean X1, · · · , Xn variables

aleatorias integrables e independientes, γ1 ≥ · · · ≥ γn > 0 números reales y

Si = X1 −E(X1) + · · ·+Xi −E(Xi), i = 1, · · · , n. Entonces para todo m = 1, · · · , n y
todo � > 0

P

�
sup

m≤i≤n
γi|Si| ≥ ε

�
≤ 1

ε2

�
γ2m

m�

i=1

V ar(Xi) +
n�

i=m+1

γ2i V ar(Xi)

�
.

Teorema 3.3.6 (Desigualdad de Hájek-Rényi condicionada) Sea {Xk}1≤k≤m

una familia de variables aleatorias G-independientes con E(X2
k |G) < ∞; una varia-

ble aleatoria ε > 0 (c.t.p.) G-medible; Sk =
�k

i=1Xi, k ≥ 1 y

C = { máx
n≤k≤m

ck|Sk − E(Sk|G)| ≥ ε},
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donde {ck}1≤k≤m es una sucesión no decreciente de variables aleatorias positivas (c.t.p.).

Entonces para todo 1 ≤ n ≤ m se tiene

ε2P (C|G) ≤ c2n
n�

k=1

E[Xk − E(Xk|G)|G]2 +
m�

n+1

c2kE[Xk − E(Xk|G)|G]2 (c.t.p.).

Demostración. Si E(Xk|G) = 0, 1 ≤ k ≤ m; ε > 0 (c.t.p.) es una variable aleatoria

G-medible; A := {máxn≤k≤m ckSk ≥ ε} y T := ı́nf{k : |Sk| ≥ ε, 1 ≤ k ≤ n}, entonces
para los conjuntos Ar = A ∩ {T = r}, Z =

�m−1
k=n S

2
k(c

2
k − c2k+1) + c

2
mS

2
m y la G-

independencia de los {Xk}1≤k≤m se tiene:

E(Z|G) =
m−1�

k=n

(c2k − c2k+1)E(S
2
k |G) + c2mE(S2

m|G)

=
m−1�

k=n

(c2k − c2k+1)E(
k�

i,j=1

XiXj|G) + c2mE(
m�

i,j=1

XiXj|G)

=
m−1�

k=n

(c2k − c2k+1)E(
k�

i=1

X2
i + 2

�

1≤i<j≤k

XiXj|G)

+ c2mE(
m�

i=1

X2
i + 2

�

1≤i<j≤m

XiXj|G)

=
m−1�

k=n

(c2k − c2k+1)E(
k�

i=1

X2
i |G) +

m�

i=1

c2mE(X
2
i |G)

=
m−1�

k=n

c2k

k�

i=1

E(X2
i |G)−

m−1�

k=n

c2k+1

k�

i=1

E(X2
i |G) +

m�

i=1

c2mE(X
2
i |G)

= c2n

n�

i=1

E(X2
i |G) +

m−1�

k=n+1

c2k

k�

i=1

E(X2
i |G)

−
m−1�

k=n

c2k+1

k�

i=1

E(X2
i |G) +

m�

i=1

c2mE(X
2
i |G)

= c2n

n�

i=1

E(X2
i |G) +

m−1�

k=n

c2k+1

k+1�

i=1

E(X2
i |G)−

m−1�

k=n

c2k+1

k�

i=1

E(X2
i G)

= c2n

n�

i=1

E(X2
i |G) +

m−1�

k=n

c2k+1

�
k�

i=1

E(X2
i |G) + E(X2

k+1|G)
�

−
m−1�

k=n

c2k+1

k�

i=1

E(X2
i G)
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= c2n

n�

i=1

E(X2
i |G) +

m−1�

k=n

c2k+1E(X
2
k+1|G)

= c2n

n�

i=1

E(X2
i |G) +

m�

k=n+1

c2kE(X
2
k |G) (c.t.p).

Por otro lado como se cumple que E(Z|G) ≥ E(ZIA|G) =
�m

r=nE(ZIAr |G) (c.t.p.),
E(ZIAr |G) =

�m−1
k=n (c

2
k − c2k+1)E(S

2
kIAr |G) + c2mE(S2

mIAr |G) (c.t.p.) y como de la des-
igualdad de Kolmogorov generalizada, para r ≤ k ≤ m, se tiene

E(S2
kIAr |G) ≥ E(S2

r IAr |G) ≥
ε2

c2r
P (Ar|G) (c.t.p.).

Entonces se concluye

E(ZIAr |G) ≥
m−1�

k=n

(c2k − c2k+1)
ε2

c2r
P (Ar|G) + c2m

ε2

c2r
P (Ar|G)

=

�
c2n
ε2

c2r
P (Ar|G)− c2m

ε2

c2r
P (Ar|G)

�
+ c2n

ε2

c2r
P (Ar|G)

= c2n
ε2

c2r
P (Ar|G) ≥ ε2P (Ar|G) (c.t.p.),

pues de la hipótesis para r ≤ k ≤ m se tiene que cr ≤ ck ≤ cm. Por tanto

E(Z|G) ≥ �m
r=n ε

2P (Ar|G) = ε2P (�m
r=nAr|G) = ε2P (A|G) (c.t.p.), demostrando lo

requerido.�

Corolario 3.3.7 Dadas {Xk}k≥1 una sucesión de variables aleatorias G-independientes
con E(X2

k |G) <∞; una variable aleatoria ε > 0 (c.t.p.) G-medible, Sk =
�k

i=1Xi, k ≥ 1

entonces se tiene

ε2P ( máx
1≤k≤m

|Sk − E(Sk|G) ≥ ε|G) ≤
m�

k=1

E[Xk − E(Xk|G)|G]2 (c.t.p.).

Demostración. Es solo tomar en el teorema anterior n = 1 y c1 = c2 = · · · = cm = 1.�

Observación 3.3.8 Al tomar m→∞ en la desigualdad de Hájek-Rényi condicionada

y cambiar ck =
1
k
, cuando k ≥ 1, entonces para

C =

�
sup
n≤k

|Sk − E(Sk|G)|
k

≥ ε
�
,
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se tiene

ε2P (C|G) ≤
�n

k=1E[Xk − E(Xk|G)|G]2
n2

+
∞�

k=n+1

E[Xk − E(Xk|G)|G]2
k2

(c.t.p.).

Además si se supone
�∞

k=1
E[Xk−E(Xk|G)|G]2

k2
< ∞ (c.t.p.), entonces para una variable

aleatoria ε > 0 (c.t.p.) G-medible se cumple

ĺım
n→∞

ε2P (C|G) = 0 (c.t.p.),

luego

P (ĺım sup
n→∞

|Sn − E(Sn|G)|
n

≥ ε | G) = 0 (c.t.p.),

lo cual es equivalente

P (ĺım inf
n→∞

|Sn − E(Sn|G)|
n

< ε | G) = 1 (c.t.p.),

para toda variable aleatoria ε > 0 (c.t.p) G-medible, de lo que se concluye

P ( ĺım
n→∞

|Sn − E(Sn|G)|
n

= 0 | G) = 1 (c.t.p.).

3.4. Ley Fuerte de los grandes números condicionada

Dada X1, X2, · · · una sucesión de variables aleatorias independientes, con media finita
y varianza uniformemente acotada. La ley débil de los grandes números 1.3.13 establece

que
�n

i=1 Xi

n

P−→ µ =
E(

�n
i=1 Xi)

n
. En el año 1930 Kolmogorov mostró que este resultado se

podia mejorar demostrando que la convergencia a µ se da no sólo en probabilidad si no

también con probabilidad 1, la cual como ya se mostró es un tipo de convergencia más

fuerte. A continuación se enuncian las versiones de la ley fuerte de los grandes números

de Cantelli y de Kolmogorov, las cuales están demostradas en la Sección 3 del Caṕıtulo

IV de Shiryaev [16].

Teorema 3.4.1 (de Cantelli) Sean X1, X2, · · · variables aleatorias independientes con
cuarto momento finito (E|Xi|4 <∞ para todo i ∈ N) y sea

E|Xi − E(Xi)|4 ≤ C,

con C constante. Entonces

P

�
ĺım
n→∞

�n
i=1Xi

n
= µ

�
= 1, (3.2)

donde µ =
E(

�n
i=1 Xi)

n
.
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Teorema 3.4.2 (de Kolmogorov) Sea X1, X2, · · · una sucesión de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas con E|X1| <∞. Entonces

P

�
ĺım
n→∞

�n
i=1Xi

n
= E(X1)

�
= 1.

siguiendo esta idea se van a enunciar y demostrar las versiones condicionadas de los

anteriores resultados.

Teorema 3.4.3 (De Cantelli condicinada) Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables
aleatorias G-independientes, donde para algún r ≥ 1 se cumple

∞�

n=1

E(|Xn − E(Xn|G)|2r | G)
nr+1

<∞ (c.t.p.).

Entonces

P ( ĺım
n→∞

Sn − E(Sn|G)
n

= 0 | G) = 1 (c.t.p.).

Demostración. Sin perdida de generalidad se asumira E(Xk|G) = 0 (c.t.p.), k ≥ 1,

de lo cual E(Sn|G) = 0 (c.t.p.). Si se toma Dk = {ω : |Sn| > nε, n ∈ [2k, 2k+1]}, para
ε > 0 (c.t.p.) una variable aleatoria G-medible, entonces de la definición del conjunto
Dk, se tiene que |Sn| > ε2k para 2k ≤ n ≤ 2k+1 y por la desigualdad generalizada de

Kolmogorov para k ≥ 1

(ε2k)2rP (Dk|G) ≤ E(|Sn|2r|G) ≤ E(|S2k+1 |2r|G) ≤ (2k+1)r
2k+1�

n=1

E(|Xn|2r|G) (c.t.p.).

Luego se cumple (c.t.p.)

∞�

k=0

P (Dk|G) ≤
1

ε2r

∞�

k=0

2(k+1)r

22kr

2k+1�

n=1

E(|Xn|2
r |G) = 1

ε2r

∞�

n=1

E(|Xn|2
r |G)

�

k:2k+1≥n

2(k+1)r

22kr
,

como

�

k:2k+1≥n

2(k+1)r

22kr
≤

∞�

k=0

2(k+1)r

22kr
=

∞�

k=0

1

(2r)k−1
= 2r +

∞�

k=1

�
1

2r

�k−1

=
22r

2r − 1

≤ 22r

2r − 1 ·
(2kn+1)r+1

nr+1
= cr

1

nr+1
,

donde kn es el entero más pequeño k tal que 2
k+1 ≥ n. Por lo tanto de lo anterior y de

lo supuesto en la hipótesis

∞�

k=0

P (Dk|G) ≤
cr
ε2r

∞�

n=1

E(|Xn|2r |G)
nr+1

<∞ (c.t.p.),
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es decir, P ({ω :
�∞

k=0 P (Dk|G) < ∞}) = 1 y al aplicar el punto (2) de 3.2.4 se

tiene que P (ĺım supk→∞Dk) = 0, lo cual es igual a P (ĺımn→∞{ω : |Sn| > nε}) = 0.

Entonces de la definición de esperanza condicionada lo anterior equivale a

E(P (ĺımn→∞{ω : |Sn| > nε}|G)) = 0, luego P (ĺımn→∞{ω : |Sn| > nε}|G) = 0 (c.t.p.),

de lo cual P (ĺımn→∞
|Sn|
n
= 0 | G) = 1 (c.t.p.).�

Lema 3.4.4 (Toeplitz) Sean {an}n∈N una sucesión de números no negativos,

bn =
�n

i=1 ai, bn > 0 para n ≥ 1, con bn ↑ ∞ cuando n → ∞ y {Xn}n∈N una su-

cesión convergente a X. Entonces

ĺım
n→∞

1

bn

n�

j=1

ajXj = X,

si en particular an = 1, para n ∈ N, entonces

ĺım
n→∞

X1 + · · ·+Xn

n
= X.

Demostración. Si Xn → X, entonces para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que para

n > n0, se tiene |Xn −X| < ε
2
, como bn ↑ ∞ entonces existe n1 ∈ N tal que n1 > n0 y

2

ε
[

n0�

j=1

aj|Xj −X|] < bn1 ,

luego para n > n1 > n0 se tiene

| 1
bn

n�

j=1

ajXj −X| ≤
1

bn

n�

j=1

aj|Xj −X|

=
1

bn

n0�

j=1

aj|Xj −X|+
1

bn

n�

j=n0+1

aj|Xj −X|

≤ 1

bn1

n0�

j=1

aj|Xj −X|+
1

bn

n�

j=n0+1

aj|Xj −X|

<
ε

2
+
1

bn

n�

j=n0+1

aj ·
ε

2
< ε.�

El siguiente resultado es un caso especial del teorema anterior, en este caso la sucesión

de variables es idénticamente distribuida dada la σ-álgebra G y es conocido como la

versión condicional de la ley de los grandes números para distribuciones condicionadas

idénticamente distribuidas.
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Teorema 3.4.5 (De Kolmogorov condicionada) Sea {Xn}n∈N una sucesión de va-
riables aleatorias G-independientes e idénticamente distribuidas dada G, entonces

ĺım
n→∞

Sn
n
= Y (c.t.p.)

si y sólo si E(X1|G) = Y (c.t.p.).

Demostración. (⇐) Sea Yn = XnI{|Xn|≤n}, donde las variables aleatorias {Xn}n∈N son
idénticamente distribuidas dada G, entonces

∞�

n=1

P (Xn �= Yn|G) =
∞�

n=1

P (|Xn| > n|G) =
∞�

n=1

P (|X1| > n|G)

=
∞�

n=1

�

k≥n

P (k < |X1| ≤ k + 1|G)

=
∞�

k=1

kP (k < |X1| ≤ k + 1|G)

=
∞�

k=0

E(kIk<|X1|≤k+1|G)

<

∞�

k=0

E(|X1|Ik<|X1|≤k+1|G) = E(X1|G)

≤
∞�

k=0

E((k + 1)Ik<|X1|≤k+1|G)

=
∞�

n=1

P (|X1| > n|G) +
∞�

k=0

P (k < |X1| ≤ k + 1|G)

=
∞�

n=1

P (Xn �= Yn|G) + 1 (c.t.p.),

es decir,
�∞

n=1 P (Xn �= Yn|G) <∞ (c.t.p.). Entonces por (2) del lema 3.2.4

P (ĺım sup
n→∞

{ω : Xn �= Yn}) = 0,

que es igual a P (ĺım supn→∞ |Xn| > n) = 0, es decir P (ĺımn→∞(́ınf{ω : |Xn| ≤ n})) = 1,

por tanto P (
�∞

n=1{ω : Xn = Yn}) = 1. Entonces demostrar que ĺımn→∞
Sn

n
= E(X1|G)

(c.t.p.) equivale a que ĺımn→∞
Y1+···+Yn

n
= E(X1|G) (c.t.p.). Como
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∞�

n=1

E(|Yn − E(Yn|G)|2 | G)
n2

≤
∞�

n=1

E(|Yn|2 | G)
n2

=
∞�

n=1

E(|Xn|2I{|Xn|≤n} | G)
n2

=
∞�

n=1

1

n2

n�

k=1

E(|X1|2I{k−1≤|X1|≤k}|G)

=
∞�

k=1

E(|X1|2I{k−1≤|X1|≤k}|G)
∞�

n=k

1

n2

≤
∞�

k=1

E(|X1|2I{k−1≤|X1|≤k}|G)
2

k

≤ 2
∞�

k=1

E(|X1|I{k−1≤|X1|≤k}|G)

= 2E(|X1| | G) <∞ (c.t.p.),

entonces por el teorema 3.4.3

ĺım
n→∞

�n
k=1[Yk − E(Yk|G)]

n
= 0 (c.t.p.),

es decir

ĺım
n→∞

�n
k=1 Yk
n

= ĺım
n→∞

�n
k=1E(Yk|G)
n

(c.t.p.).

Por otro lado como las {Xn}n∈N son variables aleatorias idénticamente distribuidas dada
G, entonces

ĺım
n→∞

E(Yn|G) = ĺım
n→∞

E(XnI{|Xn|≤n} | G) = ĺım
n→∞

E(X1I{|X1|≤n} | G) = E(X1|G) (c.t.p.),

luego del lema de Toeplitz se tiene

ĺım
n→∞

�n
k=1E(Yk|G)
n

= E(X1|G).

Por tanto se concluye que

ĺım
n→∞

�n
k=1 Yk
n

= E(X1|G) (c.t.p.),

demostrando lo deseado.

(⇒) Ahora si {Xn}n∈N es una sucesión de variables aleatorias G-independientes e idénti-
camente distribuidas dada G tal que

ĺım
n→∞

Sn
n
= Y (c.t.p.),
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entonces

ĺım
n→∞

Xn

n
= ĺım

n→∞
Sn
n
− n− 1

n

Sn−1

n− 1 = 0 (c.t.p.),

de lo cual P
�
ĺım sup{

��Xn

n

�� > 1}
�
= 0, luego del punto (2) de 3.2.4

∞�

n=1

P

�����
X1

n

���� > 1 | G
�
<∞ (c.t.p.)

y como en la primera implicación se obtuvo

∞�

n=1

P (|X1| > n | G) < E(X1|G) ≤
∞�

n=1

P (|X1| > n | G) + 1 (c.t.p.),

luego E(X1|G) <∞ (c.t.p.), entonces por lo hecho en la primera implicación se obtiene

que E(X1|G) = Y (c.t.p.).�



Conclusiones

Se establecieron algunas propiedades generales de la relación de independencia con-

dicionada que, junto a las propiedades especiales enunciadas por Van Putten y Van

Schuppen [17], conforman una serie de resultados los cuales son de utilidad en la solu-

ción de algunos problemas que involucren independencia condicionada.

Se establecieron algunos resultados de familias rećıprocas y markovianas, mostrando la

relación entre estas familias y algunas propiedades de estas mismas.

Se establecieron algunas versiones condicionadas de resultados clásicos de la teoŕıa de

probabilidad. En concreto se presento una versión condicionada del lema de Borel-

Cantelli, la cual es más general que la correspondiente a la formulada por Yan [19] y

que la establecida por Majerek et al. [9].
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Paul-André Meyer: Seminar on Probability Theory XXXIX, in: Lecture Notes in

Mathematics (2006), Vol. 1874, 77-79, Springer-Verlag, Berlin.
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