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Resumen

Este trabajo versa sobre la relacién de la independencia condicionada, que se introduce
a continuacién. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, {&;};c; una familia de clases
de eventos y G una sub-o-dlgebra de F; si para cada subconjunto finito {iy,--- , i} de

I, k> 2,y cada escogencia F;, € &, j=1,2,--- k, se cample
k
P(mé?:lEij’g) = HP(Eij‘g) (c.t.p.),
j=1

entonces se dice que la familia {&; };c; es condicionalmente independiente dada G (o sim-
plemente G independiente). Esta relacién juega un papel importante en la probabilidad
y la estadistica; en particular, la G-independencia de dos sub-g-dlgebras de F interviene

en la definicion y estudio de los procesos markovianos y de los procesos reciprocos.

El principal aporte de este trabajo consiste en establecer algunas propiedades de inva-
rianza de la relacion de independencia condicionada; esto es, dar condiciones necesarias
o suficientes para que se preserve la relaciéon de independencia condicionada cuando
se hacen cambios en uno de los tres objetos que intervienen en su definicién: hacer
mas grande 6 pequena cada clase &;, hacer mas grande 6 pequena la sub-o-dlgebra G o
cambiar la funcién de probabilidad P(-). Estos resultados se pueden ver como generali-
zaciones de los establecidos por Van Putten y Van Schuppen [17] (caso I = {1,2}) y de
resultados conocidos sobre familias de eventos independientes (caso G = {0, }). Como
una aplicacion de estas propiedades de invarianza se establecen versiones condicionadas
de algunos resultados clasicos de la teoria de probabilidad. Los aportes fundamentales
de este trabajo aparecen en el articulo Versidon condicionada de una generalizacion del
lema de Borel-Cantelli de Marmolejo et al. [10] y el articulo Algunas propiedades de la

independencia condicionada de Marmolejo y Munoz [11].
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Introduccion

Sean (€,F,P) un espacio de probabilidad y {&;}icr una familia de clases de eventos:
& C F. Se dice que la familia {&};c; es independiente; en sfmbolos: {&;}ier L, si

para cada subconjunto finito {i, i, - ,ix} de I; k > 2, y cada escogencia E;, € &,
E,, € &,,--- B, €&, se cumple
P(rt_ E;) =] P(E). (1)
j=1

Si B € F es un evento de probabilidad positiva. La familia {&;}ic; es localmente
independiente sobre B (o B-independiente), en stmbolos: {&; }iec; L B, sien (1) se cambia
P(-) por P(-| B), esto es,

P(N_,E;, | B) =[] P(E; | B). (2)

Sea ahora G una sub-o-algebra de . Una familia {&;},.; es independiente dada G (o G-

independiente); en simbolos, {&;},.; 1L G, si para cada subconjunto finito {i1, 4, - -+ , i1}
de I; k > 2, y cada escogencia £, € &, E;, € &,, -+, E;, € &, se tiene
k
P(N_ By | G) =[] P(E;, 16) (ctp). (3)
j=1

La anterior relacion juega un papel importante en la probabilidad y en la estadistica.
En particular, la relacién de G-independencia de dos sub-o-dlgebras F; y Fo de F,
interviene en la definiciéon y estudio de las familias de o-algebras markovianas, de los
procesos markovianos (ver Capitulo XIV de Loeve [8] y Gill [6]) y los procesos recipro-
cos o campos de Markov (ver Jamison [7]). En estadistica, la G-independencia de dos
sub-o-algebras es 1til en el estudio de la relacién entre los conceptos de suficiencia e

invarianza (ver Nogales y Oyola [12] y Nogales et al. [13]).
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En el caso de la G-independencia de dos o-dlgebras F; y Fo; Fi,Fo 1L G, Van Put-
ten y Van Schuppen [17] dieron algunas condiciones necesarias o suficientes para que
al efectuar ciertos cambios en uno de los tres objetos que intervienen en la definicién
de G-independencia, se preserve la relacién de independencia condicionada. Ahora al
considerar una tercera g-algebra F3, puede suceder que se verifiquen las relaciones de
G-independencia dos a dos, es decir que Fy, Fo IL G; Fi, Fs 1L G v F», F3 1L G, pero que
no se verifique la relacién JFy, Fo, F3 1L G.

Por otra parte, en la ultima década se han reportado versiones condicionadas de al-
gunos resultados clasicos de la teoria de probabilidad que involucran la independencia
de una sucesién de variables aleatorias; El lema de Borel Cantelli, la desigualdad de
Kolmogorov, la desigualdad de Hajek-Renyi, la ley de los grandes ntimeros, entre otros
(Ver Majerek et al. [9] y Prakasa [15]).

Estos antecedentes, fueron el motivo para dedicar este trabajo al estudio de las propie-
dades de la independencia de una familia {F;};c; de o-dlgebras, en lugar de sélo dos
sub-o-algebras F; y Fa, buscando generalizar algunos resultados de Van Putten y Van
Schuppen y generalizar algunos resultados conocidos sobre familias de eventos indepen-
dientes (caso G = {2, 0}). También motivé a estudiar algunas versiones condicionadas
del lema de Borel-Cantelli, mostrando que la versién condicionada del teorema de Feng
et al. [5], es méds general que la establecida por Yan [19] y que la establecida por Majerek
et al. [9].

El trabajo se distribuye de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se presenta la defini-
cion de independencia para eventos, familia de clases de eventos y variables aleatorias,
mostrando algunas de sus propiedades (Secciones 1.1 y 1.3); también algunos tipos de
convergencia de sucesiones de variables aleatorias (Seccién 1.2); dedicando la Seccién
1.4 a la probabildad y esperanza condicionada. El Capitulo 2 aborda el problema de
la invarianza de la relaciéon de independencia condicionada, considerando los cambios
en la familia de clases de eventos {&;}ie; (Seccién 2.1), los cambios en la o-édlgebra
condicionante G (Seccién 2.2) y los cambios en la medida de probabilidad P(-) (Seccién
2.3); en las dos tltimas Secciones de este Capitulo se da un vistazo a la independencia
condicionada de variables aleatorias y a las familas de o-dlgebras reciprocas y markovia-
nas respectivamente. Finalmente en el Capitulo 3, se presentan versiones condicionadas
de algunos resultados clasicos de la teoria de probabilidad, comenzando con algunas
desigualdades condicionadas (Seccién 3.1), continuando con algunas versiones condicio-
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nadas de el lema de Borel-Cantelli (Seccién 3.2), luego con la desigualdad generalizada
de Kolmogorov (Seccién 3.3), terminando con la ley fuerte de los grandes niimeros con-

dicionada (Seccién 3.4).

Los aportes fundamentales de este trabajo estan constituidos por la mayor parte del
Capitulo 2 y por la Seccién 3.2 del Capitulo 3. Los resultados aparecen en el articulo
Version condicionada de una generalizacion del lema de Borel-Cantelli de Marmolejo
et al. [10] y el articulo Algunas propiedades de la independencia condicionada de Mar-

molejo y Munoz [11].



Capitulo 1
Preliminares

El objeto de este Capitulo es el de presentar las definiciones y resultados necesarios
para el desarrollo del resto del trabajo, haciendo seguimiento de lo hecho en Bauer [2],
Shiryaev [16], Williams [18], Ash [1] y Billingsley [3]. En la Seccién 1.1 se da la definicién
de independencia de una familia de eventos y se establecen algunas de sus propiedades.
En la Seccién 1.2 se revisan las nociones de convergencia en probabilidad y convergencia
en casi todas partes de una sucesion de variables aleatorias. La Seccién 1.3 se dedica
a la independencia de variables aleatorias, aqui se destaca la Ley Débil de los Grandes
Numeros. En la Seccién 1.4 se presenta la nocién de esperanza condicionada de una
variable aleatoria con respecto a un evento, luego con respecto a una descomposicién
finita de espacio muestral y por tltimo con respecto a una o-dlgebra. Se destacan las
propiedades mas importantes de la esperanza condicionada y se acompanan de ejemplos

ilustrativos.

1.1. Independencia

Dado (€2, F, P) un espacio de probabilidad, se dice que dos eventos A, B € F son
independientes, si P(ANB) = P(A)P(B). La siguiente definicién es una generalizacién

de lo anterior.

Definicién 1.1.1 Sea {&;}icr es una familia de clases de eventos; & C F. Se dice que

la familia {&;}ic; es independiente; en simbolos {&;}icr AL, si para cada subconjunto

finito {iy,ia,--- iy} de I; k> 2, y cada escogencia E;, € &,,--- , E;, €&, se cumple
k
P(y_ Ey) = [ [ P(Ey).
j=1
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En particular, dos sub-c-dlgebras G, y Go de una o-dlgebra F, son independientes si
para cada A € G y B € Gy se tiene que A y B son eventos independientes.

Un ejemplo cldsico de una sucesién de eventos independientes es el siguiente (ver
Bauer [16]).

Ejemplo 1.1.2 Dado (]0,1),B([0,1),))) el espacio de medida de Lebesgque-Borel uno

dimensional. Si para todo i =1,2,---, se define

1 2 3 20 -2 20 -1
=lz)olza) o [F5)

entonces P(A;) = 5, ademds para todo n € N se tiene

1
PA,N---NA;) = §P<Ai1 N---NA;, ).
Por tanto para todo subconjunto finito no vacio {iy,is,---i,} de N se tiene que

PA,N---NA;,)=PA,Nn---NA;, )P(A;,)=P(A;,) - P(A;,_,)P(A;,),

in—l
es decir, la sucesion de eventos {Ap}nen €s independiente.

Observacién 1.1.3 Sean & y & dos clases de eventos tales que & C &. FEntonces
1,8 1L si y sélo si P(A) € {0,1}, para todo A € &;.

En efecto, si & y & son independientes y A € £ C &, entonces P(A) = P(ANA) =
P(A)P(A) = P*(A). De aqui que P(A) € {0,1}. Reciprocamente; si para todo A € &
se tiene P(A) € {0,1}, entonces & ,E IL; pues para cada A € & y cada B € &,
P(ANn B) = P(A)P(B).

A continuaciéon se definen los sistemas de Dynkin y los 7-sistemas, los cuales facilitan

el trabajo con las o-algebras.

Definicién 1.1.4 Un sistema D de subconjuntos de €2 es un sistema de Dynkin, si

satisface las siguientes condiciones:
(1) 2 € D.
(2) Si A,BeD y BC A, entonces A— B € D.

(3) Si Ay, Ay, €Dy A;NA; =0 para todo i # j entonces U2, A, € D.
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Dada una coleccion £ de subconjuntos de €2, el sistema de Dynkin generada por ella,

denotado por D(E), es el menor sistema de Dynkin que contiene a &.

Definicién 1.1.5 Un sistema de eventos Y es un w-sistema, si A, B € T implica
ANBeT.

La demostracién del siguiente teorema se encuentra en la Seccion 1.2 del Capitulo I del
libro de Bauer [2].

Teorema 1.1.6 Un sistema de Dynkin D es una o-dlgebra si y sélo si D es un 7-

sistema.
Teorema 1.1.7 Sea {&;}ic; una familia de clases de eventos. Si D(E;) es el sistema

de Dynkin generado por &;, entonces {&}icr AL si y sélo si {D(&)}ier L.

Demostracién. (=) Por la definicién de independencia se puede suponer que I es
finito; 7 = {1,2,--- ,n}. Si D, := {E € F : {E}, 52,~- ,Snl}, {i1,49, -+ ,ix} es un
subconjunto no vacio de {2,--- ,n}y Ej, € &, j = -, k, entonces ID; es un sistema

de Dynkin. En efecto:
(1) Q € Dy, pues cumple

PQNE;N---NE;,)=P(E,N---NE;

(2) Si E,F €D, con E C F entonces F' — E € Dy; ya que se verifica
P(F-E)NE,N---NE,)=P(FNE,N---NE, —ENE,N---NE;)
=P(F)P(E;)--- P(E;,) — P(E)P(E;) - P(E;,)
=(P(F) = P(E))P(Ey) - - P(Ey)
(3) Dada {E),},,cn € Dy, una sucesién disjunta, entonces (Woe_, F,,,) € D;. En efecto

P(Wy E,)NE,N---NE,) = Py _(E,NE,N---NE;,))

= Y P(E,NE;,N---NE;)
m=1

— Z P(E,,)P(E;,)--- P(Ey)
P En)P(Ay) - P(Ay).
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Como & C Dy, entonces D(&;) C Dy y D(&)),E,,---&, IL. Repitiendo el argumento
n — 1 veces se concluye que D(&;),D(&,), -+ ,D(&,) 1L

(<) Basta tener presente que & C D(&;) para cada i € I.

Corolario 1.1.8 Sea {&;},.; una familia de 7-sistemas, & C F. Sio(&;) es la o-dlgebra
AL siy solo si {&},c; L.

generada por &, entonces {0(E;)}e;
Demostraciéon. Como &; es un 7-sistema, entonces por el teorema 1.1.6 o(&;) = D(&;)

y el resultado se obtiene a partir del teorema anterior.

El siguiente ejemplo muestra la importancia de que &; sea un w-sistema en el corolario

anterior.

Ejemplo 1.1.9 Dado el espacio de probabilidad (Q,F,P) donde Q = {1,2,3,4},
F=p(Q)yP{i}) =1;i=1234 Sea & = {{1,2}} y & = {{1,3},{1,4}}.
Es claro que &,& 1. También del teorema 1.1.7 D(&,), D(&) L. Sin embargo & no
es un w-sistema y tampoco o (&) y 0(E) son independientes, pues al tomar los eventos
{1,2} € 0(&) y {3} € 0(&,), éstos no son independientes.

Corolario 1.1.10 Dados {&;},.; una familia de m-sistemas & C F tal que {&},c,; 1L y
{Ij}jeJ una particion de I; esto es, I; # 0 y Wi I; = 1. Si Fj = 0(Uier,&;), entonces
{Fitjes L.

Demostracion. Para cada j € J, sea & el sistema de eventos E; N E;, N---N E;,
donde {iy,dg, -+ ,ix} C Iy By, € &, 7 =1,2,--- k. Entonces £ es un m-sistema tal
que o(&F) = F;. Ahora, como {&},. AL, por la definicién de independencia se tiene
{5; }jEJJL y por el Corolario 1.1.8, {}"j}je]ﬂ.g

Definicién 1.1.11 Dada {F, },en una sucesion de o-dlgebras en F yZ,, = o (UsS_, Fu),
entonces Ly, = M2 1L, es llamada la o-dlgebra de eventos terminales de la sucesion

{fn}neN-

Ejemplo 1.1.12 Si {X,}nen s una sucesion de wvariables aleatorias, vy

Jp = 0(Xn, Xps1, -+ ), entonces para todo n > 1

A:{i)ji<oo}:{§:)§i<oo}€=]n;

=1 i=n
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esto es, A € N2, J, = N 0(U>_ {X, 1(B),B € B(R)}), es decir A es un evento

terminal de la sucesion de o-dlgebras {o(X,) fnen-

Teorema 1.1.13 (Ley cero-uno de Kolmogorov) Sea {F,},en una sucesion de o-
dlgebras independientes en F, entonces P(A) =0 ¢ P(A) = 1 para todo evento terminal

A de la sucesion.

Demostracion. Sean A € Z, y D el conjunto de todos los eventos independientes de A,
es decir, todos los D € F tal que P(AN D) = P(A)P(D). Es facil verificar que D es un
sistema de Dynkin. Como del corolario 1.1.10 Z,41 = o(Ug_,, .1 F) es independiente
de U, = o(FLU---UF,) ycomo A € I, entonces U, C D para todo n € N; lo
que implica Uy = |J)~, U, C D. Puesto Uy es un w-sistema se tiene por corolario 1.1.8
o(Uy) = D(Uy) € D. Como Z,, C o(Uy) para todo n € N, entonces A € T, C o(Up).
Tomando D = A, se obtiene P(A) = P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)? y por tanto
P(A)=06 P(A) =1

Ejemplo 1.1.14 Sea {A,}.en una sucesion de eventos independientes, entonces
P(limsup A,,)) = 0 ¢ P(limsup A,) = 1. En efecto, si se toma U, = {0, A,, A, Q}

la o-dlgebra generada por A,, entonces por el corolario 1.1.8 la sucesion de o-dlge-

[ee)

o _nUn) es una sucesion decrecien-

bras {Uy,}nen es independiente. Como Z,, = o(|J
te de o-dlgebras, entonces limsup A, = NY2, U A, € I, para todo n, es decir

limsup A,, € Z,. Basta aplicar el teorema 1.1.13.

En el ejemplo anterior, para {4, },en sucecién de eventos independientes se dedujo que
P(limsup A,,) es cero 6 uno. El lema de Borel-Cantelli, enunciado a continuacién, va
mas alla y da un criterio especifico en términos de la convergencia 6 divergencia de la
serie > P(A,).

Lema 1.1.15 (de Borel-Cantelli ) Dada una sucesion de eventos { A, }nen, se tiene:
(a) Si), P(A,) < oo, entonces P(limsup A,) = 0.

(b) Si{A,}nen es una sucesion de eventos independientes y Y . P(A,) = 0o, entonces
P(limsup A,,) = 1.

Demostracion.
(a) P(limsup A,) = P(Mp2; Uksn Ax) = limy, P(Up>nAy) < limy, 30 P(Ag) = 0.
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(b) Para probar lo requerido es suficiente con ver que P(liminf AS) = 0; para esto
basta probar que P(N2, Af) = 0 para todo n. Dado que {A, },en es una sucesion de
eventos independientes, entonces del corolario 1.1.8 {A¢ },,en son independientes; como
Y. P(A,) =00y l—a<e® setiene

n+j n+j
P(M2 A7) = (1= P(Ap) <[] e "™ — 0,
k=n k=n

cuando j — oo, es decir P(Ng2, AS) = lim; P(N}27 AS) = 0.0

1.2. Tipos de convergencia

En la teoria de probabildad como en el anélisis, se necesita de varios tipos de conver-
gencia, en este caso sobre variables aleatorias, los siguientes dos tipos de convergencia

son los que se usaran en las leyes de los grandes ntimeros.
= Convergencia en probabildad.
= Convergencia en casi todas partes o de probabildad uno.

En un espacio de probabilidad (€2, F, P) se dice que una propiedad es valida en casi todas
partes (c.t.p.) si la propiedad se cumple excepto en un evento A € F de probabilidad
nula. En lo que sigue, X, X;, X5--- son variables aleatorias definidas sobre un espacio
de probabilidad (2, F, P).

Definicién 1.2.1 La sucesion { X, }nen converge en probabildad a X, X, i X, si para
todo € > 0
P(X,—X|>¢ —0, n— oo

Definicién 1.2.2 Una sucesion {X,}nen converge en casi todas partes a X,
.t.p. .
X, =2 X si

Plw: X, » X)=0.

Ademaés como en el anédlisis se necesitara del concepto de sucesion de Cauchy, aqui lla-

mada sucesion fundamental, las cuales se definen segtin sea el caso.



Preliminares 10

Definicién 1.2.3 Una sucesion { X, }nen €s una sucesion fundamental en probabildad,
st para m,n — oo y todo € > 0

P(|X, — Xu| >¢€) =0,

y es fundamental en casi todas partes, si {X,(w)}nen €s fundamental para casi todo
we Q.

Teorema 1.2.4

(a) Xp Py X si sélo si para todo € > 0

P(sup]Xk—X]26> —0, n— oo.

k>n

(b) { X} nen es fundamental en casi todas partes si y sdlo si para todo € > 0
P<sup | X — X 26) —0, n— oo. (1.1)
k,l>n

O equivalentemente

P (sup | Xk — Xn| > e> — 0, n— oo. (1.2)
k>0

Demostracion. (a) Sean Af, = {w : |X,, — X| > e} y A° = limsup A5 = N2, Up>n A5
Como wy € {w: X, - X} equivale a que lim,,_,o, X,,(wp) # X (wp); existe € > 0 tal que
para todo n € N existe k > n donde | X;(wp) — X (wp)| > €, entonces

{w: X, » X} =U- oA = U;’leAi,

por tanto X, LN ¢ equivale a P(UﬁzlA%) = 0, lo cual se cumple si y sélo si
P(A%) = 0, m > 1; siendo igual a decir que para todo € > 0, P(A¢) = 0. Ademds como
UksnAS, | A implica P(A€) = lim,, o0 P(Ur>nAY); se tiene que para todo € > 0

lfim P(UpsnAS) = 0,

n—oo

es decir que para todo ¢ > 0

P<sup|Xk—X\26) —0 n— oo

k>n
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(b) Dado B, = {w : | Xp—Xi| > €} y Be = N2, Up 1> By, se procede de la misma forma
que en (a) y se obtiene el resultado. La equivalencia entre (1.1) y (1.2) se desprende de
la siguiente desigualdad

sup ’Xn+k - Xn‘ < sup ’Xn+k - Xn-i-l‘ < 2sup ’Xn+k - Xn"D
k>0 k>0 E>0

Corolario 1.2.5 Si para todo € > 0 se satisface Y ;- P(| Xy — X| > €) < 0o entonces

X, Sy X

Demostracién. El resultado es consecuencia inmediata de la siguiente desigualdad

P (Sup X, — X| > e> = P(Urzn| Xx — X[ 2 €) <D P(IXi — X| =€)
k>n

k>n
Teorema 1.2.6 Si X, P X entonces X, LSS

Demostracién. Si X, <22 X del teorema 1.2.4 se tiene P (supjsn [ Xe — X[ >€) =0

cuando n — 00, lo cual equivale a P(Ugs,{w : | Xz — X| > €}) — 0 cuando n — oo,
entonces P({w : | X} — X| > €}) — 0, cuando n — oo, es decir X, 5 X g

Ejemplo 1.2.7 X, 2 X no implica que X, N X; ya que al tomar Q = [0,1],
F = B([0,1]) y P la medida de Lebesque. Si AL = =2, L], Xi = T4 (w), 1 <4 < n;
n > 1, entonces la sucesion
I v v2 vl v2 v3 _
{X17X27X27X37X37X37 e } — {I[O,l}v I[07%]7 I[%J]? I[O,%]a I[%,%]? I[%,l]? U }
es convergente en probabilidad a X = 0, pues de la desigualdad de Chebyshev para todo
e>0

- E|X!
lim P(|X;|>€) < lim EXul _

n—o00 n—o0 € n—oo € n—oo NE
Y no converge en casi todas partes, pues al tomar algun wy € [0, 1] la sucesion de nime-
ros reales {X{(wo), X5 (wo), Xa(wo), Xa(wo), X2(wo), X3(wo), -+ } toma valores ceros y

unos.

1.3. Independencia de variables aleatorias

Si una familia de eventos { F; };c; es independiente entonces del corolario 1.1.8 la familia
{Fiticr de o-dlgebras F; = {0, E;, E¢,Q} es independiente. Pero F; es la o-dlgebra
generada por la variable aleatoria indicadora Ig,, entonces la independencia de {E;};cr

implica la de {o(Ig,)}icr. Este resultado justifica la siguiente definicin.
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Definicién 1.3.1 Una familia {X,;}icr de variables aleatorias es independiente; si la
familia {o(X;)}ier de o-dlgebras generadas por las variables aleatorias X; es indepen-

diente.

Teorema 1.3.2 Dado (2, F, P), un espacio de probabilidad, {X;}ic; una familia de
variables aleatorias con imagenes sobre el espacio de medida (2, F;) y sea D; un -

sistema que genera a J;, con Q; € Dy, i € I. La familia {X;}ier es independiente si y

solo si i
PN X N(Qs)) = [T POXG @),
j=1
para cualquier escogencia finita X, Xi,, -+, Xy, de {Xi}ier y cualquier Q;; € D;,,
j=12--- k.

Demostracién. Si D; = {X;1(Q;) : Q; € D;}, i € I, entonces D; es un generador de
o(X;). Como D; es un w-sistema, Q; € D;, i € I, y cada X; es medible, se tiene que D
es un w-sistema y €2 € ;, ¢ € I. Por lo tanto al aplicar el corolario 1.1.8 se obtiene que
{D;}ier AL siy sélo si {o(X;)}ier I, concluyendo lo deseado.q

Observacién 1.3.3 Sean X, Xs, -+, X, variables aleatorias definidas sobre el espa-
cio de probabilidad (2, F, P) y con imagenes sobre (R, B(R)). Dado que el 7 sistema
{(—=o0,z] : © € R} genera a B(R), entonces las variables aleatorias Xi,--- , X, son

independientes si y solo si se verifica
n —1 _ . —1
PN} X7 (=00, 25]) = [ P(X; (=00, 2))-

O lo que es lo mismo,

F(X1 ..... Xn)<x1a C L Ty) = Fxl(l'l) : "Fxn(ﬂﬂn),

donde Fx,

aleatorio (X1, -+, X,) y Fx, es la funcion de distribucidn de la variable aleatoria X;.

X, es la funcién de distribucion acumulada n-dimensional del vector

-----

Teorema 1.3.4 Sea {X;}ic; una familia de variables aleatorias con imagenes en el
espacio (0, F;) y sea Y; : (U, Fi) — (Qh, F!) una funcion medible, para todo i € I,

entonces la independencia de {X;}ier implica la independencia de {(Y; o X;) }bier-
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!, se tiene que (Y; o X;)71(4)) =
XN (Y;HA)), entonces o(Y; o X;) € o(X;). Por tanto {o(X;)}ier AL implica

(3

{o(Y;o Xi)}ier L o

Demostracién. Dado que para cualquier A" € F!

Los siguientes resultados son clédsicos de la teoria de integracion, estos seran enunciados
en este trabajo por su utilidad y su demostraciones se encuentran en la Seccién 6 del
Capitulo II del libro de Shiryaev [16].

Proposicién 1.3.5 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable aleatoria y
sea g > 0 una funcion no decreciente tal que g(X) es una variable aleatoria con espe-

ranza finita. Entonces para cualquier € > 0 se tiene
P(X >¢) <

Corolario 1.3.6 Si X una variable aleatoria con media p y varianza o® < oo, entonces

para cualquier € > 0 se tiene

0.2

PX > < .
Teorema 1.3.7 (Cambio de variables en la integral de Lebesgue) Sea (2, F)y
(E,E) espacios medibles y X = X (w) una funcion F/E-medible con valores en E. Sea
P una medida de probabilidad sobre (Q, F ) y Px la medida de probabilidad sobre (E, &)

inducida por X = X (w)
Px(A)=P{w: X(w) € A}, A€g,

entonces

/Ag(““")P cldo) = [ g(X@)P(), Acé,

X-1(A)
para toda funcion €-medible g = g(x), x € E (En el sentido que si una integral existe,

la otra estd bien definida y ambas son iguales).

Teorema 1.3.8 (de Fubini) Dado el espacio de medida (S, F, i), donde Q = 23 X,
F=F1®F con p = g X lo el producto directo de medidas p11 y o, es decir la medida
sobre F tal que p(A X B) = py X pe(A X B) = u1(A) x ua(B), A € Fi,B € Fy. Si

X = X(wq,ws) una funcion Fy & Fa-medible, integrable con respecto a la medida piq X pa:

/ | X (w1, wa) | d(p1 @ pg) < oo0.
QlXQQ

Entonces las integrales fm X(wy,wo)pr(dwr) y fQQ X (wq, we) pa(dws)
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(1) estdn definidas para todo wy y we;

(2) son funciones Fy y Fi medibles respectivamente con

2 {wz : | X (w1, w2)| 1 (dw) zoo} =0,
951

i {wl 1K (o) () = oo} "
Qo

(3)
/Q . X(wi,wa)d(py ® p2) = /Q(Q X (w1, w2) i1 (dwr)) pa(dewo)

— /Q( ) X (w1, wa) pro(dws) ) p (dewn ).

Teorema 1.3.9 Sean X, --- , X, variables aleatorias independientes. Si E(X;) es fini-
to para todo i, entonces E(][, X;) = [, E(X;) y el producto [, X; es integrable.

Demostracién. Si se toma P = ®7_, Px,. Entonces por la observacién 1.3.3, los teore-

mas 1.3.7 y 1.3.8, se tiene

BUTIXD = [ X0 XoldP = [ ol P e ()
i=1 "

= |21] - -+ |2n| Pxyd(1) - - P, d(n)
R

= [lelPsidten) - [ foulP ) = T E0XD.

i=1
Por 1.3.8 los anteriores calculos siguen siendo validos si se remueven los valores abso-

lutos. Finalmente si E(X;) es finita, entonces F|X;| finita y lo probado muestra que
E(| 1T, X)) =11, E(|Xi]) < oo, por lo tanto E([]}, X;) es finita.q

El reciproco del teorema anterior no es valido como lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.3.10 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad equiprobable, con Q2 = {1,2,3},
F = p(Q). Definimos X y Y wvariables aleatorias sobre {2 como:

1 stw=1 0 si L s 5
stw=10w=
Xw)=¢ 0 siw=2 y Y(w)= :
) 1 stw=2
-1 siw=3
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Por lo tanto se satisface E(XY) = E(X)E(Y) = 0, puesto que E(X)=EXY)=0;
pero P(X1(1)NnY~1(1)) =0 y P(X (1)) = P(Y"!(1)) = 3., es decir que X yY no

son independientes.

Si se agregan méas condiciones al reciproco del teorema 1.3.9 se obtiene un resultado
distinto del ejemplo anterior, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.11 Sean X,Y wariables aleatorias integrables. Entonces X,Y L siy
sélo si para todo par de funciones borelianas f(-) y g(-) tales que f(X) y g(Y) sean

integrables,

Demostracién. Si X,Y Il y f(-), g(-) son borelianas entonces del teorema 1.3.4
f(X),g(Y) 1L y por el teorema 1.3.9 E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)). Por otra par-
te si se cumple que E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g9(Y)) y se define f(X) = Ix-1(a),
g(Y') = Iy-1(p), con Ay B borelianos, se tiene

P(X7HA)NYH(B)) = P(X"(A)P(Y~}(B)),
entonces del teorema 1.3.2 se concluye X, Y 1.5

Proposicién 1.3.12 Si {X,}ien son variables aleatorias independientes y si Var(X;)
es finita para todo i € N, entonces para todo subconjunto finito no vacio {iy,- -+ ,i,} de

N y cada (oaq,- -+ ,a,) € R, se cumple
Var(z ;X)) = Za?Var(Xij).
j=1 j=1

Demostraciéon. Como las variables aleatorias {X;};en son independientes, entonces
para X;,, X;,, -+, X;

in

Var Z% i;) Z% iy~ E(Z a; X)) = E[Z a; (X, — B(X;)))

ZE[Z G (X, — B(X:)) + Y awe(Xi, — B(X3,)) (X, — B(X;))]

i#j=1

=Y 3E((X,, — B(X,))’] +0= 3" afVar(X, ).

se tiene
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Teorema 1.3.13 (Ley débil de los grandes niimeros) Sean Xi, Xo,--- variables

aleatorias independientes, tales que cada cada una tiene media p; < oo y varianzas o?

uniformemente acotadas por M < oo, entonces para todo € > 0 se tiene

n

lim P(I* > (Xi— )| =€) =0.

=1

Demostracion. Como las variables aleatorias Xi, Xs, - - - son independientes, entonces

de la proposicon 1.3.12, se tiene

Var(i X;) = En: Var(X
i=1 i=1

Luego por el corolario 1.3.6

n n

P(\% Z(Xl — i) >e) < mVar(Z = 62n2 Z Var(X

i=1 i=1

<

Se toma el limite de n al infinito y se obtiene el resultado.q

En el Capitulo 3 de este trabajo se consideran versiones de la ley fuerte de los grandes

numeros.

1.4. Probabilidad condicionada. Esperanza condicionada
Si (Q,F, P) es un espacio de probabilidad, B € F y P(B) > 0, la probabilidad condi-
cionada de A € F dado B, en simbolos P(A | B), se define por

P(ANB)

PA|B) = 5

Resulta que P(- | B) : F — [0,1] es una medida de probabilidad y por tanto
(Q,F,P(- | B)) es un nuevo espacio de probabilidad.

Note que

P(A| B) = /A ];E%)dp,
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esto es, P(- | B) es una medida de probabilidad con densidad (de Radon-Nikodyn)
flw) = Ilf((g)) con respecto a P(-). Por tanto, si X es una variable aleatoria integrable,
entonces se puede considerar la esperanza de X con respecto a la probabilidad P(- | B),

en simbolos E(X | B), como

E(X | B) 3:/QX(w)dp(w | B) :LX(@)?((;))CZP(UJ) _ ﬁgfj};ﬂ'

La constante F(X | B) se denomina esperanza condicionada de X dado el evento B.
Observe que si X = I4; A € F, entonces E(X | B) = P(A| B).

Ejemplo 1.4.1 Si (0, F,P) = ([0,1],B([0,1]),A), B = [3,1] y X : Q@ = R es la
variable aleatoria definida por X (w) = w?, entonces

E(X | B) = E;g) :2/11 wdw = 112

2

A continuacién se considera la esperanza condicionada con respecto a una descompo-
sicion. Con esta vision se definira el concepto general de esperanza condicionada con
respecto a una g-algebra G, para luego establer las propiedades elementales de la espe-

ranza condicionada.

Definicién 1.4.2 Si (Q, F ,P) es un espacio de probabilidad y D = {Dy,---, Dy}
una descomposicion finita de Q; es decir, para i,j = 1,--- ,n; D; € F, P(D;) > 0,
DiND; =0 sii#jyQ=wr,D,. Entonces para cada A € F, la variable aleatoria

simple .
P(A|D)(w) =) P(A|D)Ip,(w),
i=1
es llamada la probabilidad condicionada de A con respecto a la descomposicion D.
La variable aleatoria P(A | D) tiene las siguientes propiedades
(a) P(A|D) es o(D)-medible.
(b) Para todo D € o(D) se verifica

P(AmD):/ IAdP:/ P(A | D)dP.
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La propiedad (a) se sigue de la definicién. Para mostrar (b), es suficiente verificar la

igualdad para cada D

| paipyr - B(In, P(A | D)) = E(S. P(A| DI In,)

= E(P(A| Dj)Ip,) = P(A| D;)P(D,)

IdP.
D.

J

Sea X una variable aleatoria integrable. La esperanza condicionada de X con respecto

a D es la variable aleatoria
E(X | D)(w) =Y _ E(X | D;)Ip,(w),
i=1

la cual satisface:
(a) E(X | D) es o(D)-medible.

(b) Para todo D € o(D) se verifica
/ XdP = / E(X | D)dP.
D D

Nuevamente, (a) se sigue de la definicién y para verificar (b) es suficiente comprobarlo
para cada D; € D

n

/ E(X |D)dP = E(Ip,E(X | D)) =E(_ E(X|D)IpIp,)

J i=1

— E(X|D;)P(D;) = E(XIp,) = / XdP.
Dj
Observe que si X = I4; A € F, entonces E(X | D) = P(A| D).

SiY : ) — R es una variable aleatoria discreta que toma valores y1, 92, - - - , y». Entonces
Dy ={{Y =wui}. {Y =w}. - ,{Y =y,}} es una descomposicion de 2. En este caso
la variable aleatoria E(X | Dy) se denota por E(X | Y) y se le llama esperanza

condicionada de la variable aleatoria X dada la variable aleatoria Y.
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Ejemplo 1.4.3 Sean (2, F,P) = ([0,1],B([0,1]),A) v X,Y : Q@ — R las variables

aleatorias definidas por

X(w) =3 +w; V() =3I 1)+ (~2)1 (@)

1
el

Aqui Dy = {{Y =3} ,{Y = —2}} y por tanto

E(X|Y)w) = E(X |Y =3)[1)(w) + E(X | Y = ~2)In ) (w).

Como |
EX|Y =3)= E(XIy-sy) [, (3w +w)dw 3
o PY=sh i T 16
Y
1
BX|Y = —2) = L& =2 J1(3w? +w)do g3
7 P({ly=-2}) 3 =15
entonces ; N
BEIY)@) = fglon ) + glin():

A continuacién se da la definicién de esperanza condicionada dada una o-dlgebra. Para

una revisién de esta definicién ver Billingsley [3], Shiryaev [16] o Williams [18].

Definicién 1.4.4 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria
integrable y G una sub-o-dlgebra de F. Entonces existe una variable aleatoria Y que es
G-medible y tal que para todo G € G (equivalentemente, para todo G en un w-sistema

que contenga a 2 y genere a G) se verifica

/YdP:/XdP.
G G

Mds atun, si Y* es otra variable aleatoria con estas propiedades, entonces Y = Y*
(c.t.p.). Una variable aleatoria con las propiedades anteriores es llamada una version

de la esperanza condicionada de X dada G y se escribe Y = E(X | G).

Si A € F, la probabilidad condicionada de A dada la o-dlgebra G se denota por P(A | G)
y se define por P(A | G) := E(I4 | G).

Si (E, &) es un espacio medible Y : 2 — E es una funcién F — & medible y Gy = o(Y),
entonces la esperanza condicionada de la variable aleatoria X dada Y se denota por
E(X |Y) y se define por

EX |Y):=E(X|Gy).

El siguiente par de resultados seran enunciados por su utilidad y sus demostraciones se

encuentran en el Capitulo II Seccién 4 de Shiryaev [16].
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Teorema 1.4.5 Dada X una variable aleatoria. La variable aleatoria Y es una funcion
Fx-medible si y solo si existe una funcion boreliana f tal que Y (w) = f(X(w)), para

cada w € €.

Teorema 1.4.6 Sea D = {Dq, Dy, -+, } una descomposicion finita ¢ contable de Q). Si

X = X(w) es una variable aleatoria o(D)-medible, entonces X se puede representar en

la forma
X(w) = Z zilp,(w),
i>1
donde x; € R. i =1,2,---; esto es, X(w) es constante sobre cada elemento D; de D.

Ejemplo 1.4.7 Sea (Q,F,P) = ([0,1],B([0,1]),\). Para calcular E(Y | o(X))(w),
donde Y (w) = 2w?, X (w) = 21[0’%)(w) +wljL yy(w) se procede asi.

2

Puesto que E(Y | o(X)) es o(X)-medible, por el teorema 1.4.5 existe una funcion
boreliana f tal que E(Y | (X)) = f(X), esto es,

EY [o(X))(w) = f(2)]jp1)(w) + flw)f1 y(w).

Para todo G € o(X), [,E(Y | 0(X))dP = [,YdP, tomando G = X~'({2}) = [0, 3)

obtenemos

1 1
— = / 2widw = / YdP = / E(Y | o(X))dP = f(2)dw = = f(2).
120 Joy 0.4) 0.4) 0.4) 2
De aqui que f(2) = %. De otra parte, para cualquier conjunto de Borel B C [3,1]

tenemos X 1(B) = B, y por lo tanto

/Bszdw:/BYdP:/BE(Yya(X))dP:/Bf(w)dw.

De aqui que f(w) =2w? (c.t.p.) para w € [3,1]. En resumen
1

La siguiente proposicién contiene algunas propiedades importantes de la esperanza con-
dicionada, de las cuales se hard uso posteriormente. Para las demostraciones de todas
ellas se puede consultar el Capitulo 9 de Williams [18] y la Seccién 7 del Capitulo IT de
Shiryaev [16].
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Proposicién 1.4.8 Dada G C F una sub-o-dlgebra, la esperanza condicional tiene las
stguientes propiedades:

(E1) Si c es constante y X = ¢ (c.t.p.), entonces E(X | G) = ¢ (c.t.p.).

(E2) (Orden) St X <Y (c.t.p.), entonces E(X | G) < E(Y | G) (c.t.p.).

(E3) |E(X | G)| < E(IX[|G) (ct.p.).

(E4) (Linealidad) St a,b son constantes y aE(X) 4+ bE(Y) existe, entonces

E(@X +bY |G)=aE(X |G)+bE(Y |G) (ctp.)

(E5) Si F. = {0,Q} es la o-dlgebra trivial, entonces E(X | Fi) = E(X) (c.t.p.).
(E6) Si X es F-medible, entonces E(X | F) =X (c.t.p.).

(E7) (Propiedad de la torre) Si Gy C Ga, entonces E(E(X | Go) | G1) = E(X | Gi)
(c.t.p.). Si Gy D Gy entonces E(E(X | G2) | Gi) = E(X | Ga) (c.t.p.).

(E8) (Doble esperanza) E(E(X | G)) = E(X).

(E9) (Papel de la independencia) Dada una variable aleatoria X integrable e inde-
pendiente de la o-dlgebra G, es decir independiente de Ig con B € G, entonces
E(X |G)=E(X) (ctp.).

(E10) (Convergencia dominada) Dadas Y, X1, Xa,--- wvariables aleatorias tales que
X, <Y, EYY) <ooyX, = X (ctp.) entonces E(X,, | G) = E(X | G)
(c.t.p.)y E(|X,, — X||G) =0 (c.t.p.).

(E11) (Convergencia mondtona) Dadas Y, X1, Xa,--- variables aleatorias
(a) Si X, >Y,E(Y)>—00yX,1TX (ctp.), entonces
EX,|G)TEX|G) (ctp.).
(b) Si X, <Y,E(Y)<ooyX,l|X (ctp.), entonces
EX,|9) LEX|G) (ctp.).

(E12) (Lema de Fatou) Dadas Y, X1, Xo, -+ variables aleatorias
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(a) St X, >Y, E(Y) > —o0, entonces

E(liminf X,, | ) <liminf E(X,, | G) (c.t.p.).
(b) Si X, <Y, E(Y) < oo, entonces

limsup B(X,, | G) < E(limsup X,, | G) (c.t.p.).

(E13) (Serie positiva) Si X,, > 0, entonces E(> " X, | G) => 0" E(X, | G) (c.t.p.).
En particular E(3Y )7 X,) => 00 E(X,).

(E14) (Extrayendo lo medible) Sea Y wuna variable aleatoria G-medible, E|X| < oo y
E|XY| < oo, entonces E(XY |G) =YE(X | G) (c.tp.).

(E15) (Desigualdad de Jensen) Sea g : R — R wuna funcion convexa tal que
Elg(X)| < oo, entonces E(g(X) | G) > g(E(X | G)) (c.t.p.).

Ejemplo 1.4.9 (Adaptado de Brzezniak y Zastawniak [4])
Sean (0, F,P) = ((0,1),B((0,1)),\) v las wvariables aleatorias X(w) = 2w? y
Y(w) = 2wI(O7%)(w) + (2w — 1)1[%’1)@)). Para determinar E(X | o(Y))(w); primero
se observa que , vy

X = };[(O,é) + (;)][;1).
Entonces de la propiedad (E14) de la proposicion 1.4.8 se tiene

By 1o0) + Ym0, 4 o).

Ahora, la o-dlgebra inducida por Y consiste de conjuntos de la forma BU (B + %) para

EX oY) =

algiin conjunto boreliano B C (0, 3). Puesto que
P(B) = / To1ydP = / Bl | #(Y))dP
BU(B+3%) BU(B+1)

1
P(B) = P(B +3) =/ Iy qydP :/ By | o(Y))dP,
BU(B+3) BU(B+3)

entonces E([(o,g) |o(Y)) = E(I 4 | o(Y)). Como
1=EQ|Y)=E(oy+Ipy|Y)=Elgy |Y)+E(Upy[Y)=2E1,|Y),

entonces E(I[%J) 1Y) = 1. En consecuencia, E(X |Y) = 1(Y?+ (Y +1)?), esto es,

EX[Y)(w) :{
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De acuerdo a lo dicho al inicio de la Seccidén, se sabe que E(X|Y) es Gy-medible,
entonces del teorema 1.4.5 existe una funcién boreliana m = m(y) de R en R tal que
para cada w € Q se tiene m(Y (w)) = E(X|Y)(w), donde m(y) = E(X|Y = y), la
cual es llamada la esperanza condicional de X con respecto al evento {Y = y}. De
otra parte, por el teorema de cambio de variable de la Secciéon 6 del Capitulo IT de

Shiryaev [16], se tiene

/ XdpP = / m(Y)dP = / m(y) Py (dy),
{w:YeB} {w:YeB} B

donde B € B(R), Py es la distribucién de probabilidad de Y y {w : Y (w) € B} € Gy;
todo lo cual lleva a la siguiente definicién.

Definicién 1.4.10 Sean X y Y wariables aleatorias tal que X es integrable. La espe-
ranza condicional de la variable aleatoria X con respecto a 'Y =y es cualquier funcion
B € B(R)-medible m = m(y), para la cual

/ XdP—/m(y)Py(dy), B € B(R).
{w:YeB) B

Que exista tal funcién sigue del teorema de Radon-Nikodym si se observa que

Q(B) B /{w:YGB} XdP’

es una medida signada absolutamente continua con respecto a la medida Py (ver Seccién
6.7 Capitulo II de shiryaev [16]).

Definicién 1.4.11 La probabilidad condicional de el evento A € F dada la condicidon
Y =y, en simbolos P(AlY =vy), es E(14]Y =y).

Ejemplo 1.4.12 Si Y es una wvariable aleatoria discreta con P(Y = y,) > 0,
Yo P(Y = yi) = 1 y X es otra variable aleatoria, tal que E(X) existe. Entonces
para k > 1

PAlY =y,) = P(f]l)?y{i ;}jk}) y BEXY =)= P(leyk)/{ v }XdP.

Siy ¢ {y1, 42, -}, la probabilidad condicionada P(A|Y = y) y la esperanza condi-
cionada E(X|Y = y), pueden ser definidas de cualquier manera; en particular como

Ccero.
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Si (Q,F, P) es un espacio de probabilidad con G una sub-o-algebra de F se tiene que:
(a) 0 < P(A|G) <1 (c.t.p.), para todo A C F.

(b) P(U2 1 ALlG) = > 00 P(A,|G) (c.t.p.), para {A,},en una sucesién de eventos
disjuntos de F.

(c) P(B—A|G) =P(B|G) — P(A|G) (c.t.p.), para A,Be€ Fy ACB.

(d) Si {An}nen es una sucesién de eventos en F y A, T A = U2,
P(A4|9) T P(AIG) (c.t.p.).

A,,, entonces

(e) Si {A,}nen es una sucesién de eventos en F y A, | A = N

o 1A, entonces
P(A,G) | PAIG) (ct.p.).

Se podria considerar de las anteriores propiedades P(:|G)(w) : F — [0, 1], como una
medida de probabildad para w fijo y pensar que existe N' € F con P(N) = 0, donde
para w € N P(-|G)(w) es una medida de probabilidad; sin embargo este no es el caso

en general, como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.4.13 Si D = {D;,Ds,---,D,} es una descomposicion finita de (2,
G =o0(D1,---,Dy,); P(D1) =0y P(D;) >0, para i = 2,3,--- ,n. Una version de
P(A|G) es:

0 stw € Dy,
P(A|G)(w) = P(AND;)

P(D)) stweD;,1=2---,n.

En este caso la funcion A — P(A|G)(w) es una probabilidad, siw € Q — Dy.
Si se define

P(A) st w € Dy,
P(AIG)(w)={ P(AND) . o
W SlWEDi,Z—Q,"‘,TL,

entonces para cada w € Q, A — P(A|G)(w) es una probabilidad.

Ejemplo 1.4.14 Dado el espacio de probabilidad (2, F, P) = ([0,1],B([0,1],\)); si
G =F, para cada A € F

) supA siAF#D
f(A>_{O si A=10.
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Y se define Q : Q x F — [0,1] como

Q(w, A) = [A(w) -+ I{f(A)}(w).
Entonces
(a) Para cada A € F, Q(w,A) es una version de P(A|G).

(b) No existe N € F, con P(N') =0, tal que A — Q(w, A) es una probablidad para
cada w € N°.

En efecto; (a) se cumple, pues si G € G, entonces para cada A € F

/P(A|Q)dP—/]AdP+O—/IAdPJr/I{supA}dP—/(IA+I{SUPA})dP.
G G G G G

Ademds si xy € (0,1], entonces A — Q(xg, A) no es una medida de probabilidad. Para
mostrarlo; sean 0 < x, / xo, donde x; # xj, para i # j y A, = {x,}. En este caso
sup UpenA, = z9 ¥y

= neNAn sup UpeNnAn - -
(Z) Q(mmunENAn) IU NA (-CEO) + [{ PUnenA }(zO) =0+1=1

(M) Q(fﬂm An) = IAn(xO) + I{supAn}<$0) =0+0=0.

Definicién 1.4.15 Una funcion P(w;B), w € Q, B € F, es una probabilidad condi-

cional reqular con respecto a la o-dlgebra G, si:
(a) Para cada w € Q fijo, P(w;-) : F — [0,1] es una medida de probabilidad.

(b) Para cada B € F fijo, la funcion P(w;B) es una version de la probabilidad
condicional P(B|G)(w), es decir P(w; B) = P(B|G)(w) (c.t.p.).

Ejemplo 1.4.16 Si G, Go son dos sub-c-dlgebras independientes en F entonces la
funcion P(w; B) := P(B), con B € Gy, es una medida de probabilidad para cada w € 2

y es una version de la probabilidad condicional P(B|Gs)(w) ya que de la independencia
P(B|G,) = E(Ig|Gs) = E(Ig) = P(B) (c.t.p.).

Por lo tanto P(w; B) es una probabilidad condicional regular con respecto a la sub-o-

algebra Gs.
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Teorema 1.4.17 Dada P(w; B) una probabilidad condicional regular con respecto a G

y X una variable aleatoria integrable. Entonces
E(X|G)(w /X P(w;ds) (c.t.p.).
Demostracion. Para X = Ig, B € F por el parte (b) de la definicién, se tiene

E(X|G)(w) = P(B|G)(w) = P(w; B) = /QIB(S)P(w,ds) (c.t.p.).

Para X una variable aleatoria simple es andlogo, s6lo hay que tener en cuenta la linea-
lidad; para X > 0 existe una sucesion de variables simples { X}, },en tales que X,, T X'y
por lo tanto de la propiedad (E11) de la propiedad 1.4.8 E(X,,|G) 1 E(X|G) (c.t.p.) por
tanto del teorema de convergencia monotona para integrales y para la medida P(w, ),
se tiene

E(X|G)(w) = nh_)ngo E(X,|9)(w) = lim X w,ds) /X (w,ds).

n—o0

Para X arbitraria; como X = X+ — X~ se utiliza lo anterior.q

Corolario 1.4.18 Sean X, Y variables aleatorias, Gy la o-dlgebra generada porY don-
de (X,Y) tiene funcion de distribucion con densidad fxy(X,Y). Si E|g(X)| < oo,

entonces

B0 =) = | @) Fay (aly)da

o

donde fxy(x|y) es la densidad de la distribucion condicional.

Demostracién. Dado que F|g(X)| < oco. Entonces del teorema de cambio de variable
de la Seccién 6 del Capitulo II de Shiryaev [16] y de el teorema anterior

E(X))Y =y) = / 9(X (5))P(w, ds) = / 9(X(5))dP(X ()Y = )(w)
= /_00 9(z) fxpy (xly)dz.o

o

Definicién 1.4.19 Dados (2, F) y (E, &) espacios medibles, se dice que la aplicacion
X = X(w) definida sobre Q y que toma valores en E, es F/E-medible o es un elemento
aleatorio; si {w : X(w) € B} € F, para todo B € £.

Definicién 1.4.20 Sean (2, F) y (E,&) espacios medibles, X = X(w) un elemento
aleatorio con wvalores en E y G una sub-o-dlgebra de F. Una funcion Q(w,B), con

w € QyBeg esuna distribucion condicional reqular de X dada G, si
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(a) Q(w; B) es una medida de probabilidad para cada w € SQ.
(b) Para todo B € £, Q(w; B) = P(X € B|G)(w) (c.t.p.).

Definicién 1.4.21 Dada X = X (w) una variable aleatoria. Una funcion F = F(w,x),
we, xeR BeG esuna funcion de distribucion condicional reqular con respecto a

g, st
(a) Para cada w € Q, F(w;x) es una funcion de distribucion sobre R.
(b) Para cada x € R, F(w;z) = P(X < z|G)(w) (c.t.p.).

Ejemplo 1.4.22 Para (2, F, P) un espacio de probabilidad, G una sub-o-dlgebra de F
y X una variable aleatoria.

(1) Si X es G-medible. Entonces
P(X <2|G) = E(Iix<)|9) = I{x<sy (ct.p.),
de lo cual

1 s X(w) <u,

PX < elg)w) = { 0 si X(w)>x.

Por lo tanto F(w;x) := Iix<z1(w) es una funcion de distribucion regular, ya que

cumple las condiciones dadas en la definicion anterior.

(2) Si X es independiente de G. Entonces

P(X < 210) = E(Iix<n)|0) = E(Iixeny) = P(X < 2) = Fx(z) (ctp.),

Por lo tanto F(w;x) := Fx(x) es como en el anterior caso una funcion de distri-

bucion reqular.

El siguiente resultado, es de existencia de distribuciones condicionales regulares y su

demostracion se encuentra en la Seccién 7 del Capitulo II de Shiryaev [16].

Teorema 1.4.23 Si X = X(w) es un elemento aleatorio con valores en un espacio me-
trico, completo y separable (E,G). Entonces existe una distribucion condicional regular
de X con respecto a G. En particular tal distribucion existe para el espacio (R™, B(R™)).



Capitulo 2

Propiedades de invarianza de la

independencia condicionada.

En este Capitulo se establecen algunas condiciones necesarias y/o suficientes para que
la relacién de independencia condicionada se preserve cuando se hacen cambios en uno
de los tres objetos que intervienen en ésta, ya sea en la familia de clases de eventos, la
sub-g-algebra condicionante o la medida de probabilidad. Estos resultados, que cons-
tituyen el mayor aporte de este trabajo, se pueden ver como generalizaciones de los
establecidos por Van Putten y Van Schuppen [17] para dos sub-o-dlgebras y de los
conocidos para clases de eventos independientes (ver Secciones 5.1 y 5.2 de Bauer [2]).
Los resultados més importantes aparecen en Marmolejo y Munoz [11]. El plan de este
capitulo es como sigue. En la Seccién 2.1 se revisan las definiciones de independencia
condicionada dado un evento e independencia condicionada dada una o-algebra, en la
Seccidn 2.2 se consideran los cambios en la familia {&; }icr, en la Seccién 2.3 los cambios
en la g-dlgebra condicionante G y en la Seccién 2.4 los cambios en la medida de pro-
bilidad P. Como aplicaciéon del contenido de las secciones 2.1 a 2.4, en la Seccién 2.5
se establecen algunos resultados sobre la independencia condicionada de una familia de
variables aleatorias. Finalmente, en la Seccién 2.6 se hace una breve presentacion de las

familias de o-algebras reciprocas y markovianas.

2.1. Independencia condicionada.

Dado el espacio de probabilidad (2, F, P); si B € F es un evento tal que P(B) >0y

P(A|B) = Pg;ég)g) indica la probabilidad condicionada del evento A dado B, entonces

28
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(Q,F,P(- | B)) es también un espacio de probabilidad. La independencia en este tltimo
espacio se denomina independencia condicionada por el evento B o independencia local

sobre B. Especificamente se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1 Sea B € F un evento tal que P(B) > 0. Se dice que los eventos
A, Ay, - L A, € F son independientes condicionalmente dado el evento B, en simbolos:
Ay, Ay, -+ A, L B, si para cualquier subconjunto {iy,--- ,ix} de {1,2,--- n}; k> 2,

se cumple

P(r¥_,A; | B) =[] P(A; | B).

El siguiente ejemplo ilustra que la independencia condicionada no implica independencia

y viceversa.

Ejemplo 2.1.2 Sea (Q,F,P) un espacio de probabilidad tal que Q = {1,2,3,4},
F=p(Q) yP({i}) = 3;i=1,2,3,4.

(a) Los eventos Ay = {1,2} y Ay = {1, 3} son independientes, pero no son condicio-
nalmente independientes dado B = {2,3}, pues P(A1 N Ay) = 1 = P(A)P(42) y
P(A1 N Ay|B) =0# ;1 = P(A4|B)P(As|B).

(b) Los eventos Ay = {1,2,3} y Ay = {2,3,4} son condicionalmente independientes
dado B = {2,3}, pero no son independientes. En efecto P(A; N A3|B) = 1 =
P(A|B)P(A2|B) y P(A1 N Az) = 5 # (3)(3) = P(A1) P(Ay).

La siguiente definicién extiende el concepto de independencia dado un evento a la

independencia condicionada por una o-algebra.

Definicién 2.1.3 Sean (Q, F, P) un espacio de probabilidad, G una sub-c-dlgebra de F
y {&i},er una familia de clases de eventos & C F. Se dice que {&;},.; es independiente

dada G, en simbolos {&;}.., \L G, si para cada subconjunto finito {iy, iy, -+ i} de I;

iel

k> 2, y cada escogencia E;, € &,,E;, € &,,--- B, €&, , se tiene
k
P(N_ E; | G) =] P(E, |9) (ctp.). (2.1)
j=1
La G-independencia de una sucesion finita de clases de eventos &£,&, -+ , &y n > 2,

también se denota por &,&, -+, &, 1L G.
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Observacién 2.1.4 Las definiciones de independencia y de G-independencia coinciden
cuando P(G) € {0,1} para todo G € G (en particular cuando G = {0,Q}); pues para
cada evento G € G, se cumple P(ANG) = P(A)P(G).

En el siguiente ejemplo se muestra la importancia de verificar (2.1) sobre cada subcon-

junto {iy, ig, -+ ,ip} de {1,2,--- ,n}; k > 2.

Ejemplo 2.1.5 Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad del ejemplo 2.1.2. Si se toman
E1 = {1,2}, E2 = {2,3}, E3 = {1,3}, Fl = O'(El), fz = O'(EQ), .Fg = O'(Eg) Yy
G ={0,Q}. Entonces se tiene que

P(E;NE;|G)=P(EiNE;)=-=P(E)P(E;) = P(E; | G)P(E; | G),

N N N

P(E: N ES | G) = P(E: N ES) = ~ = P(E,)P(ES) = P(E; | G)P(ES | G),

es decir, Fi, F; AL G para i # j con 1 < i,j < 3. Sin embargo Fy, Fa, F3 no son
independientes dada la o-dlgebra G; pues P(ENE;NE3) = 0 # ¢ = P(Ey)P(E»)P(Es),
es decir

P(E\NE;NE3 [ G) # P(Ey | G)P(Ez | G)P(Es | G).

Proposicion 2.1.6 Sea {&;}icr una familia de clases de eventos.
(a) {E}ier 1L G si y sélo si para todo J C I, J # 0; se tiene {E;}ies 1L G.

(b) Si& C G para cadai € I, entonces {&}icr 1L G. En particular, siempre se cumple
{EYier L o(Uier&s) y {E}ier L F.

(c) Si& C G oé& C G entonces E,E IL.G. En especial, siempre se cumplen las
relaciones &,E 1L o(&)), E,E L a(&) v &,& L a(&,&).

(d) Si F, G son independientes y & C F, para cada i € I, entonces {&;}icr e€s
independiente si y sélo si {Eyier 1L G.

(e) Si & MG = {E;NG : E; € &,G € G}, entonces {E}ier ILG si y solo si
{&nglier LG

(f) Si{&}icr LG, entonces para cada subconjunto finito no vacio {iy, iy, ,ir} de
I, cada escogencia E;, € &, ,E;, € &, y cada (ay,aq, -+, a;) € RY se cumple

k k
Var(z a;lp, |G) = Zoz?Var(IEij | G),
j=1 j=1

donde Var(Ig | G) = E[(Ig — E(Ig))* | G].
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Demostracion. (a), (b) y (c¢) se obtienen facilmente de la definicién de independencia
condicinada y de la propiedad (F14) de la proposicién 1.4.8.

(d) Si F y G son independientes, para todo A € F se cumple P(A | G) = P(A), por
tanto para {&;}ics Ll G se tiene

P(m;?:lEij) = P(ﬂ?:IEij ‘ g) = HP(EZJ | g) - HP(ElJ) (C.t.p.),
para cada Ej, € &, C F, i; € {i1,da,++ ,ix} C I; es decir, {& }ies L.

(e) por la propiedad (E14) de la proposicién 1.4.8, para {&}icr 1L G, se tiene

k k

P(MiE,NG | §) = IcE(Iy_ g, | G) = Ic[[EUg, |6) =] P(E,NG|G) (ctp.),
j=1 j=1

para todo E;, € &, C F, i; € {iy,iz,---,i} € I y cada G € G. Por tanto como

E;, NG €&, NG, se obtiene {& M G}ier 1L G.

(f) Aqui solo hay que tener en cuenta la propiedad (E4) de la proposicién 1.4.8 y actuar
como en la proposicion 1.3.12, tomando [ B, €N vez de X;. .o

De aqui en adelante, se dardan condiciones necesarias y/o suficientes para que se preser-
ve la relacién de independencia condicionada cuando hay cambios en uno los objetos
que intervienen en la definicién de independencia condicionada, como son {&;}icr, Gy
P(-); generalizando asi algunas propiedades de la G-independencia de dos o-édlgebras

presentadas en Van putten y Van Schuppen [17].

2.2. El problema de cambio en {&;}c;.

Es claro que si {&}ier LG v si A; C &, para cada i € I, entonces {A;}ier IL G. El
siguiente teorema establece que la relacion de independencia condicionada se preserva
cuando cambiamos cada clase &; por el sistema de Dynkin generado por ella.

Teorema 2.2.1 Sea {&;},.; una familia de clases de eventos & C F. Si D(&;) es el

sistema de Dynkin generado por &;, entonces {E;}ic; 1L G si y solo si {D(&)},., 1L G.

iel

i1 L G, la demostracién de que {D(&;)},;

hecho en el teorema 1.1.7, solo hay que tener en cuenta que en este caso se utilizan las

Demostracion. Si {&;} 1l G es andloga a lo
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propiedades de esperanza condicionada. Si {D(&;)},.; 1L G es inmediato de la definicién

1 Gn

iel
de la G-independencia que {&},.,
Corolario 2.2.2 Sea {&;},.; una familia de w-sistemas; & C F, y sea (&) la o-
dlgebra generada por &. Entonces {EYicr 1L G si y sélo si {o(&)Yier 1L G.

Demostraciéon. Aplicando los teoremas 1.1.6 y 2.2.1 se obtiene el resultado.q

En el corolario anterior no se puede omitir que &; es un m-sistema como se muestra en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3 Sean el espacio de probabilidad (0, F, P), & y E como en el ejem-
plo 1.1.9, y G = {0,Q}. Entonces de lo hecho en el ejemplo 1.1.9 no es posible
o(&),0(&E) L G; pues P(E | G) = P(E), para todo E € o(&;), i =1,2.

Corolario 2.2.4 Sean {Fi},., es una familia de sub-o-dlgebras de F y F; VG la o-

dlgebra generada por F; UG. Entonces {Fi}.., \L.G siy sélo si {F;V Glicr AL G.

iel
Demostracién. Como F; MG = {F; NG : F; € F;,G € G} es un w-sistema, tal que
FiV G = o(F; M G); entonces por (e) de la proposicion 2.1.6 y el corolario anterior, se

obtiene lo deseado.g

Corolario 2.2.5 Sea {&;},.; una familia de clases de eventos, donde cada & es un
m-sistema y tal que {&},.; 1L G. Sea {1;},c, una particion de I Si F; := o(Uer,&),

entonces {F;},c; 1g.

el

Demostracién. La demostracion es igual a la hecha en el corolario 1.1.10, sélo que

aqui se utiliza el corolario 2.2.2.o

Teorema 2.2.6 Sean {F;}ic; y G una familia de sub-o-dlgebras de F. Para J C I

sea F' = o(Ur_;F;). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) {Fitier 1L G.

(b) Para cada J = {i,is, -+ ix} C I; k > 1, y cada escogencia F;, € F;,,

j=1,--- k, se cumple

PN F, | G) = P(NELF, |GV FY)  (ctp.).
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(¢) Para cada J = {il, Qg+ yigy C1; k> 1, y cada variable aleatoria integrable X
que sea F;, NV Fi, V - - -V F;, -medible se cumple

EX|G) =EX|GVF) (ctp).

(d) Para cada subconjunto finito no vacio J = {iy,ia, -+ ,ix} de I y cada conjunto
de variables aleatorias integrables X;, , Xi,, -+, X, tal que Xij sea Ej—medz'ble;
j=12 -k y H§:1 X, sea integrable, se cumple

[[EX19) = E(H X;,16)  (ct.p.).

j=1
Demostracién. (a) = (b) Del corolario anterior, F;,, Fi,, -+ ,Fi,F’ 1L G. Si
={FNG:F e F G e G} entonces £ es un 7-sistema que contiene a ) tal

que 0(£) = F/ v G, ademés

P(M_ F,NnF)NG) = /G Iov_ g, rdP = /G P(N\_ F;,NF|G)dP

k
= / (F19)]]PF,
7=1

_ /G E(Ir[[EUr, 16)16)

De otro lado, como FNG € F/ Vv @,

k
GNF J GNF
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Por tanto, para todo FNG € & se tiene

/ P(N_\F;, | G)dP = / P(NY_ F,, | GV F)dP,
GNF

GNF
entonces P(Ni_F; | G) = P(Ni_F;, | GV F7) (c.t.p.).

(b) = (c) Por la hipGtesis (c) vale para variables aleatorias de laforma V" = Ir, np,n-nr,
donde Fj; € F;,, j=1,2--- k, como {F;, NF;,N---NF;, : F;, € Fy,, j=1,2,--- k}

es un m-sistema que genera a F;, V F;, V.-V F;, , entonces (c) vale para las variables

R
k?

aleatorias de la forma Y = Ip, F € F; VF;,V---VF, . Por (E4) de la proposicion 1.4.8,
(c) vale para variables aleatorias simples Y = Y™, o, F; que sean F;, V Fy, V -+ V F, -
medibles. Para Y arbitraria que sea F;, V F;, V- - -V F; -medible, existe una sucesién de
variables aleatorias simples Y7,Y5, - - - tales que cada Y, es F;, V F;, V- - -V F;, -medible,
Yol < Y|y Ya(w) = Y(w) para todo w € Q. Entonces por (E10) de la proposicién
1.4.8, (c.t.p.) se tiene:

E(Y]G) = lm E(Y,|G) = lim E(Y,|G v FY=E(Y |GV F’).

(¢) = (d) Sise toma F/ := o(Ur_;0(X;,)), por (E7) de la proposicién 1.4.8 y por
hipdtesis, se tiene

=

[TE,19) = B, 19X, |9, 9

~
= |
w

= E(X,E(X;, 9|9 ]]|EX, 19)

Y5
g

<

k
= BE(X,EX, |GvFih g [[EX,|G)

Jj=3

k
= B(BE(X, X, |gvFEY g []EX;, | 9)

j=3
k
= E(Xileé | g) HE(XZJ ‘ g) (C't~p~)'
j=3
Continuando con este proceso, se llega a
k k
j=1 J=1

(d) = (a) Basta tomar X;, = Iy, , donde Fj; € Fi .0
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Corolario 2.2.7 Sean {F;}icr una familia de sub-o-dlgebras de F y G una sub-o-
dlgebra de F. Si {Fi}ics 1L G, entonces para cada i, j € I; i # j, se cumple F;NF; CG.

Mds ain se tiene que MerF; € G.

Demostracién. Dados i # j en I, de la definicién de la independencia dada G, es claro
que E,fjﬂg. Si A € F;N F; del teorema 2.2.6 se concluye :

PA|G)=PA|GVF;)=EIs|GVF;)=14 (ctp),

entonces I4 es G-medible, es decir A € G.o

2.3. El problema de cambio en G.

Dado (92, F, P) un espacio de probabilidad y Fi, Fa, F3, G, G sub-o-élgebras de F.
Los siguientes ejemplos y propiedades muestran algunos de los posibles efectos que se

tienen al variar por lo cual se condiciona.
Ejemplo 2.3.1 Dado Q ={1,2,3,4}, F = p(Q) y P({i}) = 1, para cualquier i € 2.

(1) Si Fy ={1,2,3}, F, ={2,3,4}, G ={2,3} y G = o(G) entonces I, F, Il G pero
no se cumple que Fy, Fy 1L G€, por tanto tampoco se da que Fy, Fy 1L G.

(2) S@CL’II F1 = {1,2}, F2 = {1,3} Y G = {2,3} SZ fl = O'({Fl}), fg = U({FQ}),
G1 =A{0,Q} y Gy = o({G}); como los eventos Fy y F» son independientes, entonces
F1 y Fo son Gi-independientes. No obstante, F1 y JFo no son Ga-independientes,

pues
1 1.1
P(Fi N Fb|Go) = Jloe # (5)(5) = P(F1|G2) P(F3|G).
(3) Sean Fy = {1}, Fy = {3} y G = {1,2}. Sean ahora Fy = 0({F1}), Fo = c({Fr}),
G = {0,9} y Go = o({G}); como los eventos Fy y F» no son independien-
tes, entonces Fi y Fa no son Gi-independientes. Sin embargo, Fi y Fa son G-

independientes, para mostrarlo, es suficiente con tener la igualdad
1 1
P(Fl N F2|g2) - 0 - (§IG>(§IGL> - P(F1|g2)P(F2|g2)

(4) SiFy ={1,2}, F5 = {3,4}, F5 = {2,3} y G = {4}, entonces P(F\N(F,UF3)|G) =
P({2}|G) = 0 = P(F1|G)P(F> U F3|G), P(F1 N F3|G) = 0 = P(F1|G)P(F|G) y
P(FL N BGUF) = PU2}{3,4)) = 0 = P(F|G U B)P(B|G U Fy). Es decir
que Fi, LU G, R BRI Gy Fi,F31LGUF,.
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En el ejemplo anterior se mostrd que en general al hacer mas fina 6 mas gruesa la o-
algebra condicionante G, la relacién de independencia condicionada no se preserva; es
decir, si Gi, Go v F; son sub-g-algebras de F; i € I,

(i) {Fitier L Gi v Gi € Gy no implican {F;}ier AL Gs.
(ii) {Fitier 1L Go y Gi € Gy no implican {F; }ier L Gi.

Sin embargo, la G-independencia de dos sub-g-algebras se preserva cuando hay cierta
relacién entre la o-dlgebras en cuestién (ver Van Putten y Van Schuppen [17]). En

especial se tienen las propiedades siguientes.

Proposicién 2.3.2 Si F, F, 1L Gy G C G C Fi entonces Fi, Fo Il Gy.

Demostracién. Como Fy, F, L G entonces del teorema 2.2.6, para todo F; € F; y
Fy € F, se tiene P(Fy|Fy) = P(F|G V F1) = P(F5|G) y también

P(F3|G1) = P(P(Fy|F1)|G1) = P(P(F2|G)|G1) = P(F3]G),
de lo cual P(Fy|G,) = P(Fy|F, vV Gi) y nuevamente de 2.2.6 se tiene Fy, Fo I Gi.0

Otro resultado el cual sera ttil adelante y es una generalizacién de el ejemplo (4) de

2.3.1 es el siguiente.

Proposicién 2.3.3 F,, FoVF 1 G siysolosi Fi,FollG v F,FlGvF.

Demostraciéon. Dado que los conjuntos & = {Fo N Fy : Fy € Fo,F3 € Fz}y
E ={GNF; : G € G, F, € F,} son m-sistemas que contienen a Q, tal que o (1) = FoV.F3
y (&) =GV Fa, se tiene:

(<) Si Fi,FllGgVvF, Fi,F1LG v G € G, entonces del teorema 2.2.6 parte (b) y
de (E14) de la proposicién 1.4.8, se cumple:

/ P(Fl N (FQ N F3)|g)dp = / [FlﬂFzﬁFsdP / IFIﬂFSdP
G GNFy

= / P(Fy N F3|G V Fp)dP

GNFy

:/ P(FY|G V Fo) P(Fs|G v F>)dP

GNFy

:/ E(In, P(R|GV F)|G V Fo)dP
GNFy
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_ / 5, P(F1|G V J)dP
GNFy

= /IFszsp(Flyg)dP
G

_ / E(Ipynr P(F1|G)|G)dP
G

_ /P(F1|Q)P(FzﬂF3|g)dP
G

de lo cual P(Fy N (FoN F3)|G) = P(F1|G)P(Fy N F3|G) (c.t.p.). Entonces al tomar en
cuenta lo supuesto el principio de la demostracion y de lo dicho en 1.4.4, se tiene que
Fi.FoVFlg.

(=) Si Fi, FoVF3 1L G, como Fy C F,V Fs, es claro que Fi, F» 1L G. Por tanto al tener

en cuenta esto, lo dicho en al inicio de la demostracion y la definicién 1.4.4, se tiene
/ P(FiNF5|GV F)dP = / Ipap,dP = / P(Fy N (FyN F3)|G)dP
GNFy GNFy G
= / P(F1|G)P(Fy N F5|G)dP
~ [ BlnonP(RIGIG)P

= ot

:/ B(I P(R|GV F)|G V Fo)dP

NFy

GNFy

Q

P(Fy|G)dP = / Ir,P(F1|G V Fy)dP
GNFy

Q
31

Q

que equivale a P(Fy N 3]GV Fy) = P(F1|G V F2)P(F5|G V Fy) (c.t.p.), es decir que
Fi, F3 LGV Fom

Teorema 2.3.4 Sean Fi, Fo, F3 y G sub-o-dlgebras de F.

(a) Si F1,FoV G I entonces Fi, Fo ILG.

(b) Si F,NV Fo VG, Fs L. Entonces Fi, FoV F3 LG si y solo si F, Fo 1L G.
Demostracién. (a) Dado que F;, F, VG L, entonces en particular F;, G L, por tanto

del teorema 2.2.6 y para Fy € Fj se tiene que P(F}|G) = P(F1[{0,Q} v G) = P(F1) y
P(F|F VvV G) = P(Fi|{0,Q} v 72 V G) = P(Fy). Entonces P(F1|F,V G) = P(F1|G) v
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nuevamente de 2.2.6 se obtiene lo requerido.
(b) (=) Como F, C F, V F3 entonces es claro que Fy, Fo V F3 1L G implica F;, F» 1L G.

(<) De (a) se tiene que F,VF,VG, Fs I implica que F1, Fs 1L FoVG y como Fi, Fo 1L G
entonces de la proposicién 2.3.3 se tiene Fi, Fo V F3 1L G5

En general se tienen los siguientes resultados.

Teorema 2.3.5 Sean {&;}ic; una familia de clases de eventos y D = {Dy, Dy, -} una
descomposicion de Q. Si G = o(D), entonces {&;}ier I G si y sélo si {&}ier 1L D, para
n=1,2,

Demostracién. Para cada A € F se tiene que P(A | G) es o(D)-medible, entonces
P(A|G) = anl P(A | D,)Ip, (c.t.p.), asi para cada {iy, iz, -+ ,ix} C I; kK > 2,y
cada escogencia F;, € &, j=1,2,--- |k,

n>1
y
k k
[1PE; 19)=> ([PE; | Db, (ctp),
7j=1 n>1 j=1
por lo tanto P(NY_E;, | G) = Hle P(E;; | G) (c.t.p.) equivale a P(N'_E; | Dy,) =

Hj:l P(E; | Dn) (C.t.p.),

Teorema 2.3.6 Sean {F;}icr una familia de sub-o-dlgebras de F y G una sub-o-dlgebra
de F. Si {F;Yier L G, entonces para cada J := {iy,iy,--- ,ix} C I; k > 2, se cumple
Firs Figyr - ,]-}kﬂg vV F?, donde F = o(Ur_;F;).

Demostracién. Para F;, € F;,, j = 1,2,--- ,k, del teorema 2.2.6 se tienen (c.t.p.) las
siguientes igualdades
k k

PO F, |GV FY) = PO F, 16) =[] PR, 16) =] EUg, 19)
=1 =1
. J J
= [[EE G)|GvF)
7=1

k
= [[EEUE, |6V Fih) |GV F)
j=1
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k k
= [IEUs, [6vF)=]]PFE, 16V F)no
j=1

7=1
Corolario 2.3.7 Si {F;}ics es una familia independiente de sub-o-dlgebras de F, en-
tonces para cada J = {iy, iy, -+ ,ix} C I; k > 2, se cumple Fi,, Fiy, -+, Fi, \LF7.

Demostracion. Sélo basta tomar G = {0, 2} en el teorema anterior.g

Observacion 2.3.8 El caso reciproco del corolario anterior no es cierto, pues $i
Fi = F para todo i € I, entonces de la F-medibilidad se tiene que para {iy, -+ ,ix} C I;
k> 2, se cumple Fi,, Fiy, -+ Fo, \LF7, ya que F7 = F; pero la familia {F;}icr no es

independiente.

2.4. El problema de cambio en P.

De ahora en adelante, para P y Q medidas de probablidad del espacio medible (2, F), G
una sub-o-algebra de F y {&;}ier una familia de clases de eventos & C F; la esperanza
con respecto a estas medidas se denotara por Ep(-) y Eq(-) respectivamente. Ademés la

G-independencia de {&;}ic; con respecto a estas medidas se simboliza por {&;}ie [JPL g

y {gz‘}iel JQL g.

Teorema 2.4.1 Si Q) es absolutamente continua con respecto a P (Q << P) y

dQ =Y dP, entonces para cada variable aleatoria X que sea Q-integrable se cumple

Demostracién. Para cada G € G, por definicién y propiedades (E7), (E14) de la
proposicion 1.4.8, se tiene:

/GXYdP—/GXdQ—/GEQ(Xyg)dQ—/GEQ(Xyg)YdP
— | Er(Eo(X |9)Y |9)iP = | Eo(X | )En(Y | G)P
G G

/ Ep(XY | G)dP
G

Entonces Ep(XY | G) = Eg(X | G)Ep(Y | G), (P —c.t.p.).o

Observacion 2.4.2 Si en el teorema anterior se toma Y =
A,B e F y P(B) >0, entonces se obtiene

% y X = I, donde

P(ANBIG) = QUAIG)P(BIG). (P — ci.p.).
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Proposicién 2.4.3 Si Q << P y dQ = YdP, donde Y es una variable aleatoria

G-medible y {&;}icr es una familia de clases de eventos, entonces {&}ie[lptg implica

{gi}iel iQL g

Demostraciéon. Por el teorema anterior y la G-medibilidad de Y, para cada A € F las

siguientes igualdades se cumplen (P — c.t.p.)
YEp(Ia|G) = Ep(Y1a|G) = Ep(Y | G)Eq(Ia | G) = YEq(14 | G)

Por tanto, sobre el evento {Y # 0} € G se tiene Ep(I4 | G) = Eg(I4 | G) (Q —c.t.p.).0

Corolario 2.4.4 Si dQ = %dP, donde G € G, entonces {&-}igiplg implica
{51‘}1‘61%9

Demostracion. Esto se obtiene, sélo tomando Y = % en la proposicion anterior.g
En el corolario anterior no se puede omitir que G € G como se muestra en la parte (2)

del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.5

(1) Si en el corolario anterior tomamos G = {0,Q} entonces {EZ-}Z-QLPL implica

(Edier L.

(2) SiQ=1{1,2,3,4}, F=p(Q), G ={0,Q}, A, = {1,2}, A, = {1,3}, G ={2,3}
y P({i}) = 1. entonces es claro que G ¢ G y ademds el anterior corolario no se

cumple, pues P(A;N Ay | G) =1 =1.1=P(A; | G)P(As | G); pero

Q(AINA[G) #Q(A2 | G)Q(A2 | G),

puesto que

1
A1NAg P(G) A1NANG

1

A4 10) =5 | ap =2

1
PG =§=Q(A2 1 G).

| =



Propiedades de invarianza de la independencia condicionada. 41

Proposicién 2.4.6 Si £,&,,--- ,5nJPLg y dQ = %dP, donde B = N, B; con
B, €& parai=1,2,--- ,n, entonces £1,E, - - - ,EHLQLQ.

Demostracién. Por la hipétesis, P(B|G) = P(N?_,B;|G) = [[;—, P(B;|G). De acuerdo

con la observacion 2.4.2, para cada F; € £,1=1,2,--- ,n
P(E;NB|G) P(E;N B;|G)
E/[G) = -
B =" pEie) ~ PG

Ahora, si {i1, iz, -+ ,ix} € {1,2,--- ,n}; k>2y E;, € &, paraj = 1,2,---k, entonces

P((N*_,E;)N B|G Y P(E; N B;.|G k

2.5. Independencia condicionada de variables aleatorias.

En el corolario 2.2.2 se consideré que una familia de eventos {E; };c; es independiente
dada una sub-o-dlgebra G si y sélo si la familia de o-algebras {o(Ig,)}icr es indepen-
diente dada la misma G. En la siguiente definicién se establece que sucede para variables

aleatorias en general.

Definicién 2.5.1 La familia de variables aleatorias {X;}ier definidas sobre (2, F, P)
es G-independiente (G una sub-o-dlgebra de F) si {o(X;)}ier 1L G; lo que se simboliza
como {X;}ier 1L G.

Ejemplo 2.5.2 Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad y {X,}nen una sucesion
de variables aleatorias independientes, entonces del corolario 2.53.7 para la o-dlgebra
G = 0(Xps1, Xppo, ) se tiene X1, -+, Xp AL G. Ahora si T, := Mnen Tns con Ty, =

o(Xn, Xoi1,--+), es la o-dlgebra de eventos terminales asociados a { X, }nen entonces
de la ley cero-uno de kolmogorov para todo G € Ty, P(G) = 0 6 P(G) = 1, de lo
cual por proposicion 1.1.3 se concluye que o(Xy, Xa,---) es independiente de Too y de

la parte (d) de la proposicion 2.1.6 se concluye que la familia de clases de eventos
0(X,) Co(X1,Xa, ), n €N, es To-independiente, es decir { X, hnen 1L Too.

Teorema 2.5.3 Una familia de objetos aleatorios {X;}icr, con imagenes sobre los es-
pacios de medida (2;, F;) donde D; es el m-sistema que genera a F; y Q; € D;, es

independiente si y solo si

P(Nj X;1(Q3)19) = HP 1(@Q:)19) (ctp.)
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para cualquier escogencia finita X;,, Xy, -+, Xy, de {Xi}tier y cualquier Q;; € Dj,,
j=1,-- k.

Demostracién. La demostracion es analoga a la del teorema 1.3.2, sélo que en este

caso se utiliza el corolario 2.2.2.
Observacion 2.5.4

(1) Como w(X;) = {{X; < z},x € R} es un w-sistema que genera a o(X;), para todo
i € I, entonces del teorema anterior {X;}icr \L G siy sélo si {m(X;)}ier 1L G.

(2) Para Y; = g{(X;), con g; : Q@ — R es una funcion boreliana para cada i € I y
{X.:}ier una familia de variables aleatorias, se tiene que o(Y;) C o(X;) y por tanto

{Xitier AL G implica {Yitier 1g.

Proposicién 2.5.5 Sea {X;}icr una familia de variables aleatorias integrables. Enton-

ces
(1) {E(Xi|G)}ier 1L G.
(2) {Xz}lejlg st Yy solo St {Xz - E(Xl‘g)}lgﬂ g

Demostracion. (1) Esto se sigue de (b) de la proposicién 2.1.6, puesto que E(X;|G)
por definicion 1.4.4 es G-medible.

(2)(=) Por la hipdtesis y por el corolario 2.2.4, {o(X;) V Glier L G. El resultado se
sigue de la inclusién o(X; — E(X;|G)) C o(X;) VG.

(«=) Por la hipétesis y por el corolario 2.2.4, {o(X; — E(X;|G))VG}ier L G. El resultado
se sigue de la inclusién o(X;) C o(X; — E(X;|G)) V G.o

Corolario 2.5.6 Si X, y X5 son variables aleatorias integrables G-independientes, en-
tonces Cov(X1, X2|G) =0 (c.t.p.).

Demostracion. El resultado se obtiene de aplicar (2) de la proposicién 2.5.5 y (2) de

la observacion 2.5.4.0
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2.6. Familia de o-algebras reciprocas y markovianas.

Es sabido que {X;}er es un proceso de Markov si para B € B(R) y cada s,t € T con
s < t se tiene
P(X;€ B|F;)=P(X, € B| X,) (ctp.),

donde F} = 0(X,, s < t). En el libro de Lotve [8] se dice que una familia de variables
aleatorias { X; e es un proceso de Markov, si la familia de o-algebras {o(X;) }ser forma
una familia markoviana, por esta razdén en esta Seccion se hara uso de todo el desarrollo
hecho hasta ahora, para exponer algunas propiedades y definiciones equivalentes que

tienen este tipo de familias, que inducen este tipo tan importante de procesos.

Definicién 2.6.1 Dado (0, F,P) un espacio de probabilidad. Una filtracion es una fa-
malia no decreciente {]:t}tel de sub-o-dlgebras de F, es decir Fs C Fy, si s < t.

Ejemplo 2.6.2 Dada una sucesion de variables aleatorias X = {Xt}tzo la familia de
sub-o-dlgebras FX = (X, : 0 < r < t) es una filtracion, para la cual se cumple que X;
es F;*-medible.

Definicién 2.6.3 Dado un espacio de probabilidad (Q0, F,P) y G = {Gi}icr+ una
familia de sub-c-dlgebras de F; Fr:=o0(G,:t€I), I CR*.

(a) G es una familia markoviana, si para cada t € RY se verifica

Flo) Fioo) 1 Fry-

(b) G es una familia reciproca, si para cada 0 < s <t se verifica

Fist)y Fios) V Fitioo) 1L Fray-

Ejemplo 2.6.4 Si G := {F},.; es una filtracion, entonces G es una familia marko-
viana. Esto es cierto, pues para todo A € Floy y B € Fi0), S tiene

P(ANB|F,) = E(Ialp|F) = IaE(Ip|F:) = P(A|F,) P(B|F),
Mads ain, la familia G es una familia reciproca por el corolario del prérimo teorema.

Teorema 2.6.5 Una familia G es markoviana si y solo si para 0 < s < t, se cumple

ﬂo,s]a ﬂs,t]; ﬂt,oo) lL f{s,t}~
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Demostracién. (=) Si G es markoviana entonces Fjg i, Fjic0) L Fiiy, para i =t 6
i =5, como Frg C Fsp C Fisoo)s entonces para cada A € Fjo g

P(A‘.F[s’oo)) = P(A|./_'.[S7OO) vV f{s}) = P(A|f{s}),

de lo cual
P(A’]:[s,oo) V f{s,t}) = P(A’f[spo)) = P(A’]:{s}),

por tanto

P(AlFsny) = P(P(A|Fs00)|Fsy) = P(P(A|Fs)) | Frony)
= P(A|JT"{S}) = P(A|./—"[S,oo) Vv ]:{s,t})

y por el teorema 2.2.6, se tiene que Fjo g, Fls,00) JL]—"{SJ}. Andlogamente como Fyy C
Fisiy © Flo entonces ‘F-[O,t]’]:[t,oo)l]:{s,t}- Por tanto para A € Fjoq, B € Flsys
C € Fii,x); se tiene que AN B € Floy, B € Flsoq) ¥

P(AﬂBﬂC’f{syt}) = P(AF\IB‘}.{SJ})P(C’.F{SJ}) = P(A|f{syt})P(B|f"{s’t})P(C|F{S7t}),

concluyendo que Flo 4, Fls,i], Flt,00) JL]-'{SJ}.

(<) Basta tomar t = s en la hipétesis.o

Corolario 2.6.6 Si G es una familia markoviana, entonces G es una familia reciproca.

Demostracion. Si G es una familia markoviana donde 0 < s < ¢, entonces del teorema

anterior y el corolario 2.2.5 Fis 4, Flo,s] V Ft,00) ﬂf{syt}; obteniendo lo requerido.q

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del corolario anterior es falso.

Ejemplo 2.6.7 Dado (2, F,P) = ([0,1], B[0,1], \) el espacio de medida de Lebesgue

sobre los borelianos [0, 1] con

g — { o({[0,4]}) site(0,1)
B([0,1])  site{0}U[l,00),

entonces de la definicion de Fio g, Fis.s Fit,0) Y de (E14) de la proposicion 1.4.8 es claro
que G = {Gi}ier+ es una familia reciproca. Por otro lado en el caso 0 < s <t < 1,
se tiene que Flos), Flsg, Flt,eo) 10 son independientes dado Fi, 4y entonces del teorema

2.6.5 G ={G}ier+ no es una familia markoviana.
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Proposicién 2.6.8 G := {G, }ier+ €s una familia reciproca si y solo si

Fisals Flo,g) 1L Frsy Yy Fist]s Fltoo) L Frsar V Flos)
(0]

Fisas Fitoo) 1L Frsay Y Fisas Fos 1L Frsay V Fitoo)-

Demostracién. Es consecuencia inmediata de la definicién de familia reciproca y la
proposicion 2.3.3.0o

Teorema 2.6.9 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) G :={Gi}lier+ es una familia markoviana.
(b1) Para 0 < s <t se cumple Fj g, ]:[t,oo)lf{s}.
(by) Para 0 <s<tyAc Fyo se cumple P(A|Fpq) = P(A|Fs).

b3) Para 0 < s <t y X una variable aleatoria integrable Fiy o)-medible se cumple
[t,00)
E(X|Fjo,q) = E(X|Frg).

(1) Para 0 < s < -+ < 8, = s < t =t < -+ < t, se cumple
Fsr o snds Fitnrtm} AL Fsy-

) Para 0 < s1 < -~ < s, =s<t=t < -+ <ty yAE Fg ... 1 s cumple
{17 7'm}
1 (*1|~; {517"'75n}) =1 (*H-; {S})-

(c3) Para 0 < 81 < ++- < 8, =8 <t =1t < - <ty y X una variable aleatoria
integrable Fiy, ... 1,.y-medible se cumple E(X|F(s,.... s.}) = E(X|Fq).

(di) Para 0 <sp <--- < s, =25<tsecumple Fis, ... .}, f{t}ﬂ}"{s}.

(d2) Para 0 < s < -+ < 5, = s < t y A € Fpyyp,y se cumple
P(A|.7:{51,...75n}) = P(A|./7{s}).

(d3) Para 0 < s1 <---<s, =s<tyX unavariable aleatoria integrable Fisy-medible
se cumple E(X|Fs, .. s01) = E(X|Fray)-

Demostracion. (a) equivale a (b;) por la definicién de familia markoviana y el teo-
rema 2.6.5. Las equivalencias de (b1) con (by) y con (b3); de (c1) con (c2) y con (c3);

(dy) con (dg) y con (d3) estan garantizadas por el teorema 2.2.6. Las implicaciones
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(b1) = (c1) = (d;) son consecuencia de la definicién de independencia condicionada.

(¢1) = (b1) Como [] 4 := Nycp,sFs, donde J recorre todos los subconjuntos fini-
tos de [o, s] de la forma {sy,---,s,} con 0 < sy < .-+ < 5, = s, es un w-sistema
tal que U(H[O’s]) = Flos ¥ H[t,oo) := Nict,00)F1, donde I recorre todos los subconjun-
tos finitos de [t,o00] de la forma {¢;,--- ,t,,} con t = t; < -+ < t,,, es también un
m-sistema tal que o(]] ;) = Fito)- Entonces de la hipétesis y el corolario 2.2.2 se
obtiene ./7[075], -F[t,oo) AL .7:{3}.

(ds) = (c2) Sean 0 < 51 < -+ <5, = s <t =1t <th < - <ty F, €Fy,
j=1,2,---,m. Como H{t1 ) = {V By Fyy € Fyysj = 1,-++,m} es un m-sistema
que contiene a {2 y que genera a F, ... 1.}, entonces es suficiente hacer la demostracién

para los elementos de H{tl ot}

m

P(“?:lth|f{81,“~,S7z}) = E(E(H [th|“F{51,“'75n,t17"‘,tm—l})|f{51,“'75n})

Jj=1

m—1
= E(H Ith E(Ith|‘F{517‘“75n7t17“‘7tm71})|f{517‘“,S'n})
J=1

-1

= E( IFtJ E(Ith|‘F~tm71)|f{sl7‘“75n})

3

=1
m—2
= E(( Ith)Xtmfl|f{517“‘,sn})
j=1
m—2
= E(E(H ‘[Ft]-Xtmfl|f{517""Snytla‘“7tm72})|f{517“‘75n})
j=1
m—2
= E( Isz E(Xtmfl|‘F{517"‘asnytla‘“7tm72})|f{517‘”75n})
=1
m—2
= E( IthE(Xtmfl|f{tm72}>|f{sly‘“,sn})
j=1
m—3

= E((H Isz)Xtm72|]:{81y“,Sn})
=1
= o= B(X [ Flsy o sny) = E(X4 [ Frsy),

donde es claro que X, _, = Ith,lE(]th’]:tm_l)v Xy, , = Ith72E<Xtm_1|ftm_2) y
Xy = Ip, E(X},|F,) son variables aleatorias F3, ,-medible, F; _,-medible y F;,-
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medible respectivamente; por lo tanto
PN Fy [ Fisyeany) = B(Xy | Frey) = E(E(X4y | Fra) | Fisy)

= E(B([] 75, 1F e o) | Fis)

J=1

= E(][ 15, 1F) = PO Fy | Fr) o
7=1

Para el siguiente teorema se tomara en cuenta que para I y T subconjuntos de R,
o(Fi|Fr) representa la o-dlgebra o(P(A|Fr) : A € Fy).

Teorema 2.6.10 Dada G = {G}ier+ una familia de sub-o-dlgebras de F. Las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es una familia markoviana.
(2) ‘7(~7:[0,t]|f[t,oo)) = f{t}, teRT.

(3) U(ﬂt,oo)‘ﬁO,t]) = .F{t}, teRT.

Demostracién. (1) = (2) Por hipdtesis para t € R" se tiene f[o,t],}"[tyoo)lf{t},
entonces por teorema 2.2.6 para cada A € Fjg, se cumple

P(A|Fito0)) = P(A|Fltooy V Fiy) = P(AlFpy),

entonces P(A|Fjio)) es Fy-medible, luego o (Foq|Fitoe)) € Fiiy- Por otro lado para
A € Fyy se tiene que A € Floyy v A € Flroo) y POr lo tanto Iy = P(A|Fj)), luego
Fiy € o(Fog|Fiteo))-

= or hipétesis para A € Fjgy, +o0)) €8 Fi-medible, entonces por y
2) = (1) Por hipotesi A€ Foy, P(A|Firoe)) €s Frrmedibl E7
(E14) de la proposicién 1.4.8

P(A|Fy) = P(P(A|Fit00) | Fry) = P(AlFit00)) = P(A|Fito0) V Fiiy),

lo que por teorema 2.2.6 equivale a Fig ), Ft,00) JL]—"{t}.

(1) = (3) y (3) = (1) es andlogo a lo anterior.



Capitulo 3

Versiones condicionadas de algunos

resultados clasicos de la teoria de
probabilidad.

En este Capitulo se presentan versiones condicionadas de algunos resultados clasicos
que aparecen en la literatura de la teoria de probabilidad; durante el desarrollo de este
apareceran diferentes personajes que han jugado un papel destacado en la teoria de
probabilidad y en las matematicas en general, como Cauchy, Erdos, Kolmogorov, Borel,
entre otros. En la Seccién 3.1 se presentan algunas desigualdades condicionadas. En la
Seccion 3.2 se consideran varias versiones condicionadas del Lema de Borel-Cantelli, las
cuales aparecen en Majerek et al. [9], Yan [19], Feng et al. [5], Petrov [14]. En la Seccién
3.3 se presenta las desigualdades condicionadas de Kolmogorov y la de Hajek-Renyi.

Por tltimo la Seccién 3.4 se dedica a la ley de los grandes nimeros condicionada.

3.1. Desigualdades Condicionadas

En esta Seccion se demostraran las versiones condicionadas de un par de desigualdades
clasicas en la teoria de probabilidad, las cuales son importantes para el desarrollo del

resto de este trabajo.

Proposicién 3.1.1 (Desigualdad de Cauchy-schwarz condicionada) Si X y Y son

variables aleatorias cuadrado integrables y G es una sub-o-dlgebra de F. Entonces

(E(XY|G))? < E(X?|G)E(Y?|G) (ct.p.).
Demostraciéon. Dado ¢ € R, se tiene

48
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0 < E((tX — Y)2|G) = 2E(X?|G) — 2tE(XY|G) + E(Y?|G) (ctp.),

si se toma a = E(X?|G), b = —2E(XY|G) y ¢ = E(Y?G), como at®> + bt + ¢ =
alt+ L£)? + % entonces 4ac — b? > 0, es decir 4E(X?|G)E(Y?G) > 4(E(XY|G))?

(c.t.p.), obteniendo el resultado.q

Proposicién 3.1.2 (Desigualdad de Chung-Erdés condicionada) Dado un espa-
cio de probabildad (2, F, P) , {Ar}1<k<n una sucesion de eventos, G una sub-o-dlgebra
de F y { Xk} 1<k<n variables aleatorias G-medibles. Entonces

(ks XiP(Ak]G))?

PUR_ A > t.p.).
(a’) (Uk,‘ZI k"g) = szZI X1XkP(Al N Ak|g) (Ctp)
(b) Para N € {1,--- ,n}, se tiene en (c.t.p.)
(> XnX;P(AynAilG))° < XZP(ANIG) > D XiX;P(A;N AjlG).
N#i=1 N#i=1 N#j=1

Demostracion. (a) Al tomar X := Iyn 4, vy Y =" | X;l4,, entonces de las propie-

dades de esperanza condicionada

E(XY|G) = E(Y_ Xiladu,alG) =) E(Xilarug,alG) = ) B(Xil4|G)
i=1 i=1 i=1

= ZXiE(IAi|g) = ZXiP(Ai|g) (c.t.p.).
i=1 i=1
Como E(Y?G) = E(szleiXkIAiIAk]g) = Ezk:1XiXkP(Ai N Ag|G) (c.t.p.)
y E(X?|G) = E(lup_a,lG) = P(Up_,AlG) (c.t.p.); al aplicar la desigualdad de
Cauchy-shwarz condicionada se tiene

(3 XP(AIG) < P AG) Y XiXiPANANG) (it

ik=1

llegando a lo requerido.

(b) Se procede de la misma forma que en la primera parte; pero tomando X := Xy/a,
yY = ZN;&i:l Xila;- o
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3.2. Lema de Borel-Cantelli condicionado

El lema 1.1.15 de Borel-Cantelli es uno de los més importantes de la teoria de proba-
bilidad, llamado asi en honor de dos eminentes matemaéticos Emile Borel y Francesco
Paolo Cantelli; quienes lo dieron a conocer en las primeras décadas del siglo XX; este
lema juega un papel destacado en la teoria de probabilidad, por ser una herramienta
muy usada para demostrar resultados que involucran convergencia casi en toda parte de
sucesiones de variables aleatorias. Desde hace mas de 50 anos aparecen en la literatura
trabajos dedicados a la segunda parte de este lema, buscando debilitar la hipdtesis de
independencia de la sucesién de variables aleatorias o dando una versién lo mas general
posible, A continuacién se mencionaran algunos resultados establecidos por Yan [19],

Feng et al. [5], Petrov [14] respectivamente

Teorema 3.2.1 Sea {A, }nen una sucesion de eventos en un espacio de probabilidad
(Q,F,P). Siy = P(A,) = oo, entonces

¢ ; ’Zﬁ—l P(Az')P , Zl<i< i<n P(Ai)P(Aj)
P(limsup A,,) > lim sup —=7—=2 = lim sup =="2= :
neN D iy Z]‘:1 P(A; N Aj) neN Z1gi<]‘§n P(A;,NA;)

Teorema 3.2.2 Sean {A,}nen una sucesion de eventos y {x,}nen una sucesion de

nimeros reales. Siy - r,P(A,) = 0o, entonces

/ / | 2o P (A
P(limsup A,,) > lim sup —x /= _

Obviamente, si x, = 1 para todo n € N, entonces se obtiene la desigualdad del resultado
de Yan 3.2.1.

Teorema 3.2.3 Sea {A, }nen una sucesion de eventos en un espacio de probabilidad
(Q,F,P). Sid> 2 P(A,) = oo, entonces se verifica para todo H € R que

= lfminf Zl§i<j§n P(Ai N Aj) - HP(Ai)P(Aj)
o TN o, P(A)2

implica

1
P(li A) > —.
(limsup 4,,) > T 120,
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Estos resultados seran demostrados en sus versiones condicionadas, empezando por la

version condicionada del lema de Borel-Cantelli presentada en Majerek et al. [9].

Lema 3.2.4 Sean {A,}nen una sucesion de eventos de un espacio de probabildad
(QF,P) y G una sub-o-dlgebra de F.

(1) Siy "> P(A,) < oo, entonces Y - E(14,|G) < oo (c.t.p.).

(2) Si A={w:> > E(4,|G) < oo} es tal que P(A) < 1, entonces sélo hay una
cantidad finita de eventos de la sucesion { A, N A}nen que tienen probabilidad uno;
es decir, P(limsup A, N A) = 0.

(3) Si A = {w : > 2 E(14,]G) = oo} y la sucesion de eventos {A,}nen es G-
independiente, entonces P(limsup A,) = P(A).

Demostracion. (1) Las propiedades (E4)y (E7) de la proposicién 1.4.8, el teorema
de convergencia monotona y » -, P(A,) < co implican que

k

D E(a) = Y E(E(4)0) = lim Y E(E(I4,|9)) = lim E(Y | E(14,]9))

= B(lim Y E(I4,9) = EQY_ E(14,19)).

obteniendo Y 07 | E(I4,]G) < oo (c.t.p.).

(2) Dado que

P(imsup(4, N 4)[6) = P(TRL; UL, (41 4)[6) = lim PR, (441 4)9)

< dim Y E(IanalG) =0 (ctp),
k=n

entonces P(limsup(A4, N A)) = E[P(limsup(4, N A)|G)] = 0.
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x

(3) De las propiedades de esperanza condicionada y como 1 — 2 < e™*, entonces

P(UyX, ny2, AflG) = h’m PNy, A%|G) = lim ( lim P(ﬁk °1G9))

i=n*"
n—oo k—oo

= lim ( hm HP Af1G)) = lim ( hm H (1 - P(AG)))

n—)oo k—o0 n—)oo k—o0

= i _ . fm e~ 2ien P(Ail9)
= ,}LIEOH(l P(A;G)) < lim e (c.t.p.),

n—oo

por tanto para w € A, P(liminf A¢|G)(w) < lim,, o e~ 2i=n PAID) = (0 de lo cual

P(lim inf AZ)_/

P(h’mianﬂg)dP—/P(h’mianfl]g)dP—i—/ P(liminf AS|G)dP
Q A Ae

_ / Bt 4z dP = P(lfminf A6 1 A9) < P(A°),

luego P(A) < P(limsup A,,). Por otro lado de el punto (2) de este teorema, se tiene que
P(limsup Ay NA°) = 0y como P(limsup A;) = P(limsup Ay NA)+ P(limsup Ay N A°),
entonces P(limsup A;) = P(limsup Ay N A) < P(A). Obteniendo lo requerido.n

En las siguientes dos versiones condicionadas se busca debilitar la hipdtesis de indepen-
dencia del teorema de Borel-Cantelli. A continuaciéon se mencionard y demostrara un
lema que es util en la demostracion de el teorema 3.2.6, el cual es la versién condicionada
del que estd en Feng et al. [5].

Lema 3.2.5 Sean {A, }nen una sucesion de eventos, { X, }nen una sucesion de variables
oo

aleatorias G-medibles y A == {w : ZXnP(An]Q) = o0}. Entonces sobre A:

n=1
(@) Mmoo i) D20 XiX;P(A; N Aj]G) = oo (c.t.p.).

(b) Para m=1,2,3,---, se cumple (c.t.p.)

) o, XiP(AiG))” , Do X P(AG)
lim sup =5 = = lim sup =5 s .
neN - D Do XiXGP(AiNAGG)  en D001, 200, XaXP(Ai N AlG)

Demostracion. (a) De la hipdtesis y de la parte (a) de la proposiciéon 3.1.2 se tiene

que
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. - - ‘ {2?21 XlP(AZ|g)]2 _
7111?1%2 Z X;X;P(A;NAG) > Llé% PULAG) oo (et.p.).

i=1 j=1

(b) Lo requerido equivale a demostrar

> X P(AG)) D i 2 XiXjP(A; N Aj|G)

lim sup ~“== = lim sup = - (c.t.p.).
neN [Zizl Xz‘P(Ai’g)]Q neN Zi:l Zj:l XinP(Ai N Aj’g)
Como
2
"X, P(AG)) "X P(A;
lim sup [Zlnzm ( ’g)L = |1 —limsup Li (4il9) =1 (et.p.),
neN [0, XiP(A|G)] neN )iy XilP(AilG)
sobre A, y como
1f Z?:l Z?:l XinP(Ai N Aj|g)
fm sup = -
neN  Dicm 2ajem XiX;P(Ai N 44]G)
23 S XX P(A 0 Aj|G) + 30T XPP(A]G)
=1+ lim sup = (c.t.p.),
neN Zi:m Z]:m XZX]P(A'L N AJ ’g)
de la parte (b) de 3.1.2 para cada X;, i € {1,2,---} fijo y de (a), se tiene:
, 23 Y XX P(A N Af|G) + 30T X7 P(AG)
lim sup =0 (ct.p.),
neN Zi:m Zj:m XlXJP(Az N A] |g)
de lo cual

, D i 2 XX P(A; N A4|G)
lim sup —5 o =
neN Zi:l Zj:l XiXJP(Ai N Aj’g)

demostrando lo deseado.q

(c.t.p.),

Teorema 3.2.6 Sean {A,,}nen una sucesion de eventos en un espacio de probabilidad
(Q,F,P) , G una sub-o-dlgebra de F y {X, }nen una sucesion de variables aleatorias
G-medibles. Entonces sobre el evento A := {w : >~ X,P(A,|G) = oo}, se verifica la
desiqualdad:

, , >0 XiP(4G))
P(limsup A,|G) > limsup —5 o
( | ) neN Zi:l Z]‘:1 XinP(Ai N AJ’g)

(c.t.p.).
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Demostracién. Por la parte (b) del lema anterior, la parte (a) desigualdad de Chung-

Erdoés condicionada y (E11) de la proposicién 1.4.8, sobre el evento A se tiene en (c.t.p.):

Pllimsup A|G) = PO, UZ,, AlG) = lim P(UZ,, AlQ)
— lim [nm P (U, AlG)

m—0o0 Ln—o0
. i, XiP(Ai|G))
> lim |[limsu - =
~ m—oo [ neN P Zi:m Zj:m XZX]P(AZ N A]|g)

) o, XiP(AilG))”
= limsu —~ = .
S S Y XiX;P(Ain AG)

Observacién 3.2.7

(1)

(2)

Si en el teorema anterior se toma X,, = 1, para todo n € N, se obtiene

/ , [, PAIG))
P(limsup A,|G) > hrzlesglp >y 25y P(Ain A4(G)

la cual es la version condicionada del lema de Borel-Cantelli que aparece en
Yan [19].

(c.t.p.),

Si Xn, = 1 para todo n € N y si la sucesion {An}nen €s al menos dos a dos G-
independiente (en particular; cuando { A, }nen €s una sucesion G-independientes),
entonces el teorema anterior establece que (c.t.p.) sobre el evento
A={w: Y2 P(A,|G) = oo} se verifica P(limsup A,|G) = 1. De otra par-
te, (c.t.p.) sobre A°:

P(limsup 4,G) = lim P(Uy_,A,|G) < lim > P(AG) =0

De esto se sigue que

P(limsup A,|G) = P(limsup A,|G)14 + P(limsup A,,|G)] 4
= P(limsup A,|G)I4
= Ia.

Ahora, la propiedad (E8) de la proposicion 1.4.8 conduce a la igualdad:
P(limsup A,)) = E[P(limsup A,|G)] = E[l4] = P(A),

que es la parte (3) del lema 3.2.4.
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Ejemplo 3.2.8 Sea (0, F, P) = ([0,1],B([0,1]),\), donde B([0,1]) es la o-dlgebra de
los conjuntos borelianos de [0,1] y A es la medida de Lebesque. Sea G la o-dlgebra

generada por la descomposicion D de [0,1] dada por

D = {[0,1/4), [1/4,1/2),[1/2,3/4), [3/4, 1]}

para los eventos Ey :=[1/4,5/8) y Ey :=[3/8,3/4) se verifican:

1 1
P(ENG) = Ipjany2) + 5[[1/2,3/4), P(E5|G) = 51_[1/4,1/2) + I11/2,3/4)s

1
P(E, N Ey|G) = 51[1/4,3/4) y P(EyUEG) = Ij1/43)4)-
Considere ahora la sucesion de eventos {Ap}nen descrita por:
Ey, By, By N Ey, By, By, By N Ea, By, Eoy By OV By, - -
y la sucesion de variables aleatorias { X, }nen dada por:

1,1,-1,1,1,-1,1,1,-1,---

) 7 7 ) 7 7 ) 7 )

Por el teorema 3.2.6, c.t.p. Sobre A = {w : > > X, P(A,|G) = oo} = [1/4,3/4) se

verifica la desigualdad

P(lmsup A,|G) > P(E\|G) + P(Es|G) — P(Ey N Es|G) = P(Ey U E|G).

De hecho, P(limsup A,|G) = P(E;, U E;|G).

El siguiente lema es la forma condicionada del lema que esta en Petrov [14].

Lema 3.2.9 Sean {A,}n,en una sucesion de eventos, G una sub-o-dlgebra de F vy

A={w:> 2, P(A]G) = oo}, con

e S (PAN AG) = HP(AIG)P(A4G)
(i PGP |

Para todo entero m > 1. Entonces sobre el evento A, para todo H € R fijo y todo m

(m)
H

positivo, se tiene

509 i Disicren (P4 0 441G) — HP(A1G)P(A4G)
m _

neN (7 P(ALG))? (c.t.p.). (3.1)
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Demostracién. Como Y7 P(Ax|G) = Sr_, P(ALG) — 37 P(A4|G), se tiene que

o ke P(AR[G) ()
n—00 ZZ:l P(Ak|g)(w)

=1,

para todo w € A, entonces Y ;_  P(Ax|G)(w) = > p_, P(A4|G)(w) cuando n — oo y

w € A; por tanto la parte derecha de la igualdad (3.1) también se escribe como

b Siicisa(PAN AG) — HP(AIG)P(AG))
(S PG |

sobre el conjunto A. Como para a;, numeros reales, con 1 <7 < k <nym < n todos

nimeros enteros positivos, se tiene

Z Qi = Z ik + Z A + Z ik

1<i<k<n 1<i<k<m m<i<k<n 1<i<m<k<n

entonces de todo lo anterior

W = Kminf Z1§z’<kgm(P(Ai N Ak‘g) - HP(AZ»|Q)P(A,€|Q))
neN (X P(ARG))
D meicken(P(Ai N A|G) — HP(Ai|G) P(A4|G))
(X P(ARG))
i i Disizmern(P(Ai 0 A4]G) — HP(AIG)P(A4lG)
neN (Xhem P(AL]G)) '

+ lim inf
neN

Como para todo w € A se tiene P(A; N Ak|G)(w) < P(A|G)(w) < 1, entonces

Drciemeran(P(Ai N A4[G)(w) — HP(A]G)(w) P(Ax]G) (w))
(X ke P(AR]G) (w))?

< M Lomaren(P(AG) (W) + [H|P(Ar]G)(w))

B (X ki P(Ak]G) (w))? ’

de lo cual

L Cicnas(PA N AG) @) = HP(AIG)@PAG)

n—o0 (X P(AL|G) (w))?
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y como también para w € A se tiene que

L Vi (PAN AG) @) = HP(A(G)(w) P(A1[G)()
e (i, PAG) ()

=0,

se concluye lo deseado.p

La siguiente es la versién condicionada del lema de Borel-Cantelli formulada en Pe-
trov [14] y presentada en Prakasa [15].

Teorema 3.2.10 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad; G una sub-c-dlgebra de
F; Ay, Ao, -+ una sucesion de eventos; un conjunto A = {w : Y ro, P(A4|G) = oo} y
H una funcion G-medible. Si se toma
i S (PAN AG) — HP(AIG)P(AG)
H — mn ;
neN (> ko1 P(Ak]G))?

entonces sobre el conjunto A se tiene

P(l A, _— t.p.).
(limsup A, |G) > 7T 200 (ct.p.)
Demostracion. Como
Z P(A; N AlG) = Z P(Ag|G) +2 Z P(A; N AglG) = P(ALG) + T + Ty,
i,k=m k=m m<i<k<n k=m
donde

Ty=2 Y (P(ANA)-HP(A|G)P(ALG) y To=2H Y P(A|G)P(AG)

m<i<k<n m<i<k<n

entonces al aplicar la desigualdad de Chung-Erdés para { X = 1}1<x<,, se tiene (c.t.p.)

-1

(00, PARG))? [ St P(AIN A4G)

S PANAND) | (o, PALIG))
1 T T, -t

o, PG T (S, PO T (S P(Ak\g»?} |

P(Up_,AklG) >
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Como >, (P(Ak|G))* < > i, P(Ak|G) (c.t.p.) esto implica que para todo w € A se

tenga

 Shw(PAG)? L,

1m

S PAG)E S e ST PAG)

y dado que (S, P(AG))? = Si_, (P(A0)*+2 5, s pen P(ALIG)P(AIG) (c.tup.),

entonces sobre el conjunto A se tiene

T H(G ke P(ARIG))* = 3 (P(Ak]G))?]

lim = lim =H,

w300 (S P(ARIG))E oo (S PAG))?

de lo cual, sobre A

T
P(A4]9))?

-1
P(U,,AklG) = h'rgle%\lnf P(UL_,, AklG) > {hm inf ((Zk - ) + H} (c.t.p.),

luego del lema anterior, para todo m > 1 se tiene
—1
PO, AlG) = 26" + H| = Ran+ H]™ (ctp);

por tanto sobre el conjunto A se cumple

1
P(limsup A,,|G) = P(N_, Urs,, AklG) = hm P(U,, AklG) > Cy—— (c.t.p.).o
apg +
Observacién 3.2.11 Dado que
n 2 n
2 ) P(AIG)P(AIG) = ( P(Ak|g)> =Y (P(AG))%,
1<i<k<n k=1 k=1
2 > PAINAG) =D P(ANALG) — Y P(Al9)
1<i<k<n i,k=1 k=1
y (P(Ax]G))* < P(Ak|G) (c.t.p.) para todo 1 < k < n. Entonces
2in=1 P(Ai N AlG) 1 H 3 1 (P(A]G))?
2 =i f 7 - H + n{gil )
=N L PG T S PIAG) (i P(AG))?

ademds sobre A = {w : Yo P(Ak|G) = oo}, se tiene
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— H.

20y = lim inf
neN

ZZk:1 P(Ai N Ak’g)
(X P(AKIG))?

De la desigualdad de Cauchy-schwarz condicionada se tiene que

(D PAG)* = (BQ_1419)) < B((Y_ 14,)%19)

ik=1 ik=1

entonces

2in=1 P(Ar N A]G)
2 k1 P(AK]G))?

>1 (etp.).

Por tanto de todo lo anterior, sobre el conjunto A se cumple que 2ag > 1 — H, lo cual

equivale a que 2ag + H > 1.

3.3. Desigualdad generalizada de Kolmogorov

Andréi Nikolayevich Kolmogorov matematico ruso que hizo grandes e importantes apor-
tes en los campos de la teoria de la probabilidad y de la topologia. Particularmente,
estructurd el sistema axiomatico de la teoria de probabilidad a partir de la teoria de
conjuntos. Entre los primeros trabajos probabilisticos de Kolmogorov estuvo el publi-
cado en 1924 junto a Khinchin sobre la convergencia de series cuyos terminos dependen
del azar, aqui aparece la conocida y potente desigualdad de Kolmogorov, la cual se-
ra mencionada mas adelante y tiene su demostracion en el Capitulo IV Seccion 2 del
libro de Shiryaev [16]. En este trabajo, la versién condicionada de la desigualdad de
Kolmogorov es una herramienta importante en la demostracién de la desigualdad de
Héjek-Renyi condicionada y para demostrar la ley de los grandes niimeros de Cantelli

condicionada.

Teorema 3.3.1 (Desigualdad de Kolmogorov)

(a) Sean X1, Xs, -, X, variables aleatorias independientes tal que para todo i < n
E(X;)=0, E(X})<oo y Sp= X1+ -+ Xy. Entonces para todo € > (

E 2
P(méx | Skl 26) SM
1<k<n

e
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(b) Si también P(|X;| < c¢) =1, para todo i < n, entonces

(c+e€)?
E(S7)

P<méx \Sk|26) >1-

1<k<n

Para la version condicionada de la desigualdad de Kolmogorov se necesitara del corolario

que viene a continuacion del siguiente lema, el cual es conocido como lema de reemplazo.

Lema 3.3.2 Sean G, F, dos sub-c-dlgebras de F; X, Y dos variables aleatorias tal
que o(X) C F,Y UL G y f:R? — R una funcién boreliana para la cual se cumple
Ellf(X,Y)]] < oo, entonces

E[f(X.Y)|F1 v G =m(X),
donde m(x) = E[f(z,Y)|G]. Esto es
E[f(X,Y)|F1V Gl(wo) = E[f(2,Y)|G](wo),

donde X (wp) = x.

Demostracién. Del teorema 1.4.23 para las varibles aleatorias X y Y existen F' )j;lvg
y Ff V9 funciones de distribucién condicional regular respectivamente; ademés para el
vector aleatorio Z = (X,Y) existe una distribucién condicional regular F V9, tal que

del teorema de Fubini y el teorema 1.4.17, se tiene

E[f(X,Y)|F1V Gl(wo) = 2f(ff:,y)dFéTlvg(wOwyy)

R
— //f(:r,y)dF)flvg(wo,:L’)delvg(wo,y).
R JR

Dado que F3'V9(w,z) = P(X < z|F1 VG)(w) = E(Ix<.|F1 V G)(w) (c.t.p.) ¥ que
o(X) C Fi, entonces o(X) C FLVGy FiV9(w,z) = Itx<zy(w) (c.t.p.). Por otra parte

como Fy,Y G entonces por el teorema 2.2.6

FIY9(w,y) = P(Y <y|lFiVG)(w) = P(Y <y|G)(w) = Fé(w;y) (ct.p.),
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con Fg (w;y) una funcién de distribucién condicional regular para Y dada G. Luego
EUYIF VOl = [ [ s ndien )iy
R JR
— [ | [ rnartn]| atsen e
R L/R

= /RE[f(%Y)!g](w())dl{xq}(wo) = E[f(z,Y)|G](wo),
donde = = X (wo).o
Corolario 3.3.3 Sean X, Y dos wvariables aleatorias, G una sub-o-dlgebra de F,
AcoX)yr>1. Si X, YU GyE|X—-E®xG) +Y —EY|G)|"] < o, entonces
BIIX — B(X|G) + Y — BYIG)[14IG] > E[IX — B(X|Q)[ 1G] (et
Demostracién. Dado que o(X) = {A € F: X (B) = A, BeBR)}; X,Y1g;
tomando X = X (w), E(X(w)|G) = E(z|G) y utilizando el lema anterior se tiene:
E[[X — E(X|G) +Y—E(Y[G)["La]o(X) v G](wo)
—Bllx — B(219) + Y — E(V |0 Tp(x)|G)(w0)
Z|El(x = E(2|9) +Y = E(Y|9))15(x)|G]]" (wo)
=[(z — E(2|9))15(x) + E[(Y — E(Y|G))I5(2)|G][" (wo)
=[(z = E(z|9))1p(x) + E[Y — E(Y|G)|G]E[I5(2)|G][" (wo)
=[(z = E(z|9))1p(x)["(wo) = [(X — E(X|G))La|" (wo)-
Entonces
E[E[X - E(X[9) +Y — E(Y|G)|"1alo(X) VG|G] = E[[(X — E(X|9))14]"|G] (ct.p.),
que equivale a

E[IX — E(X|G) +Y — E(Y|G)['14I6] > E[|(X — E(X|9)L4|6] (ctp.)

Teorema 3.3.4 (Desigualdad generalizada de Kolmogorov) Sean G una sub-o-
dlgebra de F y {Xi}1<k<n un conjunto de variables aleatorias G-independientes, don-
de E[|Xk|"|G] < oo (c.t.p.) para todo 1 < k < n y algin r > 1. Entonces para
una variable aleatoria ¢ > 0 (c.t.p.) G-medible, S, = ¥ X, y el conjunto
C = {maxi<j<n | Sk — E(Sk|G)| > €}, se tiene

e"P(C|G) < B[Sy — E(Su|9)["Io|] < E[|Sn — E(S.|9)"G]  (cL.p.).
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Demostracién. Como X7, -, X,, 1L G entonces S = Zle Xiy R, = >, X, son
G-independientes. Ademads si se toma 7T = inf{k : |S, — E(Sk|G)| > ¢,1 <k <n}y
A = CN{T =k}, entonces del corolario anterior

E[|Sn — E(Sn|g)|T]Ak|g] = E[|Sk+ Rr — E(Sk|G) — E(Rk|g)|TIAk|g]
= E[|S; — B(Sk|G) + R — E(Ri|G)|"L4,G)
B[Sy — E(Sk|G)["14,19]

E(e"14,]1G) = " P(Ak|G) (ctp.),

AVARIY]

por lo tanto

El[Sn = E(Sa|9)"1c|G] = ZEIS — B(S,|G)"L4,|G] = Y e"P(AL[G)

= TP(UkzlAk|g)*€TP(O’g) (ct.p.)

y como |S,, — E(S,|G)|" > |Sn, — E(S,|G)|"Ic (c.t.p.), entonces

P(C1G) < E[|Sn = E(Sul9)["Ic|9] < E[|Sn — E(Sa9)["|G]  (ctp.).0

A continuacién se enuncia la desigualdad de Hajek-Rényi (ver demostracién Seccién 6.3
del libro de Bauer [1]) y despues su versién condicionada en la cual su demostracién es

un objetivo de esta Seccidén.

Teorema 3.3.5 (Desigualdad de Hajek-Rényi) Sean  Xi,---, X, variables
aleatorias integrables e independientes, v1 > --- > v, > 0 numeros reales y
Ss=X1—EX)+ -+ X,—FE(X;),i=1,--- ,n. Entonces para todom =1,--- ,n y
todo € > 0

1 n
P{ sup ]S > 5} < = lymZVar Z Vi Var(X
m<i<n i1 P—

Teorema 3.3.6 (Desigualdad de Hajek-Rényi condicionada) Sea  {Xj}1<k<m
una familia de variables aleatorias G-independientes con E(X?|G) < oo; una varia-
ble aleatoria € > 0 (c.t.p.) G-medible; S, =S X;, k> 1y

C = {nrgnk%ckysk — E(Sk|G)| > €},
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donde {ci }1<k<m €$ una sucesion no decreciente de variables aleatorias positivas (c.t.p.).

Entonces para todo 1 < n < m se tiene

P(CIG) < ¢ ) BlXi — B(XG)IGP + ) GEXy — B(X:G)IG]  (ct.p.).

n+1

Demostracion. Si E(X;|G) =0, 1 <k <m; ¢ >0 (c.t.p.) es una variable aleatoria
G-medible; A = {max,<p<m xSk > €} y T :=inf{k : |S;| > ¢,1 <k < n}, entonces
para los conjuntos A, = AN{T =r}, Z = S0 S} — ) + 252 vlag-
independencia de los { X }1<k<m se tiene:

3

E(ZIG) = > (ci = i) E(S(19) + ¢, E(S,,]9)

i\

3

k m
= (i — i) B XiX519) + B XiX)(9)

ijl ij=1

— — ) ZX2+2 > XiX;19)

1<i<j<k

e
Il
3

3
. JL

=

S

+ can(Z XP+2 > XiX|6)

i=1 1<i<j<m

3

- ng +Zc E(X?|G)

W
3

3

k
= &Y E(X}G) - ZCiHZE(Xf\Q)ﬂLZCan(XfIQ)
k=n =1 i=1

i—1

=~
Il
3
-

n m—1 k
= ) BXIG)+ Y @)y E(XF[9)

i=1 k=n+1 i=1

m—1 k m

=D Gy BXG) +) aB(XF9)

k=n =1 i=1
n m—1 k+1 m—1 k
= Y BE(XG) + Y Gy BX16) =Y dn ) E(X;
= k=n i=1 k=n i=1
n m—1 k
= Y EXPIG) + ) e [ EXTIG) + E(X{419)

i=1

k=n =1
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m—1
ZE (X?1G) + ch+1E(X13+l|g)

m

ZEXZIQ Z E(X2G) (ctp).

Por otro lado como se cumple que E(Z|G) > E(ZI14|G) = Y.1" E(Z14,|G) (c.t.p.),
E(Z14,1G) = 375, (ck = ) B(SP1a,1G) + ch, B(S3 La,

igualdad de Kolmogorov generalizada, para r < k < m, se tiene

) (c.t.p.) y como de la des-

no

B(S}14,10) = E(S14,10) > SP(AG) (ctp.).

Entonces se concluye

m—1
E(Z1,10) > Y&~ &) SPA10) + & 5 PAG)
k=n r
[ P(A,10) - ;P<Ar|9> + 25 P(4,10)

= A5PAG) 2 P(AIG) (ctp),

T

pues de la hipotesis para 1 < k < m se tiene que ¢, < ¢ < ¢,. Por tanto
E(Z|G) > Y ?P(A,|G) = e2P(Wm, A.|G) = 2P(A|G) (c.t.p.), demostrando lo

requerido.p

Corolario 3.3.7 Dadas { X }r>1 una sucesion de variables aleatorias G-independientes
con E(X?|G) < oo; una variable aleatoria e > 0 (c.t.p.) G-medible, Sy = Y5 Xi, k > 1
entonces se tiene

1<k<

52P(max Sk — E(Sk|G) > £]6) < > E[Xx — E(X4[G)|G]”  (ct.p.).
k=1

Demostraciéon. Es solo tomar en el teorema anteriorn =1y c; =cy =+ =¢,, = l.g

Observacién 3.3.8 Al tomar m — oo en la desigualdad de Hajek-Rényi condicionada

y cambiar ¢, = L, cuando k > 1, entonces para

k
o {Sup 19 = E(SklG)] 5}7
n<k k
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se tiene
> Yot BIXi — E(Xi|9)IG) | <~ E[Xix — E(X,|G)|9)°
£2P(C|G) < —~ + ) e (c.t.p.).
k=n-+1
Ademds si se supone Y - w < oo (c.t.p.), entonces para una variable

aleatoria € > 0 (c.t.p.) G-medible se cumple

lim e*P(C|G) =0 (ct.p.),

n—oo

luego

P(lim sup >e|G)=0 (ct.p.),

n—oQ

|Sn — E(Sn’g”
n

lo cual es equivalente

S, — E(S,
P(lim inf | (5al9)] <el|G)=1 (etp),
n—oo n
para toda variable aleatoria € > 0 (c.t.p) G-medible, de lo que se concluye
S, — E(S,
P(lim | (5al6)] =0]G)=1 (ctp.).
n—00 n

3.4. Ley Fuerte de los grandes niimeros condicionada

Dada X7, X5, - una sucesién de variables aleatorias independientes, con media finita
y varianza uniformemente acotada. La ley débil de los grandes niimeros 1.3.13 establece
que % i W= w En el ano 1930 Kolmogorov mostré que este resultado se
podia mejorar demostrando que la convergencia a p se da no sélo en probabilidad si no
también con probabilidad 1, la cual como ya se mostrd es un tipo de convergencia mas
fuerte. A continuacion se enuncian las versiones de la ley fuerte de los grandes niimeros
de Cantelli y de Kolmogorov, las cuales estan demostradas en la Seccién 3 del Capitulo

IV de Shiryaev [16].

Teorema 3.4.1 (de Cantelli) Sean X, X5, - variables aleatorias independientes con

cuarto momento finito (E|X;|* < oo para todo i € N) y sea
E|X; — E(X;)|* < C,

con C' constante. Entonces

donde p = %
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Teorema 3.4.2 (de Kolmogorov) Sea Xi,Xs,--- una sucesion de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas con E|X;| < co. Entonces

P (1w 22 g -1
( )

n—o0 n

siguiendo esta idea se van a enunciar y demostrar las versiones condicionadas de los

anteriores resultados.

Teorema 3.4.3 (De Cantelli condicinada) Sea {X,,},en una sucesion de variables
aleatorias G-independientes, donde para algin r > 1 se cumple

. E(|X, — E(X,I9)*|¢
Z(I (Xal9)I” [ 9)

o < oo (ctp.).

Entonces
P(lim

n—oo

Sn—i(sﬂg) =0]G)=1 (ctp.).

Demostracion. Sin perdida de generalidad se asumira F(X;|G) = 0 (c.t.p.), k > 1,
de lo cual E(S,|G) = 0 (c.t.p.). Si se toma Dy = {w : |S,| > ne,n € [2F,28+1]}, para
e > 0 (c.t.p.) una variable aleatoria G-medible, entonces de la definicién del conjunto
Dy, se tiene que |S,| > €2 para 28 < n < 281 y por la desigualdad generalizada de
Kolmogorov para k > 1

ok+1
(£25)* P(Di|G) < E(ISu|"|G) < E(|S1[]G) < (21) Y E(1X,I71G)  (et.p.).
n=1

Luego se cumple (c.t.p.)

2k+1

0 2(k+1)r
9 or
ZP Dk|g 2r Z 22kr ZE |X | |g 27" ZE |X ’ ‘g) Z 22kr ’
k=0 k:2k+1>n
como
9(k+1)r & o(k+1)r 0 . k—1 92r
S e 2 w2 (3) cr
k:2k+1>n k=0
92r (an+1)r+1 B 1
- 9or_1 ’ nr+l - Crnr-l-l’
donde k,, es el entero més pequeiio k tal que 2¥*1 > n. Por lo tanto de lo anterior y de
lo supuesto en la hipétesis
- G o E(‘XnPT‘g)
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es decir, P({w : > ;= P(Dk|G) < oo}) = 1y al aplicar el punto (2) de 3.2.4 se
tiene que P(limsup,_, . Di) = 0, lo cual es igual a P(lim,_,{w : |S,| > ne}) = 0.
Entonces de la definicion de esperanza condicionada lo anterior equivale a
E(P(lim,oo{w : |5, > ne}|G)) = 0, luego P(lim,,_,oo{w : |S,| > ne}|G) = 0 (c.t.p.),
de lo cual P(lim,,_,, % =0|G)=1 (ct.p.)o

Lema 3.4.4 (Toeplitz) Sean {a,}neny una sucesion de nimeros no mnegativos,
by = > iy ai, by > 0 para n > 1, con b, T 0o cuando n — oo y {X, }nen una su-
cesion convergente a X. Entonces

n

, 1
S g 24X = X

=1
si en particular a, = 1, para n € N, entonces

Xt X,
lfm LT

n—00 n

= X.

Demostracion. Si X,, — X, entonces para todo ¢ > 0 existe ng € N tal que para

n > ng, se tiene | X, — X| < %, como b, T 0o entonces existe n; € N tal que n; > ng y

2 &

E[ZaﬂXj - X” < b”l?
=1

luego para n > ny > ng se tiene

1 — 1 —
|;Zanj—X| < anj|Xj_X‘
nj:1 nj:l

1 & 1
= b—Zaj|Xj—X|+b— > alX; - X|

j=1 " j=ng+1
1 & 1 «
< EZGJ‘X]'_X’_‘_E‘Z a;| X; — X
7=1 Jj=no+1
€ 1 & €
< 5—0—52 aj'§<8.|j
Jj=no+1

El siguiente resultado es un caso especial del teorema anterior, en este caso la sucesién
de variables es idénticamente distribuida dada la o-algebra G y es conocido como la
version condicional de la ley de los grandes niimeros para distribuciones condicionadas

idénticamente distribuidas.
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Teorema 3.4.5 (De Kolmogorov condicionada) Sea {X,, },en una sucesién de va-

riables aleatorias G-independientes e idénticamente distribuidas dada G, entonces

lim S =Y (ctp.)

n—oo N

siy solo si E(X1|G) =Y (c.t.p.).

Demostracién. (<) Sea Y, = X, I{|x,|<n}, donde las variables aleatorias { X, }nen son
idénticamente distribuidas dada G, entonces

Y P #YalG) = Y P(Xal>nlG) =Y P(IXi| > nlG)
n=1 n=1 n=1

= > Pk < |Xi| < k+1]G)
1 k>n

n

= ) kP(k < |Xi| <k +1]G)

k=1

= Z E(kli<ix,<k+1]9)

k=0
< Y B(Xi|exy<hn1|9) = B(X1|G)
k=0
< > B((k+ Dieixy <k4119)
k=0
= Y P(Xi|>n|G)+ > Plk < |Xi| <k +1|G)
n=1 k=0

= Y P(X. £ Y0 +1 (ctp.),
n=1

es decir, 7 | P(X,, # Y,|G) < oo (c.t.p.). Entonces por (2) del lema 3.2.4

P(limsup{w : X,, # Y,,}) =0,
n—oo
que es igual a P(limsup,,_, | X,,| > n) = 0, es decir P(lim,,_,oo(Inf{w : | X,| <n})) =1,
por tanto P(|J;",{w : X,, = ¥,}) = 1. Entonces demostrar que lim,_, %2 = E(X;|G)
(c.t.p.) equivale a que lim,,_,o, 24 = B(X,|G) (c.t.p.). Como

n
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X E(|Y, - EYQ?Q Y, X\ E(|1 X2l x01<ny | G
Z! 91" 19) Z(\nll Z||{I\}|)

2
n=1 n=1 n=1 n

e Z ZE ‘X1| [{k: 1<|X1‘<k‘}‘g)
n= 1

oo e'e) 1
= ZE(|X1‘2[{1€—1§|X1|§1€}!Q 272
k=1 -
< E(| Xy I{k—1§|X1|§k}|g)%
=1
< 2) E(I Xl g-1gx1<01G)
k=1

= 2B(Xi] | G) <o (ct.p.),

entonces por el teorema 3.4.3

Sl - BOGIG)

nh_)r{)lo - (c.t.p.),
es decir "y " By
lim 721“:1 ¥ — lim —Zk:l (Y:[9) (c.t.p.).
n—o0 n n—o0 n

Por otro lado como las { X, },en son variables aleatorias idénticamente distribuidas dada

G, entonces

lim E(Y,|G) = lim E(X,Iyx,i<ny | 9) = 1m E(Xi Ly <0y | §) = E(X]G) (etp),

n—oo

luego del lema de Toeplitz se tiene

iy Tt BOAIG) _

Por tanto se concluye que
Y,
lim 2=V _ E(X1|G) (ctp.),
n—oo n

demostrando lo deseado.

(=) Ahora si {X,, },en es una sucesion de variables aleatorias G-independientes e idénti-
camente distribuidas dada G tal que

Sn
Im — =Y (ctp),

n—o00 M
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entonces
, n , Sn n— 1 Snfl
lim — = lim — —
n—oco M n—oo N n n-—1

=0 (ct.p.),
de lo cual P (limsup{|%2| > 1}) =0, luego del punto (2) de 3.2.4
= X
(e
n=1 n

y como en la primera implicacién se obtuvo

>1] Q) < oo (ct.p.)

Y P(Xi| >n| Q) <EXi|G) <D P(Xi|>n|G)+1 (ctp.),

n=1 n=1

luego E(X:|G) < oo (c.t.p.), entonces por lo hecho en la primera implicacién se obtiene
que E(X1|G) =Y (c.t.p.).o



Conclusiones

Se establecieron algunas propiedades generales de la relacién de independencia con-
dicionada que, junto a las propiedades especiales enunciadas por Van Putten y Van
Schuppen [17], conforman una serie de resultados los cuales son de utilidad en la solu-

cién de algunos problemas que involucren independencia condicionada.

Se establecieron algunos resultados de familias reciprocas y markovianas, mostrando la

relacién entre estas familias y algunas propiedades de estas mismas.

Se establecieron algunas versiones condicionadas de resultados clasicos de la teoria de
probabilidad. En concreto se presento una versién condicionada del lema de Borel-
Cantelli, la cual es més general que la correspondiente a la formulada por Yan [19] y

que la establecida por Majerek et al. [9].
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