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Resumen

En éste trabajo de investigacion se estudiara la buena colocacién local para un
problema de valor inicial, con condiciones de frontera y condiciones iniciales en
espacios de tipo Sobolev adecuados, asociado con la ecuaciéon de Benney-Luke
en la semirecta, imponiendo algunas condiciones de compatibilidad en los datos
iniciales y de frontera. Ademas, se mostrara que la aplicaciéon que asocia a éstos
datos iniciales y de frontera con su respectiva solucién al problema es Lipschitz
entre espacios de Banach adecuados.



Introduccion

El estudio del problema de valor inicial (buena colocacién) asociado con modelos
de evolucion ha sido de gran interés desde tiempos remotos por parte de ma-
tematicos, fisicos, quimico o bidlogos, entre otros, debido a que estos modelos
estan ligados a la descripicion de diversos fenémenos en sus respectivas areas de
estudio. En el caso de modelos de evolucién relacionados con la descripcion de
ondas de agua, el interés comenzo con las observaciones de un ingeniero naval es-
cocés John Scott Russell (1808-1882) quien descubrié lo que hoy se conoce como
un solitén (onda de transmisién u onda solitaria), mientras hacia un estudio de
la quilla de los botes en el Union Canal en Hermiston (Escocia), muy cerca del
campus Riccarton de la Universidad de Heriot-Watt (Edimburgo). Como resulta-
do del estudio de éste fenémeno, y de las investigaciones de J. Boussinesq y Lord
Rayleigh, los matematicos holandeses Diederik Johannes Korteweg(1848-1941) y
su estudiante Gustav de Vries (1866-1934), obtuvieron una ecuacién satisfactoria
que describe el perfil de la onda. Esta ecuacién estaba basada en la suposicion
de que la profundidad del agua es pequena en comparacion con la anchura de las
ondas y relaciona la amplitud de la onda y sus cambios en el espacio con el cambio
de la amplitud en el tiempo. La ecuacién propuesta por D. Korteweg y G. de Vries
(denominada ecuacién Korteweg-de Vries o simplemente ecuaciéon KdV)

Up + EUUL + b Ugzy = 0,

es uno de los modelos clésicos no lineales mas relevantes en el estudio de ondas
de agua de gran elongacién y de pequena amplitud. Es importante mencionar que
el estudio de los problemas de valor inicial con condiciones de frontera (IBVP
en adelante) para modelos dispersivos de ondas de agua han llamado la atencién
de muchos investigadores en los ultimos anos, debido a la necesidad de considerar
estos modelos en dominios finitos o en semirectas y ademas, a la importancia en la
teoria de controlabilidad de estos modelos. Por ejemplo, el IBVP de la ecuacién

KdVv

{&u—(‘?ﬁu—i—uﬁxu =0, z€R t>0, keN 1)

uw(0,t) = h(t), u(z,0)=p(z)
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ha sido abordado por diferentes matematicos. La buena colocacién local para el
s+1
IBVP (1) para datos iniciales (¢, h) € H*(RT) x H, > (RT) con s > 0, fue mos-

loc
trada en [7] por J. Colliander y C. Kenig, reemplazando el IBVP por un problema
de valor inicial (IVP en adelante) forzado. En [8] J. Holmer establecié el mismo
resultado para el caso s > —%. En [6] J. Bona, S. Sun, y B. Zhang estudiaron
la buena colocacion local del problernau1 utilizando la técnica de la transformada
de Laplace para (p,h) € h*(RT) x Hz% (R*) con s > 2. Como es bien conocido,
ademas de la ecuacion KdV, existen diversos modelos que describen fenémenos
relacionados con el analisis de la dindmica de un fluido irrotacional incompresible,
bien sea en un dominio acotado o en un semiplano, como la “buena” ecuacién de
Boussinesq y la ecuacion generalizada de Benney-Luke. La buena colocacién local

de IBVP para la “buena ecuacion de Boussinesq”

(2)

{ Ut — Ugy + Upgzs + (u2>xx =0, z¢€ ]R, t >0,
u(z,0) = f(z), w(x,0) = h(z),

fue establecido por R. Xue en [10] utilizando el principio de la contraccién y una
técnia de la transformada de Laplace, como la utilizada por J. Bona, S. Sun, y B.
Zhang en [6] en el caso del IBVP para la ecuaciéon KdV. Mds exactamente, se ob-
tuvo la buena colocacién local para datos iniciales (f,h) € H*(R") x H*"}(R") y
condicién de frontera (hy, hy) € H35(RT) x H3~1+<(R*), bajo algunas condicio-
nes de compatibilidad por s > % y € > 0 pequenos. Més ain, la buena colocacién
global fué establecida en el caso de dato de frontera cero y condiciones iniciales
(f,h) € Hi(RT) x HS *(R*) para s > 1 con | £l ey + [1hll L2 e+) pequetio.

En éste trabajo de investigacién se considerara el IBVP asociado a la ecuacién
generalizada de Benney-Luke en el primer cuadrante

Ut — Ugy + AUgprr — bumﬁtt _I_ putug_lumc + 2u£uxt = O, T > 07 t> 07
uz(0,t) = hqe(t), w(0,t) = ho(t) (3)
uz(cc,O) :fl(x>7 ut(x70> :f2($>7

donde las funciones f; y h; pertenecen a espacios apropiados de tipo Sobolev. Para
p = 1, esta ecuacién es una aproximacion formalmente valida para la descripcion
de ondas de agua de profundidad finita, de pequena amplitud y de gran elongacién.
Esta ecuacién es una version tridimensional del modelo derivado por J. Quintero
y R. Pego en [3] como un modelo isotrépico para ondas de agua tridimensionales,
donde los pardmetros a,b > 0 son tales que a — b = 0 — %, siendo o el inverso
del nimero Bond (asociado con la tensién superficial). A lo largo del trabajo se
asumira que 0 < b < a, lo cual corresponde a una tensién superficial pequena o
cero (o > 1). En contraste con las ecuaciones de un solo sentido, como la KdV o
la BBM, senalamos que el modelo (3) es una aproximacién valida para describir
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formalmente propagacion de ondas de agua en dos sentidos. La buena colocacién
local del IVP para la ecuacién de Benney-Luke (3) fue obtenida por J. Quintero en
2] con los datos iniciales (ug, uy) tal que ug € H**' = {f € D'(R) : f' € H*(R)}
y up € H*(R) para s > s(p), donde D'(R) denota el espacio de distribuciones en
R. Para p = 1, se puede ver que s(p) = 1. En particular, si v es una solucién local
en [0, 7] tenemos que

up € C([0,T], H (R)), w, € C([0,T], H*(R)) N C*([0,T], H*~(R)).

El resultado sigue los argumentos estandar usando la teoria de semigrupos y la
existencia de un efecto suavizante sobre la parte no lineal. La buena colocacion
global del IVP para la ecuacién de Benney-Luke (3) se establecié utilizando el
hecho de que la estructura hamiltoniana asociada con la ecuacién de Benney-Luke
se conserva en el tiempo para soluciones suaves.

Para el caso de este trabajo de investigacion, el objetivo es demostrar que el
IBVP (3) para 0 < a < b estd localmente bien puesto para datos iniciales
(f1, fo) € H*(RT)x H*(RT) y datos de frontera (hy, hy) € H™)(RT)x H™()(RY),
donde 71(s) y 7r2(s) son exponentes apropiados con s € R. Los resultados de la
buena colocacién para el IBVP asociado con la ecuacuén de Benney-Luke (3) en
el primer cuadrante (x > 0,¢ > 0) serdan obtenidos siguiendo la misma estrategia
empleada por Bona, Sun y Zhang [6] en el IBVP para la ecuacién Korteweg-de
Vries, y por Xue [10] en el IBVP para la “buena” ecuacién de Boussinesq.

Este trabajo esta dividido en tres capitulos. En el primer capitulo se reescribe el
IBVP (3) como un IBVP de primer orden, el cual se divide en tres subproblemas
lineales homogéneos: dos IBVP y un IVP. En los tres subproblemas se encuen-
tran soluciones explicitas y estimativos de dichas soluciones, el primer IBVP y el
IVP se resuelven via transformada de Laplace y Fourier, respectivamente, el se-
gundo IBVP como una combinacién de los dos anteriores. En el segundo capitulo
se utilizan los resultados del primer capitulo para determinar un estimativo del
IBVP lineal homogéneo asociado con datos iniciales (f1, fo) € H*(R') x H*(R*)
y datos de frontera (hy, hy) € H™®)(RT) x H™()(RY). En el tercer capitulo se
utiliza la descripcién de las soluciones via el principio de Duhamel, se obtiene
un resultado de la buena colocacién para el problema homogéneo no lineal como
consecuencia del principio de contracccion en un espacio apropiado Z7, y final-
mente se realizan los estimativos no lineales para obtener un resultado de buena
colocacién para el problema IBVP no lineal asociado con (3).



Capitulo 1

Notaciones y preliminares

En este capitulo plantearemos algunas notaciones basicas y algunos resultados
importantes utilizados en el dearrollo del trabajo.
Sean H*(R), H*?(R) y H*(R) espacios tipo Sobolev definidos como

HR) ={feDR): (1+[¢))*f(Q) € L*(R)},
HOPR) = {f € D'(R) : [¢]*(1 +[C))"f(C) € L*(R)},
H*(R) = {f € D'(R):[¢]"f(¢) € L*(R)},

donde D'(R) denota el espacio de distribuciones sobre R y f denota la transfor-
mada de Fourier con respecto a la variable espacial z.

Ahora para s > 0, se definen los espacios H*(R*) y H*(R") como

H*R") ={f = Fle+ : F € H'(R)}, |f]

HS(R+) = inf{||F||Hs(R) . f = F|R+}
(1.1)

e - f = Flp+}
(1.2)

HYRY) ={f =Flp+ : F € H*(R)}, |f]

Hs(RY) = mf{|| F|

Note que para [ € HS(R), se tiene que flr+ € H*(RY) y || flrt [ =@ty < || f IR ms(m)-
Para s < 0, H*(R*) y H*(R") denotan los espacios de las transformaciones linea-
les acotadas g definidas sobre C§°(R™) con normas

g1l =4y = sup{lg(f)| : f € C°(RT) and || fllg-s@+) = 1}

191l 72 +) = sup{lg(f)| < 0o, f € Cg°(R) and || f[| ;7-s@+) = 1},



respectivamente.
Finalmente, para s € R, y «, 8 € R, se definen los espacios

H5(RY) = {f € Hy(R) : supp(f) C [0,00)}
Hy(RT) = {f € Hy(R) : supp(f) C [0,00)}
Hy (RY) = {f € HOP(R) : supp(f) C [0,00)}

El siguiente lema resume los resultados obtenidos por R. Xue en [10] respecto a
estos espacios (ver lemas 2.1, 2.2 y 2.3 en [10]).
Lema 1.0.1. 1. Para s <0, se tiene que H*(R*) = H§(R™).

2. Para s < 1, se tiene que H*(R") = Hj(RT).
3. Para k + % <s<k+ % con k entero mo negativo, se tiene que
H(RY) ={f € H*R) : Tr(df) =0, j:0,1,...k}.
donde Tr(97f) = &2F para F € H*(R) y f = F|g+.
4. Para a <0y B <1 cona<p, setiene que H*P(RT) = HYP(RT).

5. Para a <0 yk+% < B < k+% con k entero, se tiene que
HeP(RY) = {f € HOP(RY) : Tr(00f) =0, 5:0,1,...k}.

donde Tr(3f) = OIF para F € H?(R) and f = F|g+.

Para efectos del trabajo se definen los conjuntos Y!(A), Y/(A) y Y*# paral € R,
a,B€R, y A=R o R", con sus respectivas normas, como

YH(A) = H'(A) x HY(A), (g, m)llyrcay = lallzmay + Irllzca,
Yy (A) = Hy(A) x Hg(A), (g ") llvecay = lallmecay + 17l 2z
YQ’B(A) = Ha’ﬁ(R+) X HQ’B(IW), (@, ) llyesay = llallaes@ey + |7 l3ges @sy-
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Capitulo 2

IBVP lineal homogéneo: casos
particulares

En este capitulo se reescribe la ecuacién de Benney-Luke (3) como una ecuacion de
primer orden y se estudia el IBVP homogéneo asociado. Para esto se consideran
las variables ¢ = u, y r = wu;, de donde ¢ = 7., y la ecuacién en (3) puede
expresarse como

Ty — Qp + QQpge — brmxt + prqpil%: + 2qp7am = 07
o equivalentemente como,
(I = bP)ry — (I — ad3)qe + pre” ' qu + 2¢"r, = 0.

Si se consideran los operadores lineales A = I — ad? y B = I — bd?, entonces se
tiene que r satisface la ecuacion

re = B ' Aq, — B™H(pra" gz + 2¢Pry).
Luego, el IBVP (3) puede ser escrito como un IBVP de primer orden

G =71y x>0, t>0,

re = B Aq, — BN (pr? " q. + 24772
0(0.1) = ha(t), r(0,1) = ha(t)
Q('T’O) = fl(m)’ 7“(%70) = fg(l’),

o equivalentemente como

0 X(x,t) =MX(z,t)+G(q,7)(z,t), x>0, t>0,
_( ha(®) _( fl=) (2.1)
x0.0 =y ) ¥@0=(50)).

11



donde X, M y GG estan dados por

* e ( . ) M= ( (BPA)ax . ) Claentnt) = ( —Bl(prqpolqﬁ?q%) ) |

Observacion 2.0.1. Si se consideran las variables ¢ = u, y r = uy, la cantidad
Ma)(e,t) = [ aft.o)ds
R

se conserva en el tiempo para soluciones cldasicas y para soluciones suaves, siempre
que la solucion exista y r(0,t) = 0. Por lo tanto, si se considera el problema de
Cauchy asociado con el sistema en la variable (q,r) con dato inicial go € H5(R™),
que cumpla la propiedad de la media cero

/ qo(z) dz = 0,
0

se tiene, siempre que la solucion exista para t, que

/ q(z,t)dx = 0.
0

Lo anterior significa que q(-,t) € H*(RT) y cumple la propiedad de la media
cero, siempre que la solucion exista para t. En este caso, la funcion u es tal que
u(x, t) = 9, Yq(x, t) € VT con q(x,t) = uy(x,t) yr(z,t) = uz,t), donde

V- (fesiLer®) (W= [ 1w

Por esta razon, el trabajo se centra en la buena colocacion local y global para el
problema de Cauchy asociado con el sistema en la variable (q,7), y se establece la
buena colocacion global para el problema de Cauchy asociado al modelo de Benney-
Luke en el caso de condiciones de frontera homogeneas (hy = hy =0).

Ahora, para estudiar el caso lineal homogeneo (G = 0), se considera el sistema

O X(x,t) =MX(z,t), x>0, t>0,

xon = (o ). xeo=(10). @

El anélisis de este IBVP se divide en tres subproblemas. En primer lugar, se
determina la solucién Wy(hy, hy) del IBVP sobre la semirecta

0 X(x,t) =MX(z,t), x>0, t>0,
v (1) xeo- (1),

12



s—3.s-3 ..
para datos de frontera (hy, he) € Y, 27 2(R™)y valores iniciales cero. En segundo
lugar, se determina la solucién Wx(f1, f2) del IVP sobre la recta real

O X(x,t) =MX(z,t), z€R, t>0,

<o = (5)

para valores iniciales (fi, f2) € Y*(R). Y en tercer lugar, se determina la solucién
We(f1, f2) del IBVP sobre la semirecta

O X(x,t) =MX(z,t), x>0, t>0,
won = (). xeo- (1)

para valores iniciales (fi, fo) € YZ(R™) y datos de frontera cero. Ademés de las
soluciones explicitas se obtienen estimativos lineales para cada subproblema.
Note que la funcion

W (f1, f2, ha, he) = Wy(hy, he) + We( fi1, fo)

es solucién del IBVP (2.2) para datos iniciales (f1, fa) € YgF(R*') y de frontera

s 345
(hi,he) €Y, 27 2(RT). En el tercer capitulo se hacen modificaciones apropiadas,
como lo hizo Xue en [10], para obtener un estimativo lineal para el IBVP (2.2) con
valores iniciales (f1, f2) € Y*(R*1) y datos de frontera (hy, hy) € Y2575 (R™).

2.1. IBVP lineal homogéneo : caso f| = fo, =0

En esta seccion se estudia el IBVP lineal homogéneo cuando f; = fo =0, 2 >0
y t > 0, esto es,

X (x,t) =MX(z,t), >0, t>0,

X(0,1) = ( Z:Eg ) X(2.0) = ( 8 > (2.3)

Para este caso se utilizara la técnica de la transformada de Laplace con respecto
a la variable tiempo ¢, la cual consiste en pasar el problema original a un proble-
ma dual via transformada de Laplace, obtener una solucion explicita del nuevo
problema y asi obtener una solucién explicita del problema original utilizando la
trasformada inversa.

13



Lema 2.1.1. Para cada hy, hy € C§°(R™T), la solucion Wy(hy, he) del IBVP lineal
homogeneo (2.3) tiene la formula explicita

B | Uiz, t) + Us(z,t) + Up(z,t) + Us(x, 1)
X@“m””m@”<muw+wuw+mww+%mw> (24)

ap?—1

donde U; y V; estdn dados por s(p) = 5z como
1 1
—a [V —a [V
Ul(l',t) ~ 5_ pl(mataﬂ)dua U2($7t) - \/_ P2<$7taﬂ)dﬂa
2 ) o 2 )
Va Va
1 1
—a [V —a [V
Vet = o [ sttt i Vo) = 52 [ et
g Va
donde,
e le=s(11) ps (1 > ha (&) ;
o= () ( )e—ww)
(ap* —1) 0 \/a
ips(p)t 6“&””” (1) ps 00
e
t _ h e hs(E g
(. iS(u)
p3(p) = (u NG )

Demostracion. Si aplicamos la transformada de Laplace con respecto at al IBVP
lineal (2.3), obtenemos el siguiente IBVP lineal:

Ag(x, A) =Tz, M), Re(X) >0, z >0,
Ar(z,\) = B 1Aq,(z, ), N (2.5)
<M—m><mwmm |

X q(+o00,\) = 7 (400,)) = j=0,1,
donde A es la variable dual de ¢ y g(z, \), 7(, \), k1 (A), ha(X) son las transformadas
de Laplace de q(z,t),r(x,t), hi(t), ha(t) con respecto a t, respectivamente. Del

sistema de ecuaciones obtenido en (2.5) se tiene que:

NF =B lAg,
Ny = B Ay,
Nq =B Ay,
NBf = Af,
NG = 0NGe = Qoo — Oraae
Uazaz — (14 bA")aw + ' = 0.

14



Una solucién general de la tltima ecuacién es

Zj(a:, )\) — 016’71AI + 02672,490 + 63673,496 + 64674‘437,

donde
\/ (1+002) £ /(T + DA — da?
T1A24A = — y Y34 = 724, Y44 = —N14,
2a
son las cuatro raices del polinomio caracteristico
ayt = (1+0A)YV?+ X =0, A€ A={w: Rw) > \,}, (2.6)

con

\/2a— b+2y/a(a —b)
T b
ordenadas de manera que Re(v14) < 0, Re(y24) < 0, Re(y34) > 0,y Re(y44) > 0.
Ademas, v;4 es analitica para Re(\) > A\, y continua para Re(\) > Ay, excepto
en A=\, parat=1,2,3,4.

A > 0,

De las condiciones d7q(+o00,\) = 0 para j = 0, 1, se tiene que c3 = ¢4 = 0 y por
lo tanto
G(z, \) = 1747 + cpe??4%,

De manera similar, se tiene que

N =T,
Ay = Tag
AB~AG, = B lAr,,
\Nr =B 'Ar,,
N Br = Ar,,
AT — b Ty = Tuw — QTywwn
AT paze — (1 + 0N T + N7 =0,

de donde 7 puede ser expresado como
T(z, \) = d1eA" + dye??4”.
Ahora, de (2.5) también se tiene que Ag(z, A) = r,(z, A), esto es,
AT L o Ne?AY = dyy 27T + dyrya pe AT,
asi, por la independencia lineal de €714% y ¢724% podemos concluir que
= 7%‘Llall y = %TACZQ. (2.7)
15



Luego, si se reemplazan ¢; y ¢y en las condiciones iniciales de (2.5) se obtiene el

sistema _
Y14 Y24 dy _ )\Nh1
1 1 dy hy |’
de donde _
< d1 ) N 1 ( 1 —Y24 ) /\hl
dy T — V2 -1 T1A o 7
esto es 1
dy = ———(Ah —24h2)
714 1 V24 _ N (2.8)
dg = —(’ylAhQ — )\hl)
V1A — V24

Luego, reemplazando (2.8) en (2.7) se tiene que

o = %—A(A% - VQAEQ)
Ag —ea) T

g = —"TT—— ha — Ahy).

2 )\(%A — 7214) (71A 2 1)

De este modo, q y 7 se pueden escribir de forma explicita como

1

AMY14 — Y24)

_ 1 ~ ~ -
T(I, /\) = m [()\hl - ,72Ah2)6W1A37 - ()\hl - ’Ylhg)e’m‘Ax} . (210)

&(m, /\) = [’7114()\%1 - 72%2)671Am — ’72(/\77:1 — 71%2)6W2$] 3 (29)

Asi, para p fijo con Re(p) > A\ y

(114 +724)
Ci(N\) =
Al 2mi(V2h — 2s)

Y

se tienen las siguientes representaciones de ¢ y » parax > 0y ¢t > 0,

p+ico
Ta(\ ~ ~ ~ ~
q(l‘,t) = / A)E ) [’YIA()\hl — 72Ah2)€71‘4m — ’YQA()\hl — ’}/lAhg)e’mAx] d/\7 (211)
P—100
p+ico
r(x,t) = / T 4(A) [(Mar — Yaaha)e4% — (Ahy — 41 aha)e?24%] dA. (2.12)
pP—100

Ahora, observe que

VA DAD)Z — dax?
a

_ YRR AP =
a

?

h/%A - ’YSA’ = ‘

16



entonces |72, — 724 = O(JA — A4]2) cuando A — A, con Re()\) > A,. Més atn,
para constantes positivas C7 y Cy con C; < Re(\) < Cy, observe que

—/(1+ b)\2 — 4a)? (1+ b))
\/ (14 bA2)%2 — 4aX?

V14,24 =

luego, cuando |A| — oo, se tiene que

— /(1 +bA2)2 — 4a)? —i/(1 4 bA2)2 — 4a\?
) YoA — .
V2a vV2a

Utilizando estos estimativos, se tiene que cuando p — Ay en (2.11) y (2.12),

Y14 —

Ay +ico
Q(Ivt) = / PAi)\) [71,4()\]11 - 72Ah2)€7“‘x - ’72A()\h1 - 71Ah2)€72‘4ﬂd)\7
Ay —ico
(2.13)
A4 —ioo
r(z,t) = / Ta(A) [(Ary — 7aaha)e4% — (Ahy — yiaho)e?24%]dN. (2.14)
Ay —ico

Ahora, sea ;g con i = 1,2, 3,4, las cuatro raices del polinomio caracteristico
ayt = (1+0A)yV?+ X =0, A€ B={w:A_ < Re(w) <\, }. (2.15)

ordenadas de manera que Re(y15) < 0, Re(y25) < 0, Re(ysp) > 0y Re(vap) > 0.
Ademéds, ~;p es analitica para A_ < Re(\) < A, y continua para A_ < Re(\) <
Ay, excepto en A = Ay para ¢ = 1,2, 3,4. Usando la unicidad y continuidad de las
raices del polinomio caracteristico ay* — (1 + bA?)y2 + A2 = 0 en las semirectas
't ={w: Re(w) = Ay, S(w) >0} yI's ={w: Re(w) = A, S(w) < 0}, y

asumiendo sin pérdida de generalidad que

Y14 = N1B, Y24 = Ve, A€ L4,
entonces se tiene que
YA =MB, V24 =728, AEL_, 0 Ma=mp, Na=78 AEl_.
Por la simetria de las férmulas (2.13), (2.14) y para

(viB+72B) N
I'p(\) =
5} 2mi(v25 — 125)

Y

17



se concluye que

A+ +’LOO

s\ - T
q(z,t) = / B)f : [v1E(Ah1 = Y2ph2)e " — op(Ahy — N1pha)e??P 7] dA,

Ay —i00
(2.16)
>\++ioo
r(z,t) = / T\ [(My — Yapho)e?B% — (Mg — yigho)e257]dX.  (2.17)
)\+7Z'OO

De manera similar como se hizo para A € A, se tiene para A € B que

s — sl = O(N = A4l2), A=A, A< Re(A) < Ay
i —Y28] = O(V(1 +bA2)2 —4aX2), X\ — A_, A_ < Re(\) < A\,
YiB — —\4/(1 + bA?2)2 —4aX?, |A| > o0, A€ B.
Yo — —iv/ (1 +bX2)2 — 4aX2, |\ — oo, € B.

De este modo, usando el teorema de Cauchy con respecto a la regién B, se pueden

escribir ¢ y r como

A_+ico

Ts() - - . -
q(z,t) = / B)E ) [Y1B(Ah1 — Y2Bh2)e" 5" — yop(Ahy — Yipha)e??P]dA,
A_—ioco
(2.18)
A_—+ioco
r(z,t) = / T\ [N — Yapho)e?% — (Mg — yigho)e2B?]dN.  (2.19)
A_—io0

Del mismo modo, realizando estimaciones similares y usando el Teorema de Cauchy
con respecto a la regiéon C' = {w : 0 < Re(w) < A_}, se pueden escribir ¢ y r como

T ~ ~ ~ ~
Q(IE, t) = / C)E ) [’ch()\hl — f}/QChQ)e’chx — ’}/Qc(Ahl — fylchg)e”cﬂ d)\, (220)
0—io0
0-+i00

FC’()\) [()\El — ’)/20%2)67101 — ()\El — 710%2)67201} dA. (221)
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Ahora, si se denota Uy y Uy como

0+ico
1 oy ~ ~
Ui(z,t) = -— o (e + yec) (A — Yachs ) e TdA
2mi ) Ao — i) [
0+120
04200
Uy(z,t) = —L. e—M [rac(ne + 720)()\%1 - 710%2)672cz]d/\'
2mi ) A(vie — Yie)
0420
entonces
1 0—t00 6)\t [ ( )( _ _ ) ]
U(z,t) = —s— 5 e + v2c) (A — yachs)e”CldA
(1) 2m ) Avie — %e)
0440
. 0440 Y

_ )\}VL _ % Y1cx d)\
2mi ) Ao — o) (oo +20) (A = ache)e™]

0—i00

y de manera similar

0410
1 e/\t

_% A(V%c - 7220)

0—ioc0o

Us(x,t) = [vac(me + 720)0\711 - 71CE2)€WCQC} dA.

Por lo tanto, para z,t > 0 se tiene que

q(z,t) = Uy(x,t) + Us(x, t) + Uy (2, t) + Us(x, t). (2.22)

Como se hizo para ¢, se puede calcular de manera similar una férmula explicita
para r. En este caso, si se definen las funciones V; y V5 como

04200
1 e)\t - -
Vi(z,t) = — —_— Ahy — ha)eMC*|dA 2.23
1(,t) omi | [(1e + 720) (Mg — yache)e7¢”] (2.23)
0+:0
04100
Va(z,t) = LI (110 + 720) (M1 — pcha)e20%)dN,  (2.24)
’ 2mi , ’7120 - ’Y%c 7
0—1:0
se tiene que para x,t > 0,
r(z,t) = Vi(x,t) + Va(x, t) + Vi(z, t) + Vao(z, t). (2.25)

De este modo,

Wb(hl,hQ)(x,t) = ( Q($’t) > — ( U1([L',t) + UZ(‘T?t) + Ul(‘T?t) + UZ(iU,t) ) '




Finalmente, si v es una raiz del polinomio caracteristico
am®* — (1 +bA*)m? + \? = 0,

entonces A puede ser expresado como

2
2 o fay —1
= (W—l)'

Si se define
. lap? —1
A=y ———
M1z by?
con \/ia < u % (a > b), entonces las cuatro raices del polinomio caracteristico

<%
estan dadas por

W) === =0 (0 = 2y [$55 5 = )

De este modo, la imagen de s(p) = ,/‘i’fb;% con \/La <u< \/ig es [0, 00). Luego,

ap?—1

A= ip 1—bu?
cambio de variable es tal que

= dus(p) recorre el eje imaginario desde cero hasta +oo. Este

abut — 2ap® + 1) du

2(
) -
g (1 —bp?)?

de donde
i(abut — 2ap® + 1) du

d\ = .
(1— bM2)3/2(GM2 _ 1)1/2

Ademas también se tiene que

abu* — 2au2 + 1
a(l —by?)

Por lo tanto, se concluye que

d\ ta dp

V2 —A2 (b — 1)V2(1 — ap?)1/?

y que
d\ B adu

AvE —3) plap? —1)°

Maés aun,

is(p)

) = (5= Z0) gy = B (B0
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Luego, de la definicion de U; y Us, se tiene que

1

—a [Vb
2_/ Pl(%@#) dﬂ’) UQ(xat) =

™ J L

—va [V
5 p2(,t, 1) dp,
T

1
a

Ul(.T,t) =

con

ei;w(u)e B g 00 2 i

is(u)x

)
eiﬂs( )6 va S([u

palo o) = e ( /OOO (€ + haf€)) %

p3(p) = (u - zs(\/_;;)) -

Las expresiones para V; (i = 1,2) se obtienen de manera similar. ]

Lema 2.1.2. Seas > 0y Wy(hy, hs) = (q,7)7. Si hi € He 2(RY) yhy € Ho 2 (RY)

entonces
3 .
Hy, *(RT)

Demostracion. Del lema anterior, basta estimar U; y V; con i@ = 1, 2, para obtener

3
Hy % (R

sup Wi, ) )y ey < € (I

el resultado deseado. Para estimar U; se define el operador T} sobre L? ( o \1/)
como

1
Vb oo
T, g)(a;-7t) = /1 b ews(ﬂ)teﬁ(#)x‘g(u>du'

Si se define g1 y g2 como

() = (us(%\(ﬁg - Z;(u))) ( /0 " (€ dg)

aa() = <S(M)C<L£L/;:S(u>>> (/0“ i (€)e—nee dg) ,

entonces se tiene que

Ur = 5=(Ti(g1) = Ti(g2)): (2.26)

De este modo, si queremos estimar U; debemos estimar T7(g;) v T1(g2). Primero

1 1 1 1
se establece un estimativo para T} con g € L? (—, —> Lt (—, —)

Para s > 0 se escoge n = [s] + 1. Asi, para k = 0,1,2,...,n se tiene que
=
b .
AT (9)(a,t) = [ e g ).
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De la desigualdad integral de Minkowski se tiene que

1

Vb .
105T3(9) (-, )l 22 ) S/I [ () [F =0 |02 2 (e g (1) dp
Va

1
NG /2
/ mﬁ(/MWﬂm J9(4)

1/2
< d

1/2
" Pl (%y ) (1)l

gc/ ()% g (1) g
\/a

< CH%ii

,_.
o-

,_.
o-

| A

9 21 pvaa v
Usando (2.27) para k = 0 se tiene que

_1
1T (9)C Ol reery < Cllnl ™29l va viy-

Maés aun,

1/2
173 Ollmry = gw%ﬂ@@M@wJ

A 1/2
k—L1
< ;10“71 29“21(1/\/6,1/\/5)

1/2
ol
< [nC|y 29l|il(l/¢a,1/m]

< Cfyr

9 220 vaa vy
De este modo, por el anterior estimativo y por el Teorema de Interpolacion de
Calderon-Lions se concluye que

I71(9) (-, 1)

Aplicando (2.28) para g = g1 y g = ga, Se tiene respectivamente que

1T1(92) (-, 1)l

ey < C||ml* gHLl(l/ﬁ’lm). (2.28)

Hs(R+) SCH|711|8_%91||L1(1/x/571/*/’;)

Vo 1
<c [ 7 i Hatu)ldn

%
i
SC/bW%dm
ﬁ

22

(2.29)

/ hl(g)eﬂ'usw)& déldp
0



_1
1T1(g2) (-, )l = ) SCHWII\S 20| 1y va i)

Vb 1
< O/ w2 ga(p)|dp

\%“1 (2.30)
< [T utolw]| [ ha@e e | dp,
7 0
con o(u) = ) Vazl; Jlrs . Ahora, si se considera el cambio de variable n = us(u),

se tiene que
20,112
o p(ap’ —1)
= 2.31

Mas atn, se tiene que

—2play*(b* = 1) — (ap* — 1)] |

2ndn =
de donde ) ) )
gy = et = b)) + (ap® — 1)]
(a,u — 1 1/221 — bu 3/2
(ap® + s*(

(a2 = 1)1(1 bu )i/
Usando los estimativos (2.29) y (2.30), se tiene que

1 A — DV2(1 — pu2)/2
T2 (1) D)y < C/ poln) (( - (a;lj? +(812(u§))u) )

[ ek (G )

1
cof e[
! ap® + s*(p)

[ g dg’ ((am (-“i‘;ief(-‘%w) w

S

y de manera similar,

/Jg o1 1

e 8 P + (1)

/ —z,us(u){ df (CLMQ + 5” (/L)) du
(ap® = 1)V2(bp? — 1)1/2

y que 1 = pus(u), se puede concluir para n # 0 que

2
Va5 = o+ 2 VTBP 2 OVTFR, € = min{LLb),

1T1(g2) (-, 1)l

Dado que f <u<

s|~
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de donde

MSi% ; < C;
ap® +s*(p) )/ 140?
De este tultimo estimativo, se tiene que para i = 1, 2,

+oo 1

0o \V1+7n?

de donde, aplicando la desigualdad de Holder se tiene que

1T1(g:) (-, 1)

resre) < C

/0 h hi(€)e " dg‘ dn, (2.32)

1 o0 A
1T3(9:) (-, Ol s vy < C|——= / hi(€)e " d¢
< Cllhull e 2.3
De este ttlimo estimativo y de (2.35), se puede concluir que
10 Dlleery - < NT(00) (s qey + T2 (g2) (o D)y (2.34)

< C (Ihll2@e) + llhallL2@sy) -

Ahora, para estimar Us(x,t), se procede definiendo el operador T, como

1
N
Ta(g)(ant) = [ 7m0 )y
Va

Si se consideran las funciones g3 y g4 como

4a(00) = <82(u\)/(a\(/aﬁl/j2 = if)(ﬂ))) < /0 T a(€)e-mste d§> |

o) = (S(M\)/(a\{?;?_—iigm) ( /0 " (€)emmse dg) ,

se tiene que

(e 1) = Y20 g5) + Tola) (2.35)

1 1
Sea s > 0 dado, n = [s] + 1 c L? (—, —) , entonces para k =0,1,2,....n
[sl+1yg N p
se tiene que
1

7 .
0, Ta(g)(x,t) = / TRt (n)dp
7=
Como lo hizo J. Bona, M Sun, y B. Zhang en [6] (Lemma 3.2), se define
_ L _ k ips(p)t
Sy =Zzslw) -y Gl = he(wle™ g ().
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Con estas definiciones se tiene que

F

%%@@wz/ € G ).

%

b

(a —b)u
Valap? —1)5(1 = bu2)s

Observe que &'(p) 0y €' ()| > a\/f_b en el intervalo (%, %) En efecto,
§'(p) = 7

1 1
Ahora, para u € ( ) se tiene que

Va' b

De este modo, si se considera el cambio de variable w = £(u) se tiene que

k -1 w —1 w
9Ty / ey
1

Z/_m CGE D T M) €)™

donde x4 denota la funcién caracteristica sobre A. De la férmula de Parseval se
tiene que

10F T (g) (- )12y = H@’“Tz(g) )Hm(m

LG e )]

1

I
\«\\

5 N 1 2
G(¢ d
(=) l Ve (5-%))] ’
7 1
= |G =z s
o I ep
de donde se concluye que
2
kY9

102 T2(9) (-, D)l ey < C (2.36)

8y aav
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Luego, utilizando (2.36),

1/2
I7(0) (- )llmieery = kzluaﬁtrxg)(',t)\\iz(m)

1/2

< k;l C|| |72|k%{ 12(1/ﬁ,1/¢5)

/2
n 2
< [ nCl[lal"g L?(Wa,wa))

< CH|72|”§||L2(1/\/6,1/\/5)'

Luego, utilizando el Teorema de Interpolacién de Calderon-Lions, se tiene que

IT2(g) (- 1)

s 9
) < C||1el g,HLQ(l/\/m/\/B). (2.37)

Ahora, note que

||?”((5))||22 (d_u> - (o zal)_gb()l —bie)? /0 N ha (€)™ 500€ gg ’
< Si’fu) /OOO hl(g)e—ws(u)gd§ ’

b (8 _ o D) i
< 55(&) /0 h ha(€)e™ 5% gg ’

De este modo, aplicando (2.37) a las funciones g = g3 y g = g4, se tienen respec-

tivamente que

1T%(g3) (-, )]

Ho®+) < CH|72|SZ_§”L2(1/W1/\/)

1 1/2
Wl
C s d
< / W et “]

7

,_.

L ) 2 1/2
< ¢ /f|s<u>|2” | mee —ndu]
L" Va
(2.38)
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1T%(g4) (-, 1)]

HRY) < OH |'72|S%HL2(1/\/6,1/\/B)

Wiz i 17
< O/ o () 2o Qdu]

L €' ()]

[

- \/i o 1/2
< c /f ()27 / ha(€)e Zdu] |
. (2.39)

Finalmente, dado que i € [\/La’ \/LE} , se tiene que |s(u)| = [pu~t] < Cn. Asi, usando
el cambio de variable n = us(u) en (2.38) y (2.39), se tiene respectivamente que

. . , 71/
s+ < C /0 n>? </0 hl(f)eingd5> dn]

< cf@ / () de

0

IT2(g1)(, )]

L2(0,+00)
< Clh]|

s 7R+)

o] [e%s) 2
2s—5 —m§
C /0 7 (/0 ha(§)e df) dn

< C||(1 + )25 /oo hg(f)e_mg d¢

1/2

IN

1T2(g2) (- 1)l

He (R)

0 L2(0,+00)
< Cllhal,, 5.
De los estimativos anteriores y de (2.35) se concluye que
[U2( )l sy < [ T2(g3) (5 )| sy + 1 T2(94) (5 ) L= v
<C (||h1| T | ha) P T (2.40)

y por lo tanto, de los estimativos (2.22), (2.34) y (2.40), se tiene que

laC Ol as@ey < NULC Ol ms@ey + (1020 0) | me
UG ) s @y + 1 U2(c )o@
< C <||h1‘ a3 .3
HY P (R HY P (RY)

Con un procedimiento similar (ver férmulas (2.23), (2.24) y (2.25)), se tiene que

Iy < € (Il Wil g )
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2.2. 1IVP lineal homogéneo sobre la recta

Considere el problema de valor inicial (IVP) sobre la recta,

X (x,t) =MX(z,t), zeR, t>0,

X(x,0) = ( 222 ) ' (2.41)

Para este caso se utilizara la misma técnica que en el caso anterior pero via
transformada de Fourier con respecto a la variable espacial x.

Observacion 2.2.1. Note que a diferencia del caso anterior, la matriz M se va a
ver afectada directamente por la transformada de Fourier, por lo cual es necesario
estudiar las representaciones duales de los op@d\ores 0, y B~1AQ,.

Por propiedades de transformada de fourier 0, f(x) = sz(é), donde & denota la
variable dual de x. Para el sequndo operador, sea h(x) = B7'Ad,f(x), luego,
aplicando el operador B y transformada de fourier a ambos lados de la igualdad
se tiene que

—

(h(x) — bh"(x)) = (f'(x) — af"(z))
R(€) + bE?R(E) = i€ f(€) + aie®f(£)

©-ie (T ) fo.

)

1 2
Ast, denotando A(§) = +a b§2 , los operadores duales de 0, y B~*Ad, estdn dados
por -
=i, B=1A0, = i€A(§). (2.42)

Lema 2.2.2. Sea s € R y f1, fo € H*(R), entonces la solucion Wr(f1, f2)(z,t)
del AVP) (2.41) estd dado por la formula explicita

Wil f)0) =5 [ e (;8) S e (2.43)

donde

. (ei /A(f)ft + 677; /A(é)ft) (ei\/l\(ﬁ)ft _ 6—2'\//\(5)&5)

T NG
VA (VAO _ iA@Y (/A | o-iv/AEE

Demostracion. Si aplicamos la transformada de Fourier con respecto a x al IVP
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(2.41), se obtiene el siguiente IVP

8, X(6,t) =MX(1t), (€R, t>0,
h
f

R - (56

donde £ denota la variable dual de z, y ¢, 7, ﬁ, fg son las transformadas de Fourier

de q, r, f1, fo con respecto a x, respectivamente, y

V= ( z'sAO(@ oif )

Asi, la solucién general de (2.44) tiene la forma

X(&,t) = Mt (%Eg) . (2.45)

Un célculo directo muestra que

isin(y/A(§)E)
i cos(/A(§)Et
( VAGE) ¢_ )
i/A(E) sin(\/A(§)EL)  cos(y/A(E)EL)

(&

En efecto,
- 0 1€
T = aere o)
e —A( )52 0 ) . 2
" - ( 0 —age )T MO
M =AM
M = A2(OE'] = (-]
M = A2()EM = (—A(§)§)M,
luego,

29



M2 MBS MM M

oMt =1+ Mt+ 5 + 3 +—+ 5 T
o - AOEE MOER G O, | MO

2! 3! 4!
_(,_ A©e? | (VA
=11 o + 1 | L
1 ( JE@e - WAQE® <\/A§>§t>5 _) 7

VARG g
_ sen(y/A(§)8t)
= cos(y/A(&)E)T + NIGE: M

( cos(VA@er) VA )
- Ao |
/A sen(v/AEEL)  cos(y/AGED)

Usando esta férmula en (2.45), se tiene que

Ren = coWVAOD ism(@w ) (Zl(&))
/A sin(VAEE)  cos(y/AGe) ) \ PO

) COSWW&)ﬁ(mism(vAﬁ)g)fQ@ )
i/A(€) sin(v/A(E)Et) F1(€) + cos(/A(E)Et) o (€)

Ahora, al aplicar la transformada de Fourier inversa, se tiene que Wg(fi, f2) tiene
la férmula explicita

* cos isin(y/A(§)EL)
Wl fi, fo) (2, 1) = / ( (VAE)S) TG )
= \iV/A@ sin(/AEED cos(/NOENRE))  (2.46)

fe)

Usando el hecho que

cos(w) = % (" +e™), sin(w) = % (e — e,

se obtiene el resultado deseado. O

Observacion 2.2.3. Antes de continuar, note que las componentes de la solucion
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del IVP (2.41) son

o) =5 [ [V VAT g

S (4%@%_@%¢H&ﬁggia%@

) =5 [ [VAGEVIDE - VAT
He VRO 1 VO £ (6)| e,
esto es, Wr(f1, fo)(x,t) = (q,7) ().

Ademas, note que A(§) es acotado. En efecto, dado que b < a se tiene que
b+ ab&? < a + ab&?, luego b(1 + a&?) < a(l + b€?) y por lo tanto

1+a€? a

Del mismo hecho también se tiene que 1+ b€? < 1+ a&?, de donde

1+ a&? B
< Troe A(E).

Lema 2.2.4. Sea s € (—o0,+00) y f1, f2 € H*(R), entonces se tiene que

sup IWr(f1, ), Dllys@y < C (Hfl‘

e ®) T ”fQHHS(R)> :

Demostracion. De las férmulas previas para g y r, y del hecho que A(§) es acotado,
se tiene que

laC Bl < 5 [+l | (eVAO 4 VR e
i /i(g)(ez\/A_ -V L2(R)
] i (e B R VG
+% 11@;('¢_ﬁ %Vm%)ﬁ@>ﬁw
L+ &) fu +C||(1+[£])° f2(8
(;Hm:)§@s>w i
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IOl < 5 [[(1+ I AT VAT — e/AE) e
VA VAT ]|
1
< 3 [+ tehsv/A@ (jevA@e| 4| va@e|) Fige) .
L1 . . . )
(1 (R (e Bl S RG]
< H( HIED R, +] 0+ IR

LA(R)
C (IAllas@ + 1ol mom) -

De este modo se puede concluir que

L2(R)

sup [[Wr(f1, f2) (5 Ollys @) < sup [[q( )|y +sup [[r (-, 8) || = w)
t>0 t>0 t>0

< C (Wil + 1))
O

Observacién 2.2.5. Ahora, interesa estudiar el sup,-q|[|Wr(f1, f2)(@, )| #s®)
con s € R. Observe que Wg(f1, f2) se puede reescribir en términos de la fun-

cion auziliar ¢(§) = Ev/A(§). En efecto, note que

o) = [ (ﬁ(&) 2 <£>> o

A(¢)
(i

+ Fa(8)

Fi©) e

et =5 [ W_ FL©)+ (o)
- (VA©AE© 0] et

Ahora, para f € S(R), considere los operadores

Sea & = £(n) la raiz de la ecuacion ¢(&) = n, entonces usando el cambio de variable
se puede ver que

W) = [ e igmenso gy
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En particular, la transformada de Fourier para Vi(f)(x,-) con respecto a la varia-
ble t € R con variable dual n estd dada por

= dé(n)

Jﬂ(‘/l(f))(ma n) = f(é(n))eirﬁ(n)d_n.

De este modo, utilizando el cambio de variable n = ¢(§) con & € R en Vi(f)(x,1),
para cada o, B € R se tiene que

~ . d
V) sy = (1 + )= Fempeisen L)
1 lnm 1/2
o) . d 2
- (/ wmu+mW&Mf@m»2§gldﬂ
= 2 28—2a | 7 2d52d77 2
= ([ @ +io@n” aﬂ@\bﬁz%%
0 R d 1/2
= ([T sora e fef | )
N (2.47)
Dado que )
n? = EA(E) = € Gigé) , £€R, (2.48)
entonces (2£+4a£3)(1 + 1)52) _ 2b§3(1 + an)
2= (1 + be2)? a
PR {25(1 + 2062 + abf‘*)} "
TEVAG L 2 ey
g (14 b€?)?
dy (©) {1 + 2a€2 + ab§4] '

Puesto que b < a se tiene que 1 + 202 + b2+ < 14 2a€? + ab&?, luego
d& a
—| < VA) <4/~
’dn‘ © \/;

Ademds, ()| < \/%]ﬂ. De este modo, siguiendo con el estimativo (2.47), se

puede concluir que

2 1/2
ﬂ@\%)

VA ey < € ([ leota+ jgh=
« B—a T
<C|llera+1e 79

< O fllggesmy - (2.49)
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En particular, para oo = 0, se obtiene que

Utilizando el cambio de variable n = —¢(&) y siguiendo un procedimiento similar,
se obtienen los mismos estimativos (2.49) y (2.50) para el operador Vs,

Mas atun, dadas las funciones A, B, C', y D tales que

1 -~ ~ 1 -~

A= ), BE) = Fie) -
(&) = f1(&) + A(g)f(f) B(&) = f1(§) G

C(&) = VMOAE) + F(9), D) =—VAMOAE) + f(9),
se tiene que para todo F € {A, B,C, D},
] < Ca.b) (1R +15])
y por lo tanto, para i = 1,2,
Vi) @, Moy < C (il + 1 ol ) - (2.51)

IViE ), ey < C (1fillegey + Mol ) - (2.52)

El siguiente lema se obtiene de la observacion anterior.
Lema 2.2.6. Sea s € R, o, € R y fi1, fo € S(R). Entonces se tiene que

sup,o [Wr(/f1, f2)(, ')HY%B(]R) < C ||f1||HavB(R) + Hf2||7{a,6(R)> ’
sup,~ [|Wr(/f1, fo)(z, ')”YS(]R) < C ”leHS(lR) + Hf2HHs(R)) )
SUPx>o||MjWR(f1af2)($7')|Ys(R) < C(lAl

Hs+i®) T 1 /2] Hs+3(R)

Demostracion. Para los primeros dos estimativos, note que
1 1
q(w, 1) = 5 Vi(A) (@, 8) + Va(B)(z,1)), r(w,t) = 5 (Vi(C)(x,1) + Va(D)(x,1)).
De este modo, por la observacién anterior se tiene que
sup [[Wr(f1, f2)(@, ) lyes @y < sup la(z, ) [lnas ) + sup [|7(z, -)[lyes @)
>0 >0 >0
< C (Il + 1 ol )

Y que

Sglg ||WR(f17 fg)(l’, )| Ys(R) S Sglg HQ('I? )| Hs(R)

< C (11l eqay + Mol ) - (2.53)

H*(R) +Su18||7’(l'»‘)|
x>
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Para el tercer estimativo observe que
0,(e™") = ite™™ B 1A, (") = it A(€)e™".
En efecto, la segunda igualdad se obtiene a partir de la siguiente igualdad
A (0,(e%)) = i€ (1 + a&?) e = i6AE (1 +b€%) € = B (i€A(£)e™™) .

Ahora, de la representamon (2.46) y las dos igualdades previas, se puede concluir
que MWg(f1, f2) = Wr((M(f1, f2)7)"). En efecto,

MWR(flny)(xvt>

o VA sin( JA ¢ iEf1(6) + cos(/AQ)ENIEF(E)
-/ 0 |

— cos( —ﬁt VEMEVTA(E) + zsin(\/A(f)gt)Z_gA(g)J?2

A(€)
. isin(/A(§)Et) B 1A8 f1(€
-/ A . ) -
—00 COS \/_ft)B Aaxfl g) + Z\/Wsin( A(f)fﬂ&,ﬂ‘é(f)

= Wg(0yfo, B A0, f1) (2, 1)
= Wr((M(f1, f2)")")(x,1). (2.54)

Asi, usando el estimativo (2.53) y el hecho que 8; y B%x son operadores de
orden uno (ver (2.42)), se concluye que

sup [[MWr(f1, f2)(@, ) |lys(z) = sup |Wr(0z fo, B~ AD, f1) (2

>0

ey

e 0T YO, )

LE(R))

<C (HaIfQHHS(R) + ||BilAa5"f1HHS(R))

so(u+mﬂ@E@>

IN

c(u+wwmﬁ@

| EDENNOI©)

L2 (R))

El mismo argumento de forma reiterativa muestra el estimativo para k € N. [

IN

o ([Ja+1ep7@], , + -+l e

3

<O (Il gessgy + Wollzzonscay)
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2.3. IBVP lineal homogéneo: caso h; = hy = 0.

Considere el IBVP lineal homogéneo en el primer cuadrante

0 X(x,t) =MX(z,t), x>0, t>0,

X(z,0) = ( ‘}zgg ) , X(0,t) = ( 8 > , (2.55)

En las secciones 1.1 y 1.2 se encontraron explicitamente las soluciones W (hq, ho)
y Wgr(f1, f2) de los IBVP lineales (2.3) y (2.41), respectivamente. Para el caso del
IBVP lineal homogéneo en el primer cuadrante (2.55), se utilizaran las soluciones
explicitas W, y Wg con condicién inicial en el espacio H}(R™), para obtener una
solucién explicita del problema.

Dadas las funciones fi, fo € C§°(R™), se consideran las extensiones f; para f; de
R* a R tales que fl(x) = 0 para z € R, y se definen funciones h; como

( 2;8 ) = Wr(f1, /)(0,1).

El siguiente lema plantea una solucién explicita del IBVP lineal homogéneo (2.55)
utilizando las funciones f; vy h;.

Lema 2.3.1. Sean fi, fo € CP(RT), entonces la solucion We(fy, f2)(x,t) del
IBVP lineal homogéneo (2.55) estd dado por la formula explicita

Weolfi, f2)(x,t) = Wr(fi, f2)(x,t) — Wy(xh, xha) (2, t).

Demostracion. Por definicion de We(f1, f2) se tiene que

OWe(fi, f2)(x,t) = atWR(fy fg)(ﬂ%t) - ath(XilyXilg)(x?t)
= MWR(f17f2)(x7t> - MWb(thXhQ)(x?t)
= MWec(fr, fo)(z,1).

Ahora sélo resta mostrar que cumple las condiciones iniciales. Por un lado,
WC(f17 f2>(07 t) - WR(fla fQ)(OJ t) - Wb()gilh XBQ)(()? t)
s = hq(t
= Walfu 200~ (00

- Wit 0.0 - (110
= Wa(f1, f2)(0,) — Wr(f1, f2)(0,1),
de donde,

Welfi, £2)(0,1) = ( 0 ) |

e}
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Por otro lado,

Welfi, f2)(2,0) = Wr(fi, f2)(x,0) — Wy(xhy, xha)(2,0)

- (10)-(0)

Welfi, £2)(0,1) = ( fi(@) ) |

de donde,

O

Ahora, de los estimativos para W, y Wg se obtiene el estimativo para W utili-
zando su representacion anterior.
Lema 2.3.2. Para s > 5 y fi, f» € H§(R") se tiene que

sup IWefr, f2) ) lys@ey < C (1A

@) + | foll s @e)) -

Demostracion. Para cada fy, fo € C°(R), se tiene que fi, f» € C°(R) € HP(R)
para cada 8 > 0, y asi, por lema 2.2.4 se tiene que

P | Walfi )G D lvey < C (I Fillmsge + 1 Fellrsce))
< C (I f1llzsee) + |l foll o))
< C (Illggn + 1ol gpery)

Més atn, como Wg(/fi, fg)(a:,t) es una solucién del IVP sobre la recta (2.41)
entonces Wr(f1, f2)(x,0) = (fi(z), f2(2))", luego

(R (0), h2(0))" = Wa(f1, f2)(0,0) = (f1(0), f2(0))" = (0,0)",
y en general, para j € N,

& (h1(0), h2(0))" = ] Wia(fr, £2)(0,0) = MIWg(f1, f2)(0,0) = M(£1(0), £2(0))"
= (0,0)".
De este modo, por lemas (1.0.1) y (2.2.6) se tiene que (xh1, Yhs) € Yf(R*), y que

para 3 > %

||(Xil17XiL2)||YOﬁ(R+) < ||<Blyil2)||YOﬁ(R)
< f. f. :
>~ HWR(fbe)(()a ) YOB(R)

<C ‘ f .
>~ ( fl Hg( f2 Hg(R))
< € (Il aey + 1 oll ey

_l’_
R)
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Asi, por lema (2.1.2) se tiene que

suppsg W (i, xha) () lyvsey < Cll(x, xho) llys s
<C (Hflqu(R*') + HfQHHg(RJr)) :

De esta manera, para cada f; € C§°(R™) con i = 1,2,
sup [We(fi, f2) (5 D)llys@sy < C <Hf1HHg(R+) + ||f2||Hg(R+>> :

Utilizando la densidad de C3°(R) en Hj (RT), se concluye para f; € Hj (R™) con
1=1,2, que

sup [Welfi, f2) (5 D)llysm < C (||f1||Hg(R+) + ||f2||Hg(R+)> :
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Capitulo 3

IBVP lineal homogéneo: caso
general

En este capitulo se estudia el IBVP lineal homogeneo general y se obtiene un
estimativo para este problema. Considere el IBVP lineal homogeneo general,

X (z,t) =MX(z,t), >0, t>0,

e - (). woo-(4)

En los resultados siguientes se podra observar que la solucion del IBVP (3.1)
depende necesariamente de las soluciones Wy(hy, he), Wgr(f1, f2), v Wel(fi1, f2).
Ademas, se consideraran los estimativos lineales del capitulo anterior para datos
iniciales y condiciones de frontera en los espacios Y (R™), YOS%’S% (R), y se uti-
lizaran modificaciones apropiadas a fin de obtener un estimativo para la solucién
del IBVP (3.1) con datos iniciales y condiciones de frontera sobre los espacios
YE(RY), Y253 (R1), como lo hace Xue in [10].

Observaciéon 3.0.1. Note que una solucion del IBVP lineal homogéneo se puede
expresar en términos de un problema lineal no homogéneo. En efecto, sea X so-
lucion del problema lineal homogéneo (3.1) y supongamos que X =V — K, donde
K es una funcion que serd escogida apropiadamente. Entonces, V' satisface,

atV:0tX+0tK:MX+5tK:MV+5tK—MK,

Mas aiun, para Ki = O,K — MK, la funcion V satisface el IBVP lineal no
homogéneo

OV (x,t) =MV(x,t)+ Ki(z,t), >0, t>0,
_ (@ _ (h(=@) (3.2)
ven = (g ) veo = (F0)



con datos iniciales y de frontera,

’31(75)) (hl(t)> (f1(96)) (fl(ff))

! — + K(0,1), - = + K(z,0).

(i) = (i) 500 (207) = () + K=

Para este caso, un cdlculo directo muestra via el principio de Duhamel que V
viene dada por

V(x7t> = Wb(ﬁlv iL?)(xat) + WC(fl; f2>(x7t> + WD(K1)<ZE,t),

con

Wp(Ky)(z,t) = / We(Ki (-, 7)) (x, t — 7)dr.
0
En efecto, por un lado se tiene que
825 (Wb(hl? iL?)(xvﬂ + WC(fh f?)(xv t)) =M <Wb(iL1a il?)(xvt) + WC(]?L fQ)(x>t)> .

Por otro lado, derivando con respecto a t y utilizando el Teorema Fundamental
del Cdlculo (asumiendo que los cdlculos se pueden realizar),

GtWD(Kl)(a:,t):/o WK (x,t — 7) dr + Wo (K (-£)(x,0)
gy (/0 W (Ko (7))@, — 7) dT) WKy (1)) (@, 0)

= MWD(Kl)(SC,t) + Kl(.fC,t),

de donde se tiene que 0,V (x,t) = MV (z,t) + Ki(x,t).
Ademas utilizando que

Wb(ﬁlﬂ il2)<07 t) = (Bl(t>? iL?(t))Tv Wli('ﬂ ~)(‘7"7 0) = (07~0)T 3
WC('? ')(Ov t) = (07 O)T7 WC(fl, f2)(x7 O) = (fl(x)> f2($))T7

se concluye que

V(0,t) = Wy(ha, h)(0,1) + We(f1, £2)(0,1) + /Ot We(Ky(-,7))(0,t —7)dr

(7o)

V(a,0) = Wy, ) (2,0) + We (o, Fo)(@,0) + /0 We(Ky (7)) (@, —7) dr
_ f1(x)
B (f2(a7)) '
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De este modo, V satisface el problema de valor inicial (3.3). Es importante senalar
que, dadas las funciones fi,h; € HY(RT), es necesario definir de manera conve-
niente las funciones ﬁ,izz € HlR") dependiendo de | € R, y establecer algunas
condiciones de compatibilidad entre las funciones f; y h; parat1=1,2 enx =0y
t =0, como veremos en el siguiente resultado.

Condiciones de s-compatibilidad
En el siguiente resultado, asuma para 3 < s < 3 que f, € H*(R"), fo € H*(R"),
hy € Hs‘é(Rﬂ y hy € H3(R™).
(sC1) Para i <s <3, f,(0) =h(0) (1 =1,2).
(sC2) Para s<s< 5 fi(0) =h;(0) (i =1,2)y

ha(0) = 2h1(0) + f1(0),  f3(0) = —ha(0),
(sC3) For 2 < s <1, f,(0)=hn(0) (1=1,2)y

£2(0) = £1(0) + Ky (0), ha(0) = 2£(0) + BF1(0) + f7(0) — K (0),
13(0) = K4(0), f£(0) = — f2(0) - 1m 14,(0).
(sC4) For 5 < s < 2, £i(0) = hi(0) (i =1,2) y

ha(0) = f1(0) = 2/7(0) = f1"(0) = 11 (0), f5(0) = h1(0),
2(0) = =/1(0) = f1(0) = 1(0), h5(0) = 2R3 (0) + 2/(0) + /" (0),
2 (0) = 2f1"(0) + 5/{(0) + 6.f{(0) + f1(0) + h3(0), ~y(0) = —2h1(0) — f1(0).

Teorema 3.0.2. Sea 3 < s < %. Si f1,fo € H*(RT), hy € Hs*%(RJ“), y
hy € H*~3(R") satisfacen una de las condiciones de compatibilidad (sC1)-(sC4),
entonces la solucion W ( f1, fa, h1, ha) del IBVP general (3.1) satisface el estima-

tivo
sup [|W(fi1, fa, ha, ha) (-, )]

t>0
<o (IAl

(é
)
(
(

Ye(RT)

HS_%(R+)> :

HS(]R"') + Hh1|

me+) + || f2] + [[ha|

"3 (RT)

Demostracion. Primero asuma que % < 5 < % En este caso, si se escribe la

solucién del IBVP general W(fi, fo, h1, hy) como
W(fh f27 h17 hg)([ﬁ, t) = V(Zﬁ, t) - K([E, t)7

con K(x,t) = —(f1(0), f2(0))Te "7, la observacién anterior muestra que V satis-
face el IBVP

OV(x,t) =MV(x,t)+ Ki(x,t), x>0, t>0,
o a(?) [ fi(z) (3.3)
v = (g ) Va0 = (50)



con K que satisface

_ (RO RO
o) =208 = o P LG )

y condiciones de frontera e iniciales para el IBVP lineal no homogeneo (3.3) dadas
por

0= (i) = (i) =Caio) = 7= (20) = (0)- (o)
Ahora, sea ¢p € H'9(R) una extensién de e=® de RT a R y considere la funcién
Ky(-,t) € (L} H5(R™))? definida por

) — et = RO+ RO
)= o) = K000, Kol = (0 000 o)

. s 3 s 5
Del Lema (1.0.1), se tiene que (hy, ho)? € H, 2(RY) x H, 2(R") y también que
F € H§(R"). Entonces, por los lemas (2.1.2) y (2.3.2) para V3 (replazando K
por Ks), se tiene que

sup|[Va(-, 1) ly-qasy < sup (IWalhs, o) (-, 0) )
t>0 t>0
t
+sup (||Wc(f1,fz)(nt)\lys(w) + ||WC<K2<~,T>><-,t—T><-,t>||ys<R+>dT)
0

Hs(R+) T+ ||f2”H5’(R+)

< C (Il et gy + ol o g + 15

+/OOO (1K (- 7))y es)) d7>

< Cr (Il oy o, + 1l

3Rt + || f1] Hs(R+) T+ || f2] Hs(Rt)

H 3

HIAO+ RO [ e df) . (3.4)

Observe que Z, =V — Vj, satisface el IBVP

{ OV (x,t) = MV (x,t)+ Ki(0)e™™t, x>0, t>0, (3.5)

V(0,t) =0, V(z,0)=0

cuya solucién esta dada por

Zo(x, ) = K (0) /0 Wa() (@, t — r)e 7 dr.
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Luego, se tiene que

yse T dr

122(-,1)]

v < |E(0)] / W)t —7)]
< CUAO)] + L) / T

de donde se concluye que V = V5 + Z, € Y*¥(R*). Mas atin, dado que para s > %
se tiene que |f;(0)| < C| fi]

Hs(R+), entonces

HS §R+ +|| 2“

sup [V () lyscas) <Ca (|1l
t>0

H 3 (R+)

+1A4]

merty + || f2] HS(]R+)>a

Del anterior estimativo y dado que |le=*~7

| s rty < Ce™7, se tiene que
sup [|[W(f1, f1, hi, ha) (-, 1))
£>0

< sup ((15:0)] + RO e
< C (Ifillz + 1ol + 1]

+| o]

Vs (RT)

o) T IV ) lys@s)

+ 7o

T a-ian T | full s )

mee+) | fill sy + || fol Hs(R+)> .

Ahora, usando que H*(R") C Cy(RT) para s > 1, que h;(0) = f;(0), y que

[ fill s ey < W fill sy + 1O < W fill sy + ([ fill oo < O fill oo ey,
1Rl o=t ey < NPill o= ey + 1R (O)] < Wil rs—vs ey + [ fil Lo
< C(1hill gro—vi ey + 1 fill ors®+)),
con [y = g vyl = g, se obtiene que
sup [W(f1, fo, ha, ha) (5 ) lys )
t>0
< C (Ml + Wl + Wl o gy + el o5 ) -

3 5 . .
Asuma ahora que 5 < s < 3. En este caso, se puede escribir W( f1, fa, h1, hy) como

W (fr, fos s ) (1) = Wl o) (o, )+ We (. f2><x,t>+wE<x,t>+(zj;§j§§§) ,

donde fi, h; son funciones escogidas apropiadamente, ¢; € H'°(R) es una exten-
sién de R™ a R de la funcién (hy(0) + z(f{(0) + h1(0)))e™™, v € H(R) es una
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extensién de Rt a R de la funcién (2h1(0) + f1(0) + z(f{(0) + h1(0)))e ™, y Wg
una solucion del (IVP) no homogeneo sobre la recta

0 X(z,t) =MX(z,t)+ L(z,t), —oco<xz<oo, t>0,
X(0,2) — (8) | (3.6)

con g1 = —py y

()

Observe que 1) = B71Ap} + ¢o € H*(R) y que la solucion Wg del (IVP) (3.6)
tiene la forma

gz, t) = /0 Wr(0,9(-)e ") (x, t —7)dT.

Ademds, que para z € Rt

() — () = (hi(0) 4 2(f1(0) 4+ hy(0)))e™®
Flo = <f2<) (2h1(0) + £1(0) + ( {(0)+h1(0)))e—$)’

Py f1@) = (f ’<0> 2(f1(0) + hy(0)))e™®
o) <f2( ) — (—=h1(0) — z( ’(0)+h1(0)))€—x)7

A1) = 10 =500 = (11,04 o)

Asi, de las condiciones de compatibilidad, se tiene que F € Yg(RY) y también
que H € Hg_%(R+) X Hg_g(RJr) cuando Wg(0,0) = (0,0)”. Se sigue entonces que
Wi = Wy(he, ha) + Wel(fi, f2) satisface el (IBVP) (3.3) con K = 0.

Para estimar la solucién Wg, por Lema (2.2.4) se tiene que

t
sup Wl Ollvoe) < [ IW(0.6)(,t = 7)™ dr
> 0

g/:onzm

< C ([ (0)] + 1£1(0)])
< 20| full s vty (3.7)

Hs (R) 677 dT

pues 1) = B 1 Ap + o € H>(R) para x > 0y f1(0) = hy(0). Ahora, por un lado
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note que

z€R

t
igg”WE<Oat)HLf(R) S/ sup [|Wr(0,¥(-))(z,t — 7)||p2e " dr
0

SC/ sup ||| p2wye” " dr
0 z€R

< C(Im(O)|+ 7 O))
< (JInl

oty Wil )

De otro lado, se tiene que Wx es solucién del IBVP (2.41), luego se tiene que
MWg(f1, f2) = Wr((M(f1, f2)1)T) (ver (2.54)) y de este modo

MWg(z,t) = /t Wg <M (wS_T>) (x,t—T)dr = /t Wr(0,0e™7,0)(z, t —7)dr.
0 0
Mas aun,

t
[MWEO, )| L2mt+) < / sup [|Wr(M(0,9e™,0))(z,t — 7)|| 2 mt) dT
0

z€R

C< / ||| 2ye” " dr
0
< O (Im(0)] + 1£:(0)])
< C (Il ey g + I fillmeces) (3.9)

Ahora, observe que

ot =200 1 () = ()

luego, de los lemas (2.2.4) y (2.2.6), se tiene que

10;WE(0, )l 2ty < Sup (IMPWE(z, ) 2@) + CllY @)

< C (Il g oy + Iallren) + CI0) + £ O))

<& (Il

-8 /) + [ f1 Hs(R+)> .

Usando el argumento de interpolacién se concluye que

W0, Myeen < Co (Il oot o, + 1 F1llieces))

De la discusion anterior, se tiene que

W(fl, fg, hl, hg)(l’,t) = Wbp’(l‘,t) + WE(ZE,t) + (@1(

AS)
(3]
& &
('0‘ ml
N
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donde Wy, o = Wy(hy, he) + We(f1, f2). En primer lugar, note que
Sup lpie™ sy < C(1R1(0)] + | f1(0)]) < C (||

pe- b + 1l

)
(R+)>

usando la definicién de H y las condiciones de compatibilidad (sC2). Asi, de estos

En segundo lugar,

sup [[W (-, 1)
>0

vo@t)y < C (”Bl

<0 (Il ;.-

s+ I1Pall,

+ ||h2

SR+

célculos y los estimativos para Wg dados por (3.8), se obtiene finalmente que

sup HW(fla f2> h17 hl)(?ﬂ‘
t>0

<o (IAl

Y's(R)

+ || 2|

o) + | fell ey + [l et

H®™ ?R“'

5

Ahora, asuma que 3 < s < 7. En este caso considere la descomposicién de la

solucién W ( f1, fa, h1, he) dada por

NI~

W (f1, fo, hi, ho)(x,t) = Wi, t)+Wy(hy, he) (2, ) +Welfo, f2) (2, 1)+ (901( ,

donde
pi(z, 1) = (@i () + twia(x))e™ ™" = (Gin (@) + 1@ o(x))e™

(1 =1,2) con @11 y P12 extensiones de RT a R de las funciones
(fl(O) + (f1(0) + £1(0))x + %<f1(0> +2/1(0) + f{’(@))ﬁ) e "

y (1,(0) + f1(0))e™*, respectivamente. Las funciones f;, h; serén escogidas apro-
piadamente mas adelante, mientras que W; se define como la solucién del IVP
no homogeneo (3.6) sobre la recta, donde

19 = (i) 4 o))

Y1 = B A0 P11 + Po1 — Pan, e = B 1ADG1o + Pas.

Las funciones p,;(i = 1,2) puede ser escogidas para > 0 como
B (@) = (2£1(0) + 3£(0) + F1(0) = n(0) + (2£0) +3£(0) + f£(0))z
+ 5 (A(0) + 2/{(0) + F(O)2)e
Paa(z) = —(f1(0) + A1 (0))e™"

con
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Por un lado, se tien que Wj tiene la forma

Wi(z,t) = /0 Wgr(0, (¢¥1(-) + 72(-))e ") (z,t — 7) dT.

Por otro lado, para x € R"

0,t)e""
F® ) — HO®@) — 0™, 0.1) — o® (#10 k=01
(t) (t) — 0, W1(0,t) — 0, a0, 1)) :

. . s 345
De las condicones de compatibilidad se tiene que F' € Y7 (RT)y H € Y, ?7 *(R").
Asi, se tiene que Wy = Wy(hy, ha) + We( f1, f2) satisface el IBVP (3.3) con
Kl - O

En primer lugar se acota la solucién Wj. Utilizando el lema (2.2.4), se tiene que

t
O)lys ) S/ [Wg(0
0

< [ 1lnwedr
0

WA (,

Dllys@e" dr

l/ (il + 7 el roqey)e ™ dr
< C (O] + |£(0)] + | FO)] + | £(0)])
c@mmﬁw+mmmwo,

usando que f}(0) = h{(0), s > 2, s—3 > 1y que

il s < N|@uallas+r + || @rallastr + [|@ollms + ||P2,2|ms
< C (| (0)| 4 [ £2(0)] + [ £1(0)] + [ £7(0)])

< C (Il g g + il -
De manera similar se puede observar que

loi( D)llysmy < C (||h1
345
3,

Por otro lado, usando que F € Y§(R*) y H € Y, 2(R™) de las condiciones
de compatibilidad (sC3), se tiene que W(f1, fa, h1, ho) tiene la forma (3.9), y por
calculos similares a los casos previos, se puede ver que

Sup W (f1, fa, b, ) (o )|y ey
>

<c (I

re-dmey T /1] HS(R+)> :

*%<R+>> '

meety + || foll o ey + (|1 -3 ) + [|ho I
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Ahora, con51dere <s< 9 . En este caso, se descompone W ( f1, fa, h1, hy) como

W (fis for b, ho) (@) = Wl t) + Wy(hs, o) (2,8) + Wel fr, fo) (1) + ( E 3)
(3.10)
donde para i =1, 2,

pir,t) = (pir(2) + t@ia(2)e™ " = (i (x) + tPia(r))e”
con P11 y @12 extensiones de R a R de las funciones

£10) + (110) + Fi(0)) + 5(1(0) +2£(0) + F ()
S (F10) +37(0) 4 377(0) + F1(0))a|

y (R1(0) + f1(0))e™*, respectivamente. Para este caso, ¢9,(i = 1,2) pueden ser
escogidas para x > 0 como

P21(x) = (f1(0) = 2/1(0) = £7(0) = M1 (0) + (f2(0) — 2£7(0) — f"(0))x
__(fl( )42 (0)+ (0D + = (f1"(0)+3£1(0) +3F(0) — Fi(0))a?)e ™,
)

G
Pa2(r) = (f1(0) + hi(0))e™.

Ademas, si se define W5 como

Waot) = [ Wal0, (1) + riaOe st = )

entonces W es solucién del IVP no homogeneo (3.6) en la recta con

10 = (4101 + ateer)

donde las funciones 11, ¥y estan definidas como
Y1 = BT A P11 + Pog — Po2, e = BTAO G120 + oo,

con ¢1(0) = 0.
De las condiciones de compatibilidad (sC4), se tiene que F € Y7 (R") y que

~ s—3,
HeYy, *
en los casos previos, se puede ver que

sup |W(f1, fo, ha, ha) (- 1) lys o)

t>0
< (IAl

5
s—5 . -
2(R*). De esta manera, usando argumentos y calculos similares como

H“%(Rﬂ) :

]

meety + || foll o rey + (|1 -3 @) + [|ho
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Capitulo 4

IBVP no lineal

El objetivo de este capitulo es obtener un resultado de existencia local para el
IBVP (2.1), para ello se reescribe el problema como

{ O X (x,1) = MX(a,t) +G(X)(@,1), «>0, t>0, (4.1)

X(2,0) = F(z), X(0,t)=H(),

donde F' y G denotan las condiciones iniciales y de frontera como en el capitulo
anterior, y donde la parte no lineal estd dada por G(¢,7) = Gi(q,r) + G2(q,7),

4.1. IBVP no lineal: existencia local

con

Antes de abordar el IBVP no lineal (4.1), se estudiard un caso particular de
este problema utilizando el resultado del IBVP lineal homogéneo obtenido en el
capitulo anterior.

Teorema 4.1.1. Sea 3 <s <3 y F e L'([0,T] : Y*(R")) para T > 0. Entonces
el IBVP

0O X(x,t) =MX(z,t)+ F(z,t), >0, 0<t<T,
X(2,0) = (8) X(0,1) = (8) (42)

posee una unica solucion Wy € C([0,T] : Y*(R™)) tal que

sup {|Wi (-, 1)]

0<t<T

Ys (R+) dT

T
ye) < C / IF(7)]

49



Demostracion. Antes de abordar el problema para un F' € L'([0,T] : Y*(R")) en

general, se resolverd un caso particular tomando un F' € L'([0,7] : Y*(R™)) de

la forma F(x,t) = g(t)e ™. Sea 1 € H'%(R) una extensién de e™® de R* a R, y
€ (C5°(0,7))? tal que

T
/ lg;(t) —g(t)|dt — 0, cuando j — oo.
0

Si se define W como

wwaozlﬁ%mMﬂwuw—vmm

se puede ver W; es una solucién clasica del problema de valor inicial puro

{ oW (x,t) = MW (x,1) + g;()ip(x), = €R, t>0, (4.3)

W(z,0) =(0,0)*

como en el lema (2.2.6), se tiene que

T

1 2C [ 51Oy dr < [ ool i

Maés atin, como W;(0,0) = 9,W;(0,0) = 0, también se obtiene que

T
Moty <€ [ 10O 37 < [ lasellar. (10

Ahora, si se define Z;(x,t) = W;(z,t) — W,(W;(0, -))(z, t) se tiene que Z; satisface
el IBVP (4.2) con término no homogéneo G(x,t) = g;(¢)y(x) y también que

sup [[Wj(z, )]

zeR

W50,

T
sup (12, <C [ (0l dr
0<t<T 0
Ademés, por lemas (2.2.6) y (4.4),

sup [[W; (-, 8)lys@) < sup [[Z;( )llvs@e) + sup [Wo(W;(0,))[lys@+)
0<t<T 0<t<T 0<t<T

T
< O/O lgs(lldr + sup W0, )l o

T
sa/Wmvmm
0

Finalmente, se puede ver que (W;); en (C5°([0,7] : Y*(R™)))? es una sucesién de
Cauchy con limite . En efecto,

IW; (5 8) = Wi, 8)llys ey < /0 lg;(7) = ge(T)l d7.
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Asi, de éste hecho, de los calculos previos y tomando limite cuando j — oo, se
concluye que W (x,t) = lim;_,o, Wj(x,t) es una solucién del IBVP (4.3) reempla-
zando g; por g, y también que

T
sup [W(,8)lye) < C / lg(r)]l dr.
0

0<t<T

Ahora asuma que 3 < s < 3 y defina F(x,t) = F(z,t) — F(0,t)e*. Considere
U y V soluciones del IBVP (4.2) con parte no homogénea G(z,t) = F(xz,t) y
G(z,t) = F(0,t)e " = g(t)e~™, respectivamente. Por un lado, de la férmula de
Duhamel se sabe que la solucién U tiene la forma

U(x,t):/o W(F(-,7),0,0)(z,t — 7)dr,

donde W representa la solucién del IBVP (3.1). Como U(x,0) = U(0,t) = 0,
satisface la hipdtesis del teorema (3.0.2), entonces

T
sup [|U(:,t)|lys@+) < C sup / W (F (-, T)llys @+) dr
0

0<t<T 0<t<T

<o [ (Fer
<o [ IFen

Y's(RF) + ||F(0, 7')”) dr

Ys(R+) dT,

dado que H*(RT) C C,(R™) para s > 3. Por otro lado, aplicando el argumento
previo para ¢(t) = F(0,t), se tiene también que

T T
sup [Vl <€ [ IFODdr < [ 1FCr)
0 0

0<t<T

Ys (R+) dT

Como W; =U + V, se concluye el estimativo deseado para el caso % <s< %
En los casos restantes se procede de manera similar, considerando una F' apropia-
da. En el caso % <s< g, se utiliza

F(z,t) = F(x,t) — (F(0,t) + (0. F(0,t) + F(0,1))z) e,

para g <s< % se toma

F(z,t) = F(x,t) — (F(0,t) + (0. F(0,t) + F(0,t))x+

%@gp(o, 1)+ 20,F(0,4) + F(0, t))xZ) e,
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y finalmente, para s T<s< g
F(z,t) = ( + (8, F(0,t) + F(0,t))x + %(agF(o,m
20,F(0,1) + F(0,1))a é(a?’ (0, ) + 392F(0,£) + 30, F(0, 1) + F/(0, t));z:3)

O
Ahora considere el espacio Y* como
V(RY) = Y*(RY) x YRR,
y paracadaT >0y % <s< g, defina el espacio Z5 = C([0,T] : Y*) con norma,

1U]

z = sup [[U(, )|y
te[0,7)

De esta manera, usando las condiciones de s-compatibilidad para 3 Lo <3 9
aplicadas a la pareja de funciones (F, H) € Y*(R"), se tiene el siguiente resultado
de existencia local para el IBVP (2.1).

Teorema 4.1.2. Sea % <5< % y (F,H) € Y* que satisfacen una de las condi-
ciones de s-compatibilidad (sC1)-(sC4). Entonces existe

i) 70

tal que el IBVP (4.1) tiene una tnica solucion X = K(F,H) € Zz, . Mds ain,
para 0 < T} < Ty, eziste una vecindad U, de (F,H) € Y* tal que la aplicacion
solucion K : U. — Z§ es Lipschitz.

Ty =T (|| F|

Ys(Rt)s

Demostracion. Sea Xft = {U € Z3 : ||U||zz < R} una bola de radio R > 0 en
Z3, con T'y R constantes positivas que se determinaran mas adelante. Considere

la aplicacién solucion ® definida como
OU)=W(F, H)+ W (GU)).

Primero se probara que para (F, H) € Y° que satisface una de las condiciones de
s-compatibilidad se tiene que ® es una contraccién de X en XF para T > 0y
R > 0 apropiados. Sean U,V € Xy

Ro = [[Fllys@+) + [ H]l

Ys—%,s_%(R+).
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Luego, por teoremas (3.0.2) y (4.1.1) se tiene que

1)z < [W(EH) 5 + Wi GOl
T
scmw/ |G e dr
SCRO+CT sup ||G( )(-,7’)|ys(R+).

o<r<T

Ahora, para los estimativos no lineales, se utilizara la Ley de Multiplicacion de
Sobolev: Sea d > 1, y sean s1, s9 y t tales que cumplen

d d
S1+82 >0, t < 51459, t< 81+82—§, 0 S1+8, >0, t<s1+89, t< 81+82—§,
entonces, se tiene que

Yol g way < (|9

H51(Rd)”90| Hs2(Rd)- (4.5)

Asi, sea V; = (¢;,m;) € Y¥(R') (i = 1,2). Usando el hecho que B! tiene orden
(—2), y tomando t = s —2,s5; = sy sy = s — 1, se tiene que

HG1<
o
o
o

< 2C(b) <2||r1 - T2||HS(R+)||(J1||§){s(R+)

G1(V2)] YS(R+ = || = B™ (r1(q))s — r2(a5).) |
(I = ro) (@) all o2y + [I72(a] — ab)e]

(Hﬁ - T2||HS(R+)||(Q1) ’

H(R+)

H-2(m))

a1 @) |72l g (6 — 68)all o1 (e+))

1) =
)
)
)

<H7”1 — 7’2||H s(R+) ||Q1 Hs(R+) qu - Q2HH s(R+)

)

Hs(RT) + HT2‘

ey (et + o7

vee) (Il

+pllrallgs @ llar — g

< Cilp, b)[Vi = V4

v V2] ;;)/S(]RJF)) :

Un estimativo similar muestra que

1G2(V1) — Go(V2)|

ya@t)y < Ci(p,b)||[Vi — Va|

ven) (1IVil

veme) T I1V2] ]}?/S(Rﬂ) :

Mas ain, para Vi =V y V5, =0,

IG(V)]

yo@+) < Ci(p, b) <||V|

p+1 )
Ys(RY) )
Luego, de este hecho se tiene que

1S(U)]

o (4.6)
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y también que

|2(U) = @(V)]

zz < [WHG(U) = G(V))

z;

< 0/0 IGO)(,7) = GV 7) vz dr

vee) (1U(7)]

T
< Ci(p, b)/o |U(T) = V(7)] I;/s(w) + [[V(7)] I;fs(Rﬂ) dr

< T sup [U(7) =V llveen (0O, + 1V )
<TI0 = Viiz (1015, + IVIEL,)
< 2C1(p, O)RPT||U = V|| z.- (4.7)
Ahora, sea R =2CRyy T =T, > 0 tal que
1
2C1(p, )R Ty = N (4.8)

con N >2P+1y N €N. De (4.8) y de los estimativos (4.6) y (4.7), se tiene que
® es una contraccion de Xﬁ) en XJI%, luego, el teorema de Contraccion garantiza
la existencia y unicidad de una solucién local para el IBVP en el espacio le%.
Ahora, lo que queda por probar es que para cada 0 < 77 < Ty la funcion K de
U a C([0;T1] : Y¥(RT)) es Lipschitz, donde U, es una vecindad de (F, H) € }*y
€ > 0 un valor por determinar. Sea (E, I:Ii) eU. parat=1,2, ysean U, Uy y Uy
las tres soluciones correspondientes del IBVP para datos iniciales y de frontera
G = (FH), G = (ﬁ’l,ﬁl) y Gy = (FQ,I:IQ), respectivamente. De éste modo, se
tiene que

Uz, t) — Uy(x,t) = W(F — Fy, H— Hy)(z,t) + Wi (G(U) — G(Uy))(z, ).
Asi, de manera similar que para (4.7), se tiene que para T' < Ty < T,

U = U]

zs < C|G — G|
1

<O+ |lU =V 1

<eCH U=Vl (49)

Vs(RT) + 201(]9, b)RpTluU — U1|

z;

Ahora, considere la funcion
l(x) =—(N — 1)z + NCe.

Note que [(0) = NCe > 0y [ (]]\Vfi) = 0. Més atn, de la desigualdad (4.9) para
Ty, se tiene que l(y) > 0 para y = ||U — Uy| z;,» de donde U — U1||Z%1 < N,

Luego,

NCe
N-—-1’

[Uillz;, < IU=Uillzs, +1[Ullz;, < B+ (4.10)

o4



y de manera similar

NCe

z;, SR+ (4.11)

Ahora, note que

Ul(x,t) - UQ(ZL‘,t) == W(Fl — FQ, H1 — HQ)(ZL‘,If) + W[(Gl(U) — G(Ug))(x7t)

Si definimos € > 0 tal que % < R. De un argumento similar que en (4.7) se
tiene que
1UL = Usllz;, < ClIG1 = Gallyse) + Cilp, b)T1||Ur — Ua| 23, <||U1|1;;1 + [|U] 72;1)
NCe \?
< C|Gr = Gallysr+y +2C1(p, b)T1 (R+ N — 1> U1 — Us| Z5
< (|G — g2||yS(R+) +2C1(p, b)RPT1 2P ||Uy — Us| Z
9P

< C|G1 = Gollys ey + N||U1 — Uy 73,

lo cual implica que
N
Uy — Us| 75 < (N — 2p) |G — G Vs(R+))

de donde se concluye que la funcién soluciéon K de U, a Z7, es Lipschitz. O]

4.2. IBVP no lineal: existencia global

En esta seccion se considera para s > 1 la existencia global del IBVP con condi-
cién de frontera homogénea

{&X(x,t) = MX(z,t) + G(X)(x,t), >0, t>0, (4.12)
0. '

X(z,0) =F(x), X(0,t)=
donde el valor inicial F' = (f1, fa) € Y§(R") y es tal que
/ fi(z)dx = 0.
0

De la seccién anterior, el IBVP (4.12) esta localmente bien puesto y existe un
tiempo Tj que depende de la cantidad || F|

vy (®r+)- Mds aun, se puede observar que
cuanto mayor es || F'[|y;s®+) menor es Ty. En esta seccion se establece la existencia
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global del IBVP (4.12) mostrando que las siguientes cantidades se conservan en
el tiempo t > 0

M(q)(z,t) = /OOO q(z,t) dz, (4.13)
E(q,r)(x,t) = /000 (¢ +agz +1° +brl) do (4.14)

En efecto, si se asume que (¢,7) es una solucién suave del sistema (2.1) tal que
(q,7)(-,t) € Y*(R") y se integra la primera ecuacién,

d, [/Oooq(x,t) d:v] - /OOO gi(z,t) dx = /OOO ro(z,t) de = —1r(0,1) = —ha(t) = 0,

Ahora, multiplicando la segunda ecuacion por r e integrando, se obtiene
/ (I —b0*)ryrdr = / ((I —ad?)qy + pre® g, + 2qp7’x) rdx.
0 0

En primer lugar,
/ (prd® "o + 2¢°ry) rda = / (r*(¢")e + ¢"(17)s) da
0 0

= /OOO (r*q"), dx = —r*(0,)¢?(0,t) = 0

y en segundo lugar

/ ((I — a@i)qx) rdr = / (qxr — a@iqr) dz
0 0
T / (qrm - a@iqr,ﬂ) dz
0 0
= - / (q: — ad3qq;) da
0

1 o
= _éat (/ q2 dff) + G(Qm(h)
0

— 29, (/OOO(QQ + ag?) d:v) + a(q2q:)

— _1015 (/ (¢* + aq?) d:c)
2 0

ya que ¢(0,t) = hy(t) = 0 for ¢ > 0. Finalmente, siempre y cuando la solucién

00 o
— Tty AT
0 0

= (q — ad2q)r

- a/ (qquxt) dx
0

0

e}

0

exista, se tiene que

/ (([ — b@ﬁ)n) rdr = %& (/ r? dw) —b (rxtr
0 0
— lat (/ (r* +br?) dx) :
2 0

o6




En otras palabras, si (¢,7) es una solucién suave del IBVP (4.12), se tiene que
las cantidades (4.13) y (4.14) se conservan en el tiempo, de lo cual se obtiene la
existencia de las cantidades conservadas con respecto a t > 0

E(q,7)(,1) = £(q,1)(0,1) = / TPt al@ )+ £+ b0 fo)?) da
< Ol Fl - (4.15)

Teorema 4.2.1. Para cada F € Y (RT), el IBVP (4.12) tiene solucién tinica
global U € C(]0,00) : Yo (R™)) que satisface

sup 1Ullyg ey < ClE Ny @

Demostracion. Sea (fi;, f2.;) € C5°(RT) tal que
Ifi — fi,jHH(}(RJr) —0, 7—=>00, 1=1,2.

Sea U; = (g;,r;) la solucién del IBVP (4.12) con condicién inicial F; = (f1,;, fa;)-
Asi, se tiene que

U, (x,t) = W(F;,0)(x,t) + Wi(G(U;))(x,1). (4.16)

Més ain, U; € C*([0,T] : Y*(R")) y utilizando que la aplicacién solucién es
Lipschitz se obtiene que

sup ||U;(+,t) = Ur(, t)[ly1 )y = 0, J, k — +oc. (4.17)

0<t<T
Para 1 < k < 4, 0*U; € C([0,T] : Y**RT)). Dado que Y'(RT) Cc C(RT),
también se tiene que OFU; € C2([0,T] : C(RT)) para 0 < k < 3. En particular, se
concluye que

lim OFU;(z,t) =0, t€[0,7T], 0<k<3.

Sea U € C([0,T] : Y}(R")) el limite de la sucesién (U;);, cuando j — +oo (ver
(4.17)). Asi, de (4.16), se tiene que
Uz, t) =W(F,0)(x,t) + Wi (GWU))(z,t), lim U;(0,t) =U(0,t) =0

Jj—00

lo que significa que U es una solucién del IBVP (4.12) con U € C([0,T] : Y (R™)).
Ahora, de la discusién anterior (ver (4.15)), se sabe que la energia

EWU) () =E(F), 0<t<T.
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Mas aun, tomando limite cuando j — 400 en la energia, se concluye que
EWU)t)=E(F), 0<t<T.
De este modo, se puede observar que existe una constante positiva C tal que

CUIE vy < VEF) < CIlIF |y .

Lo anterior garantiza que cada solucion local puede ser extendida en el tiempo.
En otras plabras, se tiene que U es solucién del IBVP (4.12) tal que

U € C([0, +00) : Y2 (RT)).
O

Finalmente, se tiene un resultado de existencia global para la ecuaciéon de Benney-
Luke que sigue directamente del resultado anterior, la existencia de la cantidad
M dada por (4.13) la cual se conserva en el tiempo, y la observacién (2.0.1)
que permite establecer la equivalencia entre el IBVP con la condicién de frontera
homogénea (4.12) y el IBVP con condicién de frontera homogénea para el modelo
de Benney-Luke

Ug — Ugy + AUgrrs — buzxtt + putugilux:v + 2u§¢u$t = Oa x> 07 t> 07
uz(0,8) =0, u(0,8) =0
ux<x>0) :fl(x)a ut<x70) :fZ(-T)a

Corolario 4.2.2. Para cada F = (f1, f2)T € Y (RT), el IBVP con condicion
de frontera homogénea para la ecuacion de Benney-Luke (3) tiene solucion unica
global v € C([0,00) : V3(R™)) que satisface

sup Ju(, ) llve@sy < CIF || @)

o8



Conclusiones

= Se escribié el IBVP (3) asociado a la ecuacién de Benney-Luke como un
IBVP de primer orden (2.1), y se logré obtener representaciones explici-
tas y estimativos de la soluciones de tres subproblemas lineales homogéneos
(G = 0) asociados a este problema de primer orden: un IBVP lineal con con-
diciones iniciales cero y datos de frontera (hq, hy) € Yos_i’s_g(]RJr) sobre la
semirecta, un IVP lineal con valores iniciales (f1, f2) € Y*(R) sobre la recta
y un IBVP con datos de frontera cero y valores iniciales (fi, f2) € Y5 (R™)

en la semirecta.

= Para la obtencién explicita de las soluciones de los dos primeros subpro-
blemas mencionados anteriormente se implementaron satisfactoriamente las
técnicas de la tranformada de Laplace (primer subproblema) y la técnica
de la transformada de Fourier (segundo subproblema), como lo hicieron J.
Bona, S. Sun, y B. Zhang en [6] en el IBVP para la ecuacién KdV y como
lo hizo Xue en [10] en el IBVP para la “buena” ecuacion de Boussinesq.

= Se obtuvo un estimativo para el IBVP lineal homogéneo general (2.2) con

valores iniciales (fi, f2) € Y (R") y datos de frontera (hy, hy) € YO#%’S*% (RT)
que satisfacen una de las condiciones de compatibilidad (sC1)-(sC4), uti-
lizando las soluciones explicitas y los estimativos de los tres subproblemas
asociados.

= Se obtuvo un resultado de buena colocacién local para el IBVP lineal des-
crito en el item anterior, a través del argumento de contraccion en una bola.

= Se obtuvo un resultado de buena colocacién global y un estimativo para
el IBVP no lineal (2.1) con valores iniciales (fy, f2) € Y3 (R") y datos de

frontera cero.

= Se utilizo el resultado del item anterior para determinar un resultado de
buena colocacién global y un estimativo para el IBVP (3) asociado a la
ecuacion de Benney-Luke considerado inicialmente.
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