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Resumen

En este trabajo se presenta la formulacién por elementos de contorno para el andlisis dinamico
de placas gruesas laminadas. Como ecuacién de gobierno se utilizé la teoria de primer orden para
laminados, esta formulacién considera la presencia de esfuerzos cortantes en los planos normales
a la superficie de la placa. La solucién fundamental elastica-estatica es utilizada para la solucién
del problema dindmico. Las integrales que involucran términos inerciales y cargas distribuidas en
el dominio, son llevadas al contorno utilizando el método de integracién radial. En este método las
cargas en el dominio son aproximadas con la suma de los productos entre funciones de base radial
y coeficientes desconocidos. Para la discretizaciéon del contorno se utilizaron elementos cuadrati-
cos discontinuos. Varios problemas estaticos y dindmicos del tipo transientes, armoénicos y modales
fueron analizados. Los resultados obtenidos fueron comparados con soluciones numéricas obtenidas
con paquetes comerciales de elementos finitos y con soluciones analiticas reportadas en la literatura

especializada.

Palabras clave:
Elementos de Contorno, Placas espesas, Laminados Simétricos, Formulacién Dinamica, Método de

Integracion Radial



Abstract

In this work is presented the dynamic formulation of boundary element method for the analysis
of composite thick plates. The first order shear deformation theory is used as governing equation,
this formulation consider the transverse shear deformation. The elastostatic fundamental solution is
used to solve de dynamic problem. The domain integral related with the inertial terms and domain
loads, are transformed into boundary integrals using the radial integration method. In this method,
domain loads are approximated by a sum of products between radial basis functions and unknown
coefficients. The time integration for transient problems is is carried out using the Houbolt method.
Quadratic boundary elements are used in the boundary discretization. Static and dynamic problems
such transient, harmonic and modal are solved. The obtained results are compared with finite ele-

ment solutions and analytical solutions available in the specialized literature.
Key words:

Boundary Elements, Thick Plates, Simmetric Laminates, Dynamic Formulation, Radial Integration

Method
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Analisis de laminados compuestos

Los materiales compuestos se han convertido en material de uso comtn para la elaboracién de
componentes estructurales debido a las ventajas ofrecidas como su alta relacion resistencia/peso,
resistencia a la corrosion y facilidad de manufactura de geometrias complejas entre otras, en Gay et
al. (2003) se puede encontrar el rango de aplicaciones de los materiales compuestos. En industrias
como la aeronédutica y la naval los materiales compuestos son de uso clave para la obtencién de
estructuras mas livianas permitiendo mayor ahorro de combustible y aumento en la capacidad de
carga. Las estructuras de los aviones, barcos o carrocerfas de automoéviles estan construidas princi-
palmente con placas planas y cascaras unidas entre si, para el andlisis de este tipo de estructuras es
necesario solucionar las ecuaciones constitutivas que las gobiernan. Los modelos de placa més usados
son: el modelo de placas delgadas de Kirchhoff (1850) y el modelo de placas gruesas de Reissner
(1947) siendo este altimo un modelo mas general ya que tiene en cuenta la deformaciéon cortante en
el plano perpendicular al espesor de la placa cuyo efecto es méas importante en materiales anisétrop-
icos, razon por la cual ha sido escogido en este trabajo, en Reddy (2004) se encuentra la formulacion
detallada para ambos modelos de placa. En contraposicién a las bondades de los materiales com-

puestos mencionadas anteriormente, encontramos una mayor dificultad en la ejecucion de las labores



de disenio en comparacién con los materiales isotropicos, debido a que estos no poseen propiedades
mecanicas iguales en todas sus direcciones principales, haciendo muy dificil o impractico obtener
soluciones analiticas de las ecuaciones de gobierno para problemas con geometria arbitraria, por
esta razon se debe optar por soluciones numéricas para la evaluacion de estas ecuaciones. El método
tradicionalmente utilizado para la solucién numeérica de las ecuaciones constitutivas de los laminados
compuestos, ha sido el método de los elementos finitos (FEM, Finite Element Method) el cual se
basa en la discretizacién del dominio para la obtencién de la solucién en puntos discretos del mismo.
La discretizacion del dominio trae consigo algunos problemas como la necesidad de un mallador que
sea capaz de dividir el dominio de trabajo en elementos discretos conservando con la mayor precisiéon
posible la geometria original, lo cual en muchos casos puede resultar ser una tarea desafiante. Es
bien sabido por los usuarios de paquetes comerciales o libres de elementos finitos que las labores
involucradas en la generacion de la malla puede representar hasta el 50 % del tiempo gastado en el
modelado, por esta razén, en este trabajo se propone el uso del método de los elementos de contorno
(BEM, Boundary Element Mehtod) como método numérico para la solucion de las ecuaciones de
gobierno de placas gruesas laminadas. A diferencia de FEM, BEM no requiere la discretizacion del
dominio para la solucién del modelo, sino que solo se debe discretizar el contorno, y a partir de la
solucién en el contorno es posible obtener la solucién en cualquier punto deseado del dominio con lo
cual se evitan todas las dificultades mencionadas en la generaciéon de la malla de dominio utilizada
por FEM, las principales ventajas de BEM sobre FEM son descritas por Katsikadelis (2002) como

sigue:

= Solo se requiere discretizacion del contorno, lo que facilita cambios en la malla para el estudio

de problemas paramétricos.
» Para dominios infinitos el problema es formulado simplemente como un problema exterior.

= El método es particularmente efectivo para en el calculo de las derivadas de las funciones de

campo (esfuerzos, deformaciones, momentos).

= BEM permite la evaluacién de la solucién y sus derivadas en cualquier punto del dominio del



problema en cualquier instante de tiempo.
= BEM facilita el analisis de problemas con peculiaridades geométricas como grietas.

A pesar de las ventajas mencionadas también se debe anotar algunas desventajas de BEM como:

= Se necesita la soluciéon fundamental de la ecuacion diferencial.

= Para problemas de mecénica estructural el nivel de desarrollo de BEM es menor que el de

FEM.

= Se generan matrices llenas, impidiendo el uso de algoritmos que simplifican la solucién del

sistema de ecuaciones.

Debido a las ventajas mencionadas, resulta de gran beneficio obtener la formulacién BEM para
el analisis de placas compuestas. En articulos de revistas especializadas se encuentran trabajos real-
izados sobre el analisis de laminados compuestos delgados y gruesos, para el caso de placas delgadas,
es posible encontrar tanto la formulacion estéatica como dindmica ver Santana (2008); Albuquerque
y Aliabadi (2010), para placas gruesas laminadas solo se reportan trabajos realizados para el ca-
so estatico ver Wang y Schweizerhof (1996). El analisis dinamico de estructuras permite realizar
disefios menos conservadores debido a que se tienen en cuenta valores y condiciones de carga mas
aproximados a la realidad. En este trabajo se estudian tres tipos de problemas dinamicos: proble-
mas transientes, armoénicos y modales. Con el andlisis transiente es posible conocer la respuesta de
la estructura bajo cargas impulsivas de choque como el impacto de un ave sobre el fuselaje de un
avion, el andalisis armoénico permite evaluar la respuesta de la estructura bajo cargas armoénicas como
la vibracién producida por el motor de una embarcacién y el anélisis modal permite encontrar las
frecuencias y modos de vibracién de la estructura para determinar en que rango de frecuencias se pro-
ducira resonancia, provocando algin modo de vibracién critico para la estructura ver Beards (1996).
Las formulaciones BEM para placas gruesas laminadas adin estan en etapa temprana de desarrollo

por lo que no se cuenta con paquetes comerciales ni libres disponibles para este tipo de andlisis. Asi



mediante el presente trabajo serd posible analizar problemas dinamicos de placas gruesas laminadas
utilizando BEM para la solucién de problemas practicos de ingenieria. Las rutinas de computado-
ra desarrolladas, con las cuales se obtuvo la solucién de los ejemplos numéricos presentados, estan

basadas en aquellas utilizadas en los trabajos de Useche (2007); Albuquerque (2001).

1.2. Revisién Bibliografica

Alrededor del afio 1982 comenzaron a publicarse los primeros trabajos para el analisis de placas
por BEM, en este ano Gospodinov y Ljutskanov (1982) presentan la formulacion directa BEM para
el anéalisis estéatico de placas delgadas, en la segunda parte del mismo trabajo, presentan el andlisis

dindmico y de estabilidad de placas.

En los trabajos de Ye y Liu (1985) se presenta la formulacion BEM para el anélisis de placas
elasticas delgadas basandose en la forma general no-lineal de las ecuaciones diferenciales de gobierno

de placas delgadas.

Poco después Tanaka et al. (1988) analiza problemas de vibracion libre de placas isotropicas elasticas
por BEM. En este trabajo, se utiliza la solucién fundamental del caso estatico para la solucion del

problema dindmico. el uso potencial del método es demostrado mediante algunos ejemplos practicos.

En Rashed (2000) podemos encontrar formulaciones detalladas para el andlisis de placas isotropicas
gruesas. La solucién fundamental y las expresiones analiticas de las soluciones fundamentales para
placas isotrépicas gruesas son presentadas, ademés de las respectivas transformaciones para conver-
tir en integrales de contorno aquellas integrales de dominio resultantes de la inclusion de fuerzas
de cuerpo. La formulacién BEM para el anélisis de fundaciones elasticas es presentada junto con

algunas otras aplicaciones en mecédnica estructural.



Por otro lado Westphal et al. (2001) Presentan una formulaciéon unificada para el analisis de placas
delgadas y gruesas. La formulacién desarrollada permite una facil comparacién de los resultados

obtenidos para formulaciones de placas gruesas y delgadas.

Mas adelante Karam y Telles (2003) desarrollan la aplicacion BEM para el anélisis de deflexion
en placas gruesas isotrépicas. La ecuacién integral, incluyendo momentos y fuerzas cortantes resul-
tantes en los puntos internos es mostrada. La implementacién numérica es llevada a cabo utilizando
las ecuaciones integrales discretizadas con elementos de contorno cuadréticos y celdas internas con-

stantes.

Wang y Maokuang (1991) Presentan en su trabajo las soluciones fundamentales para el analisis
de placas ortotropicas laminadas. Las formulaciones presentadas son obtenidas por medio del méto-
do del operador de Hérmander y la descomposiciéon onda-plana de la funcién delta de Dirac. Con el
auge del uso de placas laminadas compuestas como material estructural, se hizo necesario el desarro-
llo de formulaciones BEM para laminados compuestos. Por esta razén Wang y Schweizerhof (1996)
presentan la formulaciéon BEM para el anélisis de deflexion de placas gruesas con laminados simétri-
cos. Como modelo matematico utiliza la teoria de placas de primer orden. La solucién fundamental
es calculada mediante el método del operador de Hormander y la descomposicién onda-plana. La
ecuacion integral de contorno de la placa es formulada tomando la solucién fundamental presentada,

como funciones de ponderacién de las ecuaciones resultantes del método de los residuos ponderados.

Recientemente Albuquerque et al. (2002) presentan la formulacion BEM para problemas depen-
dientes del tiempo en placas delgadas anisotrépicas. También presenta la formulacion multi-dominio
para problemas bi-dimensionales con o sin fractura. La formulacion de reciprocidad dual es utilizada

para transformar las integrales de dominio a integrales de contorno.

Poco después Albuquerque y Aliabadi (2010) presentan la formulacion para el analisis de laminados



simétricos delgados. Las soluciones fundamentales para problemas estaticos en materiales elésticos
son utilizadas y las fuerzas de cuerpo son escritas como una suma de las funciones de base radial
multiplicadas por coeficientes desconocidos. Las integrales de dominio resultantes son convertidas en
integrales de contorno utilizando el método de integraciéon radial utilizando la formulacién presenta-
da en Albuquerque et al. (2007). Utilizando este mismo método Santana (2008) realiza su trabajo de

maestria utilizando las formulaciones BEM para el andlisis dindmico de placas compuestas delgadas.

Los trabajos revisados fueron tomados de la principales bases de datos para articulos cientificos,
tesis de doctorales v de maestria. De la revision realizada es posible corroborar que aun no se han
realizado trabajos sobre formulaciones dindmicas basadas en el método de los elementos de contorno
para el anélisis de placas gruesas laminadas, solo se encuentran trabajos realizados principalmente
sobre placas isotropicas finas y placas compuestas delgadas. Asi el presente trabajo representa un
aporte al estado del arte en este area, al proponer el uso de la formulacién BEM para el analisis de

problemas dindmicos en laminados simétricos bajo la teoria de placas gruesas.

1.3. Descripciéon del trabajo

El objetivo de este proyecto es la evaluacién de las formulaciones BEM para el andlisis dindmico
de placas gruesas laminadas utilizando la teoria de primer orden para laminados compuestos como
ecuacion de gobierno. Este modelo matematico para placas gruesas fue escogido debido a la disponi-
bilidad de sus soluciones fundamentales, ademas de su amplio uso en paquetes de elementos finitos
para anélisis estructural. La solucién fundamental para el anélisis estatico de laminados simétricos
es utilizada, tomando las términos inerciales como fuerzas de cuerpo para el anélisis de problemas
dindmicos. El desarrollo de formulaciones y herramientas para el analisis de materiales compuestos
resulta de gran importancia para industrias claves como la aerondutica, naval y automovilistica entre
otras ya que estas permiten mejorar el desempeno de sus productos. El método de los elementos de

contorno no cuenta con la amplia popularidad del método de los elementos finitos para el anélisis de



problemas de mecénica estructural, principalmente por su complejidad matemética ver Brebbia y
Dominguez (1992), este problema se ha venido superando mediante la difusion de las formulaciones
matematicas en un lenguaje comun para los ingenieros. En la revision bibliografica presentada arriba
se evidencian pocos trabajos publicados para el andlisis de placas gruesas laminadas utilizando BEM
lo que motiva la realizacién de este trabajo, ya que ain resta mucha investigacién en este area.

El presente trabajo consta de 6 capitulos:

Fn el capitulo 2 se presentan las ecuaciones constitutivas para el anéalisis de placas gruesas lami-
nadas.

En el capitulo 3 se presenta la formulacion BEM para laminados simétricos, tanto la solucion fun-
damental como la ecuacion integral de contorno y el tratamiento de las integrales de dominio es
presentada.

En el capitulo 4 se presenta la formulacién dindmica para anélisis de problemas transientes, armoni-
cos y modales.

En el capitulo 5 se realiza una descripcién general de la implementacién computacional realizada.
En el capitulo 6 se presentan las consideraciones finales y conclusiones de los resultados obtenidos

en esta investigacién.



Capitulo 2

Mecanica de materiales compuestos

2.1. Introduccion

En este capitulo se detallan las ecuaciones constitutivas para el andlisis de placas compuestas
laminadas bajo la teoria de primer orden o (FSDT, first order shear deformation theory), las expre-
siones para la transformacién de coordenadas de los tensores de esfuerzo y deformaciéon ademas de los
tensores de constantes elasticas es presentada. Las constantes de rigidez equivalentes del laminado
son obtenidas a partir de la rigidez de cada lamina utilizando teorfa de laminados. Finalmente el sis-
tema de ecuaciones diferenciales para el andlisis dindmico de placas gruesas laminadas es presentado

tomando como variables principales los desplazamientos y rotaciones de la placa.

2.2. Ley de Hooke Generalizada

Las ecuaciones constitutivas para materiales anisotrépicos surgen a partir de la ley de Hooke
generalizada. El modelo lineal constitutivo para deformaciones infinitesimales, suponiendo un estado

inicial de esfuerzos ¢” = 0 tiene la siguiente forma, (ver Reddy (2004)).

g; = CijEj (2'1)



Donde los sub-indices repetidos indican suma y varfan de 1-6. La ecuacion (2.1) escrita de forma

matricial, queda de la siguiente forma:

01

02

03

04

05

06

Ci1
Co
Cs1
Cu
Cs1
Ce1

Cr2
Ca2
Csz
Cy2
Cs2
Cé2

C13
Ca3
Cs3
Cu3
Cs3
Ces3

Cra
Caa
Cs4
Cua
Cs4
Céa

Cis
Cas
Css
Cus
Css
Cés

Cie
Cas
Csg
Ciue
Cs6
Ceo

€1

€2

€3

€4

€5

€6

(2.2)

Debido a que la relacién esfuerzo-deformacioén es invertible, el tensor de deformaciones puede ser

escrito de la segtn la ecuacion (2.3), la cual en muchos casos resulta util a la hora de trabajar con

las constantes de ingenieria del material.

€1

€2

€3

€4

€5

€6

St
Sa1
S31
Sn
Ss1
Se1

S12
S22
S32
Si2
S52
Se2

S13
Sa3
S33
Su3
S53
Se3

S14
So4
S34
Sy4
Ss4
Sea

S16
Sa6
S36
Si6
S56
Se6

01

02

g3

04

05

06

(2.3)

Donde S;; es la matriz de flexibilidad del material y se puede calcular como la inversa de la matriz

de rigidez [S] = [C] L.

Como es de notar en las ecuaciones (2.2) y (2.3), se tiene un total de 36 constantes elésticas, si

consideramos la condicién de simetria Cj; = C}; nos queda un total de 21 constantes las cuales seria

impractico obtener de forma experimental. Afortunadamente se puede considerar la existencia de

planos de simetria en el material con el fin de reducir la cantidad de constantes elasticas necesarias.

Asi, si consideramos que el material es ortotropico es decir, existen tres planos de simetria mutua-



mente ortogonales, como es el caso de una lamina compuesta unidireccional, el numero de constantes

se reduce de 21 a 9. De esta manera, las relaciones esfuerzo-deformacion toman la siguiente forma:

r (
o1 Cii Ci2 Ci3 0 0 0 €1
02 Co1 Coy Ca3 0 0 0 €2
o3| _ C31 C3 C33 0 0 0 €3 (2.4)
04 0 0 0 C44 0 0 €4
o5 0 0 0 0 055 0 €5
g6 0 0 0 0 0 066 \66
. ~ -
€1 Si1 S22 Si3 0 0 0 o1
€2 So1 Se2 S23 0O 0 O op!
€3 S31 Sz S33 0 0 0 o3
€4 0 0 0 544 0 0 04
€5 0 0 0 0 555 0 05
€6 0 0 0 0 0 Ses 6 |
Las constantes .S;; se pueden calcular en funcién de las constantes de ingenierfa como sigue:
g — 1 g, M2 g _ Vi3
11 E1 ) 12 E1 ) 13 E1
1 —U93 1
Sog = —, Sog = S33 = — 2.6
22 By’ 23 By 33 s (2.6)
1 1 1
Spyu=—, Ss5=——, Se=——
44 Gos 5= a 66 G

Donde E, vy G Son los médulos de Young, Poisson y corte respectivamente. Como se dijo anterior-
mente C;; se puede calcular como la inversa de S;;
Para una lamina se suele utilizar las ecuaciones reducidas para el estado generalizado de esfuerzo

plano. Con respecto al plano-zjxsy, ver figura (2.1), si hacemos el esfuerzo axial en la direccion 3
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igual a cero las expresiones para el tensor de esfuerzos quedan reducidas de la siguiente manera:

0ap = 0a8(T1,22), 0a3 = 0a3(x1,22), 033 =0 (2.7)

Donde a y 8 toman valores de 1 y 2. Las relacién esfuerzo-deformaciéon en las coordenadas principales

del material se expresa como sigue:

€1 St Si2 0 o1
g2 (= |S12 S22 O o2 (2.8)
€3 0 0 Ses o6

Analogamente.
o1 Quu Qiz O £1
oy = |Qi2 Q22 0 £2 (2.9)
o 0 0 Qes| | &3

Donde @;; la matriz de rigidez de esfuerzo plano.
Finalmente se tiene la relacion de los esfuerzos cortantes transversales con las deformaciones cortantes

transversales, para una lamina ortotropica esta relacion queda de la siguiente forma:

og|  |Qaa O €4 (2.10)

o 0 @s5] |5

2.3. Transformacion de los esfuerzos y deformaciones

Las relaciones constitutivas de las ecuaciones (2.2) y (2.3), estan escritas en términos de las
componentes de los esfuerzos y las deformaciones referidos a un sistema coordenado que coincide
con el sistema coordenado principal del material. Es usual que los laminados se construyan a partir
de laminas unidireccionales cada una orientada en una direccién especifica. Para transformar el

tensor de esfuerzos o de un sistema coordenado (x,y, z) al sistema (x1,y1,21) como se muestra en

11



Figura 2.1: Sistema coordenado de la lamina.

la figura (2.1), aplicamos la siguiente relacion:

Oxx

Oz2
O—yz

Ozxz

Oxy

Vg

cos? 0

sin? 6

sin 0 cos 6

sin? 6 0
cos? 6 0
0 1
0 0
0 0

—sinfcosf 0

0 0

0 0

0 0
cosf sinf
—sinf cosf

0 0

—sin® 26
sin? 26
0
0
0

cos? — sin246

\

01

02

g3

04

05

]

7

(2.11)

De forma abreviada podemos escribir la siguiente expresién para pasar del sistema coordenado p

(z,y,z) al sistema m (z1,y1,21):

{o}p = [THo}m

12
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Donde T' es la matriz de transformacién de coordenadas. La relacion inversa entre {o},, y {0},

tiene la siguiente forma:

; - -

o1 cos? 6 sin’ 6 0 0 0 sin® 26 Opa
P sin” ¢ cos’6 0 0 0 —sin? 20 Oy
o 0 0 1 0 0 0 o
L > (2.13)
o4 0 0 0 cosf —sinf 0 Oy2
o5 0 0 0 sinf cosf 0 Oy
06 —sinfcosf sinfcosf 0 O 0 cos? ) — sin’ 0 Oy
\ L .
De forma abreviada:
{o}m = [E{o}p (2.14)
Para transformar el tensor de deformaciones utilizamos la siguiente expresién:
T
{e}p = [Bl{e}tm, {e}m = [T {e}p (2.15)

Las constantes de rigidez Cj; y de flexibilidad S;; del material también deben ser transformadas
del sistema coordenado global al sistema coordenado de la lamina. para esto utilizamos la siguiente

relacion para la transformacion de C, S a C, S:

[C] = [T)[CNT]", [S] = [RIT[SI[R] (2.16)

2.4. Teoria de primer orden para placas laminadas

En esta seccién se definiradn las ecuaciones de gobierno para placas gruesas laminadas basandose
en la teoria de primer orden (FSDT). En esta teoria, se elimina la hipotesis de Kirchhoff, la cual
dice que las normales transversales permanecen perpendiculares a la superficie media después de la

deformacion. Asi en esta teoria se incluye la deformacion cortante transversal de la placa consideran-

13



Figura 2.2: Geometria deformada y sin deformar de una placa asumiendo FSDT.

do que una linea que es perpendicular al plano del espesor de la placa, no necesariamente seguira
siendo perpendicular a este plano después de la deformacion ver figura (2.2). La formulacién para
placas gruesas se encuentra detallada en Reissner (1947).

Para el modelo de placa gruesa, las relaciones generalizadas entre los desplazamientos y las defor-

maciones son:

€ —@—i—wk € —@—kwk
1= 5 1 2_8y 2
_Ou  Ov _ O0Yy
66_8y+8m kl_@m
(2.17)
o Oy | OY
ko = —Y ke = 7Y
2 oy 6 oy + Oz
ow ow
54—87y+¢y 55—%4‘7/%

Donde u, v y w son los desplazamientos del plano medio de la placa, v, y v, representan las rota-
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————————— T v v v 17—  |h

N

Figura 2.3: Definicién general de un laminado

ciones de la placa con respecto a los ejes x y y respectivamente, kq y ko son las curvaturas principales

en las direcciones x1 y 2.

2.4.1. Teoria de laminados

Cuando se trabaja con placas laminadas se debe encontrar un equivalente de las constantes
elasticas del laminado, calculadas a partir de las constantes elasticas de cada una de las capas que
lo conforman, para esto utilizaremos la teoria de laminados. En esta teoria se realizan los siguientes

supuestos o restricciones:
» Las capas estan perfectamente unidas unas con otras. (supuesto)
» El material de cada capa es lineal, elastico y ortotropico. (restriccion)
» Cada capa tiene espesor uniforme. (restriccion)

= Las deformaciones y desplazamientos son pequetios (restriccion)

15



Iniciemos con la relacion esfuerzo deformacion para una lamina k. Con respecto al sistema global

del laminado podemos escribir la siguiente expresion:

k B B Tk k
Oz Qu Q12 Qe Ex
Oy (= |Qi2 Qa2 Qu Ey (2.18)
Oxy Qs Q26 Qss Vay

Donde Qi]- puede ser obtenido utilizando el operador de transformacién de coordenadas T descrito
arriba.

El tensor de deformaciones referido desde el plano medio mostrado en la figura (2.3) se puede expresar
como la suma de las deformaciones unitarias en ese plano més las componentes de las curvaturas

del mismo como se expresa a continuacién:

Ex o Ky
Ey (= 5; +z Ky (2.19)
Yy ’Y;y Rgy

Reemplazando la ecuacion (2.19) en la (2.18) obtenemos:

k

Oz Qu Q12 Qe €2 Kz

o (= |Qi2 Qa2 Qu gy (T79 Ky (2.20)
Oy Q 16 QQG Q66 7;;, Ray

Para la definicién de las ecuaciones constitutivas del laminado, se debe realizar un balance de las
fuerzas y momentos que acttian sobre la placa, en la figura (2.4) se muestran cada una de las fuerzas
y momentos actuantes.

Las fuerzas y momentos resultantes actuando en un laminado se obtienen por la integracién de los
esfuerzos en cada capa en la direccion del espesor del laminado, como se muestra en las siguientes

ecuaciones:

16



Ny Ozzx Oz
h/2 N oz
N, :/ Ty dz:Z/ oy ¢ dz (2.21)
—h/2 k=1"”k—1
ny Oy O':Ey)
\ Kk
My b2 Ozx N . Ox
M,, :/ Oy ( 2z = Z/ o, ¢ #dz (2.22)
—h/2 k=1""k—1
Mxy Ozy Ozy

Las fuerzas cortantes en el espesor se calculan con la siguiente integral:

Qac h/2 Ozxz N Zk Oxz
= K/ dz = KZ/ dz (2.23)
Qy —h/2 Uyz k=1 " Zk—1 Jyz

Donde K es el factor de correcciéon cortante. Con FSDT las deformaciones cortantes transversales

han sido tomadas como constantes en el espesor del laminado, de esta manera los esfuerzos cortantes
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transversales también serdn constantes. Fs sabido de la teoria de vigas que los esfuerzos cortantes
transversales en plano del el espesor de la viga varian parabolicamente, en vigas compuestas lami-
nadas y placas los esfuerzos transversales varian al menos cuadraticamente, ver Reddy (2004). Asi la
diferencia entre el estado actual de esfuerzos cortantes y el estado de esfuerzos cortantes predicho por
FSDT es corregido calculando las fuerzas cortantes transversales resultantes de la ecuacion (2.23)
multiplicadas por un parametro K.

Reemplazando la ecuacion (2.20) en las ecuaciones (2.21) y (2.22) para las fuerzas y momentos

resultantes obtenemos las siguientes expresiones:

k
Nyz N Qu Q12 Qe € K
B B B Zk Zk
Ny (=D, |Qrz Qa2 Qu / &5 d2+/ Ky (242 (2.24)
k=1 | _ - ~ Zk—1 Zh1
Nyy Q16 Q26 Qe Yoy Ky
) ) ok
My Qu Q12 Qe € K
~ B B Zk 2k )
Myy ¢ = Qiz Q2 Q2 / &5 Zd2+/ Ky 2 d2 (2.25)
k=1 B B B Zk—1 Zk—1
Mgy Q6 Q2 Qoo Yoy Kay

Las componentes del esfuerzo para cada capa k en el plano del espesor se expresan como sigue:

k ) BRL
o Qus Qus g
T v (2.26)
Oxz Q5 Qss Vaz
Asi las ecuaciones (2.24) y (2.25) pueden ser escritas como:
Nz A Az Ase € Bi1 Bi2 Big Kz
Nyy ¢ = | A1z Az A gy (T | B2 B2 B Ky (2.27)
Ny A Azs Ass| | Yoy Bis Bas Bes| | Kay
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My Bi1 B2 Bis €y D11 D12 Dais Ky
Myy ¢ = |Bi2 Ba2 Bas| e, (T [Di2 Dz Das|  ky (2.28)
My, Bis Bas Bes| | Vay Dig Do Deg| | Kay

Donde:

b
S
I
[]=
—~
SII
~—
>
—~
N
x>
|
N
T
—
~—

k=
1 x
Bij =35 ;@zj)k(zi — 1) (2.29)
1 N
Dzy = g Z(sz)k(zk - 22,1)
k=1
En el plano del espesor tenemos que:
Q Ay A
vl _ g 44 45 Yyz (2.30)
Qz A45 A55 Va2

Los valores de A;;, B;j y D;j se les conoce como rigidez extensional, rigidez acoplamiento extension-
flexién, y rigidez a flexién respectivamente. En este trabajo solo se trabajaran laminados simétricos
por ser los més utilizados a nivel de ingenieria, de tal manera que los valores de B;; son iguales
a cero al no haber acoplamiento entre extensién y flexién lo cual es caracteristico de este tipo de
laminados.

Los valores de rigidez presentados en las ecuaciones (2.27), (2.28) y (2.30) dependen de las constantes
elasticas del material, espesor de cada capa y el esquema de laminado, este tltimo se utiliza para
clasificar los laminados en varios tipos, los principales son: simétricos, anti-simétricos y balanceados.
Los laminados simétricos son aquellos que poseen las mismas propiedades, posiciones y esquemas de
laminado con respecto al plano medio de la placa ver figura (2.5). Al no existir acoplamiento entre
los efectos de extension y flexion, las expresiones de las fuerzas y momentos resultantes en funcion

de las constantes del laminado, toman la siguiente forma:
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90 l,
90

Figura 2.5: Laminado simétrico.

Mwa:
Myy

My, )

Los valores de Q; y @ se conservan igual a la ecuacion (2.30).

(2.31)

(2.32)

Una vez realizada la definicién de los laminados podemos escribir las ecuaciones de movimiento,

resultante del balance de fuerzas de la placa. Para un laminado simétrico las ecuaciones quedan

como sigue:

OMyy  OMyy 0%y,
ox oy Qu=T2753

OM,, OM,, 9%,
ox Ay @y =155

aQ:E Qy o 8271)

gr oy 970G

(2.33)



Las ecuaciones (2.33) pueden ser escritas en notaciéon indicial, tomando las direcciones cartesianas

x,y como las direciones principales o, 8 = 1,2 de la siguiente forma:

32%
Mapp —Qa = 252

Pu (2.34)

Qa,a +qg= IOW

Donde Ij e I5 son los momentos méasicos de inercia dados en funcién de la densidad p y el espesor

h del laminado como:

. (2.35)

I, = —ph3
- 127

Las ecuaciones de movimiento puden ser expresadas en funcién de los desplazamientos para un lam-

inado simétrico a partir de las ecuaciones (2.17), (2.31), (2.32) y (2.34) como sigue:

Ecuacién de movimiento lineal en direccién z:

o2 0V, 9w 19}
KA55<w+ Ld )+KA45( +7/}y>+

or? = Ox dydx  Ox
(2.36)
Pw O Pw O 0w
KA e KAy | — + 22 N it
45 <8w8y+ 6y>+ 44(8y2 + ay>+Q($>y) 052
Ecuaciéon de movimiento rotacional alrededor del eje x:
821/J 82w 82’(/1 62'¢ aQw
D C+Dip—L+D - Y)+D -
1022 + > Oyou TP (axay T o ) * 168m8y+
0? 82 - 82 0
Das— ¢y + D ¢ Uy g e (2:37)
8y8x Oz
Yy
KA = I
45< > 2752
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Ecuacién de movimiento rotacional alrededor del eje y:

0%,
Ox? Do Oyox

_|_

2 2 2 2
Due My, <8wx awy>+D 0%

Oxdy * Ox? 2 920y

0?2 20y 32 0
D22 % + Dag (‘9 w Yo _ KAys =y Y | — (2.38)
8y83: Ox
8277129
KA < > 2 o2
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Capitulo 3

Analisis de problemas estaticos

3.1. Introduccion

El método de los elementos de contorno es un método de malla reducida en el cual el proble-
ma a resolver se reduce en una dimension, las ecuaciones de gobierno para el andlisis de placas
compuestas son una reduccién de las ecuaciones para elasticidad tridimensional teniendo en cuenta
algunas consideraciones fisicas acerca del comportamiento de las placas, de esta manera un proble-
ma tridimensional es reducido a uno bidimensional tomando el espesor de la placa como variable
de entrada al modelo. Utilizando métodos tradicionales como FEM las ecuaciones de gobierno de
placas deben ser resueltas utilizando elementos bidimensionales como cuadrilateros o tridAngulos, con
BEM un problema bidimensional es convertido en uno unidimensional requiriendo solo discretizar
el contorno, BEM se vale de la forma integral de las ecuaciones de gobierno para llevar el problema
al contorno.

En este capitulo se desarrolla la formulacién por elementos de contorno para la solucién de proble-
mas de deflexiéon de placas gruesas laminadas bajo FSDT. La soluciéon fundamental de la placa es
obtenida usando el método de descomposicién de onda plana y el método del operador de Hérmander
para convertir el sistema de ecuaciones diferenciales parciales a una ecuacién diferencial ordinaria

ver Wang y Schweizerhof (1996). Las soluciones fundamentales presentadas son utilizadas como fun-
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ciones de ponderacién para la solucién de la ecuaciéon integral de contorno. La interpolacién de la

soluciéon en el contorno es realizada utilizando elementos cuadraticos discontinuos.

3.2. Ecuacién integral de contorno

Tomando como base las ecuaciones (2.33) podemos escribir la formulacion BEM para placas
gruesas laminadas.
La forma integral de la ecuacion (2.34) puede ser derivada mediante la siguiente identidad, ver

Rashed (2000):

82 N 82
1V = Qo = G+ @+ 0= B U3l =0 (31)

Donde U/ (i = «, 3) son las funciones de ponderacién las cuales serdn tomadas como las soluciones
fundamentales de la ecuacion de gobierno presentadas en la seccion (3.3). Integrando por partes

(Aplicando la segunda identidad de Green) y haciendo uso de relaciones algebraicas obtenemos:

UJ(C):/F U5(¢,x) Pj(x)dl" — / )dF—i—/QU;}(C,x)qi(x)dQ—

5 (3.2)
Ui (¢, %) AU (x)d$2

Llevando el punto ¢ al contorno en la posicion ¢ € T', la ecuaciéon (3.2) puede ser escrita como:

(U (C) = A * (¢, %)P; (x)dT — / MF+AUwaM@ﬂF

/ (3.3)
A%mm%%wm

Donde Cj;(¢) depende de la posicion de ¢, si ¢ € §, entonces Cy;(() = d;5, si  esta en el contorno
entonces Cij(¢) = 8;;/2. Ay se define como: Agg = 1/12ph%3n5 y Azz = ph. U;, P; y Uj son los
vectores que contienen los desplazamientos, tracciones y aceleraciones respectivamente. La solucién
fundamental U}; de la ecuacién (3.3) puede ser calculada usando las expresiones (3.7) y (3.11), La

solucién fundamental P;; se calcula mediante las ecuaciones (3.24).
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3.3. Solucién fundamental para placas laminadas gruesas

El método de los elementos de contorno parte de la formulacion integral de la ecuacion (2.34),
para llegar a la forma integral de esta ecuacion se utiliza el método de los residuos ponderados
tomando como funciones de ponderacién las soluciones fundamentales de la ecuacion de gobierno,
ver Brebbia y Dominguez (1992), estas son soluciones particulares de la ecuacién para el caso de una
placa infinita sujeta a una carga puntual concentrada en un punto del dominio. La obtencién de estas
soluciones suele ser uno de los mayores problemas de BEM ya que para problemas como el estudiado
en este trabajo el cual involucra un conjunto ecuaciones diferenciales sin solucién analitica para casos
con geometria general, no es posible obtener soluciones exactas de estas soluciones fundamentales
resultando en una doble integral numérica, una para la aproximacién de la solucién fundamental
y otra para la solucién de sus expresiones en la ecuacién integral de contorno que serd descrita
més adelante. A continuacion se presenta la solucién fundamental para placas laminadas gruesas
propuesta por Wang y Schweizerhof (1996):

En notacion indicial las ecuaciones (2.36), (2.37), y (2.38) se pueden escribir como sigue:

AU +q;=0  i,j=1,2.3 (3.4)

Donde U; es un vector que contiene las rotaciones y deflexiones v, ¢, w y ¢; es un vector que

contiene las cargas generalizadas mg, my y ¢ respectivamente, Aij es un operador diferencial y se
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define como sigue:

0? 02 92
A11 = Dll@ + 2-D168?8y + D()()aiy2 — A55
* % 62 82 82
12 — AQI = DlG@ + (D12 + D66)8?8y + D2687y2 — A45

N N 0 0
13=—A3 =— <A453y +A55(9:L‘>

3.5)
C o, 0 (
0? 0? 0?
A22 = DﬁGW + 2D9g aﬂfay + D2237y2 — Ay
. 5? o? 8?
A33 — A55@ + 214.45 axay + A4467y2

Las soluciones fundamentales son un conjunto de soluciones particulares de la ecuacion (3.4) bajo
la accién de una carga puntual unitaria, mateméticamente este concepto se puede expresar de la

siguiente manera, ver Brebbia y Dominguez (1992):

Donde §(¢,x) es la funcion delta de Dirac, ¢ y x representan las coordenadas del punto fuente y el
punto campo respectivamente, U ,;*j son los desplazamientos generalizados en la j — sima direccion
del punto campo x de una placa infinita cuando una carga concentrada unitaria es aplicada en la
k — sima direccién del punto fuente (.

Usando el método de descomposicion de onda plana propuesto por fand y Shilov (1967), es posible

transferir la ecuacion (3.6) en un conjunto de ecuaciones diferenciales. Uy, y 6(¢,x) pueden ser
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expandidas en una onda plana como sigue:

2m

1 2m 5 . .
50 =gz [ a0 UG = [ Tigtepan (3.7)

Donde p = wi(x1 — &) + wa(xa — ), w1 = cosb, wa = sinb, (x1,x2), (£,n) son las coordenadas
del punto fuente y el punto campo respectivamente, U,jj(p) es una funcién que depende solo de p.
Reemplazando (3.7) en (3.6) se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

Ak TTH 1 ..

Donde:
diy — Ass dio — Ags  —di3

dig — Ays dog — Agq  —do3
di3 do3 ds3

di1 = D11wi + 2D1gwiws + Degws (3.9)
di2 = Digwi + (D12 + Di2)wiws + Dagws

di3 = Agswz + Asswi

do3 = Agawr + Agswr

d22 = DGGW% + 2D26wlbL)2 + Dggwg

dsz = Assw? + 2As501w0 + Agqws

Utilizando el método del operador de Hérmander (1976), Ugj (p) puede ser escrito de la siguiente

forma:

Uy (p) = Aé(p) (3.10)

Donde ¢(p) es una funcion escalar desconocida que depende solo de p, COAJ*k es la matriz de cofactores
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de A*. Asi la solucién fundamental toma la siguiente forma:

Uss(p) = aapD'¢(p) — CwawsD*¢(p)

Tas(p) = =Usa(p) = faD?(p) + CwaDo(p) (3.11)

Uss(p) = AD*¢(p) — BD*¢(p) + Co(p)

Donde D*¢(p) = d*é(p)/dp”, (k =1,2,...)

a11 = DegAsswi + Dag Agaws + (DesAss + Doz Ass + 4Dog Az )wiws
+2(DagAss + Ass Dag)wiwi + 2(DggAgs + Ass Dag)wow?

a12 = ag1 = —DigAssw] — DagAsaws — (D16 Asa + DaogAss + 2A45(D12 + Deg) )wiws
—(2D26A45 + Asa(D12 + Dgg))wiws — (2D16A45 + Ass (D12 + D) )waw

aze = D11 Asswi + Des Asaws + (D11Aas + DegAss + 4D16Ass)wiws
+2(D16A44 + AssDeg)wiws + 2(D11Ass + Ass Dig)waws

J1 = (D16As5 — D Ass)w? + (DagAas — Doz Ass)wi 4 (D16 Ass + D1gAss — 2Dog Ass )wiws
+((D12 + Dgg) Asg — Doz Ass — DagAys)wiws

f2 = (D16As5 — D11 As5)ws + (D2sAas — Do Asa)ws + (D12 Aas + DagAss — 2D16A44)wiws
+((D12 + Dgg)Ass — D11Aas — D1gAss)wiw3

A = (D11 Dgs — D3g)wi + (D2aDeg — D3g)ws + (D11 Dag + 2D16Dag — D2y — 2D12 Dgg )w3iws
+2(D11Dog — D1gD12)wiws + 2(D1gDag — D12 Dag)wiws

B = (AgaDy1 + As5Dgs — 2A45D16)wi + (AaaDes + AssDag — 2A45 Dag) w3
+2(D16A44 + As5 D26 — Ays(D12 + Dag) )wiws

C = Ay Ass — A3y
(3.12)

28



Substituyendo la ecuacion (3.10) en (3.8) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

dt [ & 1
. (dpg - ) $0) = g ol (3.13)
Donde: b
p° = o 0= arndin + aiadiz
(3.14)
b= a11 455 + Cdiiw} + a12As5 + Cdiowiws + fidis
la soluciéon de (3.13) corresponde a:
9 9 oo e_pg P epg
o(p) = Cy <p p ln|p| + 2In|p| + 3 + ep”/ do — e_p"/ d0>
p O o0 O
(3.15)
1
Cr=—"
/ 8m2pia
Como abreviatura se introducen los siguientes términos:
00 —po p oo
Ao(p) = epp/ do — epp/ —do
p O o O
(3.16)

oo ,—po 14 po
Ai(p) = epp/ o+ e_pp/  do
p

o) 00 O

De las ecuaciones presentadas arribas se pueden realizar las siguientes relaciones con sus derivadas:

dAZ;pp) = pAi(pp) - i dA;;pp) = pAo(pp) (3.17)
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Asi, ¢(p) v sus derivadas se pueden escribir como sigue:

o(p) = Cy(p°p” In|p|+21n|p|+3 + Ag(pp))

D¢(p) = C(2p*plnp|+p*p + pAi(pp))

D?*¢(p) = Cy(2p° In|p|+3p*p + p* Ao(pp))
D*¢(p) = Cyp” Av(pp) (3.18)
D*¢(p) = Cyp* Ao(pp)
4
D%6() = € (st - L)

4
DO¢(p) = Cy <p6Ao(pp) + 252)

Las funciones Ao(pp) y A1(pp) pueden ser expresadas en términos de integrales exponenciales F;(pp)
y E1(pp) como sigue:

Ao(pp) = "’ Er(pp) — e "’ Ei(pp)

A1(pp) = " Er(pp) + e *’Ei(pp) (3.19)

p>0

Ao(pp) = —eP? E;(Ipp|) + /=771 Ex(|pp])
A1 (pp) = —e" Ei(|ppl) — e Ex(|ppl) (3.20)

p <0
Para tratar las integrales resultantes /1, mostradas en la ecuacion (3.21), su solucion debe ser llevada

a cabo en cuatro intervalos en el rango 0 < # < 27 indicados en la expresion (3.22) asi:

27
I = Fi(0)D*p(p)dd k=1,2,3,4,5 (3.21)
0

3T 3T
[90,90+ 2} [90+ 90+7T} , [90+7T,90+2] ,[90+7T,90+2} ,
(3.22)

[90—1— 90+27T,:|
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El valor de 6y se calcula con la siguiente formula:

0y = tan~* (—I — 5)
y—n

(3.23)

La solucion fundamental P; se obtiene a partir de U; y las ecuaciones (2.34) para el caso estético

donde los términos inerciales son iguales a cero, como sigue:

27 N
PiCx = [ Py
Py = Ml + Mjgm
Py = Mgl + Mjym

15;5 = Qfll + Qme

(3.24)

: * * * * *
Donde I y m son los cosenos directores de la normal al contorno, M}, M5, M, Q5 y @iy y se calculan

como sigue:

Ve Tk Tk ~ %
My, My, M K11 Ri2 Kis

Vs Tk Y
Mz M3y Mg K31 K3z

Vi Ve Tk —
M3, My, Mg Ko1 HRag Kog

R11 R D11 D12 Dais
Ry, Kao K5 D1 D21 Das
31 ks Rig| | D31 D31 Dsg

Nk Nk ~ ~

Q1 Q2 €11 €12

. L Ass  Aus

Q3 Q5| = |85 €5

S Lo | A Au

Q3 Q5 €31 €32

31

(3.25)

(3.26)



Donde:

3.4.

i = anw1 D’ (p) — CwiD*¢(p)

Riz = a12wa D°¢(p) — Cwiws D*¢(p)

Fie = (a11w2 + a12w1) D’ (p) — 2Cwawi D*¢(p)

Ry = anw1D°¢(p) — Cwiwy D*¢(p)

R3p = azwaD°(p) — Cwi D’ (p)

Fe = (az1ws + agaw1) D (p) — 2Cwiw3 D*¢(p)

f% = —fiw1 D' (p) — CwiD?*¢(p)

Rhy = — fawa D'¢(p) — CwiD*¢(p) (3.27)

'%;;)6 = —(fiwz + f2w1)D4¢(p) — 2Cwiwa D?¢(p)

—( p)
( )D*6(p)
&34 = —(fawa + az) D' ¢(p)
( ) D ¢(p)

&34 = A D°¢(p) — (Bwa + f2)D*¢(p)
&5 = AwD°¢(p) — (Bwi + f1)D*¢(p)

Discretizaciéon por elementos de contorno

En este trabajo solo seran utilizados N, elementos cuadraticos discontinuos para la discretizacion

de la ecuacion (3.3). La forma discreta de las integrales de la ecuacion (3.3) definidas en el contorno

puede ser escrita de la siguiente forma, ver Rashed (2000); Useche (2007):

Ne 3
ijm/ U5 (¢, x(6)) @™ (&) J;(§)dé~
j=1m=1 1
+1
ZZU’"/ P (5))<I>m(£).]j(£)d£+/ U (¢, %)qs(x)dQ— (3.28)
Q
x)A;;U;(x)d
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3)

_E £-l

@ @
£=0

Figura 3.1: Elemento cuadrético general (Imagen tomada de J.Useche)

Donde J es el Jacobiano de la transformacién y ®”* son las funciones de forma del elemento. Para el
elemento cuadratico general mostrado en la figura (3.1), las funciones de forma se pueden expresar

como sigue:

s - 629
T

(E-9E-9
P2 =221 5/ 3.29
€3] i (3.29)
P? :@
=0

El Jacobiano J para la transformacion (z,y) — &, se expresa de la siguiente forma, ver Katsikadelis

(2002); Brebbia y Dominguez (1992):

R GRE)
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Como es de notar en la ecuacion (3.28), atn quedan dos integrales definidas en el dominio, por
estar definidas en el domino no pueden ser tratadas de la misma forma que las integrales definidas
en el contorno asi que en esta seccion se ignoran estas integrales las cuales serdn tratadas en la
seccion (3.5). Asi para el caso de cargas estaticas definidas en el contorno, luego de realizar el proceso
de colocacion, es decir la integracion sobre cada uno de los puntos fuente y campo, la ecuacion (3.28)

puede ser escrita de forma matricial como sigue:

Hu = Gp (3.31)

Donde H, G son las matrices de coeficientes de influencia definidas en la ecuacion (3.32), ver Brebbia
y Dominguez (1992), u y p, son los valores de los desplazamientos y tracciones en cada nodo

respectivamente.

+1
Gy = / U2 (G, x(€)) ™ (€);(€) de
-1 Y (3.32)

X AR X)L GRAGE:

3.5. Transformacién de integrales de dominio: Método de integraciéon

radial

En esta seccion se presentan los detalles del método de integracion radial (RIM, radial integration
method) para la solucion de las integrales de dominio resultante de las fuerzas de cuerpo. Diferentes
funciones arbitrarias de aproximacién son propuestas para la solucién discreta de estas integrales.
En la ecuacion (3.3) la integral relacionada con las cargas inerciales y aquellas distribuidas en el
dominio se encuentra definida en el dominio, para la solucién de esta integral se han realizado varias
propuestas, la primera alternativa es la transformacion exacta de esta al contorno, esta alternativa
solo es viable para aquellos problemas donde la complejidad matematica del sistema de ecuaciones
diferenciales de gobierno permite obtener la transformacion exacta de la solucién fundamental in-

volucrada en esta integral.
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La otra alternativa es dividir el dominio en celdas para obtener la solucién de esta integral sobre
el dominio, pero con esta alternativa el método de los elementos de contorno pierde una de sus
cualidades principales al requerir discretizaciéon del dominio.

El método de reciprocidad dual para los elementos de contorno (DRM, Dual Recirpocity Boundary
Element Method) ha sido propuesto para la transformacion al contorno de esta integral de dominio,
pero este también requiere soluciones particulares exactas la solucién fundamental que satisfagan
las funciones arbitrarias de aproximacion.

Por 1ltimo encontramos el método de integracién radial el cual no requiere transformaciones partic-
ulares exactas de la solucién fundamental por esta razon ha sido adoptado en este trabajo debido
a que estas soluciones atn no estan disponibles para las ecuaciones de gobierno de placas gruesas
laminadas. La detalles y estudio del desempeno de cada uno de estos métodos puede ser encontrado

en Santana (2008).

3.5.1. Meétodo de integracién radial

RIM aproxima las fuerzas de cuerpo ¢ como la suma de M productos de las funciones de aprox-

imacion f y coeficientes desconocidos 4™ de las siguiente forma, ver Albuquerque et al. (2007):

M
g(x) =Y 4" (3.33)
m=1

La integral de dominio de la ecuacion (3.3) puede ser escrita como:

Pl(C):/Q

M
gR)U*(Cx)d2 =Y ™ [ frU*(()dD (3.34)
m=1

g Q!/

M ,
P, = m mU*(¢, dpdl 3.35
() mZJ /9/0 FU (¢, %) pdp (3.35)

Donde 7 es el valor de p en un punto del contorno I'y, ver figura (3.2). Definiendo F(() como la
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Figura 3.2: Transformacion de la integral de dominio en integral de contorno (Imagen tomada de Al-
buquerque et al. (2007))

siguiente integral:

FwozéVWﬂmMMp (3.36)

Podemos reescribir la ecuacion (3.35) como sigue:

M
PO =30 [ Pricas (3.3)
m=1

Considerando un angulo infinitesimal df, ver figura (3.2), la relaciéon entre la longitud de arco rdf y

la longitud infinitesimal de contorno dI', se puede escribir como:

rdf /2 cos o
7’:> =
arj/2 r

Ccosx =

dr (3.38)

Substituyendo la ecuacion (3.38) en la (3.37), la integral de dominio de la ecuacion (3.3) puede ser

escrita como integral de contorno de la siguiente manera:

e [ PO
Pi(¢) = mz::ﬂ /F g n.rdl (3.39)

r

Donde « es el angulo entre los vectores unitarios r y n.

Las funciones de aproximacion f™ son funciones de base radial escritas en términos de R, donde R es
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Figura 3.3: Transformacion de la integral de dominio en integral de contorno

la distancia entre el centro de la funcion de base radial Sy el punto de integracion x, ver figura (3.3).
La integral relacionada con las aceleraciones se aproxima de forma similar a la relacionada con las
cargas distribuidas en el dominio.

La ecuacion (3.33) puede ser escrita de forma matricial como sigue:

q=Fy (3.40)
Asf v se puede calcular como:
v=F1q (3.41)
[gualmente para la ecuacion (3.39):
P =SF !q (3.42)

Las siguientes cuatro funciones de aproximacién serdn utilizadas en este trabajo:

fm=1+R (3.43)

fir=1+R+R® (3.44)

37



i = R*log(R) (3.45)

1-6(£)Y +8(L£) —3(E) 0<R<dA
o (z5)" +8(73)" =3 (%) (3.46)
0, R>dA

Las funciones f" y f3"* se suelen utilizar para la solucién de problemas isotrépicos utilizando
DRM, f3" se conoce como funcion spline de placas delgadas, en Golberg et al. (1999) se muestra la
solucién de algunos ejemplos numéricos utilizando esta funcién, f}” es una spline de cuarto orden y

ha sido utilizada con éxito en varios métodos libres de malla, ver Atluri y Shen (2002).

3.6. Ejemplos numéricos

En esta Seccién se presentan varios ejemplos numéricos representativos para la validacion de
las formulaciones presentadas para el caso estatico. Las soluciones obtenidas son comparadas con
soluciones analiticas y FEM. Todos los resultados para la deflexién w presentados estan dados para

el centroide de la geometria.

3.6.1. Placa compuesta en voladizo con carga transversal en el extremo

Una placa compuesta con secuencia de laminado (0/90/90/0) de dimensiones 10 por 5 pulgadas,
es sometida a una carga de 3 1bf/in en el extremo como se muestra en la figura (3.4) el espesor total
de la placa es de 1". Las propiedades de material utilizadas se resumen en la tabla (3.1). La vista
superior de la placa se muestra en la figura (3.5).

Las condiciones de contorno utilizadas para este ejemplo se pueden resumir como sigue:

P=0, W=ty =, =0
x=10, Q.=3
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Figura 3.4: Placa en voladizo sujeta a carga transversal en el extremo.

7 (0,5) (10,5)

(0,0) (10,0)
Figura 3.5: Vista superior de la placa.

o4

4.5

A

3.5

o

2.5

oA

1.5

L

0.5

o
0 i R T R S— S R 1

Figura 3.6: Malla de elementos de contorno cuadraticos.
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Tabla 3.1: Propiedades mecanicas del material (compuesto, Boron/Epoxy), ejemplo (3.6.1)

Constantes (psi) Valor

E, 30 x 10°
E, 3 x 106
E, 3 x 106
Gy 1.5 x 10°
Ga 1.5 x 106
Gy 0.6 x 10°
Vgy 0.25
Vss 0.25
Vzy 0.25

Fo

- a >

Figura 3.7: Viga en voladizo sujeta a carga transversal en el extremo.

La verificacion de los resultados consiste en comparar las deflexiones obtenidas en el modelo BEM
con soluciones analiticas y soluciones obtenidas con el paquete de elementos finitos ANSY S ®13.0.
La malla de elementos de contorno para 16 elementos se muestra en la figura (3.6).

Para las condiciones de carga indicadas se obtuvieron los resultados mostrados en la figuras (3.8), (3.9)
y (3.10) donde se muestran los resultados obtenidos para w, v, y ¢, de un borde de la placa contra
la coordenada z del punto correspondiente, se muestran las soluciones para 16, 12, 10 y 6 elementos
de contorno, comparidndolas con la solucién analitica para la viga espesa laminada disponible en
Reddy (2004) y descritas en la ecuacion (3.47).

La soluciéon analitica de la viga mostrada en la figura (3.7) corresponde a la siguiente expresion:
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1 T T

— Analitica

BEM 16 elementos
BEM 12 elementos
BEM 10 elementos
BEM 6 elementos
FEM 800 elementos

S % 4 % 0

z 2 1
_3F -
_4+ _
-5 | | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Figura 3.8: w para y = 0. Con carga @),
—6
3X 10
2.5 o BEM 16 Elementos ]
* BEM 12 Elementos
ol v BEM 10 Elementos i
* BEM 6 Elementos
—FEM 800 Elementos
1.5 =
=%
1 -
0.5 =
0 B
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0'50 1 2 3 4 )5( 6 7 8 9

Figura 3.9: ¢, para y = 0. Con carga @),
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x10°

T T
o BEM 16 Elementos
* BEM 12 Elementos
v BEM 10 Elementos
+ BEM 6 Elementos
5~ |——FEM 800 Elementos

o -

Figura 3.10: 9, para y = 0. Con carga ().

Tabla 3.2: Comparacion de las deflexiones w y % de error entre BEM, FEM y solucion exacta

Malla Wmaz X1072 % Error
BEM 16 Elementos 0.4589 2.11
BEM 12 Elementos 0.4531 0.82
BEM 10 Elementos 0.4432 1.38
BEM 6 Elementos 0.4236 5.74
FEM 800 Elementos 0.4980 10.81
Exécta 0.4494 -
Fyba? T\ 2 T\3 Foba rx
w@) =51 [3 (a) - (a) } KGO (a) (347)

Donde b es el ancho de la placa, h el espesor total de la placa E% I, = b/D5;, G, = 1/A%:h,

D* y A* corresponden a la inversa de la matriz de rigidez a flexién y rigidez extensional de la viga

respectivamente, y x es la abscisa cartesiana de la viga.

En la figura (3.8) se puede observar que los resultados obtenidos con BEM son bastante cercanos

a la solucion analitica. En la tabla (3.2) se presentan los valores de deflexion méxima y porcentaje de
error obtenidos para cada una de las mallas BEM y FEM en comparacién con la solucién analitica. Se
observa que con el programa de elementos de contorno desarrollado es posible obtener soluciones con

un porcentaje de error menor al 1 %. La precision de las soluciones no solo depende de la cantidad de
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Figura 3.11: w a lo largo de Y = 0. Con carga M,

elementos utilizados sino que también depende en gran medida de la cantidad de puntos de Gauss
utilizados para la solucién de las integrales numéricas. En el problema presentado se utilizdé una
cantidad constante de 10 puntos de Gauss para todas las mallas. Posteriormente se estudiara la
incidencia de la cantidad de puntos de Gauss sobre la precisiéon de la solucién para una cantidad

determinada de elementos.

3.6.2. Placa compuesta en voladizo con momento M aplicado en el extremo

La placa analizada en la secciéon anterior ahora es analizada, en primer lugar bajo la accion de
un momento torsor Mx = 3.0 en lugar de la carga transversal ),. El modelo BEM consiste de
16 elementos, las soluciones obtenidas fueron comparadas con resultados FEM obtenidos con 800
elementos. Los resultados obtenidos para w y v, se muestran en las figuras (3.11), (3.12) y (3.13) .

Las condiciones de contorno utilizadas se resumen como:
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x 10

o BEM
—FEM

-1.2r g

|
5
X

Figura 3.12: ¢, a lo largo de Y = 0. Con carga M,

-6.71 T T

-6.715

-6.72

-6.725

-6.73

-6.735

-6.74

-6.745

-6.75 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 3.13: w a lo largo de X = 10. Con carga M,
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|
5
X

Figura 3.14: w a lo largo de Y = 0. Con carga M,

I
5
X

Figura 3.15: ¢, a lo largo de Y = 0. Con carga M,

Aplicando momento flector M, = 3.0 se obtienen los resultados presentados en las figuras (3.14),

(3.15) y (3.16).
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Figura 3.16: 1y a lo largo de Y = 0. Con carga M,

3.6.3. Placa cuadrada simplemente apoyada con presiéon distribuida en el do-
minio
Una placa cuadrada con laminado simétrico (0/90/90/0) y espesor total h es sometida a carga

transversal uniforme ¢, la placa se encuentra simplemente apoyada en todos sus bordes, la longitud
del lado de la placa es a. la vista superior de la placa se muestra en la figura (3.17). Para este
modelo se utilizaron los siguientes valores ¢« = ¢ = 1, h = 0.1. Las propiedades mecéanicas del
material utilizadas se resumen en la tabla (3.3).
Las condiciones de contorno utilizadas se resumen como:

r=0,a, w=1,;=0

y=0,a, w=Y,=0
La solucién analitica tomada como referencia w = 10.25022, se encuentra disponible en Wang y
Schweizerhof (1996). Este modelo fue analizado para mallas con 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28 32, 36 y
40 elementos para verificar la convergencia, para todas las mallas se utilizaron 10 puntos de Gauss
para la solucién de las integrales numéricas. El porcentaje de error obtenido con respecto a la

solucion analitica para deflexion en el centro de la placa (a/2,a/2) para cada malla se muestra en la

figura (3.18).
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(0,a) (a,al

L B

(0,0) (a,0)

X

Figura 3.17: Vista superior placa

Tabla 3.3: Propiedades mecénicas del material ejemplo (3.6.3)

Constantes Valor
E./E, 25
Gxy/E, 0.5
Gxz/E, 02

Vgy 0.25
Vag 0.25
Vzy 0.25

Este mismo modelo fue analizado variando la cantidad de puntos de Gauss utilizados para verificar
la sensibilidad de la solucién con la variacion en los puntos de Gauss, en la figura (3.19) se muestra

la variacién de la deflexién en el centro de la placa para un intervalo de 5 a 14 puntos de Gauss.

3.6.4. Placa cuadrada empotrada en todos sus bordes con presiéon distribuida

en el dominio

La placa mostrada en el ejemplo anterior es ahora analizada utilizando un esquema de laminado
(45/-45/-45/-45 /-45 /-45 /45 /-45 /45), las propiedades mecanicas se resumen en la tabla (3.4).

Las condiciones de contorno utilizadas para la placa empotrada se resumen de la siguiente manera:
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2.8

% Error

1.8

I I | | | | | |
! '40 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

No Elementos

Figura 3.18: Convergencia del modelo

% Error
o
o
[5)
T
|

. I I I I I
0.01 11 12 13 14

10
N¢ Puntos de Gauss

Figura 3.19: Convergencia del modelo variando la cantidad de puntos de Gauss utilizados para las
integrales numeéricas
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Tabla 3.4: Propiedades mecanicas del material

Constantes Valor
E./E, 40
Gxy/Ey 0.6
Gxz/Ey 0.5
Vgy 0.25
Vsg 0.25
Vzy 0.25

5.46

5.441 B

5.421- b

5.4r- b

5.34 i

5.32 i

5.8 I I I I I I I I I I I I
’ 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45

N¢ Elementos

Figura 3.20: Convergencia de la solucion variando la cantidad elementos para el laminado (+45/ —
45)s

Los resultados obtenidos se muestran en la figura (3.20), es posible observar una solucién conver-
gente para la deflexiéon de las placa, los resultados BEM pueden ser comparados con la solucién por

elementos finitos mostrada en la tabla (3.5).
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Tabla 3.5: Solucion FEM laminado (+45/ — 45)¢

Winae FElementos
5.2598 400

3.6.5. Conclusiones

La formulacién por elementos de contorno para el analisis de deflexion de placas espesa laminadas
fue presentada. Las integrales relacionadas con cargas distribuidas en el dominio fueron llevadas al
contorno utilizando el método de integracion radial. Se utilizaron elementos cuadraticos discontin-
uos para aproximar la geometria del contorno e interpolar los desplazamientos en el contorno. La
convergencia de la solucién fue analizada variando la cantidad de elementos, la convergencia de las
integrales numéricas fue evaluada variando la cantidad de puntos de Gauus. Varios ejemplos rep-
resentativos para el caso estatico fueron presentados. Los resultados obtenidos muestran un buen

ajuste con soluciones FEM y soluciones analiticas disponibles en la literatura.
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Capitulo 4

Analisis de problemas dinamicos

4.1. Introduccién

En ingenieria se suelen usar tres tipos principales de anélisis dindmico: anélisis transiente, anélisis
modal y andlisis arménico. Cuando las cargas que actiian sobre la estructura varian con respecto al
tiempo de manera no ciclica se realiza andlisis transiente, donde se puede estudiar la variacion de
de las variables de respuesta del modelo en funcién del tiempo. Si es necesario estudiar la vibracién
de la estructura en ausencia de cargas externas dependientes del tiempo, se debe realizar un anélisis
modal, donde se obtienen los modos y frecuencias naturales de vibracién con el fin de poder disenar
una estructura cuyas frecuencias naturales de vibracion sean diferentes a las posibles frecuencias de
las cargas dindmicas externas a las que estard sometida la estructura en servicio. Por otro lado si
queremos conocer la respuesta de la estructura cuando esta es sometida a cargas ciclicas arménicas
o cargas que pueden ser representadas como funciones sinusoidales del tiempo, debemos realizar un
anélisis armoénico.

En este capitulo se muestra la formulacién dindmica BEM para la solucién de problemas transientes,
armoénicos y modales para placas gruesas laminadas. Tanto el vector de cargas, como la matriz de

masa son derivadas utilizando RIM.
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4.2. Andalisis transiente

El método de integraciéon radial serd aplicado para el calculo de las integrales relacionadas con
las fuerzas de cuerpo para problemas transientes. La integraciéon en el tiempo serd realizada utilizan-
do el método de Houbolt (1950). El aspecto méas importante de este método en comparacion con
otros métodos de integracion en el tiempo basados en aproximaciones por diferencias finitas, es la
introduccién de un amortiguamiento artificial, el cual trunca la influencia de los modos superiores
en la respuesta, ver Partridge (2000).

Considere que las tinicas fuerzas de cuerpo presentes en el dominio son debido al campo de acelera-

ciones 1 asi:

q = phii (4.1)

FEl esquema de integracién de Houbolt, es un algoritmo implicito no condicionalmente estable en el

cual el campo de aceleraciones es aproximado de la siguiente forma:

La ecuacion (4.2) es la formula de diferencias finitas hacia atras con orden de error O(At?). Donde:
t Intervalo de tiempo entre pasos consecutivos de tiempo.

t + At Paso de tiempo actual.

t — At Paso de tiempo inmediatamente anterior a paso t.

t + 2At Paso de tiempo inmediatamente anterior a paso t — At.

At Intervalo de tiempo entre pasos consecutivos.

Después de transformar todas las integrales de dominio al contorno, la forma discreta general en

forma matricial compacta de la ecuacion integral de contorno (3.3), puede ser escrita como sigue:

Mii + Hu = Gp + f (4.3)
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Figura 4.1: Contorno con grados de libertad libres y restringidos.

El termino adicional M que aparece en la ecuaciéon (4.3) es la matriz de masa y puede ser calculada
utilizando RIM mediante:

M = phSF ! (4.4)

Asi ecuacion (4.3) en el instante t + At queda de la siguiente forma:

Mﬁt—i—At + HIIH_At = GpHAt + ft—i—At (45)

Substituyendo en la ecuacion (4.2) en la (4.5) tenemos:

1

2 t+At

(Gpt—i-At + ft—l—At) — M(5ut _ 4ut—At _ ut—?At) (4.6)

La ecuacion (4.6) permite calcular la distribucién de u en el instante de tiempo ¢ + At usando las
condiciones de contorno en ese instante de tiempo y la informacién de los tres pasos de tiempo
anteriores.

4.3. Andalisis armonico

Para obtener la respuesta harmoénica de la ecuacion (4.3), el contorno debe ser dividido en T’y y

Iy ver figura (4.1),en 'y u=14 =0y en I'y; g = 0. Asi la ecuacion (4.3), puede ser escrita como,
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ver Albuquerque et al. (2007):
Miig + Hiig = f (4.7)

Donde:

M = My, — G12G ! My, 43)
H = Hy — G12G'Hpo

Los subindices 1 y 2 estan definidos para las fronteras I'; y I's respectivamente.

Asumiendo que los desplazamientos y fuerzas distribuidas son funciones armonicas del tiempo,

pueden ser expandidos de la siguiente forma;:
u(t) = e Hi(t) = —w?Pe W f(t) = We ! (4.9)

Donde w es la frecuencia de excitaciéon, ® y ¥ son las amplitudes de los desplazamientos y fuerzas

distribuidas respectivamente. Reemplazando estas expresiones en la ecuacion (4.8) obtenemos:
(H - *M)® = ¥ (4.10)

La ecuacion (4.10) representa un problema algebraico de autovalores el cual es resuelto incremen-
tando w en pasos pequenos, en cada paso esta ecuacién es resuelta obteniendo el autovector para

cada autovalor.

4.4. Andalisis modal

Para problemas dindmicos estacionarios, el vector de fuerzas de cuerpo q esta dado por:

q = phw’u (4.11)
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Asi, la ecuacion (3.42) puede ser escrita como:

P = phw?SF 'u = w?*Mu (4.12)

De esta manera, podemos escribir la ecuacion (4.3) como:

Hu = Gq + w*Mu (4.13)

Para el analisis modal se realiza un procedimiento similar al utilizado para problemas armoénicos, el

contorno se divide en T'y y I's ver figura (4.1), de tal manera que la ecuacion (4.13) pueda ser escrita

H H u G G o) M M u
11 22 1 |Gn 22 3 G 11 22 1 (4.14)
Hy Ho| |u Go1 Gao| | P2 My Mo |u

Cuando u; =0y p; =0, la ecuaciéon (4.14) queda de la siguiente manera:

_ 2
Hisuz — G11p1 = w*Mjouy

(4.15)
Hyuy — Goip1 = w’Mpouy
O de forma compacta:
Hu, = w’Mu, (4.16)
La ecuacion (4.16) puede ser reescrita como un problema de autovalores-autovectores, asi:
TU.Q = /\112 (4.17)
Donde:
YT =H'M (4.18)
A es el autovalor y esta dado por:
1



Tabla 4.1: Propiedades mecanicas del material ejemplo (4.5.1.1)

Constantes (Pa)  Valor

E, 4000%3
E, 20003
Gy 1000x3
Ge 1000x3
Gy 5003
Vgy 0.25
Vog 0.25
Vzy 0.25
p kg/m?3 4000
q A
do
{o t

Figura 4.2: Carga instantdnea de presiéon

v uy es el autovector.

4.5. Ejemplos numéricos

4.5.1. Problemas transientes

4.5.1.1. Placa simplemente apoyada con carga de presiéon impulsiva

Una placa cuadrada simplemente apoyada con a = 1.0, ver figura (3.17) de espesor total h =
0.1 y esquema de laminado (0/90/90/0), es sometida a una carga presion impulsiva gy = 1.0 ver
figura (4.2). Las propiedades del material utilizadas se resumen en la tabla (4.1). En la figura (4.3)

se muestra la deflexién en el centro de la placa en funcién del tiempo para diferentes funciones de
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FEM 400
Elementos

—>—BEMT!,
—e—BEMf
m

—o—BEM T,

—+—BEM
m

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(seg)

Figura 4.3: Respuesta transiente para carga instantinea de presion con diferentes funciones de aprox-
imacion RIM

aproximacién RIM con mallas BEM de 8 elementos para cada funciéon de aproximacién. Se puede
observar que con la funcién de aproximacién f;* se obtiene un mejor ajuste de la solucién con
respecto al modelo FEM. En la figura (4.4) se verifica la convergencia del modelo para mallas con
8,12y 16 elementos, utilizando la funcién de aproximacion fi*, se puede observar que con la malla de
8 elementos se logra alcanzar la convergencia de la solucién, también se observa que con 16 elementos
se genera una inestabilidad de la solucién en el instante de tiempo t = 0.6, lo cual sugiere que la
influencia del paso de tiempo utilizado At debe ser analizada. En la figura (4.5) se puede observar
la sensibilidad de la solucién al paso de tiempo para un modelo analizado con 8 elementos con la

funcién de aproximacion fi*.

4.5.1.2. Placa empotrada con carga de presion impulsiva

El ejemplo analizado en la subseccion (4.5.1.1) es ahora analizado con todos sus bordes empo-
trados. La solucion para la deflexion del centro de la placa se muestra en la figura (4.6), el modelo

FEM comparativo fue analizado con 400 elementos, el modelo BEM con 8 elementos, utilizando la

o7



45
a ——FEM 400 E % ]
o BEMSE %
3.5f « BEM12E g
BEM 16 E
3 -
25 ® :
= 2 o R
15 :
; ]
05 ]
0 -
_05 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8

t(seg)

Figura 4.4: Convergencia de la malla para la funcién de aproximacion f;*

—FEM

——AT =0.0025
——AT=0.005 B
——AT=0.01
—--AT=0.02
—+—AT=0.03
—=—AT=0.04

t (seg)

Figura 4.5: Sensibilidad al paso de tiempo At
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|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(seg)

Figura 4.6: Respuesta transiente del centro de la placa empotrada

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(seg)

Figura 4.7: Respuesta transiente del centro de la placa para laminado impar (+45/ —45), bajo carga
de presién impulsiva

funcién de aproximacion RIM " y At = 2.5X1073 para la integracion en el tiempo.

4.5.1.3. Placa empotrada con carga de presiéon impulsiva para un laminado impar

El ejemplo analizado en la subseccion (4.5.1.2) es ahora analizado utilizando el esquema de
laminado (45/ —45/45/ — 45/45/ — 45/45/ — 45/45). Los resultados obtenidos para la deflexion del

centro de la placa se muestran en la figura (4.7).
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10 —FEM -
—+—BEM

0 W
) | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frecuencia (HZ)

Figura 4.8: Respuesta armoénica de la placa simplemente apoyada para el centro de la placa

4.5.2. Problemas armoénicos

4.5.2.1. Placa simplemente apoyada con carga de presion distribuida

En este ejemplo se realiza el analisis armonico de la placa utilizada en la subseccion (4.5.1.1). Las
mismas propiedades de material y condiciones de contorno son utilizadas, los valores de frecuencia
minima, mixima e incremento se tomaron como: Wyin = 0, Wmaer = 10 ¥ wine = 0.07798 respec-
tivamente. Los resultados obtenidos se muestran en la figura (4.8), cabe destacar que los valores
obtenidos de desplazamiento mas que el valor cuantitativo, lo que describen es la frecuencia o el ran-
go de frecuencias donde se espera que ocurra resonancia, tanto para los modelos FEM como BEM
los valores de los desplazamientos obtenidos suelen variar significativamente con cambios pequenos
en wine 0 cambios en el rango de frecuencias sobre los cuales se analiza el modelo, en la solucién
presentada en figura (4.8) se encuentran cercanos el rango de frecuencias de resonancia obtenidos

para las soluciones BEM y FEM.

4.5.2.2. Placa rectangular empotrada

En este ejemplo es realizado el andalisis armoénico de una placa rectangular empotrada en dos de

sus bordes como se muestra en la figura (4.9), para este problema se toman las mismas propiedades
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Frecuencia (Hz)

Figura 4.10: Respuesta armonica placa rectangular para el nodo ubicado en (1,0.5)

de material utilizadas en la subseccion (4.5.1.1), el espesor total de la placa es tomado como h = 0.1y
es aplicada presién uniforme ¢ = 1.0 distribuida sobre toda la placa. El modelo BEM fue analizado
con 8 elementos y el modelo FEM fue analizado con 200 elementos. Los resultados obtenidos se
muestran en la figura (4.10), donde se puede observar que los picos de deflexion en los cuales ocurre

resonancia se dan en el mismo rango de frecuencias para los modelos BEM y FEM.
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Tabla 4.2: Frecuencias naturales de vibracion ejemplo (4.5.3.1)

Frecuencias (Hz)
Método w1 w9 w3 w4 ws
FEM 3.8996 7.0741 7.5492 10.050  11.733
BEM 3.9539 7.0168 7.7995 10.5568 11.7906

Tabla 4.3: Frecuencias naturales de vibraciéon ejemplo (4.5.3.2)

Frecuencias (Hz)
Método w1 w9 w3 w4 ws
FEM 2.5848 3.4441 4.9111 6.2108 6.8496
BEM 2.3098 3.8533 4.8109 5.5369 6.3472

4.5.3. Problemas modales
4.5.3.1. Placa cuadrada empotrada con carga de presion distribuida

En este ejemplo se realiza el analisis modal de la placa analizada en la subseccion (4.5.1.2) para
la extraccion de las frecuencias naturales de vibracién. Los resultados obtenidos para los 5 primeros
modos de vibraciéon se muestran en la tabla (4.2). El modelo BEM fue analizado con 8 elementos y

9 puntos internos, el modelo FEM fue analizado con 400 elementos.

4.5.3.2. Placa rectangular empotrada con carga de presion distribuida

En este ejemplo se realiza el analisis modal de la placa mostrada en la figura (4.9) pero con
todos sus bordes empotrados. Se utilizan las mismas propiedades de material, esquema de laminado
y espesor de placa del ejemplo de la subseccion (4.5.1.1). El modelo BEM fue analizado con 8
elementos y el modelo FEM con 800 elementos. Las 5 primeras frecuencias naturales de vibracién

obtenidas se resumen en la tabla (4.3) para los modelos BEM y FEM.
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Figura 4.11: Placa circular discretizada

Tabla 4.4: Frecuencias naturales de vibraciéon ejemplo (4.5.3.3)

Frecuencias (Hz)
Método w1 w9 w3 w4 ws
FEM 1.2012 23029 2.5378 3.7771 3.7974
BEM 0.9702 2.2630 2.5285 2.6221 2.6385

4.5.3.3. Placa circular empotrada con carga de presiéon distribuida

Una placa circular de radio r = 1 y espesor h = 0.1, empotrada en todo su perimetro, es sometida
a una carga de presion distribuida ¢ = 1.0 en toda su area. Se utilizan la mismas propiedades de
material y esquema de laminado del ejemplo de la subseccion (4.5.1.1). Para el modelo BEM se
utilizaron 20 elementos y 71 puntos internos como se muestra en la figura (4.11), para el modelo
FEM se utilizaron 24964 elementos. Las 5 primeras frecuencias naturales de vibracién obtenidas se

resumen en la tabla (4.4) para los modelos BEM y FEM.

4.5.4. Conclusiones

En este capitulo fue presentada la formulacién por elementos de contorno para el anélisis de
problemas dindmicos en placas gruesas laminadas. La integracién en el tiempo para problemas
transientes fue realizada utilizando el método de Houbolt. Para todas las formulaciones dindmicas
en general la funcién de aproximacion spline de cuarto orden utilizada para el calculo de la matriz
de masa, fue la que ofrecié mayor ajuste con respecto a la solucion FEM. Para problemas transientes

se encontr6é gran sensibilidad de la solucién al incremento de tiempo, provocando divergencia de la
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solucién con incrementos de tiempo muy pequenos debido a acumulacién de errores numéricos. En
los problemas armonicos se encontr6 gran sensibilidad de la solucién a variables del modelo como
la malla, incremento de frecuencia, frecuencia de inicio dificultando la comparacién con modelos
equivalentes FEM debido a la naturaleza variable de este tipo de problemas. En los problemas
modales se obtuvieron resultados con buen ajuste con respecto a las soluciones FEM con menor

precision para los problemas con muchos elementos debido a la acumulacién de errores numéricos.

64



Capitulo 5

Implementaciéon computacional

5.1. Introduccién

La solucién numérica propuesta en los capitulos anteriores requiere del uso de herramientas
computacionales para su implementacién, debido a que la solucién manual, incluso con uno pocos
elementos requerirfa de la realizacién de un gran numero de pasos haciendo impréctica esta alterna-
tiva. La implementaciéon de la solucién BEM propuesta puede ser realizada en cualquier lenguaje de
computadora como Fortran, MatLab C, C++, Java, Phyton, Basic etc. De los lenguajes menciona-
dos, Fortran y MatLab han sido utilizados tradicionalmente para aplicaciones cientificas, debido
a la gran cantidad de librerias que ofrecen para la solucién de problemas matematicos ademas de
de su arquitectura pensada originalmente para aplicaciones cientificas. Fortran es un lenguaje de
computacion de alto nivel con compiladores muy eficientes usados en general en la computacion de
alto desempeno. Por otro lado MatLab es un paquete de algebra computacional que ejecuta secuen-
cias de comandos. En los inicios de BEM, Fortran fue el lenguaje favorito para las implementacion
de las diferentes formulaciones debido a la capacidad limitada de los ordenadores de la época y
la no-disponibilidad de lenguajes interpretados, aunque la eficiencia en tiempo de los un programa
ejecutado por medio de un interprete suele ser menor que la de uno compilado, esta diferencia se

ha venido haciendo cada vez menor con el avance de las computadoras. En este trabajo se escogi6
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el lenguaje interpretado MatLab por ser un paquete de software de uso comun, ademés de ofrecer

ventajas como:

= Facilidad para trabajar con matrices, las cuales aparecen frecuentemente en la formulacion

presentada.

= Ofrece un gran numero de librerias matematicas pre-instaladas que simplifican las labores de

programacion.
= Fs posible verificar soluciones parciales con facilidad por ser un lenguaje de script.
= Permite la graficar variables en la misma interfaz sin recurrir a programas externos.

= Permite exportar graficos de alta calidad en formato .EPS el cual es compatible con sistemas

de composicién de textos cientificos como KTEX.

5.2. Descripciéon del programa

En esta seccién se describe de manera general el programa desarrollado para la solucién de placas
gruesas laminadas. En la figura (5.1) se muestra el esquema general utilizado para la solucion tanto
de problemas estaticos como dindmicos. Algunas de las rutinas desarrolladas estan basadas, o son

una extension de las utilizadas en los trabajos de Useche (2007); Albuquerque (2001).

5.2.1. Definicion del modelo

El programa implementado es capaz de solucionar problemas de deflexién de placas planas lam-
inadas con cualquier geometria. Por ejemplo, para definir la geometria de la placa mostrada en la

figura (3.17), debemos seguir los siguientes pasos:

s Definir las coordenadas de los cuatro vertices del cuadrado
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Inicio

Definicién del problema

Dibuja geometria y

condiciones de contorno

Calculo de las matrices Hy Calculo de la matriz de masa
G. Para los puntos de My vector de carga f
contorno y dominio utilizando RIM

¢

Solver transiente

Solver estatico Solver arménico Solver modal

Imprime solucion

Figura 5.1: Diagrama de flujo general para la soluciéon BEM de placas laminadas

= Definir las cuatro lineas segiin los puntos definidos en el {tem anterior
= Definir la cantidad de elementos que tendra cada linea

Luego, utilizando la informacién de la geometria y las condiciones de contorno, se procede a dibujar
la geometria del problema y los simbolos que representan cada condicién de contorno, utilizando las
funciones gréaficas de MatLab.

En la definicién del modelo también se especifican las propiedades del material, las cuales deben ser
definidas para cada capa, los modulos Ey, By, E., Gy, G, Gyz, Vay, Voo Y 1y deben ser especifica-
dos, ademés del dngulo de inclinacién de las fibras en la capa con respecto al sistema coordenado

global y el espesor de cada capa.
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5.2.2. Calculo de las matrices Hy G

Para la obtencién de las matrices de coeficientes de influencia H y G se debe recorrer cada
uno de los puntos en el contorno y en el dominio, tomando un punto ¢ como punto fuente y un
punto j como punto campo. para el cilculo de H y G se deben solucionar al menos dos integrales
numéricas de forma anidada, una para la evaluacién numérica de la soluciéon fundamental y otra
para la evaluacién numérica de la ecuaciéon integral de contorno, cuya integracion es realizada sobre
cada elemento obteniendo asi matrices de coeficientes He y Ge para el elemento k las cuales son

ensambladas para la obtencién de las matrices globales H y H.

5.2.3. CaAlculo de la matriz de masa M y el vector de carga f

Para la obtencién tanto de M como de f se utiliza RIM, debido a que las integrales relacionadas
con estos términos estan definidas en el dominio, por lo tanto RIM es utilizado para llevar estas inte-
grales al contorno. para la obtenciéon de M y f se deben realizar tres integrales numéricas anidadas,
una para la evaluacién de la solucién fundamental, otra para la evaluacion de los términos asociados
a RIM y la dltima relacionada con la ecuacion integral de contorno. Estas tres integrales causan que
el costo computacional asociado a la obtenciéon de M y f sea mucho mayor al asociado a la obtencién
de H y G en incluso mucho mayor al asociado a la solucién del sistema de ecuaciones resultante
para la obtencién de la solucién final, a la fecha RIM es el tnico método viable para la solucién
del problema presentado en este trabajo, ver Albuquerque et al. (2007), debido a la naturaleza de
la solucién fundamental utilizada, la cual no permite soluciones particulares analiticas necesarias en

otros métodos como DRM.

5.2.4. Obtencion de la solucién

Con los valores de H, G y f conocidos, es posible obtener la solucién del problema para el
caso estatico, reordenando y transfiriendo los valores de H y G correspondientes a los grados de

libertad conocidos para obtener un sistema de ecuaciones del tipo Ax = b donde x es el vector
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que contiene los valores de los grados de libertad desconocidos y se puede obtener como x = A~'b
ver Brebbia y Dominguez (1992). Para la solucién de problemas dindmicos se requieren los valores
de M y utilizando las formulaciones presentadas en el capitulo anterior, se obtiene la solucién para
problemas transientes, armoénicos y modales. Cabe destacar que los valores de H y G no deben
ser recalculados para cada incremento de tiempo en problemas transientes y por cada incremento
de frecuencia en problemas arménicos y modales debido al esquema de integraciéon utilizado para
la integracién en el tiempo o frecuencia. Asf el costo computacional asociado a la obtencién de la

solucién en problemas dindmicos no suele ser mayor al necesario para la obtencién de H y G.

5.2.5. Trabajos previos

En la revisién bibliografica realizada se evidencian varios trabajos previos relacionados con el
tema, para el desarrollo de las tesis doctorales de Useche (2007) y Albuquerque (2001) tuvieron que
ser desarrolladas rutinas de computadora con capacidad para el andlisis de placas gruesas isotrépicas
y placas delgadas compuestas respectivamente. Estas rutinas fueron suministradas por los autores
mencionados para la realizaciéon de este trabajo, de tal manera que para obtener los resultados
presentados en esta tesis, estas rutinas tuvieron que ser extendidas para el andlisis de placas gruesas

laminadas simétricas. Algunas rutinas debieron ser desarrolladas completamente como:

= Rutinas para el calculo de las constantes del laminado A;; y D;; a partir de las propiedades

mecénicas de cada capa.
= Rutina para el calculo de la solucién fundamental para placas gruesas laminadas.
= Rutina para el calculo de los puntos de integracion de Gauss-Legendre.

Algunas otras rutinas simplemente debieron ser modificadas parcialmente y adaptadas para ser
utilizadas en el andlisis de placas gruesas laminadas hasta obtener el conjunto final de cédigos

utilizados en este trabajo.
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5.2.6. Conclusiones

La descripcion general del programa implementado para la el andlisis de placas gruesas lam-
inadas fue presentada. Fl conjunto de rutinas desarrolladas ofrecen facilidad de interpretaciéon y

modificacién, ademas de escalabilidad para la realizacién de trabajos futuros.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones finales

En este trabajo fue presentada la formulacién por elementos de contorno para el andlisis de
problemas din&micos en placas gruesas laminadas.
La revisién teérica para el andlisis de deflexién de placas compuestas fue presentada. La teoria de
primer orden para laminados fue utilizada para la obtencién de las ecuaciones de gobierno de la
placa, estas ecuaciones fueron simplificadas para el caso particular de laminados simétricos.
La formulaciéon del método de los elementos de contorno para el andlisis dindmico de placas gruesas
laminadas fue obtenida utilizando las soluciones fundamentales para el caso estatico, considerando
los términos inerciales como fuerzas de cuerpo. Las integrales de dominio resultantes de los términos
inerciales, fueron llevadas al contorno utilizando el método de integraciéon radial. Cuatro funciones
de base radial, utilizadas con éxito en el método de los elementos de contorno de reciprocidad dual
fueron probadas utilizando el método de integracién radial.
En el analisis de problemas estaticos los resultados numéricos fueron comparados con soluciones
analiticas y numeéricas, obtenidas con el método de los elementos finitos. La convergencia de los
resultados fue analizada. En el anélisis se encontré6 que para obtener soluciones con un buen nivel

de precision no se requiere una gran cantidad de puntos internos como sucede en el método de los
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elementos de contorno de reciprocidad dual, pudiendo obtener soluciones con porcentajes de error
alrededor del 1% definiendo solamente un punto interno.

En el andlisis de problemas dindmicos, los resultados obtenidos igualmente fueron comparados con
resultados numéricos obtenidos a partir del método de los elementos finitos.

En el analisis de problemas transientes, fue utilizado el método de Houbolt para la integraciéon en
el tiempo, la influencia del incremento de tiempo en la precisién de los resultados fue analizada,
se encontré la divergencia de la solucién con pasos de tiempo muy pequenos o menores a una
diezmilésima de segundo, con pasos de tiempo mayores se obtuvo buen ajuste de la solucién. En los
problemas arménicos se encontrd gran sensibilidad de la solucién a parametros del modelo como el
tamano de la malla y el incremento de frecuencia. Los problemas modales mostraron buen ajuste
con las soluciones numéricas por elementos finitos.

La formulacion presentada demostré ser util para el anélisis dindmico de placas gruesas laminadas, en
la mayoria de ejemplos representativos presentados se obtuvieron resultados satisfactorios, excepto
por algunos problemas arménicos donde la naturaleza altamente variable de este tipo de problemas,
impidi6 la obtencién de soluciones con un claro nivel de ajuste con respecto a los resultados por

elementos finitos utilizados como referencia.

6.2. Trabajos futuros

Como trabajos futuros se propone:
= Implementacién del calculo de esfuerzos y deformaciones para placas laminadas gruesas.
= Anilisis cascaras laminadas gruesas utilizando el método de los elementos de contorno.

» Evaluacién del desempeno de funciones de aproximacién alternativas para la transformacion

de las integrales de dominio al contorno utilizando el método de integraciéon radial.

= Optimizacion del tiempo de computo para el analisis de placas laminadas gruesas utilizando

el método de integracion radial.
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= Optimizacion de secuencia de laminado para placas laminadas gruesas utilizando el método de

los elementos de contorno.

= Anilisis de placas laminadas gruesas tridimensionales utilizando el método de los elementos

de contorno.
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