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Résumé :

On s’intéresse aux écoulements de films liquides sur parois chauffées à hauts nombres

de Péclet en tenant compte des effets Marangoni. Les solutions d’ondes propagatives et

solitaires sont calculées pour des modèles approchés et pour les équations de Navier-

Stokes-Fourier. Un modèle à quatre équations capturant la dynamique du film est pro-

posé.

Abstract :

Heated falling liquid films at high Peclet numbers including Marangioni effects

are considered. Travelling-wave and solitary-wave solutions to the full Navier-Stokes-

Fourier equations and low-dimensional models are constructed. A four-equation model

satifactorily capturing the dynamics of the flow is proposed.

Mots clefs : Films liquides, effets Marangoni, instabilités hydro-
dynamiques, ondes solitaires

1 Introduction
Le développement des procédés de stockage de l’énergie solaire à l’échelle du bâti-
ment par sorption requiert le développement d’échangeurs compacts et mutlifonction-
nels permettant la valorisation de sources de chaleur à basse température [5]. Les pro-
cédés actuels (échangeurs à tubes et calandres) sont limités par leur taille et leur coût
de fonctionnement élevé. Les échangeurs à plaques et films ruisselants représentent une
alternative intéressante. En effet, la présence d’ondelettes permet d’y augmenter sen-
siblement les échanges par la réduction de l’épaisseur moyenne du film, la formation
de rouleaux au sein des crêtes des ondelettes, par le mélange induit lorsque deux ondes
s’apparient ainsi que par la présence de retours d’écoulement [2, 7].

Park et Nosoko [6] ont ainsi mis en évidence une intensification des transferts de
masse par la présence de rouleaux dans la crête des ondes. Dans le cas d’un film chauffé
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par le bas, les effets thermocapillaires entraînent la formation de rivulets et canalisent
l’écoulement, ce qui renforce localement la dynamique des ondelettes [11] et accroît
considérablement les transferts de chaleur [1].

les avancées considérables de la modélisation des films liquides à l’aide de mé-
thodes asymptotiques (développement “ondes longues”, méthode aux résidus pondérés,
approches “à la Saint Venant”) [7], ont permis d’obtenir des modèles fiables et quanti-
tatifs permettant d’envisager des simulations numériques pour des domaines étendus à
des coûts acceptables. Les travaux de Scheid et al. [9, 12, 14, 11, 10] on montré que le
couplage entre instabilité thermocapillaire “longes-ondes” (mode S ou mode de Smith
d’après la classification introduite par Goussis et Kelly [3, 13]) et instabilité hydrodyna-
mique (mode H ou de Kapitza) pouvait être correctement décrite par un modèle Saint-
Venant obtenu à l’aide de la méthode aux résidus pondérés introduite par Ruyer-Quil et
Manneville [8] :
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Le modèle (1) consiste en trois équations couplées pour l’épaisseur du film h, le
débit linéïque local de fluide q =

∫ h

0
u dy et la température de surface libre T (y =

h) = θ. Malheureusement, l’approche initiée par Scheid et al. est limitée aux nombres
de Péclet faibles ou modérés. En effet, lorsque le nombre de Péclet se trouve trop élevé,
le modèle ne prédit plus une température de surface libre encadrée par la température
de la paroi et la température du gaz (soit θ ∈ [0, 1]) comme illustré par la figure 1 où
sont comparées les solutions d’ondes solitaires des équations de Navier-Stokes-Fourier
et les solutions du modèle (1).

L’objet de ce travail est donc de corriger les défauts de (1) d’obtenir un modèle
sous forme d’équations moyennées pour le champ de température permettant de rendre
compte de la dynamique d’un film liquide en présence d’effet Marangoni aux grands
nombres de Péclet. L’étude se limite ici aux écoulements bidimensionnels (2D) pour
lesquels il n’y a pas d’écoulement dans la direction transverse z (w = 0) et qui sont
invariants par translation dans cette direction (∂z = 0). Pour autant, la généralisation
de cette étude aux écoulements 3D ne posent pas de difficultés majeures.

2 Position
On s’intéresse donc à l’évolution d’un film liquide d’épaisseur initiale h̄N s’écoulant par
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Figure 1 – Solutions d’ondes solitaires (Pr = 7, Bi = 0.1, Γ = 250, β = 90◦).
À gauche : amplitude (hauteur maximale) ; à droite : minimum de la température de
surface (min(θ)). Les lignes continues correspondent à Navier-Stokes-Fourier (2), les
pointillés courts à (1) et les pointillés longs à (1a), (1b) et (5).

gravité sur une paroi chauffée à température imposée Tw et inclinée d’un angle β. On
note Ta la température de l’air supposé passif. Soit H le coefficient de transfert entre le
liquide et l’atmosphère, ν = µ/ρ la viscosité cinématique, σ(T ) = σ∞ − γ(T − T∞)

la tension de surface. En notant x la direction de l’écoulement, y la direction transverse,
u, v les composantes du champ de vitesse, et h l’épaisseur du film, et en se limitant à
des écoulements 2D, les équations de Navier-Stokes-Fourier [4] à résoudre se lisent :

3Re (∂tu+ u∂xu+ v∂yu) = −∂xp+ ∂xxu+ ∂yyu+ 1 , (2a)

∂xu+ ∂yv = 0 , (2b)

3Pe (∂tT + u∂xT + v∂yT ) = ∂xxT + ∂yyT (2c)

complétée par la condition de non-glissement à la paroi,

u = v = 0 à y = 0 , (2d)
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la condition de surface libre,

∂th+ u|h∂xh = v|h (2g)

qui est équivalente à
∂th+ ∂xq = 0 (2h)
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où q =
∫ h

0
udy est le débit linéïque local. La température de la paroi est constante et le

coefficient d’échange avec l’atmosphère est supposé constant

T = 1 à y = 0 , (2i)

∂yT − ∂xh∂xT = −BT
√

1 + (∂xh)2 à y = h , (2j)

Le système (2) est écrit sans dimension et fait appararaîte un nombre de Reynolds,
Re = g sinβh̄3

N
/(3ν2), un nombre de Péclet Pe = PrRe où Pr = ν/χ, un nombre

de Biot B = Hh̄N/λ, un nombre de Weber We = σ∞/(ρgh̄2

N
sinβ), un nombre de

Marangoni M = γ(Tw − Ta)/(ρgh̄
2

N
sinβ). Pour s’affranchir de la dépendance en

fonction de l’épaisseur du film (et donc du nombre de Reynolds), on introduit également
Ma = h2

N
M , Bi = B/hN et le nombre de Kapitza Γ = Weh2

N
avec hN = (3Re)1/3

une épaisseur adimensionnée.

3 Résolution numérique et modélisation

On cherche les solutions d’ondes propagatives de (2) dans le référentiel en mou-
vement ξ = x − c t. le système (2) devient alors un système d’e.d.o. qui est ensuite
projeté sur un ensemble de polynômes de Chebyschev. On obtient ainsi un système dy-
namique autonome de dimension finie dont les solutions sont calculées à l’aide du lo-
giciel Auto07p 1. Des exemples de solutions d’ondes solitaires (ondes de très grandes
longueurs) sont présentées en figure 2. Dans cet exemple, le effets thermocapillaires
(Ma 6= 0) modifient notablement l’amplitude des ondes solitaires dont la nature change
avec la formation d’un rouleau dans la crête de l’onde. Cette recirculation induit la for-
mation d’une région de forts gradients thermiques (couche limite thermique) à la proxi-
mité du point de stagnation amont qui renforce encore les effets thermocapillaires. L’ap-
parition de cette couche limite thermique résulte de la compétition des effets convectifs
(∝ Pe) et de transfert à la surface libre (∝ B) et n’est donc observée que pour des
nombres de Péclet élevés et des nombres de Biot relativement faibles.

Comme soulignés par Trevelyan et al. [14], l’apparition de forts gradients ther-
miques est à l’origine du mauvais comportement des solutions du modèle (1) dont la
formulation est fondée sur l’hypothèse des petits gradients et devient donc caduque
lorsque Pe est grand. Afin de résoudre ce problème, l’approche proposée combine la
méthode des résidus pondérés à une paramètrisation du champ de température par des
variables soigneusement choisies de manière à autoriser le passage à la limite Pe ≫ 1 :
la température de surface libre θ(x, t) = T (y = h) et le flux pariétal ϕ(x, t)/h(x, t) =
∂yT |y=0. En effet, dans la limite Pe ≫ 1, on a

∂tθ + u|y=hθ = O(1/Pe) ∂t(ϕ/h) = O(1/Pe) (3)

1. http://indy.s.onordia.a/auto/
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lignes de courant (référentiel en mouvement)

isothermes

Figure 2 – Solutions d’ondes progressives des équations de Navier-Stokes (Re = 2,
Pr = 7, Bi = 0.1, Γ = 250, β = 90◦). À gauche : sans effets thermocapillaires
(Ma = 0) ; à droite avec effets thermocapillaires (Ma = 50).
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On choisit ainsi la représentation du champ de température sous la forme

T (x, y, t) ≈ 1 +
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avec ȳ = y/h . (4)

On applique ensuite la méthode des résidus pondérés avec les poids w1 = ȳ et w2 =

1 − ȳ. Le choix des poids et des fonctions tests (4) permet notamment d’assurer la
consistance des résidus avec le développement asymptotique en ondes longues (en in-
troduisant le paramètre de film ǫ ∼ |∂xh/h|) jusqu’à l’ordre O(ǫ), condition néces-
saire pour capturer correctement les seuils d’instabilités hydrodynamique et thermo-
capillaire. Les termes convectifs des résidus Ri = 〈ET |wi〉 =

∫ h

0
wiET dy où ET

représente l’équation de Fourier (2c) sont récrits de manière asymptotiquement consis-
tante en faisant apparaître (3). Au final on obtient deux équations d’évolution pour θ
et ϕ consistantes à l’ordre O(ǫ) pour lesquelles les termes de diffusion sont également
consistants à l’ordre O(ǫ2) (condition nécessaire pour capturer correctement l’atténua-
tion des ondes linéaires) :
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Les symboles J̃θ . . . Õϕ représentent des fonctions du coefficient de transfert local B h.
Complétée par (1a) et (1b), (5) forme un modèle à quatre équations pour les quatre in-
connues h, q, θ et ϕ dont les solutions d’ondes propagatives sont recherchées également
par Auto07p. La figure 3 présente les profils, lignes de courant et isothermes correspon-
dant aux solutions d’ondes solitaires à comparer aux solutions de Navier-Stokes-Fourier
(2) (figure 2). L’accord est satisfaisant, le modèle capturant notamment la formation de
la couche limite thermique. Par ailleurs, la présence de températures en dehors de l’in-
tervalle acceptable [0, 1] n’est plus observée (cf. figure 1).
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Figure 3 – Solutions d’ondes progressives du modèle Saint-Venant (Re = 2, Pr = 7,
Bi = 0.1, Γ = 250, β = 90◦). À gauche : sans effets thermocapillaires (Ma = 0) ; à
droite avec effets thermocapillaires (Ma = 50).
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