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Résumé :

L'objectif de ce travail est de proposer un stabilisation robuste de 1’élément fini P1/P1 en grandes trans-
formations. La premiére partie est consacrée a l’étude des propriétés de 1’élément fini P1/P1 connu
pour ne pas étre LBB-stable. Ensuite, une nouvelle formulation stabilisée simple et robuste est proposée
afin d’éviter les modes de pression parasites pour [’analyse de structures métalliques élasto-plastiques
ou élasto-visco-plastiques. Enfin, des exemples sont présentés pour illustrer I’efficacité de I’approche

développée.

Mots clefs : Eléments finis, formulation mixte, stabilisation

1 Introduction

L’objectif de ce travail est de proposer une stabilisation robuste de 1’élément fini P1/P1. En grandes
transformations, les structures élasto-plastiques ou élasto-visco-plastiques avec critere de von Mises
peuvent présenter un comportement "quasi-incompressible". En effet, le taux de déformation plastique
purement déviatoire peut €tre bien plus important que le taux de déformation volumique élastique. De
fait, la déformation volumique peut Etre faible au regard de la déformation déviatoire d’olt un comporte-
ment quasi-incompressible. Dans ce cas, la discrétisation a mettre en ceuvre doit étre choisie de maniere
judicieuse pour ne pas faire apparaitre de phénomene de verrouillage (« locking ») se traduisant par une
solution non-réaliste. D’un point de vue mathématique, ceci peut s’expliquer par le fait que le champ
des vitesses doit étre suffisamment « riche » pour satisfaire a la fois les équations éléments finis issues
du bilan de quantité de mouvement et celles portant sur le calcul de la pression.

Depuis le début des années 60, beaucoup de travaux ont été consacrés a ce probleme. Il est possible d’uti-
liser des méthodes de projection. Une méthode de pénalisation peut également Etre employée pour traiter
le cas de matériaux incompressibles mais elle nécessite la mise en ceuvre de techniques numériques de
type intégration réduite ou sélective [1, 2, 3, 4]. Le principe est d’avoir moins d’équations numériques
a traiter pour le calcul de la pression que d’inconnues en vitesse. Ainsi, I’unicité du champ des vitesses
n’est pas imposée par le probleme sur la pression mais par 1’équilibre des contraintes. Par exemple, pour
les éléments hexaédriques de type Q1, I’intégration numérique standard se fait avec 8 points de Gauss.
L'intégration sélective consiste a calculer la pression a partir de la déformation moyenne au centre de
I’élément et non pas aux 8 points. La pression est alors considérée comme étant constante dans tout
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I’élément. De cette maniere, le nombre d’équations numériques pour la pression est égal au nombre
d’éléments finis qui est inférieur au nombre d’inconnues du probleme (3 composantes de vitesse par
nceud). Notons qu’un tel élément devient alors tout a fait similaire 2 un élément fini mixte Q1 sur la
cinématique et PO sur la pression. Il existe des variantes comme la méthode B-bar ou la déformation

moyenne est calculée a partir de la moyenne des valeurs calculées aux 8 points.

Le phénomene de verrouillage peut également étre traité par la méthode des multiplicateurs de Lagrange
en introduisant des inconnues supplémentaires comme, par exemple, la pression [5]. Dans ce cas, une
attention particuliere doit étre apportée au choix de la discrétisation qui doit satisfaire la condition LBB
dans le cas incompressible. Plusieurs éléments finis permettent de satisfaire cette condition comme, par
exemple, les éléments P1+/P1 ou P2/P1. Ces éléments présentent un grand intérét du point de vue de
I’ingénierie car des maillages tétraédriques peuvent étre générés pour des géométries complexes grace
aux techniques de Delaunay en 2D et 3D ou encore a des méthodes frontales. Cependant, des noeuds
supplémentaires sont nécessaires pour 1’approximation de la cinématique contrairement a 1’élément fini
P1/P1 connu par ailleurs pour ne pas étre LBB-stable. En effet, cet élément n’est pas sensible au phé-
nomene de « locking » et n’est pas capable d’assurer 1’unicité du champ de pression pour un matériau
parfaitement incompressible. Du point de vue continu, les travaux de Brezzi et Fortin [6] montrent qu’en
élasto-statique, 1’existence et I’unicité de la solution est assurée par la compressibilité. D’autre part, du
point de vue numérique, les travaux récents de d’Al Akhrass et al. [7] montrent que la méme interpola-
tion peut étre utilisée pour la cinématique et la pression en élasto-plasticité avec critére de von Mises.
Malheureusement, 1’expérimentation numérique conduit a I’apparition de modes de pression parasites
dus au fait que le champ de pression est trop riche [8]. Par exemple, la figure 1 présente I’écrasement
d’un cube élasto-visco-plastique pour lequel les oscillations de pression sont clairement visibles dans la

zone fortement sollicitée.
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Ficure 1 — Pression hydrostatique (MPa) lors de I’écrasement d’un cube élasto-visco-plastique [8].

2 Formulation stabilisée

L’idée qui consiste a ajouter un terme de diffusion pour éliminer les modes de pression parasites a été
initialement introduite par Brezzi et Pitkaranta [9] pour le probléme de Stokes dans le cas incompres-
sible. Les auteurs ont proposé d’ajouter un terme de la forme Sh? Ja V¢ . Vp™ dV dans la forme faible
discrétisée relative a la contrainte d’incompressbilité. Cette approche présente une difficulté importante
qui réside dans le choix de la constante positive (3.

Dans ce travail, nous proposons d’ajouter un terme de diffusion anisotrope de maniere a améliorer le
conditionnement du probleme mixte éléments finis en grandes transformations [8]. En appliquant la
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discrétisation P1/P1 standard, I’incrément de pression Ap; est obtenu en chaque noeud 7 en résolvant
I’équation suivante a chaque instant ¢ + At :

Qg

Ap;
/ Nﬂ%Aﬂﬂv+—£1/ N dV = 0 1)
Qt+At Qt+At

ol Q41 As représente la configuration géométrique déformée a I’instant ¢ + At ; IV; est la fonction de
forme du noeud 7 ; Ax” est I'incrément de déplacement ; o; est la valeur du module de compressibilité
o au noeud ¢.

En se plagant dans un cas compressible contrairement aux travaux de Brezzi et Pitkaranta [9], nous
proposons d’ajouter un terme a 1’équation (1) de la forme suivante :

m/ G uh VAP AV ?)
Qi at

ot At est le pas de temps ; u” est la vitesse ; Ap” est I’incrément de pression.

L’intérét de cette approche est d’ajouter un terme qui est homogene aux équations éléments finis relatives
a I’équilibre des contraintes, ce qui améliore le conditionnement des systemes linéaires sous-jacents. La
fonction nodale G; est construite a partir de la méthode SUPG. Contrairement aux méthodes SU ou
SUPG standard [10][11], le terme (1) n’est pas homogene aux autres termes de I’équation (2). D’autre
part, il est directement ajouté au terme de compressibilité i—fi th+At N; dV qui assure 1’unicité de la
pression indépendamment de la condition LBB. Enfin, cette approche ne nécessite pas 1’ajout d’équa-
tions supplémentaires a résoudre comme c’est le cas pour les méthodes de sous-grille de type ASGS ou

OSGS [12][13].

Les figures 2 et 3 présentent les résultats obtenus pour 1’exemple de la figure 1 a partir d’un élément
QI a intégration sélective et a partir de I’élément P1/P1 stabilisé avec un seul point d’intégration. Les
calculs ont été réalisés a partir du code de calcul Sysweld®[14]. Les modes de pression parasites ont
disparus et la comparaison des résultats est tres satisfaisante.
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(a) Q1 (b) P1/PI-stabilisé

Ficure 2 — Contrainte équivalente de von Mises (MPa) [8].
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(a) Q1 (b) P1/Pl-stabilisé

Ficure 3 — Pression hydrostatique (MPa) [8].
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