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Résumé :
La technique d’hyper-réduction de modèle est proposée pour le calcul de la charge thermique avec
source mobile, où la réduction de modèle est effectuée sur le volume de contrôle avec le repère mobile.
Dans cet article, le volume de contrôle est déterminé par le gradient de température dans la direction de
charge mobile. Le modèle hyper-réduit a été appliqué à un modèle EF 3D, avec un gain CPU de l’ordre
de 5 (facteur 105).

Abstract :

The hyper-reduced order model (HROM) is proposed for the moving thermal load calculation, where the
model reduction is performed on the control volume with moving frame formulation. In present work, the
control volume is determined by the temperature gradient in the thermal loading direction. This HROM
has been applied to the brick workpieces with the CPU gain in an order of 105.

Mots clefs : Analyse thermique quasi-statique ;Repèremobile ;Hyper-réduition
de modèle

1 Introduction
Les procédés thermiques quasi-statiques comme le soudage ont été analysés en utilisant des approches
Lagrangiennes[1]. Pour de tels procédés, il est nécessaire d’utiliser l’analyse transitoire et des maillages
fins dans la région critique autour de la source de chaleur. Par conséquent, ce n’est pas efficace pour
l’optimisation en 3D des études paramétriques. Pour réduire le coût de calcul, le repère mobile (RM)
est adopté pour la modélisation du processus quasi-statique comme des problèmes statiques [2]. Dans
la formulation RM avec transfert de chaleur par conduction, un terme d’advection est introduit dans
l’équation d’équilibre, et le calcul est effectué à l’intérieur d’un volume de contrôle.

Si la taille d’un volume de contrôle est trop grande, le calcul est encore coûteux avec la formulation
RM. Dans cet article, le modèle hyper-réduit (HROM) est proposé pour les procédés quasi-statiques.
La réduction de modèle est effectuée sur le volume de contrôle, qui est déterminé par le gradient de
température dans la direction de chargement. Ce modèle HROM a été appliqué à un modèle EF 3D.
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2 Formulation dans le repère mobile
Dans le repère fixe, à la fois la configuration de référence et la configuration matérielle se réfèrent à une
coordonnée fixe dans l’espace. Par l’application de l’équation de l’équilibre énergétique, l’équation de
conservation pour l’analyse thermique transitoire peut être obtenue.

ρCp
dT

dt
(r, t) = ∇ · (k∇T ) (r, t) +Q (r, t) (1)

où ρ est la densité du matériau étudié, Cp est la capacité thermique spécifique, T est la température,
k est la conductivité thermique, Q est la taux de génération de chaleur interne, t est le temps, r est
la coordonnée à la configuration de référence et 5 est l’opérateur de gradient spatial. La température
initiale est donnée par T = T 0 pour le volume entier. En outre, les conditions aux limites suivantes
devraient être satisfaites : T = T p sur la surface Γ1 avec les températures prescrites ; qs = qp sur la
surface Γ2 avec les flux de chaleur prescrits ; k∇T · n = h (T a − T ) sur la surface Γ3 pour le transfert
de chaleur convective.

Dans le repère mobile, la configuration de référence est fixée pour l’espace et temps, tandis que la confi-
guration matérielle se déplace à une vitesse v par rapport à la configuration de référence. Par conséquent,
la configuration est considérée comme un volume de contrôle à travers lequel s’écoule le matériau, ainsi
l’équation dans la base RM pour un processus quasi-statique peut être simplifiée par

−ρCp (v · ∇T ) = ∇ · (k∇T ) +Q (2)

La température initiale est donnée par

T = T 0 sur la surface, entrée du volume de contrôle (3)

T = T out sur la surface, sortie du volume de contrôle (4)

En considérant les autres conditions aux limites, la forme faible de l’équation Eq.2 peut être exprimée
par

∫
Ω

[
∇T̂ · k∇T − T̂ ρCv · ∇T − T̂ ρQ

]
dΩ−

∫
Γ2

T̂ qdΓ−
∫

Γ3

T̂ h (Ta − T ) dΓ = 0 (5)

où T̂ est la fonction de test de la température Pour la forme faible de la formulation dans le repère mobile
Eq.5, les conditions aux limites sur les température prescrites, Eq.3 and Eq. 4 sont appliquées au sens
fort. A ce moment, la température(Eq.4) sur la surface de sortie n’est pas connue.

3 Modèle hyper-réduit dans le repère mobile

3.1 Discrétisation par éléments finis
En appliquant la discrétisation par éléments finis et l’intégration numérique de l’équation Eq. 5, le vec-
teur résiduel global R = 0 est formé par l’assemblage des résidus à partir des éléments R. Enfin, la
forme équivalent est donnée ci-dessous :
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(Ceq + Keq) T = Peq (6)

où Ceq est la matrice de capacité thermique spécifique qui contient la vitesse d’écoulement de matériau,
Peq est la matrice du chargement thermique et T est le vecteur de la température nodale. Les matrices,
Keq, Peq et T, sont construites par les matrices élémentaires ci-dessous.

Keq = ΣeK
e + ΣeH

e

Ceq = ΣeC
e (7)

Peq = ΣeP
e
Q + ΣeP

e
q + ΣeP

e
H

Les matrices élémentaires sont données par :

Ke =

∫
Ωe

k (B)T BdΩ; He =

∫
Γe
3

hNTNdΓ; Ce =

∫
Ωe

ρcNTvTBdΩ;

Pe
Q =

∫
Ωe

NTρQdΩ; Pe
q =

∫
Γe
2

NTqdΓ; Pe
H =

∫
Γe
3

NThTadΓ;

Par la suite, nous présentons la technique d’hyper-réduction de modèle pour le calcul efficace du modèle.

3.2 Formulation de modèle hyper-réduit
Dans le repère mobile RM, le repère de référence, x, en mouvement par rapport à la configuration maté-
rielle est défini. En fait, le repère référence (x) est le repère Eulérien, qui est un volume de contrôle par
lequel s’écoule la configuration matérielle avec une vitesse v. Ainsi, le champ de température peut être
transféré aux repère mobile par

T (x, ti) = T (r, ti) avec x = r - v t (8)

La HROM est appliqyée au volume de contrôle, et la base réduite peut être obtenue par la décomposition
en valeurs singulières (SVD) du champ des températures qui viennent des volumes de contrôle par la
transformation de l’équation Eq. 8. (Balagangadhar et al.[2])

La base réduite est calculée par la matrice contenant toutes les solutions pour chaque instant t et pour
chaque problème de référence 1 . . . S. Cette matrice est construite comme suit :

Tref = [Tx1 . . .TxS ]

En effectuant la SVD, nous pouvons obtenir la base POD du champ de température Φ.

Avec quelques modes de base POD Φ, la formulation de la HROM[7] peut être exprimée par

(
(Φ)TΠTΠ (Keq + Ceq) Φ

)
T̃ = (Φ)TΠTΠ Peq (9)

où Π est une matrice booléenne rectangulaire, qui permet d’effectuer la sélection des nœuds pour la
HROM, plus de détails peuvent être trouvés dans Zhang et al. [6]. Enfin, le champ de température est
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obtenu pour le volume de contrôle par

T = ΦT̃ (10)

Etant donné que le gradient de température est supposé être uniforme à la fois à l’entrée et la sortie du
volume de contrôle, le champ de température du domaine entier est résolu avec très peu d’éléments dans
le volume de contrôle.

4 Application à un modèle EF 3D avec éléments tétraédriques
Comme indiqué dans la Fig. 1, le modèle EF est sous une charge thermique mobile avec Vy. Pour éco-
nomiser le coût de calcul, la moitié de la pièce est considérée suivant le plan de symétrie et le modèle
est discrétisé en 18000 EF TET4 et 4949 nœuds. Pour simplifier l’analyse thermique, toutes les surfaces
sont supposées être isolantes, sauf les points de chargement sur la surface supérieure.

V

rx

rz

rY

X

Z

Y

Repère fixe

Repère mobile

Torche Laser

(a) Dessin géométrique (b) Discrétisation par éléments finis

Figure 1 – Configuration de chargement thermique

lx(mm) ly(mm) lz(mm) N.N E.N E.T H.F (Q) Vy
24 24 400 4949 18000 TET4 960∼W 4. mm/s

Notes : "N.N" signifie numéro de nœud ; "E.N" signifie numéro d’élément ; "E.T" signifie type d’élément ; H.F"
signifie flux chaleur.

Table 1 – Description du paramètre géométrique

Notation Nom Valeurs
Cp Capacité de chaleur spécifique 710.0 J.kg−1.K−1

λ Conductivité thermique 46.1 W.m−1.K−1

ρ Densité 7 850 kg.m−3

E Module d’Young 200 GPa
ν Coefficient de Poisson 0.33
α Expansion thermique 1× 10−5 K−1

T0 Température initiale 25. ◦C

Table 2 – Paramètres des matériaux de problème étudié
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Pour le calcul thermique transitoire, l’évolution du champ de température peut être obtenue à tous les
pas de temps. Lorsque la vitesse est connue comme l’état initial, le volume de contrôle est déterminé
par la projection du gradient de température sur la direction de la vitesse.

TGVc = vTBT (11)

On décide que le volume de contrôle est le volume dans lequel le gradient de température n’est pas nul.
Pratiquement, le volume de contrôle peut être sélectionné sur la base que TGVc est supérieure à une
critique valeur faible TGVc > εcr. Enfin, le volume de contrôle représentatif est choisi dans la Fig. 2(a)
avec 9000 éléments. Il est intéressant de donner la distribution de température sur les parties restes dans
la Fig. 2(b) : le température dans la partie passée converge à 100˚C, tandis que la partie devant la volume
de contrôle maintient la température initiale.

(a) Volume de contrôle (b) Partie restante

Figure 2 – Distribution de température du volume de contrôle : 9000 éléments, 2499 nœuds

Par la SVD du volume de contrôle sur 12 pas de temps stabilisés, la distribution de valeurs singulières
est donnée dans la Fig. 3. Évidemment, un seul mode est nécessaire pour la réduction de modèle se-
lon l’équation 12, qui est le rapport des modes sélectionnés avec touts les modes comme un moyen
d’occupation d’énergie.

ηT =
Σi=k
i=1σi

Σi=m
i=1 σi

(12)

avec k est le nombre demodes sélectionnés et m est le nombre demodes entiers. Pour obtenir les éléments
de la HROM, le gradient de base POD est évalué par l’Eq.13, ce qui correspond directement aux éléments
finis définis par l’opération Π. Pour éviter le caractère mal posé de Eq. 9, 10 composantes maximales de
chaque gradient de base sont sélectionnées pour obtenir suffisamment des éléments pour la HROM.

ΦG =
∂Φ

∂x
= BΦ (13)

Avec 2 modes, 80 éléments sous le point de chargement et 67 éléments près de la surface de sortie
sont sélectionnés (Fig. 4). Comme les températures d’entrée et de sortie sont supposées connues, la
température des noeuds sur la surface de sortie est fortement appliquée. Par les sélections ci-dessus,
l’erreur est 1.23 e-03 % dans la Fig. 5.
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Figure 3 – SVD sur le volumes de contrôle par 12 pas de temps stabilisés

Méthodes Rapport de sélection RID. éléments Résultats
Modes Max.No.Sel. Eléments Nœuds Hors ligne (s) En ligne (s) Erreur (%)

HROM 2 10 147 32 11 2.6300e-04 1.2374e-03
Modèle complet - - 18000 4949 - 243 -

Remarques : Max.No.Sel. : Le nombre de valeurs maximales de chaque gradient de base sélectionnée

Table 3 – Information de RID pour 2 modes
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Figure 4 – Eléments sélectionnés pour HROM avec 2 modes
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Figure 5 – Distribution de température dans le volume de contrôle sur la base de HROM avec 2 modes

5 Conclusions et perspectives
Pour simuler le procédé de soudage thermique quasi-statique, la technique d’hyper-réduction de modèle
est proposée dans le repère mobile.

Tout d’abord, le processus quasi-statique a été simplifié par un processus à l’état stable. En secondaire,
le volume de contrôle est déterminé par le gradient de température dans le repère mobile. Sur la base
des volumes de contrôle, les bases POD sont obtenues à partir de champ de température stabilisée.
Troisièmement, la HROM est appliquée au volume de contrôle.

L’approche développée est appliquée à un problème de chargement thermique mobile issu des applica-
tions de soudage. A précision fixée, le modèle hyper-réduit permet des gains CPU de l’ordre de 105 par
rapport au calcul de modèle complet.

Ensuite, ces travaux permettant s’effectuer efficacement des études paramétriques au procédé de sou-
dage.
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