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Abstrak

Subhimpunan fuzzy,, pada himpunanx adalah suatu pemetaan da¢i ke interval [01].
Definisi ini adalah generalisasi ldimpunan klasik dengan peraahnya didefinisikan dari himpunan
tersebut ke himpuna{o,l}. Pada himpunan klasik didefinisikarafu relasi ,relasi refleksif, simetrik,

transiftif, similaritas dan kongruensi. Selanjutnya dikonstruksi definasirbiner fuzzy yang refleksif,
simetrik, transitif, gnilaritas dan kongruensi .

Dalam tulisan ini akan diberikan contoh-ooimtrelasi kongruensi padsebarang grup dan grup
hasil baginya.

Diperoleh hasil bahwa: Misalkaf adalah grup dengan elemen idenitas@alan M adalah

subgrup fuzzy padés . Didefinisikan suatu relag padaG x G dipetakan ke intervdlo]] sebagai
berikut: #(a,b) = min{u(a), u(b)}, jika a=b dan B(a,b) = u(e) jka a=b maka 3 adalah
relasi kongruensi fuzzy padé x G. Selanjutnya dibangun suatu pemetahn% N [0,1], yang
didefinisikan A(xH) = B(x,h) untuk setiapheH. Terbukti bahwal adalah relasi kongruensi

fuzzy. Pemetaan , dari o/, x ¢/, ke interval[01], yang didefnisikanc(xH, yH) = A(xHyH).
Terbukti juga bahway adalah relasi kongruensi fuzzy.

Kata Kunci: subgrup fuzzy, subgrup hasil bagi fuzzy , subgrup normal fuzzy, relasi kongruensi fuzzy

A. Pendahuluan
Subhimpunarfuzzy ¢ pada himpunanX adalah suatu pemetaan dati ke

interval [01]. Himpunanfuzzy ini merupakan generalisasi dari himpunan klasik, sebab
himpunan klasik dapat dipandang sebagai himpduery dengan pemetaannya adalah
dari X ke himpunan{o1}. Teori himpunariuzzy pertama kali diperkenalkan oleh Zadeh
(Ray dan Ali). Konsep ini telah diperluasdaafuzzifikasi struktur Aljabar, misalkan
teori subgruguzzy (Rosenfeld dikutip oleh Ray dan Ali) dan teori subrinzgy (Liu
dikutip oleh Ray dan Ali).

Misalkan dimiliki sebarang himpunan, maka yang dimaksud dengan relgsi
adalah subhimpunan pada X x X = {(x, y)|x,ye X}. Secara analog dengan
pembentukan subhimpunan fuzzy, maka dapat dikonstruksi relasi fuzzy pada himpunan
X x X . Misalkan X adalah sebarang himpunan tak kosong , relasi biner fuzzy pada
X adalah subhimpunan fuzzy ux pada X x X, vyaitu u:X x X —[04].
(Kandasamy:10)
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Definis 1.1. (Kandasamy:10)Relasi fuzzy ¢ pada X x X disebut refleksif jika
u (X, X) =1 untuk setiap x e X, dan dikatakan simetrik jika z (x,y)= u (y,X) untuk
setiap x,ye X. Relas biner fuzzy u dikatakan transitif  jika
min{u(x, y), (Y, 2)} < u(x, 2) . Relasi biner fuzzy 1 pada X disebut relasi similaritas
jika u bersifat refleksif, simetrik dan transitif

Dalam pembicaraan himpunan klasikketal relasi yang kompatibel kiri
maupun kanan, atau kompatibel saja. Secabgrialam pembentukkan definisi relasi
simililaritas dan lain-lain, maka didefinisikan relasi fuzzy yang kompatibel sebagai
berikut :

Definisi 1.2. (Kandasamy:10Misalkan S adalah semigrup.

a. Relas biner fuzzy 1 pada S disebut kompatibel fuzzy kiri jika # (X,y) < u(tx,ty)
untuk setiap x,y,te€ S

b. Relas biner fuzzy x4 pada S disebut kompatibel fuzzy kanan  jika
u (X, y) < u(xt, yt) untuk setiap x,y,te S

c. Relas biner fuzzy u pada S disebut kompatibel fuzzy jika

min{u(a,b), u(c,d)} < u(ac,bd) untuk setiap a,b,c,d e S

Secara analog dalam pembentukkan dmigkan relasi fuzzy yang kompatibel ,
maka didefinisikan relasi konggnsi fuzzy sebagai berikut :
Definisi 1.3. (Kandasamy:10Relasi similaritas yang kompatibel pada semigrup S
disebut relas kongruens fuzzy

Pada himpunan klasik dikenal tiga ogs dasar, yaitu komplemen, gabungan
dan irisan. Operasi — operasi ini adatahggal pada teori himpunan klasik, namun
perluasannya pada teori himpunan fuzzy tidaknikian. Untuk setiap operasi klasik
terdapat operasi yang analog pada himpuibaay. Terkait operasbperasi tersebut,
didefinisikan operasi standar fuzzy pada himgn fuzzy yang dirujuk pada Kilir, et.al.

dan Zimmermann sebagai berikut:
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1. Complemen Fuzzy

Diberikan himpunan fuzzy x yang didefinisikan pada himpunarX.
Komplemen dari himpunna fuzzy, yang dinotasikan denga,ﬁ adalah himpunan
fuzzy dimana derajat keanggataan das X ;(x) mengekspresikan derajate X

bukan anggota: . Secara formal, hal ini dapat dinyatakan bahw®) = 1— x(x)

2. Gabungan Fuzzy
Misalkan X adalah suatu himpunan klasik dany adalah himpunan fuzzy
yang didefinisikan padaX. Gabungan fuzzy himpunan fuzzy dan y, yang

dinotasikan dengam U y , didefinisikan sebagai fungseanggotaan dengan rumus:

(120 7 X(x) = max{u(x), 7(x)}, untuk setiap e X

3. Irisan Fuzzy
Misalkan X adalah suatu himpunan klasik da#gB adalah himpunan fuzzy
yang didefinisikan pad& . Irisan fuzzy himpunan fuzzyA dan B, yang dinotasikan

denganu Ny, didefinisikan sebagai fungseanggotaan dengan rumus:

(10 y)(x) = min{z(x), 7(x)}, untuk setiapx e X

Untuk kajian pustaka terkait dengaabgrup fuzzy maupun suggrup normal
fuzzy akan merujuk pada tulisan Ajmal, Aktas, Asaad, Kandasami, Mordeson dan

Malik, serta Shabir.

Definisi 1.4. Misalkan ¢ adalah grup. Subhimpunan fuzzy « dari grup ¢ disebut
subgrup fuzzy jika u :G - [01] suatu fungsi yang memenuhi :
(i) u(xy)>min{z(x), u(y)} untuk setiap xy <G

(i) 2:(x )= (%) untuk setiap x<c
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Definisi 1.5. Misalkan ¢ adalah grup. Subhimpunan fuzzy x dari grup ¢ disebut

subgrup fuzzy normal jika u(xy)= u(xy) untuk setiap x,y € G

B. Pembahasan
Pada bagian ini, akan dibentuk suatu pemetaan dari suatGgrdp ke [0,1]
yang membentuk suatu relasi biner fuzzy.
Definisi 2.1. Misalkan G adalah grup dengan elemen idenitasnya e dan x adalah
subgrup fuzzy pada G. Didefiniskan suatu relas f pada G x G dipetakan ke
interval [01] sebagai berikut:

min{u(a), u(b)}, jikaa=b
u(e), jikaa=Db

p(ab) = {

Proposisi berikut menjamin bahwa relagp:GxG =[01] yang
didefinisikan di atas mapakan relasi biner fuzzy
Proposis 2.1. Relasi f merupakan relasi biner fuzzy yang didefinisikan pada G .
Bukti:
Dalam hal ini sama halnya membuktikan bahfvadalah pemetaan:
Ambil a=a',b=Db' sehingga(a,b) = (a',b"),
% untuka=Db , makaa'=Db' dan berlakug(a,b) = u(e) = g(@',b")
% untuk a=b makaa'#b' dan berlaku

p(a,b) = min{u(a), u(b)} = min{u (@), u(b)} = p(a’,b)

Jelas bahwam(p)  Im(x) < [01], dan domains adalahG x G

Berikut ini diberikan proposistang menunjukkan bahwa relasi fuzzyadalah
relasi similaritas:
Proposisi 2.2 Relas biner fuzzy # adalah relasi similaritas
Bukti:
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% Relasipg refleksif, sebab
Ambil ae G, makag(a,a) = u(e) =1
% Relasif simetrik, sebab
Ambil a,be G, a=b, sehingga
f(ab) = min{u(a), (b)) = min{u(b), 1(2)} = A(b, )
Ambil a,be G, a=b jelas dipenuhi
+ Relasig transitif
Ambil a,b,ce G , kasusa=b=c, jelas dipenuhi.
Untuk kasusa=b = c, makamin{£(a,b), A(b,c)} = min{u(e), min{w(b), u(c)}}
= min{(b), (c)} = min{u(a), u(c)} = S(a,c)
Untu kasusa = b = ¢, makamin{s(a,b), 8(b,c)} = min{min{x(a), u(b)}, u(e)}
= min{u(a), u(b)} = (a,b)
Untuk kasusa # b = ¢, maka

min{3(a,b), A(b,)} = minfmin{u(a), z(6)} min{u(b), 4(©)}} < min{u(a), u(c)}
- (a,0)

Berdasarkan definisi relasi fuzgy di atas dan sitayang berlaku pada

subhimpunan fuzzy: pada G, diperoleh akibat sebagi berikut:

Akibat 2.1. Untuk relasi biner fuzzy g di atas, maka berlaku ,B(x_l,y_l) = L(XY)
Bukti:

A0y ™) = minfu(x ), wly ™) =minfu(), 1(9)} = Bx,Y)

Proposisi selanjutnya, menjamin bahwa relasi fugzgdalah relasi fuzzy yang
kompatibel.
Proposisi 2.3. Relasi biner fuzzy # adalah relasi kompatibel fuzzy
Bukti:

MatematiRa 183



Karyati

Untuk setiap a,b,c,deG, maka ditunjukkan bahwa

min{A(a,b), A(c,d)} < p(ac,bd).

Ambil sebarang,b,c,d € G, maka :
min{3(a,b), 5(c,d)}=min{min(u(a), (b)), min((c), u«(dl))}

“min{u(a), u(b), 1(c), u(d)}
< min(u(ab), u(cd)) = A(ab, cd)

Sebagai konsekuensi dari Propo&idi, Proposisi 2.2 dan Proposisi 2.3 , maka
diperoleh akibasebagai berikut.
Akibat 3.2. Relas biner fuzzy # adalah relasi kongruensi fuzzy

Misalkan G adalah grup, danH adalah subgrup normal d&b. maka
% :{aH| aeG} adalah suatu grup. Sehinggapdiadibentuk suatu subhimpunan
fuzzy Z:% —>[0,1] dan selanjutnya dibet subgrup normal fuzz;G/H. Secara
analog pula dapat didefinisikesuatu subgrup hasil bagi fuzz§/H. Selanjutnya
dibangun suatu pemetadin S/, — [01], yang didefinisikani(xH) = #(x,h) untuk
setiaphe H .

Selanjutnya dapat dibuktikan bahwtarelasi biner fuzzyadalah subhimpunan
fuzzy pada grup hasil ba@/H atau yang disebut denganbgrup hasil bagi fuzzy
pada®/, .

Proposisi .2.4. Subhimpunan fuzzy 4 adalah subgrup hasil bagi fuzzy pada %
Bukti:

Untuk membuktikan Proposisi tersepoiaka harus dibuktikan bahwa:
a. A(xHyH) > min{A(xH), A(yH)}
Sub bukti:
A(xHyH) = A(xyH) = B(xy,h), untuk setiapghe H
= min{u(xy), u(h)} untuksetiaph € H
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> min{min{z(x), u(y)}, #(h)} untuksetiaph e H
= min{z(x), u(y), u(h)} untuksetiaph € H
= min{u(X), u(y)} untuksetiaph € H
= min{min{z(x), z(h)}, min{x(y), «(h)}}  untuk setiaph € H
=min{A(x,h), B(y,h)} untuksetiaph € H

=min{A(xH), A(yH)}
b. A(-xH) = A(xH)

Sub bukti:

A(=xH) = A(-xh) = B(-x,h) = min{u(-X),u(h)}  untuksetiaph e H
=min{z(x), u(h)}= B(x, h) = A(xh) untuk setiaphe H
=A(xH)

Proposisi 2.5. Subhimpunan fuzzy 4 adalah subgrup normal fuzzy pada %
Bukti:

Dalam hal ini tinggal dibuktikan bahwa:
A(XHyH) = A(yHxH)
A(XHYH) = A(xyH) = S(xy, h) untuksetiaph € H

= min{u(xy). ()}

= min{min{u(x), 1 (y)}, #(h)}

= min{min{z(y), (9}, #(h)}

min{s(yx), u(h)}

P(yx,h) = A(yxH)
A(XHyH) = A(yHxH)

]

Proposis 2.6. Misalkan A adalah subgrup hasil bagi fuzzy pada grup % dan

XH e &/, , sehingga berlaku:

A(xHYH) = A(yH), VyH € &/, & A(xH) = A(H)
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Bukti:

(t)

Diketahui A(xHyH) = A(yH), vyH € &{, , sehingga
A(xHYH) = A(yH)

A(xyH) = 2(yH)

Akan terjadi jika dan hanya jikay = vy, atauxyy‘1 = yy‘1
A(xH) = B(x,h) = p(e,h) = A(eH) = 1(H)

()
Diketahui 2(xH) = A(H) " dibuktikan A(xHyH) = 2(yH), ¥yH € &/,
Diketahui bahwat adalah subgrup hasil bagi fuzzy pada gﬁz{p dan x adalah
subgrup fuzzy pad& . Selanjutnya diperoleh:
A(xHyH) = min{A(xH), 2(yH)} = min{A(H), A(yH)} = min{A(eH), A(yH)}
= min{3(eh), Ay, h)}=minfmin{(e), x(n)}, min{su(y), u(h)’}}
= min{(h), min{u(y), u(h)f} = min{u(y), u(h)} = Ay, h) = A(yH)

Jika dipunyai subhimpunan fuzzy pada sebarang himpunan yang sama,

misalkana dang, maka yang dimaksud dengam g adalah minimum dari derajat
kanggotaan suatu elemen relative terhadapdang. Sehingga diperoleh propoisi
sebagai berikut:
Proposis 2.7. Jika 4 dan y adalah subgrup normal fuzzy pada gr@g, maka
Ay subgrup normal fuzzy pada gréqf .
« Dibuktikan 2~y (xHyH) > min{A " y(xH),A " y(yH)}
A0y (xHyH) = min{A(xHyH), 7 (xHyH)}
>min{min{A(xH), A(yH)}, min{y(xH), 7 (yH)}}
=min{min{A(xH), 7(xH)}, min{A(yH), »(yH)}}
=min{A N y(xH),A " y(yH)}
% Dibuktikan A ny(xH) = AN y(-xH)
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20 y(xH) = min{A(xH), y(xH)}=min{1(-=xH), 7(~xH)} = 2 " y(-xH)
¢ Dibuktikan 2 ny(xHyH) = 2 n y(yHxH)
A0 y(xHyH) = min{A(xHyH), (xHyH)} = min{A(yHxH), 7 (yHxH)}
= 1 y{yHxH}

Himpunan % adalah grup, sehingga secara analog dapat dibentuk suatu
pemetaan «, dari G{, xG{, ke interval [01], yang didefnisikan
a(xH,yH) = A(xHy H).

Proposisi 2.8. Rdasi a(xH,yH)=A(xHy *H) adalah relasi biner fuzzy pada

VAR
Bukti:
Akan dibuktikan bahwdxH,yH) = (X H,y'H) = a(xHyH) = a(X'Hy'H)

(xH,yH)=(xX'H,y'H), maka xH =xH dan yH =y'H atau xxteH dan
yy"le H
a(xH, yH) = A(xHy TH) = 20y H) = B(xy 1, h) = minju(xy ™), u(h)|

= minju(x'y 1), u(h)j= A0y W) =Ax Yy H) = a(x Hy H)

Proposisi 2.9. Relasi a(xH, yH) :ﬂ(xHy‘lH) adalah relasi kongruensi fuzzy pada

T < T

Bukti
% a(xH,yH) = A(xHy *H) adalah refleksif
a(xH,xH) = A(xHX *H) = A0 'H) = A(eH) = A(H) =1

% a(xH,yH) = A(xHy *H) adalah simetrik
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a(xH,yH) = A(xHy 1H)

=007 H) = A0y ™Y HH )= A0x HH) = AyHXTH) = a(yH, xH)
% a(xH,yH) = A(xHy*H) adalah transitif

Harus dibuktikan bahwanin{a:(xH, yH),a(yH,zH)} < a(xH, zH)

min{e(xH, yH), a(yH, 2H)}=min{A(xHy *H), A(yHz 'H)|

= mini(xy H), A(yz )]

= minlB(xy%,h), A(yz L ) = minfminlulxy ) ()} minju(yz ), (0

< minjminu(xy™), (yz )} (h)f < minfu(xy Lyz ), u(h)
= minju(xz %), u(h)|
= B(xz 7, h) = A2 tH) = A(xHZ TH) = a(xH, zH)
% Dibuktikan bahwax(xH, yH) = A(xHy *H) adalah kompatibel, yaitu:
min{a(xH, yH),a(zH,wH)} < a(xzH, ywH)

min{a(xH, yH),a(zH,wH)} = min{/i(xy‘lH),/l(zw_lH)}
= minjB(y L h), B b

= minjminu(xy™), ()} minju(an ), u(h)
=minju(y ), u(zv )|

= minju(y ), (w2}

< u(y b 2)

= u(xawty™)

— minfu(aw ™ty ), u(h)}

= B0y by

= plxa(yw),h)
=a(xzH, ywH)
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C. Penutup
C.1. Simpulan
Berdasarkan pembahasan disatliperoleh hasil bahwa:

1. Misalkan G adalah grup dengaelemen idenitasnya& dan x adalah
subgrup fuzzy padaG. Didefinisikan suatu relasif pada G xG
dipetakan ke intervaj01] sebagai berikug(a,b) = min{u(a), u(b)} jika
a=b dan pB(a,b) = u(e) jika a=b, maka g adalah relasi kongruensi
fuzzy.

2. Pemetaam : S/, — [01], yang didefinisikani(xH) = 8(x,h) untuk setiap
he H , adalah relasi kongruensi fuzzy

3. Pemetaan a, dari G/, xG{, ke interval [01], yang didefnisikan

a(xH,yH) = /1(xHy_1H) adalah relasi kongruensi fuzzy.

C.2. Saran

Dalam tulisan ini hanya didasark@ada subgrup fuzzy, subgrup normal
fuzzy dan subgrup hasil bagi fuzzy. Hal ini diduga dapat dikembangkan untuk
struktur aljabar yang lain. Dapat juga dikan contoh-contoh laidefinisi relasi

fuzzy pada sebrang subgrup fuzzy, sulpgnormal fuzzy dan subgrup hasil bagi

fuzzy.
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