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Tinjauan Tentang Fungs Harmonik

Oleh:
Atmini Dhoruri
Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY

ABSTRAK

Tujuan penulisan ini untuk mengkaji tentang pengertian fungsi harmonik, fungsi harmonik
konjugat pada domain D di bidang xy dan fungsi harmonik konjugat pada domain terhubung sederhana.
Suatu fungsi bernilai re&l dari dua variabel real x dan y dikatakemmonik dalam domain di bidang xy
yang diberikan jika, fungsi tersebut mempunyai derivatif parsial pertama dan kedua yang Hanti

memenuhi persamaan diferensial parsial

Uy (% y) +Uyy (X, y) = 0.
Dari pembahasan diperoleh sifat bahwa jika fund<iz) = u(x, y) + iv(X, y) analitik di dalam domain
D, maka fungsi u(xy) dan v(xy) harmonik di D. Selanjutnya suatufungsi
f(2) = u(x,y) +iv(X,y) analitik di dalam domain D, jika dan hanya jikharmonik konjugat da.
Sifat tersebut berlaku pula jika D adalah domain terhubung sederhana, yakifkjkdungsi harmonik
yang terdefinisi pada domain terhubung sederhanmakau(x,y) selalu mempunyai harmonik
konjugatv(x,y) di D.

Kata Kunci: fungsi analitik, fungsi harmonik, harmonik konjugat
A. Pendahuluan
Matematika merupakan salah satu ilmu yang sabgsar pengaruhnya dalam

kehidupan manusia. Dalam kehidupan sehaiiftit tidak lepas dari masalah-masalah
yang berhubungan dengan matematika. Salah satu materi dalam matematika yang
banyak digunakan dalam terapan adalah i8isakompleks. Dalam analisis kompleks
dibahas tentang fungsi komge atau transformasi kompleks. Dalam fungsi variable
kompleks domain definisinya adalahrmunan bilangan komleks dan rangenya juga
merupakan himpunan bilangan kompleks. Baatu fungsi yang dibahas dalam fungsi
kompleks adalah fungsi harmonik. Fungsi ini banyak terapannya di bidang lain,
misalnya dalam bidang fisika atau mekanil&ebagai contoh Tgeratur T(x,y) dalam
lempengan tipis yang terletak dalanddoig xy seringkali merupakan fungsi harmonik.
Selain itu fungsi V(x,y) yang menyatakan @usial elektrostatik adalah fungsi
harmonik dalam interior dari ruang berdimetiga yang bebas dari muatan (charges).

Dalam makalah ini akan dibahas perige fungsi harmonik, fungsi harmonik

konjugat dan transformasi fungsi harmonik.
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B. Pengertian Fungsi Har monik

Suatu fungsi bernilai red) dari dua variabel real x dan y dikatakaarmonik
dalam domain di bidang xy yang diberikgka, fungsi tersebut mempunyai derivatif

parsial pertama dan kedua yang kontinu mi@menuhi persamaan diferensial parsial
U (6 y)+Up (% y)=0. 1)

Persamaan 1) dinamakpersamaan Laplace.

Sebagai contoh fungsl (x,y) = 43 —12xy2 +2x2% - 2y2 + 6x adalah fungsi harmonik
dalam setiap domain di bidang xy . Hal &drst dapat ditunjukkan sebagai berikut:

Uy (X y) =12x% —24y® + 4x +6

Uy (X, y) =24x+4

Uy(xy) = —24xy -4y

U yy(x, y) =-24x-4

Uy (% y) +Uyy (X y) = 24x+4-12x-4=0
Jadi U(x,y) = 43 —12xy2 +2x2 - 2y2 + 6X merupakan fungsi harmonik.
Kita dapat memvisualisasikan grafik fungs$(x, y) danU ,(x, y)dalam ruang dimensi
tiga. Grafik dari fungsi U(x,y) = 43 —12xy2 +2x° - 2y2 +6x dan fungsi
Uu(xy) = 12x2% - 24y2 +4x +6dengan domain

D={(xy)-2<x<2 -2<y<2}, adalah sebagai berikut:
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i domain
Sedangkan grafik fungsy (x, y) = —24xy — 4y dengan do

lah sebagai berikut:
D={(xy)-2<x<2 -2<y<2},adala
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Gambar3

=—24x—-4 dengan
Selanjutnya grafik dari fungsiUy, (x,y) = 24x+ dan Uy (x,Y)

d in D ={(x y)|—4< x<4, —-4<y<4}, adalah sebagai berikut:
oma =H(X, S X< 4,
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Contoh lain fungsi haronik adalah fungsiT (x,y) = e ¥ sinx, fungsi tersebut

menyatakan temperatur dalam lempengan yigigy terletak di bidang xy, . hal tersebut

dapat ditunjukkan sebagai berikut:
T, (x,y) = e Y cosx
Ty (X, y) = —€ Y sinx
Ty (x,y) =—e 7 sinx
T,y (X, y) =—€ Y sinx

JadiT(x,y) = e ¥ sinxadalah fungsi harmonik.
Jika diketahui suatu fungsi kompleks (z) = u(x,y)+iv(x,y), terdapat

hubungan yang antara keanalitikan furf@i dengan sifat harmonik dari fungsi-fungsi
u(x,y) danv(x,y) seperti yang dinyatakan dalam teorema berikut

Teoremal: (Brown J.W and Churchill R: 1996)

Jikafungs f(z) =u(x,y)+iv(x,y)analitik di dalam domain D, maka fungsi u(x,y) dan
v(X,y) harmonik di D.

Bukti :

Diasumsikan fungsi (2) analitik di D. Akan ditunjukkan bahwa(x,y) dan v(x.y)

harmonik. Karena fungsi(z) analitik di D maka terdiferensial di D, sehinggg, dan
uy ada dan memenuhi persamaan Cauchy-Riemann, yakni
Uy =Vy , Uy =—Vy e 2)

Jika kedua ruas dari persamaan tersdbdiferensialkan terhadap x, diperoleh:

Uk =Vyxs Uy ==V 3)

Sedangkan jika kedua ruas persamaandijedensialkan terhadap y, diperoleh:

qu:Vyy, Uyy=_VXy .................. 4)

Karena derivatif parsial daw danv kontinu, makauyy = Uy, dan vy, =V, dari
persamaan 3) dan 4) diperoleh
Uy +Uyy =0 danvy, + vy, =0.

Jadi fungsu danv harmonik di D.
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Sebagai contoh fungsif (z) =e Y sinx—ie Y cosx, merupakan fungsi utuh, jadi
analitik di seluruh bidang komplekS, maka menurut Teorema 1 di atas fungsi

T(x y) = € Y sinxadalah harmonik, saperti yatejah ditunjukkan di atas.

Selanjutnya perhatikan fungsg(x) = 7% = (x+ iy)2 =x% - y2 +2xyi dan fungsi
f(z)=e Ysinx—ie Ycosx yang merupakan fungsi utuh, hasilkali fungsi
f(2)g(2) = e Y[(x? - y?)sinx+ 2xycosx] —ie Y[(x? — y? cosx — 2xysinx) juga

merupakan fungsi utuh. Akibatnyde[f (2)g(2)] :e_y[(xz—yz)sinx+ 2xy cosx]
merupakan fungsi harmonik.

Jika fungsi-fungsi u danv harmonik di dalam domain D dan derivatif parsial
pertama memenuhi persamaan Chauklgmann pada D, maka dikatakanadalah
harmonik konjugat dam.

Teorema2: (Brown J.W and Churchill R: 1996)

Suatu fungsi  f(2) = u(x,y) +iv(x,y) analitik di dalam domain D, jika dan hanya jika v

harmonik konjugat dari u.

Bukti:

Jika v adalah fungsi harmonik konjugat dardi D, makaf analitik di D. Sebaliknya
jika f analitik di D, maka dari Teorema 1 diperoleh bahwdan v harmonik di D
sehingga persamaan Cauchy Riemann dipenuhi.

Selanjutnya masalah yang muncul adalah jika fungsierupakan harmonik
konjugat dariu dalam domain yang sama, apakah fungsmerupakan konjugat
sekawan dan? Berikut ini diberikarcontoh bahwa jika fungsi merupakan harmonik
konjugat dariu dalam domain yang sama, maka fungsbelum tentu merupakan

konjugat sekawan davi?
Perhatikan fungsif (z) = 72 =x% - y2 + 2xyi , yang merupakan fungsi utuh, maka
v (x)y) = 2xy adalah fungsi harmonik konjugat dari Akan tetapi fungsu bukan

harmonik konjugat dax karena funglexy+i(x2 — y2) tidak analitik dimana-mana.

Berikut ini dijelaskan cara mentukan fungsi harmonik konjugat jika

diberikan suatu fungsi harmonik

Perhatikan fungsii(x, y) = 5x3 —15xy2 +2x% - 2y2 —4x, maka diperoleh
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Uy (X, y) = 15x% —15y? + 4x —4

Uyy (X, Y) = 30x+ 4

uy (X, y) = -30xy — 4y

uy(x,y) =-30x-4

Uyx (X, Y) +U yy (X, y) =30x+4-30x-4=0
Jadi u(x,y) = 5x° —15xy2 +2x2 - 2y2 —4x  merupakan fungsi harmonik. Akan
ditentukan fungs¥(x,y) yang merupakan harmonik konjugat d#,y), sbb:

Uy (X, Y) = 15x2 —15y2 +4x-4 danuy(x,y) =-30xy —4y

Dari persamaaniy = vy, diperoleh:

vy (X, y) =15x% ~15y% + 4x— 4
Jika kedua ruas diintegkan terhadap y, diperoleh:
jvydy = lex2 — 15y2 + 4x — 4dy
v=15x2y—5y3 +4xy—4y+Q(X) . 5)
Selanjutnya jika kedua ruas persamaadidiferensialkan terhadap x diperoleh:
vy =30xy +4y+ Q' (X)
Karena persamaam, = —Vv, harus dipenuhi maka
30xy +4y =30xy+4y+Q (X)
DiperolehQ'(x) = 0, sehinggaQ(x) = ¢, dengarc suatu konstanta.
Jadiv(x,y) = 15x2y - 5y3 + 4xy — 4y + ¢, merupakan harmonik konjugat dafx,y).

Dengan demikian diperoleh fungsi analit{k) yang berkaitan dengandanv tersebut
adalah

f(2) = 5x3 —15xy2 +2x2 - 2y2 —4x+ i(15x2y—5y3 +4xy—4y+cC)
f(2) = 523 +272° — 4z,
Grafik dari fungsu (x,y) adalah seperti dalam gambar 6, sedangkan grafik

v(X,y) = 15x2y— 5y3 + 4xy — 4y seperti gambar 7 berikut:
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C. Harmonik Konjugat

Dalam pembahasan sebelumnyalatie dijelaskan bahwa jika fungsi
f(2) = u(x,y) +iv(x,y) analitik di dalam domain D, maka fungsi bernilai readanv
harmonik dalam domain D. Fungsdinamakan harmonik konjugat dari

Misalkan bahwa u(x,y) fungsi harmonytang terdefinisi pada domain terhubung
sederhana D. Akan ditunjukkan bahwa u(x,y) selalu mempunyai harmonik konjugat
v(x,y) di D. Untuk menyelesaikan masalalh kita gunakan sifat yang sangat penting
dalam integral garis. Andaikan P(x,y)rd®(x,y) mempunyai derivatif parsial pertama
yang kontinu dalam domain terhubung sedeah@n dari bidang xy, dan misalkan

(X0, Yo) dan (x,y) dua titik sebarang di D. Jik& =Qy dimana-mana di D, maka
integral garis.

[P(s,t)ds+Q(st)at
C

dari titik (Xg, yo) ke titik(x, y) nilainya tidak tergantundari lintasan C yang diambil
asalkan lintasan C terletadeluruhnya di dalam DSelanjutnya, jika titik (Xg, Yg)
diambil tertentu dar(x, y) seluruhnya di D, maka repesgasi integral fungsi bernilai

tunggal

(x.y)
Fixy)=  [PsDds+Qstd 6)

(X0, Y0)

dari x dan y yang mempunyai derivatif parsiagkat satu diberikan oleh persamaan
Fx(xy)=P(xy), Fyxy)=QXY). i, 7)
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Perhatikan bahwa nilai dari F diganti oleditif konstan jika diambil titik yang berbeda
(Xo0: Yo)-
Dari fungsi harmoniku(x,y) yang diberikan dan akibat dipenuhinya persamaan

Laplaceuyy (X, y) + Uyy (X, y) =0 maka berlaku

(—uy)y = (Uy)x
disetiap titk di D. Karena derivatif parsial kedua darkontinu di D; dan berarti

derivatif parsial pertama dar-uy dan uy, adalah kontinu juga di D. Jadi jika

(X0, Yo) titik tetap di D, maka fungsi

(xy)
V(X y) = j— U (sit)ds+ug(st)at 8)

(*o0:Yo)

terdefinisi dengan baik untuk sem@g y) di D.
Sehingga menurut persamaan 7) diperoleh

Vy (X, Y) = Uy (X,y), Vy (X y) = Uy (X, y)
yang merupakan persamaan Cauchy-Riemann.
Karena derivatif parsial pertama darikontinu, maka dari persamaan 6) diperoleh
bahwa derivatif parsial pertama darjuga kontinu. Sehingga(x,y) +iv (x,y) fungsi
analitik di D dan oleh karena itumerupakan harmonik konjugat dari

Fungsi v dalam persamaan 8) temta bukan satu-satunya harmonik konjugat

dari u. Fungsi v(x,y)+c, dengan ¢ konstan riil, jugemerupakan fungsi harmonik

konjugat dariu. Berikut ini akan dibekian contoh fungsi harmoniki dan cara
menentukan fungsi harmonik konjugat
Contoh:

Diberikan fungsiu(x, y) = xy. Fungsiu merupakan fungsi harmdndi seluruh bidang
kompleks, karena berlaku

ux(%,y) =y Uy (X y) = X

Uy (X, Y) = 0 Uy (x,y) =0

Uyx (X, Y) + Uyy (X, y) =0

Menurut persamaan 5) fungsi
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(x.y)
V(X y) = I— sds + tdt
(00)

adalah fungsi harmonik konjugat dau(x, y) .

Dengan mengintegralkan sepanjang lintasan bota dari titik (0,0)ke tikti (x,0) dan
dilanjutkan integralsepanjang lintasan verti#tati (x,0) ke titik (x,y) diperoleh hasil:

(x,0) (x,y)
V(X y) = I—sds+tdt+ I—sds+tdt
(0,0) (x,0)
__ 12 15
2x +2y :

Fungsi analitik(z) yang berkaitan dengan fungsi harmonifanv tersebut adalah

f(2)= xy—i—z(xz— y?) = —i—zzz.

Grafik tiga dimensi dari fungsi danv adalah seperti dalam gambar 8 dan 9 berikut.
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Gambar 8
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Gambar 9

D. Penutup

Fungsi harmonik merupakan fungsi yangangat penting dalam analisis,
khususnya analisis kompleks. Dalam makatalelah dibahas suatu sifat bahwa fungsi
kompleks f (2) = u(x,y) +iv(x,y) yang analitik pada bidankpmpleks bagian realnya
dan bagian imaginernya merupakan fungsi harmonik yakni, jika fungsi
f(2) = u(x y) +iv(x,y) analitik di dalam domain Dmaka fungsi u(x,y) dan v(x,y)
harmonik di D. Selain itu telah ditunjukkan bahwa suatufungsi
f(2) = u(x,y) +iv(x,y) analitik di dalam domain D, kg dan hanya jika v harmonik
konjugat dari u. Dalam makddaini telah dibahas pula cara menentukan fungsi
harmonik konjugat jika diketahui suatunigsi harmonik. Hal yang perlu dikaji lebih
lanjut misalnya tentang transformasi dari fungsi harmonik.
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