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Dviej ↪u pavirši↪u sankirtos kreiv̇es diferencialiṅe
geometrija

Kazimieras NAVICKIS (VU)
el. paštas: kazimieras.navickis@mif.vu.lt

Reziumė. Šiame darbe nagrin˙ejama dviej↪u trimatės euklidinės erdvės pavirši↪u sankirtos kreiv˙es diferen-
cialinė geometrija. Skyrium imant, išvedamos formul˙es tokios kreiv˙es kreivumui ir sukiniui apskaiˇciuoti.

Raktiniai žodžiai:paviršius, kreiv˙e, kreivumas, sukinys.

Tarkime, kad turime du trimat˙es euklidinės erdvės paviršiusS1 ir S2, apibrėžtus
lygtimis

S1: F(x1, x2, x3) = 0

ir

S2: xi = xi(u1,u2);
čia i, j , k, ... = 1, 2, 3. Ši

↪
u pavirši

↪
u sankirtos kreiv˙es γ = S1 ∩ S2 taškai tenkina

tapatyb
↪
e

F
(
xi(uα)

) ≡ 0; (1)

čiaα,β,γ, ... = 1,2. Pažymėkime

Fi = ∂F

∂xi
, Fij = ∂2F

∂xi∂xj
,

Fijk = ∂3F

∂xi∂xj∂xk
, ...;

xi
α = ∂xi

∂uα
, xi

αβ = ∂2xi

∂uα∂uβ
,

xi
αβγ = ∂3xi

∂uα∂uβ∂uγ
, ... .

Iš (1) tapatybės išplaukia, kad

(Fix
i
α)duα = 0.

Pažymėkime

pα = Fix
i
α.
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Iš lygybės

pα duα = 0

gauname, kad

duα = λ · pα;
čiaλ – proporcingumo daugiklis,

pα = σαβpβ

ir

(σαβ) =
(0 −1

1 0

)
.

PaviršiausS2 vektorinė lygtis

S2: �r = xi(uα)�ei ;
čia {�ei} – ortonormuotoji trimat˙es euklidinės erdvės baz˙e. Išilgai sankirtos kreiv˙esγ

d�r = �rα duα = λpα�rα;
čia �rα = ∂�r

∂uα .
Iš čia išplaukia, kad

(d�r)2 = λgαβpαpβ;
čiagαβ yra paviršiausS2 pirmosios kvadratin˙es formos koeficientai:

gαβ = �rα · �rβ.

Funkcijos�r antrosios eil˙es diferencialas

d2�r = (λ · dpα + pα · dλ)�rα + λαβpα duβ;

čia �rαβ = ∂2�r
∂uα∂uβ

.

Remiantis Gauso lygtimis ([1], 538 psl.)

�rαβ = �
γ
αβ�rγ + Aαβ �n;

čia �
γ
αβ – paviršiausS2 Kristofelio antrosios r¯ušies simboliai,Aαβ – šio paviršiaus

antrosios kvadratin˙es formos koeficientai ir�n – vienetinis šio paviršiaus normal˙es vek-
torius.

Kita vertus,

dpα = (
Fijx

i
αxi

β + Fix
i
αβ

)
duβ =

= λ
(
Fijx

i
αxi

β + Fix
i
αβ

)
pβ,

dpα = λ · Aα;
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čia

Aα = σαβ
(
Fijx

i
βxi

γ + Fix
i
βγ

)
pγ .

Pažymėkime

Bγ = Aγ + �
γ
αβpαpβ,

C = Aαβpαpβ.

Tada

d2�r = (λ2Bα + pα · dλ)�rα + λ2 · C · �n.

Iš čia gauname, kad

d�r × d2�r = λ3√g(qα�rα + D · �n);
čia

g = det(fαβ);
qα = C · gαβpβ;
D = −BαP α;

(gαβ) =
(
g11 g12
g12 g22

)

= 1

g

(
g22 −g12

−g12 g11

)
.

Dabar matome, kad

(d�r × d2�r)2 = λ6 · g · (gαβqαqβ + D2).

Mes
↪
irodėme toki

↪
a teorem

↪
a.

1 teorema. Dviej
↪

u pavirši
↪
u S1 ir S2 sankirtos kreiv˙esγ kreivumask apskaičiuoja-

mas pagal formul
↪
e

k =
√

g(gαβqαqβ + D2)

(gαβpαpβ)3/2 .

Vektorinės funkcijos�r trečiosios eilės diferencialas

d3�r = T α�rα + T �n;
čia

T γ = 3 · λ · dλ · Bγ + pγ · d2λ+
+ λ2 · dBγ + λ3 · (C · Aγ

αpα+
+ �

γ
αβBαpβ),

T = 3 · C · λ · dλ + λ2 · dC+
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+ λ3 · AαβBαpβ ;

Aα
β – Veingarteno lygˇci

↪
u ([1], 394 psl.)

�nα = Aα
β�rβ

koeficientai:

Aα
β = −gαγ Aγβ.

Kadangi

dC = λ · Q,

dBα = λ · Rα,

dAα = λ · Sα

ir

Q = ∂Aαβ

∂uγ
pαpβpγ + 2AαβAαpβ,

Rγ = ∂�
γ
αβ

∂uε
pαpβpε + 2�

γ
αβAαpβ + Sγ ,

Sγ = σαβ
[{Fijkx

i
βxj

γ xk
ε +

+ Fij(x
i
βεx

j
γ + xi

βγ xj
ε + xi

βxj
γ ε)+

+ Fix
i
βγ ε}pαpε + (Fij x

i
βxj

γ +
+ Fix

i
βγ )Aγ

]
,

tai

(d�r, d2�r, d3�r) = λ3√g(D · T + gαβqαT β) = λ6√gq;
čia

q = hαpα,

hγ = C · (Rγ + �
γ
αβBαpβ + C · Aγ

αpα) − (Q + AαβBαpβ)Bγ .

Mes
↪
irodėme toki

↪
a teorem

↪
a.

2 teorema. Dviej
↪

u pavirši
↪

u S1 ir S2 sankirtos kreiv˙esγ sukinysχ apskaičiuojamas
pagal formul

↪
e

χ =
√

g · q
g(gαβqαqβ + D2)

.
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SUMMARY

K. Navickis. Differential geometry of intersection curve of two surfaces

In this this article the differential geometry of intersection curve of two surfaces in the three dimensional
euclidean space is considered. In case, curvature and torsion formulas for such curve are defined.
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