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Se debe hacer todo tan sencillo como sea posible, pero no mds sencillo.

Albert Einstein
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INTRODUCCION

Desde hace algunos afos, el ITM, bajo la direccion de
la Escuela de Pedagogia, adelanta estudios encaminados al
mejoramiento de los procesos de ensefianza y aprendizaje
en las distintas asignaturas, particularmente las que tienen
relacion con las Ciencias Basicas.

Producto de ese proposito es el proyecto de inves-
tigacion “Incidencia de estrategias de razonamiento
logico en la estructuracion del pensamiento formal”, como
un aporte a estos esfuerzos, y cuyo fin es disefiar y aplicar
estrategias que faciliten estos procesos. Cdlculo diferen-
cial implementa algunas de las estrategias propuestas en
el proyecto, tales como la visualizacion y la ejercitacion.
Esta tltima se hace con distintos niveles de compleji-
dad, desde situaciones sencillas hasta otras cada vez mas
elaboradas. A partir de distintos contextos se tienen en
cuenta las competencias basicas de pensamiento y tipos
de razonamiento, como el heuristico. Asi facilitamos a los
estudiantes la comprension de los conceptos basicos del
Calculo diferencial.

El texto se divide en dos capitulos: limites y continui-
dad, y la derivada y aplicaciones, cada uno de los cuales
comienza con situaciones introductorias que facilitan la
construccion del concepto. Luego se presentan, de manera
formal, los conceptos, resultados y aplicaciones.

En la parte final se ofrecen talleres de ejercitacion de
cada capitulo, con el fin de profundizar en los conceptos y
aplicaciones. Algunas de las situaciones propuestas en los
talleres son disefiadas por los autores; otros son adaptacio-
nes de ejercicios tomados de los libros de referencia.




1. LIMITES Y CONTINUIDAD

Competencia

Comprender y aplicar el concepto de limite, sus
operaciones y propiedades bdésicas para dar solucion a
situaciones en distintos contextos.

Indicadores de logro

e Analiza la existencia del limite de una funcion

e Evalua el limite de diferentes funciones, utilizando
diferentes técnicas.

e Verifica la continuidad de funciones en un intervalo abierto
y cerrado de forma analitica y gréfica.

Introduccion

El calculo proporciona dos herramientas basicas (la
derivada y la integral de una funcién) que son utiles para
resolver diversos problemas de otros campos del saber. Estas
herramientas se fundamentan en el concepto de limite, el cual
distingue al calculo de otras areas de las matematicas como son
el algebra y la geometria.

El concepto riguroso del limite no es de facil comprension
para el estudiante que lo estudia por primera vez, por lo que es
preciso una aproximacion a dicho concepto de manera intuitiva.




Una vez desarrollado dicho concepto, se abordaran algunas
propiedades 6 teoremas que le permitiran al estudiante el calculo
de limites de funciones.

Igualmente se tratard el concepto de continuidad de una
funcion a partir del concepto de limite.

1.1 Limites
“Los cuartos infinitos”

Cuando estaba solo, José Arcadio Buendia se consolaba
con el suefio de los cuartos infinitos.

Sonaba que se levantaba de la cama, abria la puerta y
pasaba a otro cuarto igual, con la misma cama de cabecera de
hierro forjado, el mismo sillon de mimbre y el mismo cuadrito
de la virgen de los Remedios en la pared del fondo. De ese
cuarto pasaba a otro exactamente igual, y luego a otro
exactamente igual, hasta el infinito, como en una galeria de
espejos paralelos, hasta que Prudencio Aguilar le tocaba el
hombro.

Entonces regresaba de cuarto en cuarto, despertando hacia
atras recorriendo el camino inverso, y encontraba a Prudencio
Aguilar en el cuarto de la realidad.

Pero una noche, dos semanas después de que lo llevaran a
la cama, Prudencio Aguilar le toc6 el hombro en un cuarto
intermedio, y €l se quedo alli para siempre, creyendo que era el
cuarto real'.”

' Tomado de Cien afios de soledad de Gabriel Garcia Marquez.
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1.1.1 Concepto intuitivo de limite
Situacion: “Hacia el concepto de limite”

Con la siguiente situacion nos trataremos de aproximar, de
manera intuitiva al concepto de limite, considerando poligonos
regulares inscritos y circunscritos en un circulo de radio R y
analizando el comportamiento de las dreas de dichos poligonos
cuando el radio R del circulo es fijo y el nimero de lados #n de
los poligonos va aumentando indefinidamente.

Situacion introductoria 1 (Hacia el concepto del limite)
Caso 1 (Poligonos inscritos en un circulo)

Sea A el area de un circulo de radio R=10 unidades y cuyc
valor viene dado por 4=« (10)~314.159 unidades cuadradas.

Consideremos, ademas, 4, el area de un poligono regular de
n lados, n=3, 4, 5, 6..., inscrito en 4. La grafica siguiente
muestra el circulo y algunos poligonos, A3, A4, A7y As, inscritos
en el circulo.

F9.9.0

(Tridngulo Equilatero) (Cuadrado) (Heptagono) (Octagono)

Grafica 1.1 Poligonos de area A4,, inscritos en un circulo de radio R=10
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En la siguiente tabla mostramos los valores que va tomando
el area 4, a medida que n va aumentando indefinidamente (el
area A4, depende del numero de lados de n. Esto es 4,=f(n).)

Tabla 1.1 Valores que toma el area A, del poligono cuando el
numero de lados » aumenta indefinidamente
n 3 4 6 8 12 48 120 240

A, =fn)| 1299 200| 346,41| 331,37| 321,54| 314,61| 314,23| 314,18

Observemos que cuando n=3, A, =A43=129,9 unidades
cuadradas es el area de un tridngulo equilatero; para n=4,
A, =A44=200 unidades cuadradas es el area de un cuadrado; 4¢ es
el area de un hexagono, 4z de un octdgono y asi sucesivamente.

La gréfica siguiente muestra el comportamiento de A,
cuando n crece indefinidamente.

4,=f(n)
. 350
< 314
2 300 -
&
= 250 -
o
[s¥
5 200 -
o
8 150 -
<
100 .

3 4 6 8 12 48 120 240

Numero de lados (n)

Grafica 1.2 Comportamiento del 4rea 4, cuando n crece indefinidamente
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Caso 2 (Poligonos circunscritos en un circulo)

Consideremos de nuevo el circulo de radio R=10 unidades y
cuya area es A=314.159 unidades cuadradas. Sea, ademas, S, el
area de un poligono regular de m lados, m=34,5,6...,
circunscrito en 4 (ver Grafica 1.3).

24990

= m=10
(Triangulo Equilatero) (Pentagono) (Heptagono) (Decagono)

Grifica 1.3 Poligonos de area S,,, circunscritos en un circulo de radio R=10

Los wvalores que toma S, a medida que m crece
indefinidamente, pueden observarse en la tabla siguiente:

Tabla 1.2 Valores que toma el area S,, del poligono cuando el
niumero de lados m crece indefinidamente

n 3 4 6 8 12 48 120 240
S,=fm)| 519,62 400] 346,41| 331,37| 321,54]| 314,61| 314,23| 314,18

El comportamiento de §,, cuando m crece de manera
indefinida podemos verlo en la siguiente grafica:

25
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Area del poligono S,,

Sw=f(m)

510
460
410

360
314,159

3 4 6 8 12 48 120 240
Numero de lados (m)

Grafica 1.4 Comportamiento del area S,, cuando m crece indefinidamente

Caso 3 (Analisis conjunto del comportamiento de 4,y S,)

En la gréafica siguiente presentamos, de manera conjunta, el

comportamiento de las areas de los poligonos inscritos, 4, y de
los poligonos circunscritos, S, en el area A, a medida que n'y m
crecen indefinidamente:

26

314,159

500

450
400

350
320

300
250
200
150
100

3 4 6 12 48 120 240
Grifica 1.5 Comportamiento de las areas 4,y Sy, cuando m y n crecen
indefinidamente
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Preguntas para reflexionar:

Observa las graficas 1.2, 1.4 y 1.5 y responde a las
siguientes preguntas:

1. (Sin, m son naturales mayores o iguales que tres (n,m>3), la
relacion correcta entre las areas de los poligonos regulares
inscritos y circunscritos en un circulo de radio R es?

a. A=Sm b. 4,<Sn . An>Sm

2. Paran, m € N, con n, m> 3, la relacion entre el area 4 del
circulo y el area de los poligonos inscritos y circunscritos es:
a. A,<A<S,, b. 4,=4A=Sy C. An<A<S,

3. (Cuadl es el comportamiento de los valores de las sucesiones
A,y Sy con respecto a su decrecimiento, a medida que n'y m
se hacen mas grandes (1, me N)?

A, es S, es

LA que valor se aproximan las cantidades 4, y S,,cuando n'y
m crecen indefinidamente?

1.1.2 Definicion de limite

Observaremos en unidades posteriores, que el calculo es
una valiosa rama de las matematicas con una amplia gama de
aplicaciones. Lo que otorga dicho poder al calculo y lo
diferencia del algebra es el concepto de limite. En esta parte
introducimos este importante concepto. El enfoque que
seguiremos serd intuitivo, en lugar de formal.
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Para ilustrar el concepto de limite, consideraremos la
siguiente situacion.

Situacion introductoria 2 (Introduccion al concepto de limite)

Supongamos que deseamos saber que pasa con la funcién

2
f(x):Lx_z cuando x toma valores muy cercanos a 1, es
x—1

decir, cuado x tiende a 1.

Aunque f(x) no esta definida en x=1 (es decir, x=1, no esta
en el dominio de f(x) es posible calcular f{x) tomando valores de
x proximos a 1, tanto por la izquierda (valores menores que 1),
como por la derecha (valores mayores que 1). La siguiente tabla
resume el comportamiento de f(x) cuando x tiende a 1.

Tabla 1.3 Comportamiento de f{x) cuando x tiende a 1

x se aproxima a 1 por la izquierda > @roxima a 1 por la derecha

X 0.8 | 09 [095]0.99 (0999 1 |1.001| 1.01 | 1.05 | 1.1

fix) | 2.8 | 29 [ 295|299 (2999 ? |3.001 | 3.01 | 3.05 | 3.10

fx) se aproxima a 3 > < fx) se aproxima a 3

A pesar de que x no puede ser igual a 1 (f{x) no estd
definida en x=1), podemos acercarnos arbitrariamente a 1 vy,

como resultado, f{x) se acerca arbitrariamente a 3. De esta
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forma, decimos que “el limite de f{x) cuando x tiende a 1 es 3”,
y se escribe: lirrll f(x)=3

En general, el limite de f{x) cuando x tiende a un nlimero ¢
puede definirse informalmente como sigue:

Definicion

Si f(x) se aproxima cada vez mas a un numero L cuando x
se acerca cada vez mas a ¢ por cualquier lado, entonces L es
el limite de f(x) cuando x se aproxima a un numero c. El
comportamiento se escribe como: L f(x)=1 Yy se lee “el

it

limite de f{x), cuando x tiende a ¢, es igual a L”

Geométricamente Lim f(x)= L significa que la altura de
X—>C

la grafica y=f(x) tiende a L a medida que x tiende a c (ver
Grafica 1.6).

=V

X—Pce4—Xx

Grifica 1.6 Limite de una funcién f{x) cuando x se acerca a un nimero ¢
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Observaciones

1.

Grifica 1.7 Comportamiento de f(x) =

El Lim f(x)=L no depende de lo que pasa con la funcion

flx) en x=c. Al hallar el limite de f(x) cuando x tiende a c,
nunca consideramos x=c. De hecho, no es necesario que f(x)
est¢ definida en x=c, lo Unico que importa es el
comportamiento de f{x) para x préximos a c. Por ejemplo, la
2
grafica de la funcion f(x)= X +x=2 o5 una recta que tiene
x—1

un “hueco” en (1,3), los puntos (x,y), en la grafica, se
aproximan a este hueco cuando x se acerca a 1, por
cualquiera de los lados. (Ver Gréafica 1.7).

Y A

xX—p ] «—x X

2
w cuando x tiende a 1

Observemos que, f{x) no esta definida en x=1, pero cuando x

toma valores muy cercanos a 1, f{x) toma valores muy proximos
a3, estoes, Lim f(x)=3
x—1
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2. El Lim f(x)= L no es necesariamente igual a f{c), en el caso

de que este exista.
En la siguiente grafica (Grafica 1.8), podemos ver que

Limf(x)=Ly f(c)=M
Es decir, lim f(x) y f(c) existen, pero lim f(x) # f(c)

VA

)

\
&~ =

\
<=

Grifica 1.8 El lim f{x) y f{c) existen, pero lim f{x)#f(c)
X—>C X—>c

3. En resumen, si el limite de f{x) cuando x tiende a c existe,
esto es,

lim f(x) =L,

puede darse la siguiente relacion entre este valor y f(c):

e Que f{c) existe y ademas

lim f(x)=L = /(0),
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Cuando esto ocurre, decimos que la funcion es continua
en x=c (ver grafica 1.9 (a))

¢ Que f(c) exista, pero
lim f(x)=L # f(c)

Como podemos verlo en la grafica 1.9 (b)

e Que f(c) no esté definida (ver grafica 1.9 (¢))

VA YA

S f----e----
=
o

aboccooooo-
=V
=

—~
L
~

(b)

YA

=V

c

(©)

Grifica 1.9 El lim f(x) =L = f(c)

32

CALCULO DIFERENCIAL: LIMITES Y DERIVADAS



Ejercicio 1.1 (Estimacion numérica de un limite)

x—1
x* -1
En la siguiente tabla podremos observar el comportamiento

Consideremos la funcion f£(x) =

de f(x) cuando x toma valores cada vez mas proximos a 1
(Observemos que en x=1, f{x) no esta definida). Indica, en el

recuadro que estd en blanco en la tabla, hacia que valor tiende la
funcion f(x).

Tabla 1.4 Comportamiento de f{(x) cuando x toma valores cercanos a 1

x tiende a 1 por la izquierda > Qende a 1 por la derecha

X 0,5 0,9 0,99 | 0,999 {0,9999 | 1{1,00011,001 | 1,01 | 1,1 1,5

>

0,400

fix) 10,6666 |0,5263|0,5025 | 0,5002 | 0,5000 0,4999 10,49970,49750,4761 0

f(x) tiende a > < x) tiende a

Ejercicio 1.2

senx

Consideremos la funciéon f(x) = ,donde xe R es el

valor del angulo cuya medida estda dada en radianes. En la
siguiente tabla mostramos los valores de f(x), para algunos
valores dados de x.
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senx
para algunos valores de x

Tabla 1.5 Valores de f(x)=

X +1.0 | £05 [ +04 | £03 | £0.2 | £0.1 |£0.05| £0.01 |+0.005(+0.001
Sen x/x 10.84147]0.95885]0.9735 | 0.9850| 0.9933 [ 0.9983 | 0.9995 | 0.9999] 0.9999 | 0.9999

(Cudl es el comportamiento de f{x) cuando x tiende a cero?

El grafico de esta funcion es el siguiente:

l
-1-0.5-0.1/0.1 0.5

A

|
l l
l
1

=V

senx

Grifica 1.10 Comportamiento de f(x) = cuando x se acerca a cero

Preguntas para reflexionar:

a. Escribe en el cuadro el valor que consideres correcto:
A partir de la Tabla 1.5 y de la Gréafica 1.10, podemos
conjeturar que:

. sen x
Lim =
x—0 X
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b. Responde la siguiente pregunta y justifica tu respuesta. ;La
existencia del Lim f (x) depende del valor de la funcién en

x=c?
Con el siguiente ejemplo mostraremos el peligro que puede

correrse al presumir el valor de un limite utilizando una tabla de
valores.

Ejemplo 1

. T
Encontrar Lim sen —
x—0 X

Solucion

Observemos que la funcién f(x)= sen(% ) no estd definida
para x=0. Veamos qué pasa si evaluamos la funcién para
algunos valores de x proximos a cero:

e f(1)=senn=0

L f(%) =sen2z =0

. f(%) =sen3r =0
o f[lJ =sendr =0
4
° f[ x= l) =sen nx =0 para cualquier entero 7.
n
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Observemos que si # es un nimero entero muy grande

.. . 1 . o
(positivo o negativo), entonces x = — es una cantidad proxima a
n
cero.
Con base en esta informacidn, podriamos sentirnos tentados

en presumir que

, 4
Limsen— =0
x—0 X

Pero en esta ocasion, nuestra conjetura es erronea. También
se cumple que f{x)=1 para un nimero infinito de valores de x

que tienden a cero. En efecto f (x)=sen£=10uando
X

2

% _ % our con neZ, esto es cuando y = (despejando
x 2 dn+1
X).
Por lo tanto, f(x: 2 jzl, para una numero infinito de
4dn+1

valores de x proéximos a cero (cuando n es un entero grande,
positivo o negativo, x—0).

Debido a que los valores de f(x) no tienden a un nimero fijo
cuando x tiende a cero, podemos afirmar que

, T
Lim Sen —
x>0 X

no existe.

Para el célculo de un limite utilizaremos algunas
propiedades de los limites que nos permiten calcular el valor del
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limite, sin necesidad de utilizar tablas de valores, y asi evitarnos
posibles errores, como el presentado en el ejemplo anterior. A
continuacion presentamos dichas propiedades.

1.1.3 Propiedades de los limites

Si ¢ es una constante y Lim f(x) y Limg(x) existen,
xX—a xX—a

entonces se tienen las siguientes propiedades para los limites:

Tabla 1.6 Propiedades de los limites

Nombre Propiedad
Limite de una constante éi”: c=c
Limite de una suma éi;y[f(x) +g(x)]= élj} f(x) + in’? g(x)
Limite de un producto %i’f[f(x)g (x)] = %i’f S(x)- éi’f g(x)
. . - () _Lim /&)
Limite de un cociente Lim=——=-= ; g(x)#0
e g(x)  Limg(x)

Ejemplo 1

Use las propiedades de los limites y las gréaficas de f(x) y
g(x), de la siguiente figura, para evaluar cada uno de los limites
que se dan a continuacion:
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VA

2 NN
4L D B
/ 0 1g(x) \

-

Grafica 1.11 Graficas de las funciones f{x) y g(x) para el ejemplo 1

A
=V

L Lim[f(x)+g(x)]

Solucion
A partir de las gréficas de fix) y g(x), puede verse que

Lz'rza f(x)=2y Lz’r? g(x)=-1
Por tanto, se tiene, aplicando la propiedad del limite de una
suma que:
Lim[ f (x) + g(x)]= Lim f(x) + Lim g(x)
=2+(-1)
=1

x—-1

L £
3

Solucion
Analizando, de nuevo, las graficas de flx) y gx),
observamos queLin% f(x)=-3 'y, haciendo uso de las
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RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DE REPASO
(LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES)

9. 8—10x

13.

15. —=

17.

19. cosx

21. 6x+5

23. %x% _10x2

8. 14x

10. 3x* -1
12. 0

14. - (x_12)2
16. ;__3_1
8-
20. —senx

22. 2x* +x+1

24. 3x—-1

ALARCON / GONZALEZ / QUINTANA
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25. 1-——=

1
2

27.

29.1

31. x(2senx+ xcosx)
33. e"(tanx+sec2 x)
35. x(lnx2 +x)

37.
a. 2x+5
c. y=13x-50

e. (— 1,2), y=3x+5

26. 12x° —24x—40

2
28 X +2X;|‘8
(x+1)
30. 6x° —30x

cosx + xIn xsenx
32.

xcos’ x

secx(xtanx—3)

4
X

34.

e*(2x* —4x+1)

36. 5
2x°+1

38.

a. —2x+12 b. (6.1)

c.x>6 d. x<6
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