
DIE FORMA LISME IN DIE WISKUN DE
(Inougure le  Rede gelewer by die aanvaard ing  van ’n professoraat in die

W iskunde en Toegepaste W isknnde aan die P.U. vir C.H.O., deur 
dr. H. J. Scliutte, op V rydag  8  Jun ie  1962).

Hooggeleerde Rektor van die Potchefstroomse Universiteit vir C.H.O., 
Hooggeagte liere lede van die Raad van Jiierdie Universiteit, 
Hooggeleerde here Professore, dames en here Lektore,
Dames en here studente,
Dames en here,

Die kernprobleeni in die Wysbegeerte van die W iskunde is die vraag  
na die aard  van mateniatiese entiteite en hulle verhoudings. As die 
Wiskunde sy aanspraak  om erkenning  as deel van die wetenskap wil 
handhaaf ,  moet dit bestaan uit oordele aangaande  ’n deel van die werk- 
likheid. Die wetenskap soek immers kontak met die werklikheid w aaroor 
d it geldige oordele wil formuleer. Die W iskunde m aak  dus aanspraak  
op waarheid, d.w.s. die oordele van die W iskunde moet ooreenstem 
met die gegewens wat daard ie  bepaalde deel van die werklikheid bied. 
V oordat  bepaal kan word wat hierdie w aarheid , w aarop  die Wiskunde 
aansp raak  maak, eintlik is, moet ons weet w aaroor die oordele van die 
Wiskunde gaan, m.a.w. die v raag  11a die aard , en in besonder die syns- 
wyse van die wiskundige entiteite en die verhoudings wat daartussen 
hestaan, moet beantw oord word.

In h oofsaak is d a a r  drie  beskouinge gangbaar  oor die aard  van 
mateniatiese entiteite. Die eerste is ’ 11 realistiese beskouing wat aan die 
matematiese entiteite ’n bestaan buite en onafhanklik  van 0 11s bewussyn, 
d.w.s. buite ons waarnem ing  en denke, toeken. V ir  die realis is d ie  wis
kundige  stellings w aar in soverre hulle beantw oord aan h ierdie aanvaardc  
bestaan van d ie  wiskundige entiteite.

Die tweede is ’n idealistiese beskouing wat die matematiese entiteite 
sien as denkobjekte, denkinlioude of denkkonstruksies. Die matematiese 
entiteite is begrippe vati die menslike denke en het geen bestaan onaf
hanklik  van ons kenne nie. Die idealisme leer imm ers dat die mens nooit 
’n op sigself s taande werklikheid ken nie d og  slegs dit wat in sy bewussyn 
as voorstelling of idee gegee is of deur die denke as sodanig  gekon- 
s trueer is. Dit sien kennis eintlik as selfkennis van die menslike verstand.*

* Vir  die  doeleindes van hierdie  rede lieskou (ins slegs die  konlrore licse  idealisme.
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Die [ntuïsionistiese Wiskunde van Brouwer, wat die hele Wiskunde 
wil konstrueer u itgaande van ’n basiese intiiïsie van temporale suksessie, 
is ge'nispireer deur ’n geloof in die idealisme, minstens l)y Brouwer self. 
Op grond van hierdie basiese intuïsie is die natuurlike getalle kenbaar, 
volgens Brouwer. Oj) die natuurlike getalle word dan voortgebou deur alle 
verdeie wiskundige ontiteite uit die natuurlike getalle te konstrueer.  Dit 
bring  nice dat in die versamelingsteorie ’n versameling nie beskou word 
as ’n vooraf gegewe veelheid van elemente nie, m a ar  dat die elemente van 
’n versameling gekonstrueer of opgebou moet word uit die m ateriaal 
gebied deur die natuurlike getalle, volgens ’n vaste reel. In  eksistensiebe- 
wyse moet die entiteit gekonstrueer word alvorens die bestaan daarvan  
aangeneem word, en is dit nie voldoende om aan te toon dat die aannam e 
van die nie-bestaan van die entiteit tot 'n kontradiksie lei nie. Ook hierdie 
eis van konstrueerbaarheid  by Brouwer hou verband met sy idealistiese 
uilgangspunt.

Dit is byna onnodig om te vermeld da t  in die versamelingsteorie 
die on universialiastryd tussen die nominalisme en die realisme weer 
tevoorskyn tree. Die nominaliste gee voor dat hulle nie weet 
wat anders met ’n versameling bedoel word nie as dat dit slegs ’n naam  
is waarmee ’n aantal individuele dinge willekeurig saamgevat word. Ook 
die konseptualisme (wat nominalisme in ru im er sin is) erken slegs ind i
viduele dinge wat dan in begrippe  saamgevat word. V ir die nominalisme 
in enger sin sowel as die konseptualisme geld dat wat werklik bestaan 
slegs individuele dinge is wat aan  niks algemeens deel het nie. Die 
realiste daarenteen aanvaar  dat die algemene onafhanklik  van die 
menslike denke bestaan.

’n Derde beskouing is die formalistiese, waarin d aar  gestreef word 
om filosofiese voorverondeistellings tot ’ 11 m in im um  te beperk  en wat 
deur sommige skrywers geïnterpreteer word as verenigbaar  met byna 
cnige soort filosofie, onidat dit die W iskunde wil ontwikkel as ’n suiwer 
formele deduktiewe teorie wat nie gebonde is aan  enige bepaalde betekenis 
wat gelieg kan word aan die simbole in h ierdie formalisme nie.

Dit lioef nouliks vermeld te word da t  by wiskundiges alle moontlike 
skakerings en samestellings van bogenoemde beskouings aangetref word. 
Wiskundiges is miskien berug  vir die gemak waarmee hulle van een 
sienswyse wissel na ’ 11 ander, en d aar  is m aar  weinig wiskundiges wat 
hulle hele lewe lank standvastig  aan een filosofiese u itgangspunt trou 
was. Brouwer kan genoem word as een van die vernaamste uitsonderings. 
Die vernaamste rede v ir  h ierdie w'isselvalligheid is d a t  dit in die Wiskunde 
moontlik  is om, vanweë sy beperkte aantal aannames, die implikasies van 
die grondliggende aannam es fyn uit te pluis. Die eensydigheid van ’n 
bepaalde u itgangspunt blyk dan konsekwensies te lie wat nie strook met 
ander  gegewens nie, sodat die wiskundige ontrou word aan sy eie u itgangs
punt, wat horn dan ’n ander een laat aanneem.
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Die bedoeling is om in hierdie rede slegs die formalistiese beskouing 
ietwat uitvoerig toe te lig en enkele implikasies daarvan  aan te dui.

Sowel die W iskunde as die Logika toon in hulle opbou duidelik  
onderskeibare  strukture . H ierd ie  struk ture  word bepaal deur die relasies 
wat bestaan tussen die wiskundige entiteite onderling en die logiese 
éntiteite onderling.

Die m oontlikheid tot ’n form alisering  van d ie W iskunde en die Logika 
is rn.i. nou daar in  geleë dat h ierdie  s truk ture  deur m iddel van tekens 
grafies weergegee kan word, waarby afgesieii word van enige spesifieke 
hetekenis wat die tekens m ag lie. H ierdie  weergawe word verder verwe- 
senlik deur bepaalde omvormingsreëls voor le skryf waarvolgens met die 
tekens geopereer m ag  word.

D eurda t  die formalis die W iskunde eintlik reduseer tot ’n studie 
van d ie  s t ruk tuur van die wiskundige entiteite t.o.v. hulle onderlinge 
relasies en die s t ruk tuur van die deduktiewe uitbou van die Wiskunde, is 
d it  ook begryplik w aarom  by meen dat ’n formalistiese uitbou van die 
Wiskunde verenigbaar is met verskillende filosofiese voorveronderstellings. 
Verskillende voorveronderstellings sal verskillende W iskundes tot gevolg 
he. Tog  kan h ierdie  W iskundes, t.o.v. d ie  beskoude entiteite en in hulle 
deduktiewe opbou, nog isomorfe struk ture  vertoon sodat die formalis, wat 
h ierdie s t ruk tuu r  uit die W iskunde abstraheer, die u itgangspunte onbe- 
langrik  vind. Die volgende u itsp raak  van Russel, in kritiek  op idealistiese 
en realistiese uitgangspunte, werp lig op h ierdie beskouing: „T here  has 
been a great deal of speculation in t rad it ional  philosophy which m ight 
have been avoided if the im portance of structure, and the difficulty of 
getting behind it, had  been realised. F or  example, it  is often said tha t  
space and time are subjective, but they have objective coun terparts ;  or 
that phenom ena are  subjective, but are caused by things in themselves, 
which must have differences in ter se co rresponding  with the differences 
in the phenom ena to which they give rise. W here such hypotheses are 
made, it is generally supposed tha t  we can know very little about the 
objective counterparts .  In  actual fact, however, if the hypotheses as 
stated were correct, the objective counterparts  would form  a world having  
the same struc ture  as the phenom enal world . . .  In short,  every proposition 
having  a com m unicable  significance m ust be true of both worlds or 
of neither.”

In h ierdie  rede sal ek probeer  aan toon  da t  die formaliste nie aan  
filosofiese voorveronderstellings kan ontsnap nie en dat daar ,  vanweë 
die eensydigheid van hulle u itgangspunt, konsekwensies gevolg het waar- 
deur die formalistiese standpunt, as omvattende verklar ing  vir die aard  
van die W iskunde, dwingend gewysig moet word. Om  dit aan  te toon, 
is dit nodig  om die formalistiese p rogram  vir die W iskunde uitvoeriger 
te bespreek en met voorbeelde toe te lig.

Aan u wat bekend is met die Algebra, soos dit op hoërskool geleer
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word, sal dit duidelik  wees wat die bedoeling is as beweer word da t  die 
Jonnalis  in sy diepstc oortuig  is dat simliole of tekens en allerlei bewer- 
kinge, uitgcvoer op h ie rdie  simbole die kern van die W iskunde is. 
As u u nog  vaagweg kan  her inner  da t  aan  u geleer was om „o ork ru is  te 
verm enigvuld ig” , „alles na die l inkerkant van die =  —  teken te b r in g ” , 
„liakies te verw yder”  en dit of da t  te „kanselleer” , dan  het u reeds ’n 
gedeeltelike formalistiese be ïnvloeding ondervind.

Hilbert, d ie vader van die konsekwente form alism e in die W iskunde, 
het sy oor tu ig ing  so gestel: „Everytl i ing  which constitu tes m athem atics  
today  is rigorously  formalized, so tha t  it becomes a stack  of fo rm ulas” . 
In hoe ’n mate die W iskunde d eur  die form aliste  in ’n „stack of fo rm ulas” 

om gew erk  word, wil ek u illuslreer aan  ’n voorbeeld uit d ie  M eetkunde, 
Iicwei' as 11 it d ie A lgebra, om dat  ons oerste kenn ism ak ing  met die Meet- 
kiinde gewoonlik n ie -form alisties  van aa rd  is.

Ucskou die  volgende vier ak siom as en die d aarop vo lge nd e  deduksie  
wat be t ie kk ing  het op d in ge  wat ons a ’s en b ’s sal noem  en v oo rlop ig  n ie  
n a d e r  sal o m sk ry f  nie.
1 . E lke 1) w ord  bepaal  d e u r  ’n versam eling  van a ’s.

2. D a a r  bestaan  ten m inste  twee a ’s.
3. As a, en a* twee a ’s is, dan  bes taan  d a a r  een en slegs een b  wat 

d e u r  hulle  bepaal  word.
4. V ir  elke l> is d a a r  ’n a wat n ie m e deb ep a lend  is v ir  b nie.
A fle id in g :  D a a r  bes taan  m ins tens  d r ie  b ’s.
H ew ys: D a a r  b es taan  m ins tens  2 a ’s ;  n oem  hulle a, en a ,  (ak s iom a  2 ) .  

H ulle  bepaal  ’n l>, sê b, ( a k s io m a  3 ) .
D a a r  bes taan  ’n a, sê a.„ wat n ie m pdebepa lend  is v ir  I), n ie  
( a k s io m a  4 ) .
a, en a3 bepaal ’n b, so b., (aksioma 3 ) .  b2 is nie dieselfde as h, nie, 
want a3 is nie medebepalend vir b, nie (aksioma 1).
Op dieselfde manier kan aangetoon word dat a:, en a3 ’n b bepaal wat 

vei'skillend is van b, en b2.
Hierdie aksiomas en afleiding is vir verskillende interpretasies vat- 

baar. Laat die a ’s mense wees en die b ’s verenigings waaraan hulle behoort. 
D ie aksiomas ken dan die volgende eienskappe aan die verenigings en 
m ense toe:
1. Elke vereniging word bepaal deur ’n versameling mense.
2 . Daar bestaan ten minste twee mense.
3. As a, en aa mense is, dan word een en slegs een vereniging deur hulle  

bepaal.
4. Vir elke vereniging is daar ’n persoon wat nie aan die vereniging  

beiioort nie.
D ie  afleid ing is dan dat daar minstens drie verenigings bestaan. 
’n Ander voor die hand liggende interpretasie is om  die a ’s die drie
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hoekpunte van ’n driehock, en die l>’s die d lie  sye van die drielioek te laat 
aandui.

Hierdie enigsins triviale stukkie Wiskunde moet dien om twee belang- 
rike eienska|)j)e van die W iskunde waarop die formaliste !>ou, te illustreer. 
In die eerste j)lek is d it  duidelik dat die deduksie op generlei wyse afhang 
vail enige spesifieke betekenis wat aan die simbool a en b toegeken word 
nie en dat die enigsle betekenis wat liulle liet, bepaal word deur die 
aksiomas. Die tweede eienskap is die uitsluitlike bcroep wat oj) die Logika 
gedoen word om tot 11 resultaat te kom op grond van die aksiomas. Om 
lot ‘ 11 begrip van die form alisering van die W iskunde te kom, word hierdie 
vier aksiomas 11011 geanaliseer. Belial we die sg. ongedefinieerde terme, in 
h ierdie  geval die a 's  en b’s, kom d aa r  terme in die aksiomas voor wat 
11a die gebied van die Logika verwys kan word. Hulle is die woorde 
en frases ,elke’, ,word bepaal’, ,versameling‘, ,daar  bestaan’, ,as . . . 
dan  . . ,dan en slegs d a n ’, ,n ie’ ens.

Behalwe hierdie woorde kom nog die woorde ,een’, ,twee’ en ,d r ie ’ 
voor wat betrekking het o]) ’n ander  vertakking van die W iskunde waarvan 
die form alisering  nie nou ter sprake is nie.

Om tot ’ 11 volledige form alisering  van die W iskunde te kom, is dit dus 
ook nodig  om die Logika om te skep in ’n formele calculus, d.w.s. om te 
skep in „a  stack of form ulas” waarmee op bepaalde voorgeskrewe m anier 
gereken moet word. Beskou die  volgende logiese bewering: „Die pun t a 
lê op die lyn b of liy lê nie op lyn b n ie” . Die bewering is ’11 spesiale 
geval van die logiese stelling p of nie-p. Ons kom tot die aangehaalde 
bewering deur die reel, bekend as die reel van substitusie vir proposisio- 
nele veranderlikes, toe te pas, en waarvolgens een bewering afgelei kan 
word uit ’n ander, wat ’n proposisionele veranderlike  bevat, deur  ’ 11 

bepaalde bewering v ir  hierdie veranderlike te substitueer. In hierdie 
geval is die bewering : ,.punt a lê op lyn b” , gesubstitueer vir p in die 
bewering „p  of nie-p” .

I 11 d ie gewone gang van sake gebruik  die wiskundige logiese reëls 
en stellings min of meer as selfevidente gegewens. Die analise waardeur 
h ierdie  reels blootgelê is en hulle onderlinge sam ehang  aangetoon is, het 
met Aristoteles begin m a ar  is eers gedurende die einde van die vorige eeu 
en in h ierdie eeu d eur  wiskundiges en logici soos Boole, Frege, Russel e.a. 
tot voile wasdom gebring.

I 11 d ie laaste honderd  ja a r  het die Logika ontwikkel in ’n wetenskap 
wat sterk herinner  aan die wiskundige wetenskappe en dit het belangrike 
bydraes gelewer tot die oplos van probleme i.v.m. d ie  W iskunde as 
deduktiewe stelsel, in teenstelling met Aristoteliaanse logika wat feitlik 
waardeloos as hulpm iddel by die W iskunde is. H edendaags is die Aristo
teliaanse Logika slegs ’ 11 b rokstuk  van die Logika. Die nuwe Logika het 
baie belangrike insigte gebied aangaande  deduktiewe stelsels in die alge- 
meen en die W iskunde in die besonder. ’ 11 Enkele resultaat in hierdie
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verband sal nog genoem word. As illustrasie van ’n geformaliseerde logika 
word die deel van die Logika bekend as die Logika van volsinne of die 
Proposisielogika, gebruik. Dit is ’n deel van die Logika wat besonder 
lielangrik is vir die Wiskunde.

S inne word aangedui deur letter ,p’, .q’, ,1 ’, ens., en hierdie letters 
word veranderlikes genoem. Dan word twee basiese, sg. ongedefinieerde 
simbole, ,v’ en , m  \  ingevoer wat staan vir die woorde ,of’ en ,nie’. 
Hierdie twee simbole beet konstantes, omdat bulle steeds dieselfde woorde 
aandui in alle fornniles. Die begrip iniplikasie : as p dan q ;  in simbole : 
p 3  q, word gedefinieer as ^ p  v q, d.w.s.

(l>D q) = ( w p v q ) .
Die woonl ,en* word aangedui deur die sinibool , .  ’ cn die sin p . q  word 
gedefinieer as

oo ( uo p  V o o q )
Vir die Proposisielogika geld verder sg. fonnasiereels, waarvolgens 

uit hierdie simbole formules gevorm kan word wat normaalweg die vorm 
van sinne sou lie. 1 wee trunsjorm asiereëls  word aangeneem vir d ie  Propo- 
sisielogika. Die eerste is die reeds genoemde substitusiereël, w aardeur uit 
een fonnu le  ’n volgende afgelei m ag  word deur vir ’n bepaalde volsin- 
veranderlike deurgaans dieselfde formule te substitueer. Die tweede reel 
i-s d ie  sg. m odus ponens-reel, waarvolgens uit die form ule .S i’ cn die 
formule ,S , 3  S2’ (Si impliseer S 2) altyd die form ule ,S2’ afgelei kan word.

Ten slotte word d aar  vier aksiomas vir die Logika van volsinne 
neergelê, ill.

1) (p v p) 3  p. I As oils vir p die sin ,dit is vanaand  koud’ sub- 
stitueer, dan Ini hierdie aksiom a: As dit vanaand  koud is of 
dit is vanaand  koud dan is dit vanaand  koud) .

2)  P D  (p v q)
(Bv.: As dit vanaand koud is dan  is dit vanaand koud of my 
iiaam is nie Hendrik nie.l.

■'*) (p v q )  3  (q v p)
(Bv.: As dit vanaand koud is of hierdie rede is te lank dan is 
h ierdie rede te lank of dit is vanaand koud) .

M ((’ D  <l) D  ( ( r v 1>) D  (*' v (l)) •
(Bv.: Die iniplikasie ,As dit reën dan is die wêreld na t’ impliseer 
die iniplikasie ,As die son skvn of as dit reën dan skyn die son 
of die wêreld is na t’ ).

IJit h ierdie vier aksiomas word met belmlp van die genoemde funda- 
menlele reels alle stellings in die Proposisielogika afgelei. Ek noem net d rie :

1 I oo P v p (B v .: Die aarde  is rond of die aarde  is nie rond n ie) .
2) w) ]> D  (p  D  q ) .  Dit is die effens paradoksale  resultaat 

van d ie  Proposisielogika dat ’n onware bewering enige bewering 
impliseer.
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3) co (p. t o  p) (B v . : Dit is nie waar dat die aarde  rond is en  
dat die aarde  nie rond is n ie).

Terloops word opgemerk dat uit die twee laasgenoemde stellings volg 
dat as in ’n formele deduktiewe stelsel twee strydige formules albei as 
geldig aangeneem word, d.w.s. ’n iom uile  A sowel as die formulc nie-A, 
dan is alle proposisies bewysbaar in die stelsel. Sou bv. aangeneem word 
dat die aarde  rond sowel as nie rond is nie, dan  is dit moontlik ora 
volgens die reëls van die Proposisie logika af te lei dat president Swart 
koning  van Rusland is. Poincare , wat geen ondersteuner van die formaliste 
se p rogram  was nie, het h ie roor die volgende te sê g e h a d : „M r Russell 
arrives at the conclusion that a false proposition  of any kind involves all 
the o ther  proposotions, whether true or false. M. C outura t  says tha t  this 
conclusion will appear  paradoxica l  at first sight. However, one has only 
to correct a bad m athem atical paper  to recognize how true M r Russell’s 
view is. The  candidate often takes an immense am ount of trouble to find 
the first false equa tion; but as soon as he has obtained il, it is no m ore 
than chilli’s play for him to accumulate the most su rpris ing  results, some 
of which may actually be correct” .

Hierdie resultaat van die beer Russell d ring  egter dadelik een van 
die scntralc probleme vir elke deduktiewe stelsel aan  oils aandag  op, nl. 
hoe bepaal mens met sekerheid of die aksiomas ten grondslag  van die 
deduktiewe stelsel s tryd ig  is of n ie?  Hoe kan mens met sekerheid bepaal 
dat dit nie moontlik  sal wees om ’ 11 stelling A en ook die stelling nie-A, 
albei deur logiese redenering  uit die stelsel aksiom as af te lei nie? Dat 
dit ’ 11 ingewikkelde problecm kan word, is duidelik  as mens bedink da t  
die aksiom atisering  van die Euklidiese Meetkunde om en by die 20 
aksiomas vereis. Voordat  ons egter ingaan  op die probleme wat ’n deduk
tiewe sisteem as sodanig  stel, wil ek, resumerend, die aard  van die forma- 
listiese p rogram  kort stel. Die formalis aanvaar  die aksiomaties-deduktiewe 
aard  van die Wiskunde. Dit is duidelik  dal as die logiese deduksie in ’ 11 

wiskundige bewys self as ’ 11 aaneenskakeling  van formules voorgestel kan 
word, die W iskunde inderdaad  volkomc geformaliseer kan word. Aan die 
een kant het ons 11011 ’ 11 aantal aksiom as, sê met betrekking  tot die Meel- 
kunde. Die aksiomas gaan egter oor ongespesifiseerde dinge, oor a ’s en 
b’s, wat slegs betekenis het in soverre die aksiom as bepaalde relasies 
neerlê v ir  die moontlike dinge w aarvoor hierdie simbole m ag  staan. 
H ierd ie  betekenis is egter aflianklik van woorde w aarvan die betekenis 
oj) logiese terrein lê. M aar  die Logika self is non geformaliseer en die 
woorde is vcrvang deur simbole w aarmee geopereer kan word volgens 
vasgestelde reels, soruler 0111 m aar  een oomblik te dink aan enige betekenis 
wat die simbole m ag he. Ro die aksiom as van d ie Meetkunde, in hulle 
geform aliseerde vorm, lê dus 11011 die aksiom as van die Logika self, ook 
geformaliseer, met die bepaalde bewerkingsreëls wat gehandhaaf  moet 
v.ord. Inderdaad  wil dit nou voorkom  of op h ierdie  m anier  die liele
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Wiskunde een simbolespel word, w aarby die wiskundige geen aandag  
meer lioef tc gee aan enige betekenis wat aan  die simbole m ag  toegeken 
word nie, m aar  waarby by slegs aandag  hoef te gee aan watter formule 
in die plek van ’n ander gesubstitueer m ag  word en watter formule van 
d ie  under afgeskei mag word volgens die m odus ponens-recl, met toepas- 
sing van die aksionias van die Logika sowel as van die Meetkunde. Hilbert, 
die ontwerper van die p rogram , stel dit so (aangehaal  deur W i ld e r ) : 
..Everything which constitutes mathematics today is r igorously form a
lized, so that it becomes a stack of formulas. These distinguish themselves 
from the o rd ina ry  formulas of mathematics only by the fact that besides 
the ord inary  signs or symbols there enter also the symbols of logic, espe
cially implication (ID  ) and negation ( go ). Certain formulas which 
serve as foundation  stones for the formal edifice of mathematics are  called 
axioms. A p roof  is a figure, which must lie clearly before us as such; 
it consists of conclusions by means of the conclusion scheme

(If)  s
(and)  S D  T,
( then) T  (m odus ponens)

where 11íe premise, S, is either an axiom (or axioms) or the end form ula 
of a proof figure which occurred earlier in the development. A form ula 
is called provable if it is either an axiom or the end form ula  of a proof.

To the o rd inary , thus formalized mathematics, is added, in a certain 
sense, new mathematics, a metamathematics . . .  In this m etamathematics 
one works with the proofs of o rd inary  mathematics, these latter  the m 
selves forming the object of investigation” .

Hierdie laaste opm erking van Hilbert is belangrik  en verdien nadere 
toeligting. Hehalwe die formules wat in  die deduktiewe stelsel afgelei kail 
word, kan d a a r  ook uitsprake oor h ierdie formules gedoen word. H ierdie 
uitsprake oor die formules in  die deduktiewe sisteem verwys H ilbert nou 
na ’ 11 nog lioër liggende vlak, nl. die vlak van die Metamatesis. Die uit- 
sp raak :  „Dic form ule A is lelik” of „Die formule A is onsimm etries”  
is dus metamatematiese uitsprake. Ook die reëls wat voorskryf hoe met 
die simbole in die formele stelsel geopereer moet word, lê op die m etama- 
lematiese vlak.

Die liele probleetn van die s trydigheid of nie-strydigheid van die 
aksiom as van ’n deduktiewe sisteem lê op die metamatematiese vlak, want 
d it vra  na die afleibaarheid van ’n formule A of d ie form ule nie-A uit 
die aksiomas van die formele sisteem. H ierdie  probleem is byna so oud 
soos die W iskunde self. Die vyfde aksioma van die Euklidiese Meetkunde 
beweer dat as ’ 11 punt en ’n reguit lyn in ’n plat vlak gegee is, met d ie  punt 
nie op die reguit lyn nie, dan  kan d aar  een en slegs een reguit lyn deur 
die punt getrek word wat die gegewe reguit lyn nie sny nie. Om een 
of ander  rede het die wiskundiges van die oudheid gedink dat hierdie 
aksiom a uit die ander  aksiomas, waarvan die selfevidensie sprekender vir

179



liulle was as die vyfde aksioma, afgelei kan word. N a eeue van vrugtelose 
pogings om die vyfde aksiom a van die ander  af te lei, is (lioofsaaklik deur 
d ie werk van Gauss, Bolyai, Lobachevsky en Riem ann) daar in  geslaag 
0111 die onm oontlik lie id  van so ’n afleiding te bewys. H ierdeur  het dit 
duidelik  geword dat die Euklidiese Meetkunde nie die enigste moontlike 
Meetkunde is nie, m aar  dat ander  Meetkundes opgebou kan word deur 
van ander  aksiomastelsels uit te gaan, wat wel resultate s trydig  met die 
Euklidiese Meetkunde sal oplewer m a ar  wat self nie onderling  strydige 
resultate sal bevat nie. In die Riemannse Meetkunde word die vyfde 
postu laat van die Euklidiese meetkunde bv. vervang d eur  d ie postulaat 
dat deur ’n gegewe punt buite ’n reguit lyn geen  parallelle lyn aan  hierdie 
lyn getrek kan word nie. Die vraag  is nou : Is die aksiomas van die 
Riemannse Meetkunde s trydig  of n ie?  Dit is duidelik  da t  die probleem nie 
opgelos kan word deur m aar  stelling 11a stelling af te lei en aan te toon dat 
hulle nie s trydig  is nie, want die sekerheid bestaan nie da t  die volgende 
stelling nie in teëspraak met een van die voriges sal wees nie. Die liele 
moontlikheid van die bestaan van nie-Euklidiese Meetkundes hang  dus 
saam  met clie probleem van nie-strydigheid van aksiomastelsels.

Die probleem is aanvanklik  verhelp d eur  die konstruksie van modelle 
vir die stelsel abst iak te  postulate, op sodanige wyse dat elke postulaat 
’ 11 ware bewering word met betrekking tot cl ie model. Die nie-strydigheid 
van die Riemannse Meetkunde kan aangetoon word deur ’n model soos 
volg te konstrueer. Die woord ,vlak’ in cl ie Kiemannse aksiomas word 
geïnterpreteer as ’n boloppervlak, die woord .pun t’ as ’n punt op die bol- 
oppervlak en die woorde , reguit lyn’ as ’ 11 grootsirkel op die boloppervlak 
ens. Aangesien die aksiom as w aar is vir hierdie model, is dit oënskynlik 
selfevident da t  d aar  ook geen s trydige afleidings uit die aksiomas gemaak 
kan word nie. Die ongeluk is egter dat h ierdie model van sirkels en 
punte op ’ 11 boloppervlak bestudeer moet word volgens die aksiomas 
van die Euklidiese Meetkunde, sodat die nie-strydigheid van die Riemannse 
M eetkunde afhanklik  gemaak is van die nie-strydigheid van die Euklidic.se 
Meetkunde. Die probleem is dus nie opgelos nie m a ar  slegs verskuif na 
’n ander  tcrrein.

Die inherente beperkinge van die modelmetode, en ander oorwegings, 
liet daar toe  gelei dat 11a nuwe weë gesoek is. Die strewe van H ilbert was 
11a ’ 11 „abso lute”  bewys van nie-strydigheid van aksiomastelsels, waarin 
die nie-strydigheid  aangetoon kon word sonder om ’n beroep te doen op 
die  n ie-strydigheid van ander aksiomastelsels. Die eerste stap in hierdie 
strewe was die algehele form alisering  van die deduktiewe stelsel. As ’n 
deduktiewe stelsel volledig geform aliseer is, is die afleiding van stellings 
uit die aksiomas, soos reeds aangetoon, niks meer nie as die transform asie 
van een s tring  simbole in ’ 11 ander  s tr ing  simbole volgens bepaalde reëls. 
D aar  bestaan dan  geen gevaar da t  onveranlw oorde redenasieprinsipes 
onbewustelik in cl ie deduktiewe proses ingesmokkel word nie. So ’n

180



formele sisteem lc die s truk luur van die logiese relasies tussen die ver- 
skillende stellings aanskoulik  bloot. Hilbert liet vermoed dat, deur die 
strukturele eienskappe van so ’n geformaliseerde deduktiewe sisteem 
iioukeurig te bestudeer, aangetoon sal kan word dat formeel strydige 
formules nie kan voorkom in die stelsel nie. Aangesien hierdie studie 
egter op die nietamatematiese vlak lê, sou die hew ysvoering oor derge- 
like probleme ook in nietamatematiese taal en, sal ons m aar  sê, Metalogika 
moes geskied, d.w.s. wat Hilbert aanbetref in gewone Duits en gewone 
l.ogika. Aangesien die logici destyds met hulle liande in die hare gesit 
liet oor sekere an tinom ies in die Logika, wat gesentreer was om die onein- 
digheidsbegrip, het Hilbert aanvanklik  voorgestel dat dergelike bewyse 
slegs van finitistiese metodes gebruik maak, d.w.s. slegs metodes wat nie 
verwys na oneindig veel strukturele eienskaj)j)e, formules of bewerkings 
nie sou toe laatbaar wees.

I)it m ag  insiggewend wees om kortliks so ’n nie-strydigheidsbewys 
van nader te beskou. D aarvoor kies ons ’n geformaliseerde deduktiewe 
stelsel wat ons reeds beskryf het, nl. dié van die Proposisielogika self. 
Dit kan bewys word dat die aksiomas en alle formules afgelei uit die 
aksiomas van die Proposisielogika ’n gemeenskaplike eienskap het, nl. 
dat hulle toutologieë is. Met toutologie word hier bedoel ’n bewering 
wat geen logiese moontlikhede uitsluit nie, bv.: „I)ie m aan  is ’n blink 
koper skottel of die maan is nie ’n blink koper skottel nie” . Die formule 
p v en P blv naamlik waar, wat ons ook al vir p substitueer. Die formule 
p v q is nie ’ 11 toutologie nie en is dus  nie ’ 11 stelling van die P roposis ie
logika nie. M aar 11011 is reeds vroeër genoem dat, indien uitgegaan word 
van strydige aksiomas, alle moontlike formules uit dergelike aksiomas 
afgelei kan word en dus ook die form ule p v (j. Dus is die aksiomas 
van die Proposisielogika nie-strydig.

’ 11 Tweede probleem wat op nie tamatematiese vlak lê en wat kortliks 
genoem moet word, is die van volledigheid van ’n aksiomastelsel. ’n Stelsel 
aksiomas lieet volledig as elke stelling, geformuleer in die terme van die 
deduktiewe stelsel volgens die geldige formasiereëls, of sy ontkenning, 
afleibaar is uit die aksiomas in die deduktiewe sisteem. As nog die 
stelling, nog sy ontkenning afle ibaar is, dan heet d ie  stelsel onvolledig. 
Die enkele aksioma uit die Euklidiese M eetkunde: „Elke twee punte bepaal 
’ 11 reguit  lyn” , vorm ’ 11 onvolledige stelsel, want dit is duidelik  da t  die 
stelling ,,Elke twee reguit lyne bepaal hoogstens een punt wat op albei 
lê” , of sy ontkenning. nie op grond van hierdie enkele aksioma bewys kan 
word nie.

Op hierdie stadium kan reeds die volgende kritiek op die formalis- 
tiese program  gelewer word. Hoewel dit wat gewoonlik die Wiskunde 
genoem word behoorlik  geformaliseer is in al sy aspekte, het hierdie 
formalisering ’ 11 nuwe Wiskunde, nl. die Metamatesis na vore gebring. 
Wat is nou ’n beurys in die Metamatesis? Dit is duidelik dat die bewys-
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metodes van die geformaliseerde Wiskunde, wat geregverdig moet word 
in die Metamatesis, nie m a ar  met liuid en liaar oorgeneem kan word 
sonder om in sirkelredenerings te verval nie. Die finitistiese eise wat 
H ilbert stel aan metamatematiese bewyse, bv. dat die bestaan van ’n 
entiteit eers erken word as dit deur eindige metodes gekonstrueer is, is 
sterk intuisionisties gekleurd. Ook sy vasliou aan d ie metode van volledige 
induksie, sover dit die Metamatesis bet ref, is feitlik '11 onderskry wing 
van een van die basiese premisse van Brouwer se Intuïsionisme.

V erder liet 0 11s reeds vroeër gewys op die verband tussen ’n forma- 
listiese opset van die Wiskunde en die s trukturele eienskappe van die 
Wiskunde. Ook die v raag  11a die metode van keuse van die aksiomas van 
’ 11 formele sisteem is van belang in die Wiskunde en dit lê op ’n terrein 
anders  as die formele. H ierop  sal 0 11s egter nie ingaan  nie.

Die ingrypendste beperkings inheren t aan  die Form alism e is egter 
deur Godel aan  die lig gebring  in ’ 11 beroem de geskrif wat in 1931 gepu- 
bliseer is. H ierd ie  werk van Godel is ’n hoogtepunt in die geskiedenis 
van die Logika en die Wiskunde, en as voorbeeld van subtiele denke en 
menslike vernuf is d a a r  weinig ander  wetenskaplike prestasies wat die 
van Godel sal ewenaar. Die bewyse wat Giidel in sy geskrif gee, kan nie 
verduidelik  word sonder om ’ 11 beroep te doen op gevorderde m atema- 
tiese metodes nie en liier word volstaan met slegs die resultate te noem.

I 11 die eerste plek het hy aangetoon da t  as die aksiom as wat geld 
vir elementêre Rekenkunde nie-strydig  is, dan  is die aksiomastelsel 
onvolledig. Dit is reeds genoem dat met volledigheid van ’n stelsel 
aksiom as bedoel word dat elke formule A wat u itgedruk kan word in die 
terme van die geform aliseerde deduktiewe stelsel, of sy ontkenning nie-A, 
logies af le ibaar  is uit die betrokke aksiomas. Giidel het daar in  geslaag 0111 

die waarheid  van ’ 11 sekere form ule in die elementêre Rekenkunde met 
behulp van metamatem atiese argum ente  te bewys en ook aan  te toon da t  
h ierdie  form ule nie logies af le ibaar  is uit d ie aksiom as wat geld vir 
die elementêre Rekenkunde nie. V erder kon hy aan toon  dat al sou h ierdie 
aksiom as aangevul word met nog meer aksiomas, sodat die bepaalde 
form ule  wel af le ibaar  is, dan  kan weer ander  ware formules gekonstrueer 
word wat nie afle ibaar is uit die aangevulde stel aksiom as nie.

H ierd ie  resultaat van Giidel het ’n eeue-oue wetenskapsideaal finaal 
omvergewerp. Reeds uit die tyd van die Grieke stam die ideaal om die 
hele wetenskap as een groot deduktiewe stelsel op grond van enkele be- 
ginsels op te bou. As dit nou nie eers bereik kan word vir ’n onderdeel 
van die W iskunde soos die Rekenkunde nie, hoeveel m inder dan nie vir 
d ie hele W iskunde en alle wetenskappe n ie?  M aar  nog m eer:  h ierdie 
resultaat toon ook die prinsipiële onuitvoerbaarheid  van die formalistiese 
p rogram  vir die hele W iskunde aan, want dit toon aan dat alle ware 
Rekenkundige formules nie uit ’n eindige aan tal  aksiomas, wat eens en 
vir altyd vasgelê is, afgelei kan word met behulp van ’n geslote stelsel
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deduksiereëls nie. Dit toon verder aan dat nie finaal rekenskap gegee 
kan word van die prcsiese logiese vorm van geldige mateniatiese bewyse 
tiie en dat die matematiese bewys nie identies is met die formele aksioma- 
tiese metode nie, soos trouens deur sy v indingryke metamatematiese argu- 
mente self aangetoon is. Dit gee nieer as ’n vermoede dat die menslike 
versland veel meer kan verinag as wat enige rekemnasjien ooit sal kan 
doen, want die prosesse in so "n niasjien is altyd gefundeer op die vaste 
ieëls van ’n gefonnaliseerde aksioniatiese prosedure.

In die tweede plek liet Giidel aangetoon dat as die elementêre Reken- 
kunde nie-strydig is, sy nie-strydiglieid nie deur die finitistiese metodes 
wat Hilbert vereis het bewys kan word nie. Dit gee aan die formalistiese 
p rogram  ’n verdere knou. Want as die nie-strydiglieid van die aksiomas 
van die W iskunde slegs aangetoon kan word deur metodes wat ju is  moes 
regverdig word deur die formalistiese program , dan staan ons presies 
w aar ons was.

Ten slotte kom ons dan terug op die vraag  wat matematiese waarheid 
is. Aangesien die formalis die Wiskunde wil reduseer na bewerkings met 
simbole, waarby afgesien word van enige spesifieke betekenis wat aan 
d ie simbole toegeken kan word, volg dat op ’n wiskundige stelling, wat 
deur die formalis gereduseer is tot ’n string simbole, die woord waarheid, 
in sy gewone betekenis, nie van toepassing is nie. Russel stel dit so: 
. .Pure  m athem atics is the subject in which we do  not know what we are 
talking about, or whether what we are saying is true” (aangehaal  deur 
Nagel en N ew m an).  Die enigste soort waarheid w aarvoor ’n wiskundige 
stelling, volgens die formalis, in aanm erking  kan kom, is of dit ’n logiese 
gevolgtrekking uit die aksiomas van die onderhawige deduktiewe stelsel 
is of nie.

Giidel se stelling konfronteer ons egter met die treurige feit dat by 
elke aksiom atisering  van selfs die elementêre Rekenkunde d a a r  steeds 
stellings te vinde is wat nie afle ibaar is uit h ierdie aksiomas nie, sodat 
die uiteindelike aksiom atisering van die hele W iskunde uitgeslote lyk. 
E rger  nog, by toon aan dat hierdie stellings geldige rekenkundige formules 
is en dus waar is deur van metodes anders as van die voorgeskrewe aksio- 
maties-deduktiewe metode gebruik te maak. Enige vaste aksiomatiese be- 
nadering  tot die getalleteorie kan dus nie alle ware stellings op hierdie 
gebied te voorskyn b ring  nie. Nieteenstaande hierdie besware teen die 
aksiomaties-deduktiewe metode, lily dit nog die mees gebruiklike en 
vrughaars te  metode vir elke vertakking van die Wiskunde. Dat die v raag  
wat presies matematiese waarheid  is, egter nog lank nie besleg is nie, 
word deur Giklel se resultate weer skerp na vore gebring.

Op watter omvattende wyse matematiese waarheid gedefinieer moet 
word om aan d ie bevinding van Giidel reg te laat geskied, vermoed ek, is 
’n vraag  wat die wiskundiges nog lank sal besig hou. Godel self skyn te
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nieen dat slegs ’n terugkeer na "11 P laloniese realisme die anlwoord 
sal verskaf.

M ag ek kortliks nog '11 eie stamlj)iint stel, ’ 11 beskouing wat groten- 
deels met die Wyshegeerte vvat aan  ons Lniversiteit  geleer word ooreen- 
stem en waarmee, in belangrike opsigte, ook die van E. W. Beth 0 0 1 - 
renstem. Uit voorgaaiule en ander resultate in die Wiskunde lyk dit asof 
deduktiewe teorieë nie '11 genoegsame beskrywing van die Wiskunde bied 
nie, en dit lyk waarskynlik dal ons kennis van die Wiskunde, altans 
gedeeltelik, ’n onmiddellike of intuïliewe aard  lift. Il ieruil  volg nie nood- 
wendig dat alle Wiskunde uit sulke kennis bestaan nie of dat die d eduk 
tiewe teorieë van die W iskunde geoordeel moet word op grond van hulle 
ooreenstem ming met ons matematiese intuïsie nie. Eerder  ontstaan W is
kunde deur die rasionele verwerking van ons insigte wat gebore is uit 
h ierdie  intuisie.

Die mens het vanweë sv lewenservaring ’ 11 onmiddellike kontak met 
en kennis van die verskillende aspekte van die werklikheid, waarvan ook 
die matematiese entiteite ’n besondere aspek is of daarop  betrekking het. 
Hierdie aspekte het, n ieteenstaande hulle onafskeidelikheid van mekaar, 
ook ’ 11 groot mate van selfstandigheid, sodat een aspek nie herlei kan 
word tot ’ 11 ander  aspek sunder om ons siening van die werklikheid te 
verarm, te vervals, dele van die werklikheid buite rekening te laat en 
die wetenskap derhalwe geweld aan te doen nie. Die getalsmatige as])ek 
moet bv. nie gereduseer word tot die logiese nie, en omgekeerd. Ook 
die s trukture le  in die werklikheid moet erken word en sy plek gegee word 
sonder om die matematiese lot slegs s truk tuu r  te herlei. Hoe die onderlinge 
verbande en die soewereiniteit van die verskillende aspekte saamhang, 
is die taak van die wetenskap om na te gaan. D it skyn onmoontlik  te 
wees om een aspek van die werklikheid te ondersoek sonder om die 
ander  aspekte daarby  le betrek, want al h ierdie aspekte is uiteindelik 
kante van een en dieselfde skepping; kante waarin  al die ande r  kante op 
’ 11 bepaalde m anier  verteenwoordig  is. ’ 11 Suiwer W iskunde in die sin 
da t  dil nie hoef ag te gee op ander  aspekte van die werklikheid behalwe 
die waarop  die wiskundige entiteite d irek  betrekking  het nie, is m.i. 
’ 11 onbere ikbare  ideaal. Dit is egter geen pleidooi vir ’ 11 W iskunde wat 
nie ’ 11 eie gebied en eie metodes het nie, dus vir ’n onsuiwer W iskunde 
nie. Ek wil hiermee slegs aandui da t  die grense tussen die verskillende 
vakwetenskappe nie so maklik  eens en vir altyd vasgelê word nie.

H ierdie beskouing is ook nie bedoel as ’ 11 duidelik  omlynde ontologie 
wat in ’ 11 vasstaande vorm moet dien as ’ 11 onom stootbare  grondslag  vir 
die wetenskappe nie. Inteendeel, h ierdie ontologie bet, wat myself aan- 
betref, uit ’ 11 wisselwerking tussen al my aspekte van menswees, o.a. 
my geloofsoortuiging, wetenskaplike vorm ing  en my e rvaring  in al sy 
skakeringe, ontstaan. As sodanig  is d it  my oortuig ing, da t  waar ’ 11 sodanige 
ontologie wel as u itgangspunt vir die beoefening van die wetenskap kan
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dien, dit sy skerpere omlyning en verdere verfyning sal vind in die 
voortskryding  van die wetenskap. Die aan ton ing  van die onuitvoerbaar- 
lieid van die oorspronklike formalistiese p rogram  deur die konsekwente 
uitwerking van d ie  implikasies van die formalistiese standpunt, is ’n  ge- 
deeltelike bevestiging van hierdie oortuiging. Die verskillende opvattings 
oor  wat matematiese waarheid  is, is m.i. ’n weerspieëling van die kontak- 
punte wat die W iskunde het met verskillende aspekte van die werklikheid, 
sodat kennis geneem moet word van die eensydige gevatte waarheidsmo- 
mente van elk, en die taak van die wiskundige is ook om h ier te onder- 
skei en saam  te voeg, om so tot kennis te kom van die skepping en van 
die grootheid van ons Skepper.

Hooggeagte here Lede van die Raad van die Potchefstroomse Universiteit 
vir Christelike H oër  Onderwys,

M ag ek my w aardering  uitspreek teenoor u met my benoeming as 
hoogleraar in d ie Wiskunde. Ek beskou dit  as ’n eer da t  u m y v ir  hierdie 
roeping  w aardig  geag het en ek wil u versekcr dat ek al my kragte sal 
gee om hierdie verantwoordelike taak uit te voer so ver as wat ek gena- 
diglik daartoe  in s taat gestel word. Ek is bewus daarvan  dat hierdie taak 
nie uitsluitend bestaan uit die oordrag  van kennis nie, m a ar  tegelykertyd 
ook opvoeding van die mens behoort te wees en dat dit ’n wisselwerking 
tussen onderr ig  en ondersoek vereis.

Hooggeleerde Professor  Van Rooy,
U het aan  my ’n voorbeeld van toegewyde diens en beginselvaste 

optrede gestel wat nie d eur  my geëwenaar kan word nie, m a a r  wat my 
steeds tot inspirasie sal wees. U  wil ek ook graag  bedank  v ir  die groot 
deel wat u aan my vorm ing  as wetenskaplike en as mens gehad het en 
v ir  die ja re  van vriendelike leiding en samewerking wat ek van u geniet 
het. My innige wens is dat dit aan  my gegun sal word om met dieselfde 
welslae as u te help voortbou op wat u reeds h ie r  gevestig het.

Hooggeleerde Professor  Robbertse,
U  wil ek bedank  vir u vriendelike samewerking, erkentlike gesindheid 

en die kam eraadskap  wat u my betoon. Aan u is dit te danke dat ek op 
’n kritieke s tad ium  in my lewe my studies kon voortsit. Ek verseker u van 
my hartlike sam ewerking in alles wat ons gemeenskaplike taak  raak.

H ere  Dosente in die Departementc W iskunde en Toegepaste Wiskunde,
In d ie  u itbouing  van ons departemente het elk van u ’n besondere 

taak  waarin u onontbeerlik  is. My wens is dat ons, soos in die verlede, 
ons hegte sam ewerking sal voortsit en ons taak ook in die toekoms as 
’n gemeenskaplike taak  sal sien.
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Dames en Here Studente,
Ek voel my gelnkkig 0111 in die geleentheid gestel te wees om u van 

diens te wees l>y die hestudering van die Wiskunde. Te alle tye sal ek 
]>rol>eer, sover dit in my vermoë is, om u met raad en <laad l>y te staan.

Dames en Here, ek dank  n vir u vererende teenwoordigheid en vir u 
geduldige aandag.

LITER A TU U R V ER W Y SIN G S
E. W. Beth:  T he  Fou nda t ion s  o( Mathematics .  (North-1 lo lla ’id Pub lish ing  Co.,

A 'dam, 1959).
[. M. Bochensk i:  Die Zeitgenossischcn D cnkm cthodcn.  (F ra n c k e  Verlag.  Bern.  1939).
II. B. C urry :  Outlines  of a Formalist  Philosophy of Mathematics.  (Norlh-Holland 

Publishing Co., A 'dam . 19.il).
A. A. F ranke l ,  Y. Bar- l l i l le l :  l ' 'oundations of Set Theory. ( North-1 lollaml Publish ing

Co., AMam, 1958).
F. Nagel. J.  R. N ew m an:  Goedels  Proof,  p. 1668 van T he  World of M athem atics

de ur  J.  Newman.  Deel 3. (G eorge Allen and Unwin, l.onden.  1956).
Ilenr i  Po incaré :  Science and Method. (Dover Pub lica tions  Inc., Louden) .
B. Russel :  In troduction to M athem atica l  Philosophy.  (G eorge Allen Unwin, Ltd.,

Louden 19,>0).
II. G. S toke r :  Beginsels en Metodes in die W etenskap. (P ro  Regc-Pers Bpk., Pot- 

chefstroom, 1961).
A. Tarski:  In le id ing  lot de Logica. (N.V. Noord-I lo l lam lsche  IJilgevers Maatscl iappi j ,  

A 'dam , 1933).
R. L  W ilde r:  In troduction  to the Foundations  of .Malhenialics. (Joh n  Wiley and 

Sons, Inc., N.Y.) .

186




