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測度収束関数列の非線形積分のp次収束性

1 はじめに

信州大学工学部河邊淳

Jun Kawabe 

Faculty of Engineering, Shinshu University 

有限な測度空間 (X,A,μ)上で定義された非負可測関数列 {fn}nE.Nが非負関数 fに測

度収束すれば，定数O<p<ooに対して，そのp乗関数列 {f/:,}nE.NもJPに測度収束す

る．それゆえ，測度収束する関数列 {fn}nE.Nに関する抽象Lebesgue積分の有界収束定理

やVitaliの収束定理などの様々な収束定理から， p次のモーメントの収束定理

fx!Kdμ → L□μ 
が自動的に得られる．しかし，非加法的測度の場合は，それが劣加法性などの非常に強い

擬加法的性質をもっていたとしても，一般には fnがfに測度収束したからといって， fl:,

がJPに測度収束するとは限らない（例 1を見よ）．
筆者は一連の研究 [6,8-10]で， Choquet積分やSugeno積分などの非線形積分を非加法

的測度の作る空間と非負可測関数が作る空間の直積空間上で定義された非線形の汎関数と

とらえ，非線形積分の収束定理は，その汎関数がもつ摂動性を用いて統一的に議論可能で

あることを実証した．この小論では，非線形積分の収束定理に対するこの統一的理論展開

の手法を継承したまま， p乗関数列の測度収束に関する上記の問題点を解消し， p次のモー

メントの収束定理をすでに得られた研究結果の応用として導くための方法論を提案する．

2 非加法的測度と非線形積分

以下では， (X,A)は可測空間とする．また， Nは自然数全体，恥＝（ーoo,oo)は実数全

体，頁：＝［ー00,00]は通常の全順序構造と代数構造をもつ拡大実数体とし，積分論を展開

する際に便利な規約（土oo)・O=O・(土oo)= 0も仮定する．また， inf0= ooと規約する．

拡大実数 a,bE贋に対して， max{a,b}をaVbで， min{a,b}をaI¥ bで表し，関数

f,g: X→匝の上限関数fVg, 下限関数J/¥gを，各 XEXに対して

(f V g)(x) := f(x) V g(x), (f I¥ g)(x) := f(x) I¥ g(x) 

で定める.x上で定義されたA可測な関数f:X→民の全体を四X)で表し］ご十(X):= 

{f E四X):f戸O}とおく．集合Aの定義関数を XA,補集合をが：=X¥Aで表す．ま
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た， Xの部分集合の全体を呼で表す．

定義 1集合関数μ:A→[O,oo]は次の 2つの条件

(i)μ(0) = O (下方有界性）

(ii) Ac Bならば μ(A)さμ(B) (単調性）

を満たすとき非加法的測度といい，その全体を M(X)で表す．特に， μ(X)< ooのとき

μは有限といい，その全体をMb(X)で表す．

有限な非加法的測度μEMb(X)に対して，その双対μ:A→ [O, oo)を

瓜A):=μ(X)-μ(Ac), A EA 

で定義する．明らかにμ=μ である．また，μ が加法的ならばμ=μ となる．

次に紹介する非線形積分は非加法的測度論の応用領域でよく利用され，どれも被積分関

数fの非加法的測度μに関する減少分布関数

Gμ(f):=μ({f2'.t}), tE艮

を用いて定義されているので，総称して分布型非線形積分とよばれる．

定義 2 (μ,!) E M(X) x戸 (X)とする．
00 

(1) Choquet積分 [1,15]: Ch(μ, f) := Jμ({f 2'. t}) dt 

゜ただし，右辺の積分はLebesgue積分または広義Riemann積分である．

n 

(2) Sipos積分 [18]:Si(μ, f) := limど(ai-ai-1μ 
PE△+ 

) ({! ~ 叫）
i=l 

ただし，△+は分割P= {a1,a2,--・,an} (0 = a。<a1 <・ ・ ・< an < oo)全体に集

合の包含関係で定まる順序を導入した有向集合である．

(3) Sugeno積分 [14,20]: Su(μ, f) := sup [t八μ({!~t})] 
tE[O,oo] 

(4) Shilkret積分 [17,23]: Sh(μ, f) := sup [t・ µ({f~t})] 
tE[O,oo] 

注意 1 任意の(μ,J) E M(X) x F+(X)に対して Ch(μ,J) = Si(μ, J)で，μがか加法

的ならば，両積分は抽象Lebesgue積分と一致する [8,18, 19]. 実際， Sipos積分の定義は，

非負の単調減少分布関数Gμ(J)=μ({J 2: t})の広義Riemann積分の区間の分割を用い

た定義に他ならない．にもかかわらず， Choquet積分に加え， Sipos積分も考察の対象と

することには意義がある．なぜなら， Sipos積分の理論を探求すれば， Jレベーグ積分や広

義Riemann積分を経由せずに，抽象Lebesgue積分と Choquet積分という線形・非線形

の積分論を同時に構築できるからである．
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定義2で紹介した 4つの非線形積分を汎関数I:M(X) x F+(X)→ [O,oo]とみなせば，
次の性質

(i)任意の μEM(X)に対して I(μ,O)= 0 

(ii)任意の μEM(X), f,g E戸 (X)に対して， J::;gならばI(μ,f) ::; I(μ, g) 

を満たすことがわかる．この 2つの性質を満たす汎関数Iを積分汎関数という．

非加法的測度を単調測度，ファジィ測度，容量ということもある．非加法的測度は，測

度の←加法性をより弱い単調増加性に置き換えた集合関数であり，その積算概念である非

線形積分とともに，期待効用理論，決定理論，ゲーム理論，不完全な情報のもとでの数理

経済学などの分野に多くの応用をもつ [4,5, 12]. 非加法的測度と非線形積分に関する詳細

な「青報は [2,7, 13, 22]などを見よ．

3 積分汎関数の摂動性と積分収束定理

この章では，非線形積分の収束定理を積分汎関数を用いて統一的に取り扱う際に重要な

役割を果たす‘‘摂動性"の概念を関連する諸性質と合わせて紹介する．次の定義における集

合関数μ と関数fの組 (μ,f)の間の支配関係は，数理経済学の分野でよく用いられる 1次

確率優位性 [11]の一般化である．

定義 3 μ,v: A→ [O,oo]は集合関数， f,gE F(X)とする．各tE民に対して

μ({fミt})さv({g2'.'.t})

が成り立つとき， (μ,f)は(v,g)により支配されるといい，(μ,f) --< (v, g)とかく．

定義 4 r.p(O) = limt→ +or.p(t) = 0を満たす関数r.p:[O, oo)→ [O, oo)全体を①で表し，①
に属する関数を制御関数とよぶ．

積分汎関数に関する以下の諸性質は，非線形積分の収束定理を統一的に議論する際に必

要となる．詳細は [8-10]を見よ．

定義 5 I: M(X) xデ (X)→[O,oo]は積分汎関数とする．
(1)任意の μ,vEM(X)と任意の f,gE F+(X)に対して，(μ,f) --< (v, g)ならば

I(μ,f) :S I(v,g)のとき， Iは強単調という．

(2)関数0:[O,oo]2→ [O,oo]が存在して，任意のμEM(X), r E [O,oo], A EAに対
して

I(μ, rxA) = 0(r, μ(A)) 

のとき， Iは生成的， 0をIの生成器という．
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(3)制御関数族 {'Pa}a>OC <Pと｛刷,}{3>oC<Pが存在して，次の摂動条件 (P)を満たす

とき， Iは摂動的という：

(P)任意のμ,vEM(X),f,gEF+(X), c20, 820, a>O, (3>0に対して，

11111,, < a, v(X) < (3, (μ, f) ---< (v + 8, g + s)ならば

I(μ, f)~I(v, g) + %(8) +ゆfJ(c).

ただし,11111,, := inf{r > 0: μ({f > r}) = O} は f のµ—本質的有界定数である．

(4)制御関数族 {'Pa,{3}(a,fJ)EJRt C <Pと｛訟，{3ha,fJ)EJRt C <Pが存在して，次の摂動条件

(wP)を満たすとき， Iは弱い意味で摂動的という：

(wP)任意の μ,vE M(X), f,g E戸 (X),c 2 0, 8 2 0, a > 0, (3 > 0に対し

て,11111 < a, llgll < a, v(X) < (3, (μ, f) ---< (v + 8, g + s)ならば

I(μ, f)~I(v, g) +'Pa,{3(8) +訟，fJ(c).

ただし,11111 := sup{lf(x)I: x EX}, 記：= (0, oo) x (0, oo)である．

(5)任意の(μ,f) E M(X) x F+(X)と任意の c>Oに対して

I(μ, f)さI(μ,f Ac)+ I(μ, (f -cけ）

のとき， Iは水平劣加法的という．上式で等号が成り立つときは水平加法的という．

(6)任意の(μ,f) E M(X) x戸 (X)と任意の c>Oに対して

I(μ, f)~I(µ, X{J'.Sc}f) + I(μ, X{f>c}f) 

のとき， Iは水平劣切断的という．上式で等号が成り立つときは水平切断的という．

(7)任意の(μ,f) E M(X) xデ (X)に対して

I(μ,f) = supI(μ,f Ar) 
r>O 

のとき， Iは上緑連続という．

(8)任意の(μ,J) E M(X) x F+(X)に対して

I(μ, J) = sup I(μ 八s,J)
s>O 

のとき， Iは測度切断的という．ただし， μI¥s(A) :=μ(A) I¥ s (A E A)である．

注意 2 (1)積分汎関数Iが摂動的ならば弱い意味でも摂動的である．

(2)上記以外にも，初等性などの重要な性質があるが，それらの定義は [6,8-10]を見よ．

命題 1([8, 10]) 積分汎関数Ch,Si, Sh: M(X) x F+(X)→ [O,oo]は生成的かつ初等的
で，生成器は0(a,b) :=a・bである．また，積分汎関数Su:M(X) x F+(X)→ [O,oo]も
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生成的かつ初等的で，生成器は 0(a,b) := a八bとなる．さらに，上記の 4種の非線形な積

分汎関数はすべて強単調，摂動的（それゆえ，弱い意味で摂動的），水平劣切断的，上縁連

続，測度切断的で， ChとSiは水平加法的， SuとShは水平劣加法的となる．

Choquet積分やSugeno積分などの非線形積分の収束定理は，積分汎関数を用いて統一

的に定式化できる．以下ではFatouの測度収束補題，有界測度収束定理， Vitaliの測度収

束定理の 3つを紹介する．そこで，まず非加法的測度の自己連続性の定義と，可測関数列

の一様可積分性や一様本質的有界性の定義を復習しておく．

定義 6([21, 22]) μE M(X)とする．

(1)任意のAEAと任意の {Bn}nENCAに対して， μ(B叫→0ならばμ(AUEn)→ 
μ(A)のとき，μ は上から自己連続という．

(2)任意の AEAと任意の {Bn}nENCAに対して， μ(En)→0ならばμ(A¥En)→ 
μ(A)のとき，μ は下から自己連続という．

(3)上から自己連続かつ下から自己連続のとき，μ は自己連続という．

定義 7 μE M(X), f E F(X), F c F(X)とする.O<p<ooは定数とする．

(1)関数fは
Ch(μ, If IP) < CX) 

のとき， I に関して p 乗µ—可積分という．特に， p=l のときはµ—可積分という．

(2)関数族rは
lim sup I 
C→ 00 fEF 

(μ, X{lfl>c} IJIP) = Q 

のとき， I に関して一様 p 乗µ—可積分という．特に， p=l のときは一様µ—可積

分という．

(3)関数族rは，定数c>Oが存在して，任意のfEFに対して，

µ({J~c}) = 0 かつ µ({J~-c}) =μ(X) 

のとき，一様µ—本質的有界という．

以下では， I:M(X) Xた (X)→[O,oo]は積分汎関数とする．

定理 1(Fatouの測度収束補題 [10]) μE M(X), Un}nEN c F+(x), f E F+(x) 

で， fn 土➔ J とする．積分汎関数 I は弱い意味で摂動的，上縁連続，測度切断的とする．

(1)μ が下から自己連続ならばI(μ,J):S liminfn→ oo I(μ, fn)-

(2)μ が有限で上から自己連続ならばI(μ,f)さliminfn→oo I(μ, fn)-
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定理 2(有界測度収束定理 [6]) μE Mb(X)は自己連続とする.Un}nEN C F+(x), 

f E F+(X) で， fn~f とする．積分汎関数 I は弱い意味で摂動的で，任意の r>O に

対して I(μ,r) < ooとする．

(1) {fn}nEN が一様µ—本質的有界ならば I(µ,fn)→ I(μ, J). 

(2) {J n}nEN が一様 i—本質的有界ならば I(µ」n) → I(μ, J). 

定理 3(Vitaliの測度収束定理 [10]) μE  Mb(X)は自己連続とする ・Un}nENC 

戸 (X),f E 戸(X) で， fn~f とする．積分汎関数 I は弱い意味で摂動的，上縁

連続，水平劣切断的で，任意の r>Oに対して I(μ,r) < ooとする．

(1) {fn}nEN が I に関して一様µ—可積分ならば， fn と f は I に関してµ—可積分で，

I(p,, f n)→ I (11,, f). 

(2) {J n}nEN が I に関して一様 P—可積分ならば， fn と f は I に関してµ—可積分で，

I(il,fn)→ I(μ, f). 

4 p次モーメントの収束性の問題点

有限な測度空間では，可測関数列の収束に関する Lebesgueの定理と Rieszの定理によ

り，測度収束する関数列Un}nENC F+(x)に対して，そのp乗関数列 {fl:}nENも測度収

束する．しかし，非加法的測度に対しては，たとえそれが劣加法性などの非常に強い擬加

法的性質を満たしていたとしても，この事実は一般には成立しない（例 1における一様自

己連続性などの非加法的測度の様々な特性の定義については [7]を見よ）．それゆえ，測度

収束する関数列に関する Fatouの測度収束補題，有界測度収束定理， Vitaliの測度収束定

理などの積分収束定理I(μ,f砂→ I(μ, f)の直接的な応用として， p乗関数列の積分収束

定理I(μ,fl:)→I(μ, 『）を導くことはできない．

例 1 X := [O,oo). A:= 2xとする．非加法的測度μ:A→{0,1}を

μ(A) := {~ ~~ ~ ~ ~ 
で定める. l<p<ooは定数とする．

(1)μ は劣加法的かつ下から連続である．それゆえ，一様自己連続，自己連続，零加法

的，弱零加法的，零連続，擬距離生成的で，性質(S)と性質(S1)を満たす．

(2)μ は順序連続でない．それゆえ，強順序連続でも上から連続でも網羅的でもない．

また， Egoroff条件も満たさない．
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(3) fn(x) := x + 1/n (n = 1, 2, ...), J(x) := xとおくと， fnIまfに一様収束するの
で fn 上➔ J であるが， 1;; 土→JPでない．

5 積分汎関数の諸性質の頑健性と積分収束定理への応用

第4章で指摘した困難さは，積分汎関数I:M(X) x ;=-+(x)→ [O,oo]の諸性質のべき

乗演算に対する頑健性を用いて解消できる．すなわち，定数0< p < 00, 0 < q < 00に対

して，

Ip,q(μ, f) := I(μq, JP), (μ, f) E M(X) x F十(X)

で新たな積分汎関数Ip,qを定めたとき， Iの諸性質が Ip,qに遺伝することを利用する．以

下では， I:M(X) x M+(X)→ [O,oo]は積分汎関数， 0< p < 00, 0 < qく 00は定数と

する．

命題 2 積分汎関数Iが強単調（生成的，初等的，弱い意味で摂動的，水平劣切断的，上

縁連続，測度切断的）ならばIp,qも同じ性質をもつ．

この命題 2を用いれば，定理 1-3の応用として， p次モーメントに関する積分収束定理

が直ちに得られる．

定理 4(Fatouのp次測度収束補題） μEM(X), {fn}nEN C F+(x), f E ;=-+(x)で，

fれ ~f とする．積分汎関数 I は弱い意味で摂動的，上縁連続，測度切断的とする．

(1)μ が下から自己連続ならばI(μq,『)さ liminfn→oo I(μq, ft:,). 

(2)μ が有限で上から自己連続ならば

I(閏『） ~l杷隠ff(閏!~)かつ I(国）―,『） ~l杷隠ff(国）―，!~).

定理 5(有界p次測度収束定理） μE Mb(X)は自己連続とする.Un}nEN C F+(x), 

f E F+(X) で， fれ ~f とする．積分汎関数 I は弱い意味で摂動的で，任意の r>O に

対して I(μq,r) < ooとする．

(1) {f n}nEN が一様µ—本質的有界ならば I(µq,fh) → I(μq, 『)．

(2) {f n}nEN が一様 i—本質的有界ならば

I(µq,f~) • I(閏『）かつ I((閏）―，!~)→ I((μq)―,『）．

定理 6(Vitaliのp次測度収束定理） μE  Mb(X)は自己連続とする ・Un}nENC 

戸 (X),f E 戸(X) で， fn~f とする．積分汎関数 I は弱い意味で摂動的，上縁

連続，水平劣切断的で，任意の r>Oに対して I(μq,r) < ooとする．



58

(1) {f n}nENがIに関して一様p乗μq-可積分ならば， fれと fはIに関してp乗μq-可

積分で， I(μq,JK)→ I(μq, f門．

(2) {f n}nEN が I に関して一様 p 乗胆—可積分ならば， fn と f は I に関して p 乗胆—可

積分で， I(胆，fK)→I(胆，『）．

(3) {f n}nENがIに関して一様p乗(μり二可積分ならば， fnとfはIに関して p乗

伺）―-可積分で， I((μqt,fK)→ I((μ 咋，『）．

Sugeno積分は次の正束保存性，すなわち，任意の(μ,f) E M(X) x F+(X)と任意の

定数c>Oに対して，

Su(μ, f八c)= Su(μ, f) /¥ c = Su(μ, f) /¥ Su(μ, c) 

を満たすので，より強力な測度収束定理をもつ．

定理 7(Sugeno積分のp次測度収束定理） μE M(X)は自己連続とする.{f五}nENC 

F+(X), f E デ(X) で， fれ ~f とする．このとき Su(µq,JK)→ Su(μq, JP). さらに，
μ が有限ならば， Su(閏，JK)→Su(閏，『）かつ Su((μqにJK)→Su((μ 灯，『）．

6 自己連続な非加法的測度の例

この小論でも述べてきたように，測度収束する関数列の非線形積分の収束定理は自己連

続な非加法的測度に対して成り立つが，その特性をもつ非加法的測度の例は数多くある．

例 2(自己連続な非加法的測度） 次の非加法的測度μ:A→ [O, oo]はすべて自己連続で
ある．

(1)劣加法的測度，すなわち，任意の A,BEAに対して μ(AUB) ::; μ(A)+μ(B). 

(2)歪測度μ:=0om. ただし， m:A→[O,oo]は有限加法的測度， 0:[O,m(X)]→ 
[O,oo]はr.p(O)= 0を満たす連続かつ原点の近傍で狭義単調増加な関数とする．特に

μ(A) := m(A)2十ぃ可元

は劣加法的でも優加法的でも連続でもない歪測度である．

(3) inf {μ(A): A EA, A =J 0} > 0を満たす非加法的測度．この測度も一般には劣加法

的でも優加法的でも連続でもない．

(4)非加法的測度の応用でよく用いられる次の測度

(a) 入測度： r :=μ(X) ::; ooとおく．定数入 E(-1/r,oo)U{O}が存在して，互い
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に素なA,BEAに対して，

μ(AU B) =μ(A)+μ(B) +入μ(A)μ(B)

を満たす非加法的測度．この入ー測度は，入 >0のとき優モジュラー，入 <0の

とき劣モジュラー，入 =0のときモジュラーとなる．

(b)最大性測度：任意のA,BEAに対して μ(AUB) =μ(A) Vμ(B). 

このとき， hは最小性測度： μ(AnB) =μ(A) I¥μ(B). 

(c) Dubois-Pradeの可能性理論 [3]で用いる可能性測度：任意個の｛ふ}TEI'c2X 

に対してμ(LJTEI'ん） = supTEI'μ(AT). 

このとき， hは必然性測度： μ(nTEI'AT)= infTEI'μ(Aふ

(d) Dempster-Shaferの証拠理論 [16]で用いる妥当性測度： μ(A)= L p(B). 
BnA翡

ただし， p:2X→ [O, 1]はp(r/J)= 0, LAE2x p(A) = lを満たし，基本確率割
当という．

このとき，μは信頼性測度： μ(A)=L p(B). 
BCA 

注意 3 μ が上から（下から）自己連続でも， hは下から（上から）自己連続とは限らない．

実際，可能性測度や妥当性測度は自己連続であるが，その双対測度である必然性測度や信

頼性測度は上からも下からも自己連続でない．この事実は，上記の定理 1-7において，元

の測度μの双対測度hに対する結果は本質的であることを示している．また，この小論の

結果を必ずしも非負とは限らない関数の反対称積分に拡張する際にも必要不可欠である．

7 非加法的 Lorentz空間の完備性

この章ではChoquet積分のp次モーメントの収束定理の応用として， Choquet積分が作

るLorentz空間の完備性を識論する.0 < p < 00, 0 < q :::; 00は定数とする.μE M(X) 

は零加法的，すなわち，任意の A,BEAに対して， μ(B)= 0ならばμ(AUB) =μ(A) 

が成り立つとする．各f豆 (X)に対して，

II !II,,, ,~{ (1=μ({If I" 2: t})''1,, dt) ,;, if q # oc 

supt•µ({IJl2:t})11P ifq=oo 
t>O 

と定め，

Lp,q(μ) := {f E F(X): llfllp,q < oo}, 
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ふ，q(μ):= {f E F(X): llfllp,q = O} 

とおく．このとき，商空間Lp,q(μ) I Np,q (μ)を Lp,q(μ)で表し，非加法的Lorentz空間と
しヽう．

注意 4 μ が零連続，すなわち，任意の単調増加な {Nn}nENCAに対して，すべての

nENでμ(Nn)= 0ならばμ(LJ::;'=1Nn) = 0のときは， llfllp,q= o⇔ f = 0μ-a.e. 

さて， II・llp,qで定まる前距離dp,q(f,g):= Iii -gllp,qは， Choquet積分と Shilkret積

分を用いれば

Ch(μqfp, If -glq)l/q if qヂ00

dp,q(f,g) := { Sh(μ1IP, Iii) if q = CX) 

と表せるので，非線形積分のp次モーメントの収束定理の応用として， Lp,q(μ)の完備性に

関する次の結果が得られる．

定理 8(非加法的Lorentz空間の完備性） μE M(X)とする.0 < p < oo, 0 < qさCX)

は定数とする.μ は下から自己連続かつ下から連続で，さらに擬劣加法的，すなわち，定

数 kミ1が存在して，任意の A,BEAに対して μ(AUB) ::; K(μ(A) +μ(B))とする．

このとき， Lp,q(μ)は擬ノルム II・llp,qに関して完備である．
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