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Resumen

Cuando hablamos en concreto de optimizacién convexa (cuya base tedrica es el andlisis con-
vexo) nos referimos a minimizar funciones convexas reales definidas para una variable con-
tenida dentro de un subconjunto convexo de un espacio afin. Pero con el paso del tiempo se
encontré que muchos problemas de optimizacién convexa no eran diferenciables en el punto
optimo y aqui es donde surge la necesidad e importancia de estudiar Optimizacion Convexa
no Diferenciable ya que debido a ella no solo se desarollé nueva teoria matematica sino que
también las técnicas abarcadas por este campo de estudio son importantes en aplicaciones
de ingenieria, las cuales, también requieren de estudios estadisticos.

Este trabajo inicia haciendo memoria de conocimientos de optimizacién convexa lo cual nos
permite llegar de forma natural a lo que son funciones convexas no diferenciables. Con ello
llegamos finalmente a lo que es un subgradiente y las propiedades de éste, del cual se hace
uso cuando la diferenciabilidad en el sentido clasico falla. En el primer capitulo se estudian
teoremas que brindan condiciones bajo las cuales un problema de optimizacion convexo no
diferenciable pasa a ser diferenciable manteniendo propiedades de convexidad, lo cual facilita
en cierto modo la bisqueda de una soluciéon 6ptima.

Muchos problemas de programaciéon matematica incorporan parametros que se suponen cono-
cidos en el momento de resolver el problema. Sin embargo, si el problema de optimizacién
es un modelo que representa una situacion real, en la que se debe tomar una decision, es
frecuente que se desconozcan los valores de algunos parametros que intervienen en el modelo.
Es aqui donde nos encontramos con lo que es incertidumbre lo cual nos lleva a trabajar con
problemas estocésticos. En el capitulo 2 presentamos la teoria necesaria para convertir un
problema estocastico a uno deterministico por medio de el principio de equivalencia ciertay
de esta forma, encontrar un 6ptimo es menos complicado de lo que era en un inicio.

En muchos problemas, la no diferenciabilidad puede tratarse transformando la parte que
provoca la no diferenciabilidad, pero esto no garantiza que ésta desaparezca del todo, por
lo que pueden emplearse los métodos presentados, los cuales resuelven en cada iteracion un
subproblema diferenciable, siempre teniendo en cuenta que las transformaciones hechas no
son necesariamente tnicas. El contenido del capitulo 3 nos presenta una serie de ejemplos
donde ponemos en evidencia como tratar problemas que atin conservan la no diferenciabilidad
pero sin dejar de lado las propiedades de convexidad, esto combinado con los conocimientos
adquiridos con las propiedades de subgradiente, facilita en gran medida la btisqueda de una
solucién optima.



Los métodos para resolver problemas convexos no diferenciables, varian dependiendo de la
funcion que modele el problema de optimizacién, el capitulo 4 contiene alguno de los algorit-
mos mas conocidos en el area de no diferenciabilidad y las pruebas de convergencia de cada
uno de éstos.

Para finalizar este trabajo el capitulo 5 presenta dos ejemplos los cuales se detallan y se
presentan resultados de estos mismos, para ello se hizo uso de CVX, que es un sistema de
modelado basado en MATLAB para la optimizaciéon convexa.

La investigacion del tema que ha consistido en la bisqueda bibliografica de libros y articulos
en internet, se han seleccionado de acuerdo a los objetivos del trabajo y se presentan en
cada capitulo conteniendo la informacién principal, conceptos, teoremas y demas resultados
importantes, se concluye con la presentacion del documento que se espera sea una base para
posteriores trabajos que profundicen en el estudio de esta area.
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Introduccion

La Matematica, como ciencia, vive y crece con el intercambio de ideas entre los cultivadores
de diferentes areas del conocimiento y el desarrollo del quehacer de la vida del ser humano
y su entorno; y por su puesto alimentada por investigaciones que se desarrollan dia a dia en
distintos espacios de la actividad cientifica (Véase [9])

La programacién lineal fue planteada como un modelo matematico desarrollado durante la
Segunda Guerra Mundial a fin de reducir los costos del ejército y aumentar las pérdidas del
enemigo. Los fundadores de la técnica son George Dantzig, quien publicé el método simplex
en 1947, John Von Neumann, que desarrolld la teoria de la dualidad en el mismo ano y Leonid
Kantorévich, un matematico ruso que utilizé técnicas similares aplicadas a la economia antes
de Dantzig y que gané el premio Nobel en economia en 1975. (Véase [7])

En el area de investigacion operativa la programacion lineal estudia la minimizacién de una
funcién lineal restringida a un conjunto definido por desigualdades lineales. Es una her-
ramienta fundamental gracias a:

e La existencia de algoritmos eficientes de resolucién como el simplex (a pesar de su
complejidad no polinomial).

e La cantidad de problemas que entran dentro de este paradigma.

e La cantidad de problemas que sin ser lineales pueden ser aproximados o resueltos me-
diante sucesiones de éstos.

Sin embargo existen numerosos problemas en los que las herramientas lineales no son sufi-
cientes (Véase [13]) y que dan lugar al estudio de la programacién no lineal. Por ejemplo:

e Problemas de minimos cuadrados originados en la teoria de redes neuronales.

Problemas de diseno estructural (mecénico, eléctrico, espacial).

Problemas de control 6ptimo (lanzamiento cohete-satélite, planeamiento de produccién).

Problemas de control éptimo estocastico (operaciéon de una represa, de una red de
poliductos, portafolio de acciones).

Problemas de ruteo en redes de transporte y telecomunicaciones.
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Las funciones no diferenciables, marcaron un paradigma en la teoria moderna de opti-
mizacion. Se encontré que muchos problemas de optimizacién convexa no eran diferenciables
en el punto éptimo. Asi, un enfoque completamente diferente se desarrolld, en donde fue
concebida la nociéon de subdiferencial.

De esta forma los enfoques modernos de la teoria de optimizacién deben sus origenes al
calculo de variaciones que ha sido estudiado por mas de tres siglos y que también fue crucial
en el desarrollo del anédlisis funcional.

Los métodos computacionales para la optimizacién no diferenciable se desarrollaron en dos
direcciones:

a) La investigacion dirigida a resolver determinados tipos de problemas de minimizacién
con funciones no diferenciables que tienen una estructura especial y que se define de
forma explicita

b) La investigacion sobre la elaboracién de métodos para resolver clases mas generales de
problemas, que no suponen de antemano el conocimiento de la estructura especifica de
la funcién a minimizar pero requieren la evaluacion de la funcién y sus gradientes (o
sus andlogos en el caso no diferenciable) en cualquier punto dado.

Para el primer grupo, se cuenta con numerosos trabajos sobre métodos para resolver proble-
mas de minimizacién. Para el segundo grupo una serie de obras se dedican a la minimizacion
de funciones convexas lineales a trozos. Para la solucién de varios problemas de optimizacion
no diferenciable en los que se dan explicitamente los puntos donde la funcién no es diferencia-
ble (por ejemplo, las funciones con valores absolutos), se han desarrollado técnicas especiales
de suavizado.

En lo que se refiere a métodos generales de optimizacion no diferenciable, se pueden distinguir
dos clases basicas en los cuales se requiere el calculo del subdiferencial.

1. Métodos de gradiente generalizado. Para minimizar funciones diferenciables, se usan
con frecuencia multiples versiones del método de gradiente, que es natural, ya que
la direcciéon negativa del gradiente en un punto dado es una direccién de descenso.
La seleccion de un tamano de paso en la mayoria de estos métodos tiene por objeto
disminuir de manera significativa el valor de la funcién objetivo en cada iteracion.

2. El método de planos de corte para resolver problemas convexos. El de Kelley por
ejemplo se basa en aproximaciones lineales a la grafica de una funciéon convexa por
medio de hiperplanos de soporte; en cada iteracion el método resuelve un problema de
programacion lineal con un nimero creciente de restricciones en cada iteracion.
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Metodologia

A continuacién se describen los aspectos importantes de la metodologia de este trabajo.

1. Tipo de investigacion. Este proyecto es de caracter bibliografico aplicado.

1.1

1.2

Bibliografico:

Se hara una recopilacién de libros impresos, libros obtenidos en internet, tesis
de grado y articulos en linea para contar con el material suficiente que cubra
las necesidades del estudio y las que puedan surgir mas adelante. El objetivo es
compilar de forma coherente la informacién mas 1til y destacada de los resultados
que se aplicaran en el tema en cuestion.

aplicado:

Ya que se pretende estudiar diversas aplicaciones con la la teoria que se presentara
en este texto y en base a ello hacer uso de las herramientas que nos proporcione
ésta para finalmente hacer uso de sofware (MATLAB u Octave) y aplicar ésto a
los problemas que se pretendan estudiar y de esta manera tener una mejor vision
de lo importante que es la optimizacién convexa y los beneficios que nos genera.

2. Forma de trabajo:
Se tendran reuniones periddicas (una é dos veces por semana) con el asesor para tratar
los aspectos de la investigacién tales como analizar y estudiar la teoria, tratar los
diferentes aspectos del trabajo escrito y las presentaciones de avances.

3. Exposiciones.
Se tendran dos exposiciones:

Primera exposicién (ptblica): Presentacion del Perfil del Proyecto de Inves-
tigacién.

Segunda exposicién (publica): Presentacién final del Trabajo de Investigacién:
resumen de resultados y aplicaciones.
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Capitulo 1

Fundamentos de Optimizacion
Convexa

1.1 Conjuntos convexos

A lo largo de este proyecto, R denotara el sistema de nimeros reales y R" es el espacio
euclideo de n—uplas x = (x1, 21, ...,x,). Se trabajard en R™ al menos que se especifique lo
contrario. El producto interno de dos vectores x, x* € R" estd expresado como:

(x,2") = ;2] + ... + 2,

El simbolo A es usado para denotar una matriz con entradas reales de m x n y su correspondi-
ente transformacion lineal x —— Az de R™ a R™. La matriz transpuesta y la correspondiente
transformacién lineal adjunta de R™ a R™ esta denotada por A* de modo que se tiene una
identidad:

(Az,y*) = (x, A"z")
Definicién 1.1. Si x,y son puntos distintos en R™, el conjunto de puntos de la forma:

1-Nz+dy=az+Ay—2), IeR

es llamado linea a través de x e y. Un subconjunto M de R™ es llamado conjunto afin si

(I-=Nzx+XlyeM Ve,ye M INeR

El conjunto vacio () y el espacio R"™ son en si ejemplos extremos de conjuntos afines. La
definicién también incluye el caso cuando M consiste de un tinico punto.

Definicién 1.2. : Un conjunto C' C X se dice convezxo si para todo par de puntos x,y € C
se tiene
[,y ={az+(1—a)y:ae€[0,1]} CC

donde [x,y] es el segmento de recta que une x e y.

1



2 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION CONVEXA

Conjunto convexo Conjunto no convexo

Figura 1.1: Conjunto convexo y no convexo

Definicién 1.3. : La suma vectorial [7]
)\11’1 + /\25(]2 + ...+ /\mxm

es llamada combinacién convexa de 1, %, ..., T, St los coeficientes \; son no negativos

=1

Definicién 1.4. Sea S € R"™ (no necesariamente convexo). Se define la cdpsula convexa
de S de la siguiente manera:

k k
co(S) ={> midilk €N, 21,z €8, M., A ERY DY N =1}
i=1 =1

Es decir, que es el conjunto de todas las posibles combinaciones convexas de puntos de Sy
R* se refiere a los reales positivos incluyendo el cero.

Observacion 1.1. Sean S, Sy C R"™, entonces:
e S Cco(S).
o S es convexo siy solo sico(S) = S.

o 5i S C Sy entonces co(S) C co(Sy)

Proposicién 1.1. co(S) es un conjunto convexo

Demostracion
Sean z,y € co(S), es decir:



1.1. CONJUNTOS CONVEXOS 3

Co(F)

F

Figura 1.2: Cépsula convexa

k m
T = sz‘xi y y= Zﬂiyi (1.1)
=1 =1

donde x1,..., %k, Y1, Ym € S Y V1, ..., Uk, fb1, - - -, fby SO0 ponderadores de las combina-

clones convexas.
k

Sea A € [0, 1] y/\x+()\—1)y:)\2vixi+(1—/\)2uiyi
i=1

i=1

lamando z; = x;, oy = Avy, Vi =1,... kY 2k = Ui, i = (1 = Ny Vi =1,...,m se tiene
k4+m

que Az + (1 = Ny = Z Q;z; con

i=1

Z€S, o e01], Vi=1..k+my » =1

i=1
Luego, por la definicién (1.2) se tiene que Az + (1 — A)y € co(S) es convexo.

O

Proposicién 1.2. El conjunto co(S) es el convero mds pequerio (en el sentido de la in-
clusion) que contiene a S, es decir, co(S) = (J{C C R"|C convexo, S C C'}

Demostracion
Sea z € ([{C C R"|C convexo, S C C}. Entonces x € C, VC convexo, tal que S C C. Luego
x € co(S), que es un convexo particular que contiene a .

Sean ahora, z € co(S) y C un convexo cualquiera que contiene a S. Entonces, co(S) C
co(C) = C, por lo tanto, x € C. Luego, z € ({C C R"|C convexo, S C C'}.



4 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION CONVEXA

Figura 1.3: Politopo y simplex

OJ

Proposicion 1.3. La cdpsula convexa de un conjunto C' C X, no vacio, es el conjunto de
todas las combinaciones convezras de elementos de C'.

También podemos definir la cdpsula afin de C' como la coleccién de todas las combinaciones
afines de puntos en C' Esta es la dimensién afin més pequena de un sub espacio que contiene
a C'. Por ejemplo: la capsula convexa afin de dos puntos distintos es una recta unidimensional
conteniendo estos dos puntos. Similarmente, la cdpsula lineal de C' es la coleccién de todas
las combinaciones lineales de puntos en C' [2].

Definicién 1.5. :

e La cdpsula convexa de un numero finito de puntos x1,xs,..., T € K es llamada
politopo.

o Sixy,To, ..., T Y Tpr1 Son afinmente independientes, es decir que To—T1, T3—X1, ..., Tpi1—
x1 son linealmente independientes, entonces la co(xq,xa, ..., Tk11) es llamada un sim-
plex con vértices x1,xa, ..., Tpi1

La Figura 1.3 nos muestra un ejemplo de un politopo y un simplex en R™. Note que el
nimero maximo de vectores linealmente independientes en R™ es n y por lo tanto no podria
haber ningiin simplex en R" teniendo méas de n + 1 vértices.

Teorema de Caratheodory [2]

Por definicién, un punto en el conjunto de una capsula convexa puede ser representado como
una combinacion convexa de un ntmero finito de puntos en el conjunto. El siguiente teorema
muestra que cualquier punto x en la capsula convexa de un conjunto C' puede ser representado
como una combinacién de a lo sumo n + 1 puntos en C. El teorema es trivialmente cierto
para x € C.



1.1. CONJUNTOS CONVEXOS 5

Teorema 1.1. : Sea C' un conjunto arbitrario en R". Six € Co(C), x € Co(xy,...,Tpi1)
donde z; € C, para j = 1,...,n+ 1. En otras palabras x se puede representar como:
n+1
x:Z/\jxj; r;e€Coparaj=1,...,n+1
j=1
n+1

Z)\jzl; Ajz0paraj=1,...,n+1

Demostracion [2]
Como z € co(S), = = Z Ajxzj, donde A > Oparaj=1,....k ze€ Sy Z?Zl)\j = 1. Si

k <n+1 el resultado es ev1dente

Procederemos por contradiccién.

Con este fin, note que xy — x1, T3 — 21, ..., T — x1 son linealmente independientes, entonces
existen escalares jio, i3, . . ., i 10 todos cero tal que Z?:g pi(x; — 1) = 0.
Haciendo p; = — Z?:z 1 se sigue que Zle wiz; = 0, por lo que Zle p; = 0 donde no

todos los p; son iguales a cero. Note que al menos uno de los p; es mayor que cero. Entonces:

m—z/\ x]—I—O—Z/\ xj — az,ujm]—z (Aj — ),
7=1

para cualquier o € R. Ahora, escogemos a como sigue:

Y Ai
a=min § —=| pu; >0, =—
I<i<k | 1y i
para algin i € {1,...,k}

AN
i —ap; >0, ysi =2 > “ay por lo tanto A\; — ap; > 0. En

?

Note que o > 0. Si p; <0, A
j %
otras palabras, A —au; > 0 Vj =1,..., k. En particular \; — ay,; = 0 por la definicién de a.

Por lo tanto

—apj)x;, donde N\; —ap; >0, j=1,...k,

Mw

j=1

k
Z —apj) =1, yademds \; —au; = 0.

J=1
Es decir que se ha presentado x como combinacion convexa de a lo sumo k — 1 puntos de S.
Este proceso se puede repetir hasta que x sea representado como una combinacién convexa
de maximo n + 1 puntos de S.

0
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1.1.1 Propiedades topoldgicas de los conjuntos convexos

A continuacién desarrollaremos algunas propiedades topoldgicas para conjuntos convexos [2].
Como un preliminar a esta parte tendremos que dado un punto x € R™ un e-vecindario
alrededor del conjunto es N.(x) = {y :|| y — x ||< €}. Primero revisaremos las definiciones
de: clausura, interior y frontera de un conjunto arbitrario en R"™, usando el concepto de
e—vecindario.

Definicién 1.6. : Sea S un conjunto arbitrario en R™.

e Clausura: Se dice que un punto v € R" esti en la clausura de S si
Ve>0, SNNA(x)#£0D

e Interior:Un punto x se dice que estd en el interior de S s
Je > 0 tal que N.(z) C S.

e Frontera: Un punto x se dice que estd en la frontera si Ve > 0 se tienen que

N(z)NS#0 y No(x)NS #0D

e Acumulaciéon: Un  punto es de  acumulacion de S st
Ve >0 se tiene que (N.(z) —{z}) NS #0

Notacion:

e Denotaremos por S a la clausura del conjunto S. Ademds se tiene que S es cerrado si

S=25.
e Denotaremos por S al interior del conjunto S y éste es abierto cuando S=5
e Denotaremos por fr(S) a la frontera del conjunto S.

e Denotaremos por S’ al conjunto de puntos de acumulacién de S

Finalmente, un conjunto es acotado si puede ser contenido en una bola de radio suficiente-
mente grande. Un conjunto es compacto si es cerrado y acotado. Note que el complememeto
de un conjunto abierto es un conjunto cerrado (y viceversa) y que los puntos de acumulacién
de cualquier conjunto y su complemento son el mismo.

una manera un poco mas facil de asimilar éstas definiciones es de forma grafica considerando
S = {(z,y) : 2* + y*> < 1}, este conjunto representa todos los puntos dentro del circulo con
centro C'(0,0) y radio r = 1. (Véase 1.4)

Fécilmente se puede verificar que S es cerrado, es decir, S = S.

@demés S consiste en todos los puntos que estan estrictamente dentro del circulo, esto es,
S={(x,y): 2> +y* < 1}.

Finalmente, S’ consiste de los puntos en el circulo, esto es, S' = {(x,y) : %> +y*> = 1}.
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(a) Cerradura S (b) Interior S (c) Acumulacién S’

Figura 1.4: Topologia del conjunto S = {(z,y) : 2> +y* < 1}

Caracterizaciones de conjuntos

e Un conjunto S es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos de acumulacion, es decir

S'cS.
e S=S5UJY es el cerrado més pequeiio que contiene al conjunto S.
e Un conjunto S es abierto si y solo si éste no contiene ninguno de sus puntos frontera,

mas precisamente S’ NS = ().

S C S, por la tanto, tenemos que S = S — S’ mientras que necesariamente S’ #5— S.

Un conjunto puede ser ni abierto ni cerrado, los inicos conjuntos que son abiertos y cerrados
a la vez son el conjunto vacio (f)) y el mismo R™. También consideremos que cualquier punto
x € S puede ser un punto interior o frontera S. Sin embargo S # SuUs , es decir que S no
necesita contener sus puntos frontera.

Existe otra definicién equivalente de conjunto cerrado, desde el punto de vista que es un
conjunto cerrado.

Esta definicién esta basada en las sucesiones de puntos contenidos en S.

Un conjunto es cerrado si y solo si para cualquier sucesién convergente de puntos {xy }reny € S
con punto limite 7, tenemos que T € S.

La equivalencia de ésta y la definicion previa de cerradura es facilmente de ver ya que el punto
limite @ de cualquier sucesion convergente de puntos en S debe encontrarse en el interior o
en la frontera de S, de lo contrario deberia existir un e > 0 tal que {z :|| 2 —Z ||[<e}NS =10
contradiciendo que T es el punto limite de una sucesién contenida en S.
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Segmento de linea entre puntos del interior y cerradura de un conjunto [2]

Dado un conjunto convexo con interior no vacio, el segmento de linea (excluyendo los pun-
tos finales) que une un punto del interior del conjunto con un punto de la clausura de este
pertenece al interior del conjunto. Este resultado se muestra a continuacion.

Teorema 1.2. Sea S un conjunto convexo en R™ con interior no vacio. Sea x1 € S Y
xo € S. Entonces Ax1 + (1 —XNza €S ¥V Ae (0,1)

Demostracion:
Como z9 € S existe un € > 0 tal que {z:|| z —zy ||[< e} € S. Sea y tal que

y=Ar1+ (1 =Nz, A€ (0,1) (1.2)

Para probar que y € S es suficiente construir un vecindario sobre y que también pertenece a
S. En particular mostraremos que {z :|| z—y ||[< (1 = A)e}. Sea z tal que || z—y [|[< (1 = A)e
(véase 1.2), ahora bien, como z; € S

{a::Hx—:Ul l|< <1_)\>€_>\“Z_yH}ﬂS

es no vacio, en particular, existe z; € S tal que

A—Ne—llz-yl

Iz = ll< N (1.3)
Ahora, sea zp = 2’1—_/\;1 de (1.2), la desigualdad de Schwartz y (1.3) tenemos:
R e B e
= ﬁl!(z —y) + (21 — Azy)||
S %(II =yl 4Nz — 2 ||)
< €

Por lo tanto, z; € S. Dada la definicién de z; notemos que z = Az; + (1 — A)zq, como 27 y
z5 pertenecen a S, entonces z también pertenece a S. Hemos mostrado que para cualquier z
con || z —y ||< (1 — X)e pertenece a S. Por lo tanto y € S.

Corolario 1.1. Sea S un conjunto convexo. Entonces S es convexo.

Demostracion
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Sean z,y € Syt € [0, 1]. Entonces existen A, > 0 tales que B(z,A\) C S'y B(y,u) C S. No
es dificil ver que B((1 —t)z +ty, (1 —t)A + tu) C 5, usando la convexidad de S, lo que nos
dice que (1 —t)z +ty € Sy con esto hemos probado que S es convexo.

O

Corolario 1.2. Sea S un conjunto convexo con interior no vacio. Entonces S es convexa.

Demostracion
Asumiendo que S # ). Sea x1, x5 € S, por Teorema 1.2 tenemos que

Ay +(1=Nzel8 VAe(0,1), ze 8
Sea p € (0,1) fijo. Por Teorema 1.2:
pzy 4+ (L= Az + (1 =Nzl e S S Ve (0,1)

Si tomamos el limite cuando A se aproxima 1 se tiene que: px; + (1 — p)zy € S.

O
Corolario 1.3. Sea S un conjunto convexro con interior no vacio. Entonces @ =5.
Demostracion B ) )
Claramente (S) C S. Sea x € S escogemos y € S (asumiendo que S # ) ). Entonces:
A+ (1—=NyeS Ve (0,1)
Haciendo A — 17 se sigue que x € @
O

Corolario 1.4. Sea S un conjunto convexo con interior no vacio. Entonces (S) =5

Demostracion: N )
Note que S C (S). Sea z; € (S), necesitamos mostrar que x € S. Existe un € > 0 tal que
| vy — x1 ||< € implica que y € S. Ahora, sea x1 # 1o € S y sea y = (1 + §)x; — dxa, donde
€ € —
§=-———— Como ||y —z ||= =, y€S. Pero Ay + (1 — Nz, donde
2 || 1 — T2 || 2

1
A=——¢€(0,1
1+5€(’)

Comoy €Sy € S entonces por Teorema 1.2, x; € S.
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(a) S es no cerrado (b) f discontinua (¢) f no acotada

Figura 1.5: Inexistencia de solucién de minimizacion [2]

1.1.2 Teorema de Weierstrass

Un resultado muy importante y ampliamente utilizado se basa en los conceptos anteriores.
Este resultado relaciona la existencia de una solucion de minimizacion para un problema de
optimizacion [2].

e Podemos decir que T es una solucién de minimizacién al problema min{ f(z)|z € S},
siempre que T € Sy f(7) < f(z) Ya € S. En tal caso, decimos que existe un minimo.

e Por otra parte, decimos que o = inf{f(z)|z € S} si a es la mayor de las cotas
inferiores de f en S; estos es: a < f(x) Vo € S, es decir que no hay @ > « tal
que @ < f(z) Yo € S.

e Similarmente, o = max{f(x)|z € S} si existe una solucién = € S tal que a = f(7) >
f(z) Va € S.

e Por otro lado, v = sup{ f(z)|x € S} si « es la menor de las cotas superiores de f en S;
esto es a > f(r) Yo € S, y no hay otro @ < a tal que @ > f(z) Vax € S

En la Figura (1.5) se ilustran tres momentos en los que el minimo no existe.

En la Figura (1.5a) el infimo de de f sobre (a,b) estd dado por f(b) pero como S no es
cerrado y en particular b ¢ S el inimo no existe.

En la Figura (1.5b) tenemos que inf{f(x)| = € [a, b]} esta dado por el limite de f(z) cuando
x tiende a b por la izquierda. ( liril_ f(x)). Como f es discontinua en b no existe una solucién
de minimizacién. o

La figura (1.5¢) ilustra cuando f no es acotada sobre un conjunto S = {z : = > a}

Ahora probaremos formalmente este resultado cuando S es no vacié, cerrado y acotado, f
continua en S, con éstas condiciones el minimo, a diferencia de las situaciones en la Figura
1.5, si existe.

Teorema 1.3. Sea S un conjunto no vacio, compacto y sea f — R continua en S entonces
el problema min{f(x) : x € S} alcanza su minimo; esto es, existe una solucion de mini-
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mizacion para este problema.
Demostracion:

Como f es continua en Sy S es cerrado y acotado, f también estd acotada (recordar que f
es continua), como S # (), existe una cota inferior (la méds grande) o = inf{f(z) : = € S}.
Ahora, sea 0 < € < 1 y consideremos el conjunto Sy, = {xr € S: a < f(r) < a+&f} Vk =
1, 2,.... Por la definicién de infimo se tiene que S, # 0 Vk, entonces, podemos construir
una sucesién de puntos {z;} C S seleccionando un punto x; € S, Vk =1, 2,... Como S es
acotado, existe una subsucesién convergente {x}x — T indexada por el conjunto K. Por la
cerradura de S tenemos Z € S; y por la continuidad f se tiene que como o < f(z) < a+ef Vk
tenemos que:

o= lim_ f(z) = f(@)

k—o0; keK

Por lo tanto, hemos demostrado que existe una solucién T € S tal que f(T) = a =
inf{f(x)| z € S}, entonces T es una solucién de minimizacién.

Separacién y soporte de conjuntos

Las nociones de hiperplano soporte y separacién de conjuntos convexos son muy importantes
en optimizacion. Casi todas las condiciones de optimalidad y dualidad se relacionan con
algin tipo de separacién o soporte de conjuntos convexos [2]. Los resultados que veremos a
continuacion estan basados en el siguiente hecho geométrico: Dado un conjunto cerrado S
y un punto y € S existe un tnico punto T ¢ S con con una distancia minima desde y y un
hiperplano que separa a y y S.

Distancia minima de un punto a un conjunto convexo [2]

Para establecer el importante resultado anterior seguiremos la ley del paralelogramo.
Sean a y b dos vectores en R™. Entonces:

fa+bl® = [[al®+Ib]*+2a'
fa=b]? = [lal?>+[0]*—2a'
Sumando ambas se tiene:
fa+b[P+la=bP=2]al*+2] 0]

Este resultado se ilustra en la Figura (1.6) y puede ser representado de la siguiente manera:
La suma de las normas al cuadrado de las diagonales de un paralelogramo es igual al doble
de la suma de sus normas al cuadrado.

De la teoria basica de geometria en espacios vectoriales normados se tiene que un hiperplano
cerrado H en X puede ser representado por: [7]
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Figura 1.6: Ley del paralelogramo

Definicién 1.7. Sean a € R", a € R fijos. Se llama hiperplano al conjunto
H={rcR"/a"z =a}

Un hiperplano H define dos semiespacios:
H ={reR"/a"z < a}

HY ={x eR"/a’z > a}

Cabe destacar que la unién de estos semiespacios da como resultado todo el espacio en el
cual se esta trabajando y la interseccion de éstos nos da como resultado el hiperplano bajo
el cual estdn definidos (Véase 1.7)

H+

Figura 1.7: Hiperplanos definidos por H
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H=/{z] p'z=a}

Figura 1.8: H es el hiperplano separador entre S e y.

13

Teorema 1.4. Hahn-Banach Sea S un convero cerrado no vacio, y ¢ S. Entonces existen

p€eR" p#0, a€R, tales que

Py > «
ple < o, VzeSs

Demostracion
SeaT € S tal que (y — 7, z —7) <0, Ve € S.
Seanp=y—7#0y a=(p, T). tenemos que

(p,xr—T) <0, Ve e S

Por lo tanto

(p, z) <(p,T) =aVres

Por otro lado

(1.4)

pr-—T) =P r—y+y—-1) =P, r—y)+{@y—17) =, x—y) +pl> <0, Vze S

lo que implica que

(p. ) +|Ipl* < (p, y), Yo € S
Como ||p||* # 0, se tiene que

(p, z) < (p,y), Yz € S

(1.5)

Por (1.4), se tiene que (p, ) < a Va € Sy por (1.5), se tiene que a < (p, y), lo que concluye

la demostracién.

O
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m Hy

Figura 1.9: H; y H, son dos hiperplanos soporte en el punto w

El teorema anterior introduce la nocién de hiperplano separador (Ver Figura 1.8)

Definicién 1.8. Sea S un convexo cerrado no vacio. Un hiperplano soporte de S es un
hiperplano H tal que HNS #D y {SCHT vV SCH}

Para asimilar ésta definicién presentamos la Figura (1.9)
El siguiente teorema nos permitira deducir una caracterizacién para un conjunto convexo no
vacio cualquiera (Ver [11]).

Teorema 1.5. Sea S C R"™ un conjunto convexo y sea T un punto en la frontera de S. FEn-
tonces S tiene un hiperplano soporte en T.

Separacion de dos conjuntos converos

Hasta ahora hemos discutido la separacion de un conjunto convexo con un punto que no
pertenece a este conjunto y hemos discutido el soporte de conjuntos convexos en puntos
frontera. Ademas, si tenemos dos conjuntos convexos disjuntos, ellos pueden ser separados
por un hiperplano H tal que uno de estos conjuntos pertenece a H™ y el otro pertenece al
conjunto H~. En efecto, este resultado resulta cierto, incluso si estos dos conjuntos tienen
algunos puntos en comun siempre y cuando el interior de éstos sea disjunto. Este resultado
se hace preciso por el siguiente teorema.

Teorema 1.6. Sea S1, Sy dos conjuntos convexos no vacios de R™ y suponga que Sy () Se = 0.
Entonces, existe un hiperplano que separa Sy y S, es decir, que existe un vector no nulo
p € R" tal que

inf{p'x| x € S;} > sup{p'x| x € Sy}

Demostracion ([2] y [11])
Sea S = 5108, = {1 —x3] ©1 € 51y z2 € S3}. Note que S es un conjunto convexo. Ademas
0 € S porque de lo contrario S (] Sz seria no vacio por Teorema 1.5 y Teorema 1.4 existe un
vector no nulo p € R"™ tal que
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plr >0 Vrels

de donde se concluye

pt(l'g — iL‘l) § 0 Va:l < Sl, To € SQ

1.2 Funciones convexas

Funciones convexas y concavas tienen muchas propiedades importantes y especiales. Por
ejemplo: cualquier minimo local de una funcién convexa sobre un conjunto convexo es
también un minimo global. A continuaciéon introduciremos temas importantes de funciones
convexas y desarrollaremos algunas de sus propiedades [2].

Definicién 1.9. Sea f: S +—— R, donde S es un conjunto convexo no vacio de R".

e La funcion S se dice que es convexa en S si:
Sz + (1= Naz) < Af(21) + (1= A) f(z2)
para cada x1,x9 € S y para cada X € (0,1).

e La funcion [ es estrictamente convexa en S si la desigualdad es estricta:
fQOzr 4+ (1= Nzg) < Af(21) + (1= A) f(x2)
para cada x1,x2 € S y para cada X € (0,1).

e La funcion f es llamada céncava (estrictamente concava) en S si —f es convexa
(estrictamente convera) en S.

Sean x1 y w2 dos puntos en el dominio de f. Entonces una funcién f es convexa, si el segmento
de recta que une dos puntos (xy, f(x1)) v (22, f(z2)) del grafico de f estd por encima de la
grafica de la funcién de f (Ver [9]), como lo muestra la Figura(1.10).

Los siguientes son algunos ejemplos de funciones convexas [2].

ro
—
—~
=
Il
£l
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JQzy + (1= A)zo)

Z1 Azy+ (1 — AN Z2

Figura 1.10: Interpretacién geométrica de funcién convexa en R [9]

5. f(l'l,xg) = 213% + 2I% — 2%11’2

6. f(x1, 79, 23) = x] + 23 + 323 — 4z — dwo73

Note que en cada uno de los ejemplos las funciones son convexas sobre R". Excepto para el
ejemplo 4, la funcién no esta definida para x < 0. Se pueden construir ejemplos de funciones
que son convexas en una regién pero no sobre todo R”™. Por ejemplo f(x) = 23 no es convexa

sobre R, pero es convexa sobre S = {z : = > 0}.

De ahora en adelante nos concentraremos en funciones convexas, pues el resultado para fun-
ciones concavas puede ser obtenido facilmente notando que f es concava si y sélo si —f es
convexa.

Un conjunto asociado a una funcién convexa f es S, = {x € S : f(z) < a}, a € R,
usualmente referido como conjunto de nivel (Ver [2]). A veces este conjunto es llamado un
conjunto subnivel, para diferenciarlo del conjunto supernivel {z € S : f(x) > a}. Note que
éstos tienen propiedades a las de una funcién céncava.

Teorema 1.7. Sea S un conjunto convexo no vacio en R™ y sea f : S —— R una funcion
convexa. Entonces el conjunto de nivel S, = {x € S : f(x) < a}; a € R, es un conjunto
convezro.

Demostracion:

Sean xy,xs € S,. Entonces z1,20 € Sy f(z1) < ay f(za) < a. Ahora, sea A € (0,1) y
r = Ar; + (1 — N)zy. Por la convexidad de S se tiene que x € S, por otro lado, dada la
convexidad de f se tiene:
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Sa

Figura 1.11: Conjunto de nivel de una variable

F(2) < Af(m) + (1= N f(a2) < Aa(l = Na = a

Por lo tanto, x € S, y por consiguiente, S, es convexo.

Continuidad de funciones convexas [2]

Una propiedad importante de funciones convexas y concavas es que son continuas en el inte-
rior de su dominio.

Teorema 1.8. Sea S un conjunto convexo no vacio en R™ y sea f : S +—— R™ una funcion
convexa. Entonces f es continua en el interior de S.

Demostracion:
Sea ¥ € S. Para probar la continuidad de f en , es necesario mostrar que dado € > 0 existe

un § >0 tal que ||z =T [|[< 0= |f(z) - f(T)] <e

Sea entonces ¢ > 0. Dado que T € S I > 0 tal que B(z,n) C S

Claramente T + ne; € S con e; vector candnico. Luego, es claro que

1 1
T = 5@4'7761‘) + 5(5_ nei)

= f@) = SGE+ne) + 5@~ ne)

N

1 1
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de donde

0 < %f(f+nel-)+%f(f—n€¢)—f(f)

= I ne) + i ne) - 31(E) ~ 2 7(@)
- %[f(f +ne;) — f(@)] + %[f(f —nei) — f(T)] es decir
0 < %[f(f +ne;) — f(Z)] + %[f(f —ne;) — f(T)]

De aqui se desprende que Vi f(T + ne;) — f(T) v f(T — ne;) — f(T) no pueden ser si-
multaneamente negativos.

Sea k = max{f(Z £ne;) — f(T)| Vi=1,...,n} = 0 < k < 0o y definimos 5:min{%,5—2}
nk’n
Sean o; > 0 Vi=1,...,n tales que: :L‘—E:Zaidi
i=1
ne; si r—x >0

—ne; st x—x<0

Luego:

n
le—7|* = [ adill”
i=1
n n
i=1 j=1

n
= > aflld|]?
=1
n
Y
i=1

52

N

82

' 973 k2} lo que implica en particular que
n

Asi se tiene que E af < — = min{—
, n n
1=1

1 ¢
i <min{—, —} Vi=1,...,
@ mm{n nk} i n
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= f(z) = flr—T+7)

n

i=1

= A3 nadi +7)

=1

"1
Z —f(nayd; + T)
=1

/A

"1
= E —f(noyd; + T + na;T — noyT)
n
=1

— %Zf((l —noy)T + noy(T + d;))

=1

N

%Z[(l —na;) f(T) + no, f(T + d;)]

= flz)+ Z%’[f(f‘*‘ d;) — [()]
i=1
Luego (de la definicién de k y por la cota establecida para «;)

f@) = 1@ < Y alf@+d) @)

< k‘i@i
i—1

< ¢

Para terminar falta probar que f(Z) + f(z) < ¢

Sea y = 2T — z. Notemos que ||y — Z|| = ||7 — z|| < 9, luego f(y) — f(T) < e.
Pero f(T) = f(%y + %CE) < %f(y) + %f(ac) implica que

1. < 1 V] < 1

L@ - f@) < 510 - F@] < i
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Luego |f(x) — f(7)| < e y se tiene el resultado.

Note que las funciones convexas y concavas pueden no ser continuas en todo lugar. Sin
embargo, por el Teorema (1.8), los puntos de discontuindad solo son permitidos en la frontera
de S, como se ilustra en la siguiente funcién convexa definida en S ={z: —1 <z < 1}

x? para |z <1
f(:}:)—{ 2 para |z|=1

1.3 Funciones convexas no diferenciables

Las causas de no diferenciabilidad de un problema de optimizacion son diversas, sin embargo,
con un fin explicativo se pueden agrupar en dos: [3]

e La no diferenciabilidad de las funciones del problema, aunque las variables sean con-
tinuas.

e La no continuidad de las variables del mismo, aunque las funciones pudieran ser difer-
enciables en un conjunto méas amplio de puntos que el conjunto solucion del problema.
Se entiende por no continuidad de las variables el hecho de que alguna de ellas sélo
pueda tomar valores enteros, o que sea continua por tramos o que sea semicontinua.

1.3.1 Subgradiente

Las funciones convexas poseen algunas propiedades usuales de diferenciabilidad, y una de
ellas es la existencia de la derivada direccional lateral (derecha e izquierda) en toda direccién
en un punto interior de su dominio. Asi como en el caso usual de la derivada direccional
de una funcion diferenciable puede ser escrita en términos del vector gradiente, que esta
asociado con un hiperplano tangente al grafico de la funcién, la derivada lateral derecha
de una funcién convexa, no necesariamente diferenciable puede ser escrita en términos de
vectores subgradientes que estan asociados con hiperplanos soportes al epigrafo de la funcion.
En lo sucesivo nos referiremos a la derivada direccional derecha como derivada direccional

[14].

Definicién 1.10. Sean f : R" — R, x € R"™; la derivada direccional de f en x con respecto
ay es definida como el siguiente limite:

f/<.%'> — lim f(l‘ + ty) — f<I>

t—0t t

st este limite existe.
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epi(f)

dom(f)

Figura 1.12: Epigrafo de una funcién f en R [12]

Hipégrafo y epigrafo de una funcion

Una funcién f en S puede ser completamente descrita por el conjunto {(z, f(z))|x € S} C
R"*!, denominado grafo de la funcién. Se puede construir uno de dos conjuntos que estan
relacionados al grafo de la funcién f : el epigrafo y el hipdgrafo de f.

Definicién 1.11. Sea S un conjunto no vacio en R", y sea f : S — R. El epigrafo de f
denotado por epi(f), es un subconjunto de R definido por:

{(z.y)lze S yeR, y=f(r)}

El hipégrafo de f denotado por hyp(f) es un subconjunto de R™* definido por:

{(z.y)lve S yeR, y< fla)}

Teorema 1.9. Sea S un conjunto convexo no vacio en R™, y sea f : S —> R. Entonces f
es convezxa si y solo si el epi(f) es un conjunto convexo.

Demostracion [11]
”=" Sea f convexa. Sean (z,«a), (y,[) € epi(f), A € [0, 1]. Entonces por convexidad

M, o) + (1= Ny, 8) = a + (1 — Ny, da+ (1 —N)B) € S xR

Como f es convexa, entonces

fOAz+ (1 =Ny < Af(x) + (1 =N f(y) < Aa+ (1=XN)p
Puesto que f(z) < ay f(y) < B. Luego

A, A) + (1= N)(y, B) € epi(f)

Por lo tanto epi(f) es convexo.
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2 ¢77
Sea ahora epi(f) un conjunto convexo. Claramente se tiene que (z, f(x)), (y, f(y)) € epi(f)
y por lo tanto, para A € [0, 1] se tiene:

Az, f(z)) + (1 =Ny, f(y)) € epi(f)

es decir

Az + (1= XNy, Af(z)+ (1 =N f(y)) € epi(f)
de donde se concluye que f es convexa.

Definicién 1.12. Sean f : R" — R, xq € R™ Un vector s € R" tal que:

f(z) = f(zo) + (s,x — o), Vo €R"

es llamado un subgradiente de f en xg.

El conjunto de subgradientes de una funcion f en el punto xqy es llamado subdiferencial de f
en xy y se denota por Of(xo). [1/]

Ejemplo 1.1. Sea f(x) = min{fi(x), f2(x)}, donde f1 y fo son definidas como sigue:

fi(z) = 4 —|z|, reR
fr)= 4-(z-2) zeR

Como fi(z) < fo(x) para 1 < x < 4, f puede ser representada de la siguiente forma:

4— x| si 1<zx<4
fla) =
4 — (x —2)* en otro caso
En la Figura 1.13 se muestra la funcién céncava f. Note que & = —1 es la pendiente y por
lo tanto el subgradiente de f en cualquier punto x en el intervalo abierto (1,4). Siz < 1o
x >4, & = —2(x —2) es el inico subgradiente de f. En los puntos x = 1 y x = 4, los subgra-
dientes no son tnicos porque muchos hiperplanos soportes existen. En x = 1, la familia de
subgradientes esté caracterizada por AV f1(1) + (1 — M)A fa(1) = A(—=1) + (1 = A)(2) =2 -3\
para A € [0, 1]. En otras palabras, cualquier £ en el intervalo [—1, 2] es un subgradiente de f
en r = 1, y éstos corresponden a las pendientes de la familia de hiperplanos soporte de f en
x = 1. En z = 4, la familia de subgradientes esté caracterizada por AV f;(4)+(1=A\)V fo(4) =
AM—=1)4+ (1 =X)(—4) = =4+ 3\ para A € [0, 1]. En otras palabras, cualquier £ en el intervalo
[—4, —1] es un subgradiente de f en z =4
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f2
N

_-— = - = = = = = =

AN

Figura 1.13: figura del ejemplo de subgradiente [2]

y = f(21) + (2,2 — 1)

y = f(zo) +H(s0, 7 — z0)

y = flah) + (élhx — )

x) / T

Figura 1.14: Interpretacién geométrica del subgradiente en R [14]

Definicion 1.13. Si 0f(xg) # () entonces diremos que f es subdiferenciable en x.

Geométricamente, s € R™ es un subgradiente de la funcién convexa f en xq si el grafo de f en
R"™! esta por encima del grafico del hiperplano y = f(x) + (s,x — zg). Como (¢, f(xo)) estd
en el hiperplano, este hiperplano constituye un hiperplano soporte a epi(f) en (zo, f(zo)).
Esto es, la existencia de un vector subgradiente establece la existencia de un hiperplano
soporte no vertical a epi(f) en (xo, f(xo)).

El siguiente teorema muestra que cada funciéon convexa o concava tiene al menos un subgra-
diente en el interior de su dominio. La prueba se basa en el hecho que un conjunto convexo
tiene un hiperplano soporte en sus puntos limite.

Teorema 1.10. Sea S un conjunto no vacio en R™, y sea f : S —— R conveza. Entonces,
para T € S, existe un vector & tal que el hiperplano

H={(z.y):y=fT+(-7))}
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es soporte para epi(f) en [T, f(T)]. En particular,

fl@) > f@) +&(z—7) Ve el

estos es: £ es un subgradiente de f en T

Demostracion
Por Teorema (1.9), epi(f) es convexo. Note que (T, f(T)) pertenece a la frontera del epi(f),
por el Teorema (1.5) existe un vector no nulo (&, 1) € R™ x R tal que

&z —7) + ply — f(@)] <0 Y(z,y) € epi(f) (1.6)

Note que i no es positivo, porque de otra manera, la desigualdad (1.6) sera contradictoria al
elegir y suficientemente grande.

Ahora mostraremos por contradiccion que p < 0. Suponga que p = 0, entonces &z —7) <
0Vx € S. Como x € S existe A > 0 tal que T+ A\, € S y por lo tanto \{& < 0. Esto
implica que & = 0y (&0, 1) = 0, contradiciendo el hecho que (&, i) es un vector no nulo. Por

Iul
§(x—7) —y+ f(T) <0 V(z,y) € epi(f) (L.7)

En particular, el hiperplano H = {(z,y)|y = f(ZT) + £ (z — T)} es soporte de epi(f) en
(7, f(Z)). Haciendo y = f(T) en (1.7) se obtiene f(x) > f(T) + &'(x — ) VY € S.

lo tanto, p < 0. Denotando = por & y dividiendo la desigualdad (1.6) por || tenemos:

OJ

El siguiente teorema establece que toda funcién convexa es subdiferenciable en el interior de
su dominio [14].

Teorema 1.11. Sea f una funcidn conveza definida en un convezo S, entonces en cada punto
zg € S se tiene que Of(xq) # 0.

Demostracion
El punto(zo, f(x¢)) es un punto frontera de epi(f) y como epi( f) es convexo, podemos aplicar
el Teorema (1.5) tomando S = epi(f), entonces existe un vector no nulo (a, 3) € R" x R tal

que
<(a’6>’ (ZE,y)> < <(a’ﬁ>7 (xva(xU)»

Para todo (x,y) € epi(f), esta relacién es equivalente a:

(a,7)By < (a,v0) + Bf (o). (1.8)

como el lado derecho es independiente de y y y > f(z), para todo = € S, si § > 0, el lado
izquierdo se puede hacer tan grande como se quiera haciendo variar g, lo cual es una con-
tradiccién, por lo tanto, § < 0.
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Si B = 0 entonces a # 0 luego, para todo x € S se tiene:

(r,a) < (xg,a)

Como z € S entonces existe ¢ > 0 tal que x1 = xg + ac € S, tomando x = x; en la ultima
desigualdad obtenemos: e(a,a) < 0 lo cual es absurdo. Luego 8 < 0, dividiendo ambos
miembros de (1.8) por 5y tomando y = f(z) obtenemos:

Fla) = flwo) + <—%x - x0> Vo € S (1.9)

a
asi —— € df(xg), esto concluye la prueba.

1.3.2 Funciones convexas diferenciables

Definicién 1.14. [2] Sea S un conjunto no vacio en R", y sea f: S —— R. Entonces [ se
dice que es diferenciable en T € S si existe un vector V f(T), llamado vector gradiente; y una
funcion a : R" — R tal que:

flx)=f@ +Vf@(@-2)+||z—-7| a@,z—7) Vz €S

donde lim o(Z,z —7) = 0.

Tr—T
La funcion f se dice que es diferenciable en S’ C S si ésta es diferenciable en cada punto de
S’. Esta representacion de f es llamada expansidn (serie de Taylor) de primer orden de f en
el punto 7.
Note que si f es diferenciable en 7, solo podria haber un vector gradiente el cual esta dado
por:

viw = (B2 ) = (@) o)

dénde f;(T) = 1 (@) es la derivada parcial de f respecto a x; en 7.

8:16,-

Teorema 1.12. Sea [ una funcion convexa definida en un conjunto convero S de R™ y sea
x un punto interior de S. Supongase que f es diferenciable en x entonces posee un unico
subgradiente en x, es decir Of(z) = {Vf(z)}.

Demostracion [?]
(Véase [2]). Por Teorema 1.10 el conjunto de subgradientes de f en T es no vacio. Ahora,
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sea & un subgradiente de f en T como resultado del Teorema 1.10 y la diferenciabilidad de f
en T, para cualquier vector d y para A suficientemente pequena, se obtiene

F@+Ad) > f(@)+ el
f@+ M) = f@) +AVF@)d+ N|d||a(@;\d)

Restando la ecuacién de la desigualdad se obtiene:

0> A¢ — V/(@)]'d — Aa(T; Ad)

Si dividimos por A > 0 haciendo A — 0%, se sigue que [§ — Vf(Z)]'d < 0. Escogiendo
d = ¢ — Vf(T), la dltima desigualdad implica que £ = V f(T).

O

La siguiente proposicién garantiza la existencia de la derivada direccional de las funciones
convexas (bajo ciertas hipdtesis generales).

Proposicion 1.4. Sea f: S — R, convexa. Sean® € S y d # 0 tales que existe n > 0 que
cumple T + Ad € S, para todo \ € [0,n]. Entonces f'(z + d) existe.

Demostracion

Sean 0 < A; < Ay < 7. Entonces

)\1 )\1 _ )\1 _ )\1 —
[T+ M\d) = f()\_Q(x + Aad) + (1 — /\_2)I) < )\—Qf(x +A2) + (1= /\_Z)f(x)
implica
P 4+ Mud) — F(F) _ G+ dad) — [(7)
)\1 = )\2
f(@+ M) — f(T)

Asi, la funcién ¢(\) = es mondtona (no decreciente) y por lo tanto

_ A
infy~o p(\) existe (estamos en R).

Pero infyso () = limy,_0+ p(A\) = f/(T, d), luego la derivada direccional existe.
O

El teorema siguiente permite caracterizar la convexidad de las funciones diferenciables, es-
tableciendo que el hiperplano soporte de la funcién, en un punto cualquiera de la frontera
del epigafo, acota inferiormente a la funcién.

Teorema 1.13. (Caracterizacion de convexidad en el caso diferenciable) Sea S un
conjunto abierto no vacio en R™ y sea f : S — R diferenciable en R. Entonces f es convexa
st y solo si para cualquier T € S se tiene:

f(x) > f@) +V[@)(r—-7) Yzes
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De igual forma, f es estrictamente convexa si y solo si para cada x € S se tiene:

fx)> f(@)+Vf@)(x—7) Ve#£T€S

Demostracion [11]
"=" Sea f convexa. Dado z,7 € S se tiene que

fOz+ (1 =)7) <Af(z) + (1 =N f(7), VA€l0,1]
Reordenando tenemos que
[T+ Az —7)) - f(7)
A
por Proposicién (1.4) y tomando limite A — 0% :

< fle) = f(@), YA€ [0,1]

f@d)=Vf@(z—-17) < flz) - f(7)

que implica

f)> f@)+Vf@)(xr—7), Vo, 7€ S

"«<” Sean x,T € S. Entonces

fl@) = fOa+(1—NT) +(VFOz+ (1 -NF), (1- N -7) YAel0,1]

f(@) > fOz+ (1 =NT)+(Vf(Az+ (1= NT),\T — z)) VA € 0,1]
multiplicando la primera desigualdad por A, la segunda por (1 — \) y sumando, se tiene

M) + (1= Nf@) = fOa+ (1 - NF) YA € [0, 1]

es decir, f es convexa.
O

El siguiente teorema da una caracterizacion suficiente y necesaria para funciones convexas.
Para una funcion f de una variable, la caracterizacion se reduce a una pendiente creciente.

Teorema 1.14. Sea S un conjunto abierto no vacio en R" y sea f : S — R diferenciable
en S. Entonces f es convexa si y solo si para cada x1,x9 € S se tiene:

[V f(22) = Vf(z)]" (22 — 1) = 0.

Stmilarmente, f es estrictamente convera para cualquier x1,xo € S distintos, entonces se
tiene:

[V f(x3) =V f(z1)]'(z2 — 21) > 0.
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Demostracion [11]
De acuerdo al teorema anterior

(2) +(Vf(x2), 1 —x2) Vay,20 €5
(x1) + (Vf(x1), 29 — 1) V1,20 € S

Sumando las desigualdades anteriores, se tiene que

f
f

0 2 <Vf(l'2), 1 — .%'2> + f(iCl) -+ <Vf(l'1>,$2 — 33'1) = <—Vf(l'2> + Vf(.fﬁg),l'g — LC1>
es decir, (Vf(zy) — Vf(21), 29 — 1) 2 0 Vg, 29 € S.
O

Aunque los teoremas (1.13) y (1.14) dan una caracterizacién suficiente y necesaria para fun-
ciones convexas, comprobar estas condiciones desde el punto de vista computacional es muy
dificil. Una caracterizacion més simple y manejable, al menos para funciones cuadraticas
puede obtenerse siempre que la funcién sea dos veces diferenciable.

Funciones dos veces diferenciables []

Una funcién f que es diferenciable en T se dice que es dos veces diferenciable en T si la
representacion de la expansion de sequndo orden (serie de Taylor) de la siguiente definicién
existe.

Definicién 1.15. Sea S un conjunto no vacio en R™ y sea f: S — R. Entonces f se dice
que es dos veces diferenciable en T € S si existe un vector V f(T), y una matriz simétrica
H(Z) de n x n, llamada matriz hessiana y una funcion o : R" — R tal que:

1
f@) = f@) + V(@) (@ =7) + 5z —DH@) (@ =)+ | 2 =T ||* o(T, 2 — 7)
para cada x € S, donde lim o(Z,x —T) = 0.
T—x
La funcion f se dice dos veces diferenciable en el conjunto abierto S’ C S si es dos veces
diferenciable en cada punto de S'.

Cabe senalar que para funciones dos veces diferenciables, la matriz hessiana H(Z) estd com-

0*f(T)
= pi=1,....,n.7=1,...
axlaxJJZ ) 7n.] Y 7ny

puesta por las derivadas parciales de orden dos f;;(7)

estd dada de la siguiente forma:

)

f11(7) flz(@ f1n(>

fo1(ZT)  f2(T) ... foul

SIS

@ Fur@ e funl®)
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Ejemplo 1.2. Sea f(z1,72) = 221 + 625 — 20 — 323 + 4x179. Entonces tenemos
_ [2- 47, + 47 (-4 4
Vi@ = [6—6@+4fj i H(‘”>_(4 —6)

Por ejemplo, tomando T = (0,0)!, la expansion de sequndo orden de esta funcidn estd dada
por

a0 () e () ()

El Teorema 1.15 muestra que f es convexa si y sélo si su matriz hessiana es semi-definida
positiva (PSD) en todo S; esto es:

Definicién 1.16. Para cualquier T € S tenemos que x'H(T)x > 0 para todo x € R™

Teorema 1.15. (Caracterizacion de convexidad para una funcion dos veces difer-
enciable) Sea S C R™ un abierto, convero, no vacio y sea f : S —— R dos veces diferenciable
en S. Entonces, f es convexa siy sdlo si H(x) es semi-definida positiva Vx € S

Demostracion [2]
Supdéngase que f es convexa y sea T € S. Necesitamos mostrar que x'H (Z)x > 0 para
cualquier z € R™.

Como S es abierto, entonces dado cualquier € R", T + Ax € S para |A| # 0 y suficiente-
mente pequeno, por Teorema 1.13 y la doble diferenciabilidad de f, tenemos las dos siguientes
expresiones

f(@+Xx) > f(T) + \Vf(T)x (1.10)

1
[(@+ X x) = f(Z) + A\Vf(T) '+ 5/\2xtH(f)w + N||z||*a(Z, Av) (1.11)
sustrayendo (1.10) de (1.11), obtenemos
1
5)\2th(§)$ + N||z||Pa(Z, Ax) = 0
Dividiendo por A? > Oy haciendo A\ — 0, se tiene que x'H(T)x > 0.

Inversamente, supongamos que la matriz hessiana es definida semi-positiva en cada punto de
S. Consideremos z,7 € S. Entonces, por el teorema del valor medio tenemos:

f(x) = F&) + VI@) (@~ ) + 50~ ) HE) (w ~ ) (112

donde & = AT + (1 — \)x para algin A € (0,1). Note que € S'y que H(Z) es semi-definida
positiva, por lo tanto (z — Z)'H(Z)(x — T) = 0, y de (1.12) se concluye que
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f(z) > f(@) + V@) (z - 7)
ya que la desigualdad anterior es cierta para cualquier z,T € S, f es convexa por Teorema
1.13

O

Para entender esta condicién, en el caso de una funcién en R se tiene que cumplir que
f"(x) = 0, y esto significa que la derivada es creciente (para ser exacto, no decreciente). En
general V f(x) > 0 india que la grafica de la funcién tendra curvatura positiva en x

1.3.3 Minimo y maximo de funciones convexas

En esta parte se consideraran problemas de minimizar y maximizar una funciéon convexa
sobre un conjunto convexo y se desarrollaran las condiciones necesarias y suficientes para
optimalidad [2].

Definicién 1.17. Sea f : R" — R y consideremos el problema a minimizar f(x) sujeto
ax € S. Un punto x € S es llamado solucion factible para el problema. Si T € S vy
f(z) = f(T) para cada v € S, T es llamado una solucién éptima, solucién optima
global o simplemente una solucion para el problema.

La coleccién de soluciones éptimas es llamada solucion optima alternativa.

e SiT € Sy siexiste un e—vecindario N.(Z) alrededor de T tal que f(x) > f(T) para
cada © € SN N.(T), T es llamado solucién éptima local.

e Size Sy f(x) > f(T) para todo x € SNN.(T), x # T para algin € > 0, T es llamada
solucion optima local estricta.

e SiT € S es el inico minimo local en S N N.(Z), para algin vecindario N.(Z) alrededor
de 7, x es llamada solucion optima local fuerte o aislada

Todos estos tipos de optimo local o minimo local a veces también se denominan como
minimo relativo. La Figura (1.15) ilustra ejemplos de minimos locales y globales para
el problema de minimizar f(x) sujeto a x € S

Teorema 1.16. Sea S un conjunto convero no vacio en R" y sea f : S —— R convexa en S.
Considere minimizar el problema f(z) sujeto a x € S. Suponga que T € S es una solucion
optima local para el problema, entonces:

1. T es una solucion optima global.

2. 51 T es una solucion minima estricta o f es estrictamente convera, T es la unica
solucion optima global y también es un minimo local.
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D E

minimo local

. B
minimd global

minimo,local
1

Figura 1.15: Minimo local y global [2]

Demostracion [2] V

1. Sea e > 0 tal que f(Z) < f(z), Vo € V.(T) = {z € S| ||7 — || < e} y supongamos que
T no es 6ptimo global.

Es decir, existe y € S tal que f(y) < f(Z). Luego, para A €]0,1]

FOy+ A =XN7) <Af(y) + (1= f(E) <Af(@) + (A= N[f(T) = f(T)

. ~ . . £ .
para A suficientemente pequeno (en realidad basta con elegir A < —————), se tiene

Iy — ||
que Ay + (1 — \)T € V.(T), lo cual es una contradiccién pues T es el minimo local en
Ve(7)

2. Como f es estrictamente convexa, entonces f es convexa. Luego, por (1), T es minimo
global.

Supongamos que no es unico, esto es, que existe y € S con y # 7, tal que f(y) = f(T).
Entonces

1 1

FGy+57) < 5 + 5@ = 1@
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1 1
lo que implica que existe z € S, z = Y + éf, distinto de 7, tal que f(z) < f(Z). Esto
contradice el hecho que  es minimo global.

O

A continuacién, se presenta una condicion necesaria y suficiente para la existencia de una
solucién global. Si tal solucién éptima no existe, entonces inf{ f(z) : € S} es finito, pero
no se alcanza en ningin punto de S 6 éste es igual a —oc.

Teorema 1.17. Sea f una funcion convera en R™ y S un conjunto convexo en R™ Consid-
eremos el problema de optimizacion

min f(z).

zeS

Entonces T es un minimo local de f sobre S si y sélo si existe s € Of(T) tal que

(s,x —T) >0 para toda x € S

Demostracion [2]
”=" Supdngase que (s,r —T) > 0 para toda = € S, donde s es un subgradiente de f en T.
Por la convexidad de f tenemos:

f@) = f(@)(s, 2 =T) = [(T), Ve S

y por lo tanto T es una solucién éptima del problema dado.

7<" Supdngase que T es una solucion 6ptima para el problema, ahora definamos los siguientes
conjuntos

A o= {lz-7y] R, y> f(z) - f(7)}

Ay = {(z—7,y) z€8, y<0}

donde Ay y Ay son convexos. Asimismo Ay () Ay = ) porque sino existiria un punto (x,y) tal
que

resS 0=2y> f(x)— f(T)

contradiciendo la hipétesis de que T es una solucién 6ptima del problema. Por Teorema 1.6
existe un hiperplano que separa A; y As, es decir, existe un vector no nulo (p, ) y un escalar
a tal que

pr—T)+py<a VeeR" y> f(x) -7 (1.13)

pr—T)+puy>a YresS, y<0 (1.14)
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Si hacemos x = Ty y = 0 en (1.14), se sigue que o < 0. Continuando, hacemos © = T y
y =¢ > 0en (1.13), se sigue que pe < a. Como esto es cierto para cada ¢ > 0, u < 0y
a > 0. Para resumir, hemos demostrado que p < 0y a=10. Si p = 0de (1.13) (p,z —7) <0
para cada x € R"”. Si hacemos x = T + p, se sigue que

0> (p,x —7) = ||p|]
y por lo tanto p = 0. Como (p, ) # (0,0), se tiene que p > 0. Dividiendo (1.13) y (1.14) por

—u y denotando i por s, se tienen las siguientes desigualdades:

y=(s,x—7T), Ve e R", y> f(x) — f(T) (1.15)

(s, —T) >0, Ve e S, y<0 (1.16)

haciendo y = 0 en (1.16) se obtiene (s,z —Z) > 0 para todo = € R". De (1.15) es evidente
que

flz) = f(Z)+ (s, —T) VreR"

Por lo tanto, s es un subgradiente de f en T con la propiedad de (s,x —Z) > 0 para todo
xes

O

Maximizar una funcién convexa

Se desarrollard una condiciéon necesaria para un maximo de una funcién convexa sobre un
conjunto convexo. Desafortunadamente, esta condicién no es suficiente. Por lo tanto, es
improbable, que varios méaximos que satisfagan la condiciéon del Teorema 1.18 existan. En
el caso de minimizar, no existe informacion local de tales soluciones que podrian llevar a
mejores puntos. Por lo tanto, maximizar una funcién convexa es una tarea mucho mas dura
que minimizar una funcién convexa.

Teorema 1.18. Sea f : R" — R una funcion convexa y sea S un conjunto convero no
vacio en R™. Considere el problema:

max f(z)

S1 T €S es una solucion optima local,
(s,x—7T) <0
para cada x € S, donde s € Of(T)

Demostracion [2]

Supéngase que T € S es una solucién éptima local. Entonces existe un e—vecindario N,(7)
tal que f(z) < f(T) Vo e S\ N(T). Seax € Sy note que T+ A(x — ) € S| N:(T) para
A > 0 y suficientemente pequeno, por lo tanto:
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flE+ M=) < f(7) (1.17)

Sea s un subgradiente de f en Z. Por la convexidad de f se tiene

fE+Ma=2)] = f(@) 2 Ms", 2 - 7)

La desigualdad anterior junto con (1.17) implica que A(s,z — Z) < 0 y dividiendo por A se
sigue el resultado.

O

1.4 Condiciones de optimalidad y dualidad

Optimizacion sin restricciones [11]

En esta seccion, obtendremos condiciones necesarias y suficientes para resolver problemas no
lineales irrestrictos (que es el caso en que S = R"), es decir, problemas del tipo:

() min f(z)
reR”

En general supondremos que f es una funcién una o dos veces continuamente diferenciable.

Teorema 1.19. (Condiciones necesarias de optimalidad) Sea x* la solucion local de
(P) y supongamos f € C*(S), donde S es un conjunto abierto que contienen a x*. Entonces

a) V(xz*)=0
b) La matriz Hessiana H(z*) es semidefinida positiva.

Demostracion [11]
Sea d € R™, no nulo dado y consideremos la funcién g(a) = f(z* + ad)

a) Como z* es un minimo local de f se tiene que

f@*) < f(xz*+ ad) Va > 0 suficientemente pequeno

Es decir

_ f@ +ad) - f(a")

Tomando limite
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a—0t «

Ahora, por la regla de la cadena se tiene que ¢'(a) = Vf(z* + ad)'d, lo que implica
que ¢'(0) = V f(x*)'d, por lo tanto

0 < Vf(z*)'d

Como d es arbitrario, tomando d = e;, siendo e; el 1—ésimo vector de la base candnica,
se deduce que

of (x7)
8567;

=0=Vf(z*)=0

b) Consideremos el desarrollo de Taylor de segundo orden

9(0) = 9(0) + ¢/ (0)ar + 2" (0)a® + o(a?)

2
t
donde la funcién o(t) cumple lim %).
t——0
Considerando que ¢'(«) = V(z* +ad)'d y ¢"(«) = d"H(z* + ad)d. 1a expresién anterior

se escribe

f(@" +ad) - (") = aVf(a*)d + SdH(@")d+ o(a?)

por lo tanto, como Vf(z*) =0y f(a* + ad) — f(z*) > 0, para a > 0 suficientemente
pequeno, se tiene que

o(a?)

t *
0<dH(z")d+ 2

Tomando o — 0 se obtiene que H(z*) es semidefinida positiva.

Teorema 1.20. Sea f € C?(S), con S abierto. Supongamos que x* € S satisface:
a) Vf(z*)=0

b) La matriz H(x*) es definida positiva
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Entonces x* es un minimo local estricto.

Demostracion [2]
Como f es dos veces diferenciable en z*, se debe tener para x* € R",

fl@) = f(@")+ Vf(@@") ' (z —2") + %(w — ") H(z")(z — 2") + ||z — 2"|*af2”, 2 — o) (1.18)

Como a(z*,z — x*) — 0 cuando x — x*.
Por contradiccion, supongamos que x* no es un minimo local estricto, es decir, suponga que

existe una sucesion {x;} convergiendo a z* tal que f(zy) < f(z*), zx # z* y denotando
_ *

TR I* por dy, por lo tanto, (1.18) implica que

||k — 2]

1
§df€H(x*)dk +az",x —ax*) Vk (1.19)

Pero ||dg|| = 1 para cada k; y por lo tanto existe una familia de indices K tal que {dj}x
converge a d, donde ||d|| = 1. Considerando esta subsucesién y el hecho que a(z*, v —2*) —
0 cuando k € K aproximéndose a oo, (1.19) implica que d'H(z*)d < 0. Esto contradice la
hipétesis que H(x*) es definida positiva cuando ||d|| = 1. Por lo tanto, z* es efecto un minimo
local estricto.

O

1.4.1 Optimizacién con restricciones

Para el caso con restricciones, las condiciones de optimalidad son algo més complicadas que
para el caso irrestricto. Comencemos con algunas definiciones previas.|[! 1]

Definicién 1.18. Sea f : R® — R. Se dice que d € R™ es direccion de descenso de f
en si Vf(T)'d <0

Definicién 1.19. Sea S un conjunto no vacio en R™ yT € S. Se llama cono de direcciones
admaisibles de S en T al conjunto:

A@)={d|d#0, T+ d e S, YA€ [0,n] para alginn > 0}

Denotaremos por D(T) = {d| Vf(Z)'d < 0} al conjunto de direcciones de descenso.

Ademas, por simplicidad notacional y si no hay posible confusién, escribiremos A = A(T) y
D = D(z). Ambos conjuntos pueden ser vacios.
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Teorema 1.21. Sea f : R" — R diferenciable en® € S. Si T es minimo local del problema

(P) min f(x) (1.20)
zeS (1.21)

entonces A(\D = ()

Demostracion
Razonando por contradiccion, supongamos que existe d € AN D, entonces

de A= 3In>0 talque T+ AXd € S, XA €[0,7]

deD=¢>0 tal que f(T+ \d) < f(Z), A €0,¢]

Luego, f(ZT + A\d) < f(T) para todo A €]0, min{e, n}[ lo que contradice la minimalidad local
de 7.

0

Muy frecuentemente el conjunto factible S esta descrito mediante un sistema de inecuaciones,
que denominaremos restricciones. Sean g1, ga, ..., gm, funciones de R"™ en R, diferenciables,
Consideremos también el conjunto

S={reR" g(x)<0, i=1,...,}

que es un convexo cuando las funciones gy, ..., g, son convexas en R".

Definicién 1.20. Sea T € R". Si una restriccion g; verifica g;(T) = 0 entonces se dice que
es activa en T. Ademds I = {i| g;(T) = 0} denota el conjunto de indices de restricciones
activas en T

Sea ahora el conjunto G = {d| V¢;(Z)'d < 0, Vi € I}, el cual denotaremos simplemente por

g.

Teorema 1.22. Sea T un punto factible de (P), es decir, g;(T) <0 i=1,...,m. Entonces,
51T es un minimo local de f, se cumple que GND = ()

Demostracion
Basta probar que G C A y luego concluir usando el Teorema 1.21

Sea d € D y consideremos el caso i € I. Entonces Vg;(T)'d < 0, luego existe 1; > 0 tal que

9(T + M) < g;(T) A €]0,

Notar que el lado derecho de esta tltima desigualdad es nulo, entonces se tiene que
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g:(T+ M) <0 X€]0,n]

para 1) = min{z;}.

Tomemos ahora ¢ ¢ I. Como T es factible, entonces cumple ¢;(Z) < 0. De alli, por con-
tinuidad, se deduce que existe ; > 0 tal que ¢;(T + Ad) <0 X € [0,&]

Sea £ = H;élln{gl} y A = min{n, e}. Entonces podemos decir que

G(T+A) <0 i=1,...,m VA€ [0,A]

Entonces d € A, lo que completa la demostracién.

1.4.2 Problemas con restricciones de igualdad y desigualdades

Teorema 1.23. (Karush-Huhn-Tucker, desigualdades) Sea T la solucion de (P) y
supongamos que {Vg;(T)| i € I} es un conjunto linealmente independiente. Entonces existen
1y -y b € R™ tales que

V(@) +va9¢<f> =0

i ‘

\%
o
I

3

Demostracion [11]
Sabemos del Teorema 1.21, que DN G = (). Entonces, no existe una direccién d € R™ tal que

Vf@)'d <0
Vg(@)'d <0 iel
Definiendo
V(@)
A= Vi ()"
: el

Podemos interpretar lo anterior como: no existe d € R” tal que Ad < 0. Entonces existe
p # 0 tal que
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Ap =0
p =0
Notemos que
Ho
b= K
iel

entonces

oV f() + Y Vi) =0
iel

donde los coeficientes g, pt; = 0 para ¢ € I, no son todos nulos.

Afirmamos que p > 0. En efecto, si po = 0, entonces se tiene que )., 1;Vg;(T) = 0, donde
los coeficientes u;, ¢ € I no son todos nulos. Eso contradice la hipotesis de independencia
lineal.

Asi, podemos redefinir los coeficientes p; < ﬂ, Vi € I, con lo cual
Ho

V@) + Y mVa(E =0
i€l
wi =0 1€l

donde los coeficientes p; 4 € I no son todos nulos.

También sabemos que ¢;(Z) = 0 para i € I y que ¢;(T) < 0 para i ¢ I, entonces, definiendo
p; =0 Vié I, seconcluye que

V@) + Z 1:Vgi(T) =0

=0 i=1,....m

lo que completa la demostracion.

Ejemplo 1.3. Veremos aqui cudn importantes son las hipotesis del Teorema 1.23. El sigu-

iente problema es un problema clasico, que tiene como solucion optima el punto z* = {0}
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(P) min —1
—(1—$1)3+JI2 <0
—T9 § 0

701

Figura 1.16: El Teorema de KKT no es aplicable en el 6ptimo

Como puede verse en la Figura 1.16, la versién del teorema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
no es aplicable en este caso, pues los gradientes de g; v g2 no son linealmente independientes

en ZL'*. En efecto:
% 3(1 —z% 2 0

Se observa que no existen p1, o = 0 que satisfagan <_01) + ((1)) py + (_01) Lo = (8)
Acontinuacion, se presenta sin demostracién el enunciado del teorema de Karush-Kuhn-

Tucker, extendido al caso de restricciones de igualdad y desigualdad [11].

Teorema 1.24. Sean las funciones f : R" — R, ¢, :R"+—R 1=1,... . myg; : R" —
R j=1,...,1 diferenciables. Consideremos el problema

(P)min f(z)
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Sea T un punto factible. Supongamos que el conjunto {Vg;(T), Vh;(@)| i€ l, j=1,...,l}
es linealmente independiente.

Entonces, si T es solucion de (P), existen p; € R, i =1,....,m, v; € R, j=1,...,1 tales
que

+ZMZVgZ +ZUJVh =0

Tal como en el caso de desigualdades, la hipdtesis de independencia lineal de los gradientes
de las restricciones activas es demasiado fuerte y el teorema sigue siendo valido atin cuando
esta hipotesis no se cumpla.

1.4.3 Dualidad Lagrangiana

Comenzaremos con la definicion de la funcion lagrangiana y los multiplicadores de Lagrange,
que nos permiten manejar las restricciones incorporandolas a la funcién objetivo. A con-
tinuacion veremos qué son la funcion y el problema dual. Esta teoria hace que terminemos
produciendo un problema convexo a partir de cualquier problema de optimizacion.

Partimos de un problema de optimizacion en forma estandar

minimizar fo(z)
sujeto a  fi(z) <0 para i=1,...,m
hi(x) =0 para i=1,...,1 (1.22)

r € R"

Se define la funcion lagrangiana L : R™ x R™ x R! — R asociada al problema (1.22) como

l
L(z, \,v) +ZA filx) + ) vihi()
=1

Llamamos a \; el multiplicador de Lagrange asociado a la desigualdad f;(x) < 0, igual que
los v; son los multiplicadores de Lagrange de sus igualdades correspondientes h;(x) = 0. De
forma vectorial, consideramos a A\ y v las variables duales o vectores multiplicadores de La-
grange de nuestro problema.

La funcion dual de Lagrange es el minimo de la funcién lagrangiana con respecto a x

O\, v) = ;gjg L(z, A\, v)

Dado un problema de programacién no lineal hay otro problema de programacién no lineal
asociado con el, el primero es llamado problema primal y el otro es llamado problema dual
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lagrangiano. Bajo ciertas condiciones de convexidad y restricciones adecuadas, los problemas
dual y primal poseen valores objetivos 6ptimos iguales, por lo tanto, es posible resolver el
problema primal de manera indirecta resolviendo el problema dual [2].

Considere el siguiente problema de programacion no lineal, el cual es llamado problema primal

Problema primal P:

minimizar f(x)
sujeto a  g;(x) < para 1 =1,...,m
hi(x) = para i=1,...,1
reX

El problema dual lagrangiano se indica a continuacién.

Problema dual lagrangiano D

maximizar (A, v)

sujetoa A, v >0

l
donde O(\,v) = inf{f(z)+ Z Aigi(z) + Zvihi(x) cxe X}
i=1
Note que la funciéon dual lagrangiana 6 puede tomar el valor de —oo para algunos vectores
(A, v). Como el problema dual consiste en maximizar el infimo (la mayor de las cotas inferi-

ores) de la funcién f(x)+ Z Xigi(x) + Z v;h;(x), a veces se refieren a éste como dual viable.

Este problema es convexo sm depender de que el problema principal lo sea o no, para ello
enunciamos la siguiente proposicién [3].

Proposicion 1.5. La funcion dual de un problema de mazximizacion es una funcion convexa
en cualquier subconjunto convero de su dominio, siempre que este no sea el vacio.

Demostracion [3]
Sea D; un subconjunto convexo del dominio D de la funcién dual de un problema de maxi-
mizacién. Recordar que una funcién f es convexa si cumple con:

flar + (1 —a)y) < af(x) +(1-a)f(y) Ya €0,1]

Ahora procedemos a demostrar que la funciéon dual 6 es convexa.
Vz,y € D; C D. Por ser D; un conjunto convexo se tiene que

pr+ (1—py € Dy Yue[0,1] Ve,ye D; C D
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Por tanto, Vi € [0,1] Vx,y € Dy C D se tiene que

0(Av) = inf L(pz+ (1—py,Av)
x,yeD1

_ x,ifé%l{f(“x + (1= p)y) + Ag(pz + (1 — p)y) +
vh(pz + (1 — p)y)

= xﬁiyrelgl{uf(w) + (1= w)fy) + AMug(z) + (1 = pw)g(y)) +
v(ph(z) + (1 = wh(y))}

= inf {u(f(z)+ Ag(z) +vh(z)) +

z,yeDy

(1= w)(f(y) + Ag(y) +vh(y))}

= inf {pL(z, A\ v)+ (1 —p)L(y, A\, v)}

x’yEDl

< p inf L(z,A\v)+ (1 —p) inf L(x, A\ v)

z,y€D1 r,yeX
([l

El siguiente teorema muestra que el valor objetivo de cualquier solucién factible para el
problema dual produce una cota inferior en el valor objetivo de cualquier solucién factible
para el problema primal [2].

Teorema 1.25. Dualidad débil Sea x una solucion factible para el problema P; esto es
re X, glx) <0 y h(z) =0. Sea (u,v) una solucion factible para el problema D; esto es
u > 0. Entonces f(x) = 0(u,v).

Demostracion
Por definicion de 0, y como x € X, tenemos:

O(u,v) = nf{f(y) +u'g(y) +v'h(y)| y € X}

f(x) +ug(x) +v'h(z)
f(z)

NN

yaque u >0, g(z) <0y h(x) =0. Esto completa la prueba.
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Y se cumple sea o0 no convexo nuestro problema. La diferencia f(z) — 0(x) (donde f(z) es
solucién del primal y #(x) la solucién dual) es la distancia éptima de dualidad. En algunos
casos se utiliza este valor como cota inferior para el valor 6ptimo cuando el problema es dificil
de resolver, ya que el problema dual siempre sera convexo y permitira resolver de forma efi-
ciente el valor de 0(x).

Cuando la distancia 6éptima de dualidad es cero decimos que hay dualidad fuerte, y significa
que el problema dual de Lagrange nos da el mejor resultado posible (es decir, que la solucién
del primal y el dual coinciden). Para que esto se cumpla se tienen que dar unas determinadas
condiciones que se conocen como hipétesis de cualificacion. Uno de los posibles requisitos es
la condicion de Slater:

Condicion de Slater [1/]
Diremos que la condicién de calificacién de restricciones de Slater se satisfacen si

1. Las funciones g; (de restriccion) son convexas y las funciones h; son afines.

2. Existe b tal que g;(b) =0 parai=1,...,m

Es decir, tiene que existir un punto b estrictamente viable, lo que quiere decir que no sélo
cumple las restricciones, sino que cumple las desigualdades con un margen positivo, o de
forma estricta.

La condicién de Slater también nos garantiza que si se cumple (y el problema es convexo) se
puede encontrar una solucion para el problema dual.

Teorema 1.26. Holgura complementaria Consideremos la pareja primal-dual

(P)min 'z
Azx =b
=0

(D)max by
Aly < c

Sean x* e y* dptimos respectivos de (P) y (D), si s* = ¢ — Aly*. Entonces z*'s* = 0.
Inversamente, si x* e y* son factibles para los problemas primal y dual respectivamente, y si
x*'s* = 0, entonces las soluciones x* e y* son dptimas respectivas para (P) y (D).

Demostracion [11]
Como z* e y* son éptimos respectivos de (P) y (D), entonces c'z* = b'y*, de donde se tiene
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t t t
Ctl’* :bty* = r* Aty* :Q?*(C—S*) = r*le — p*ls*

lo que implica que z*'s* = 0.
Inversamente, z*'s* = 0 implica que z*'c — ¥ Aly* = 0, es decir c'z* — b'y* = 0, que es la
condicién de optimalidad de x* e y*.



Capitulo 2

Control ()ptimo Estocastico

2.1 Introduccion

Muchos de los problemas de programacion matematica incorporan parametros que se suponen
conocidos en el momento de resolver el problema. Sin embargo, si el problema de optimizacion
es un modelo que representa una situacion real en la que hemos de tomar una decision, es
frecuente que se desconozcan los valores de algunos de los parametros que intervienen en el
modelo. Este desconocimiento da lugar a que en el momento de adoptar una decision se
desconozcan las posibles consecuencias de la misma [16].

La teoria de control tiene como objetivo determinar decisiones o acciones de control dirigidas
a optimizar el comportamiento de un sistema que evoluciona con el tiempo. Dependiendo
del fenémeno a estudiar, la dinamica del sistema se puede modelar por medio de:

e Ecuaciones diferenciales, si el sistema se estudia en tiempo continuo.
e Ecuaciones en diferencia, si el sistema se estudia en tiempo discreto.

Ademas, estas ecuaciones pueden ser estocasticas o deterministicas dependiendo si el sistema
incorpora elementos aleatorios o no [18].

En base a la informaciéon disponible acerca de los posibles resultados de una accién en
cualquier proceso de toma de decisiones, podemos decir que cuando tomamos una decisiéon
estamos ante una situacion de [10]:

e Certidumbre: Si cada accién da lugar a un resultado conocido e invariable.

e Riesgo: Si cada accién lleva a un posible resultado y cada resultado lleva asociada
una probabilidad de que ocurra, probabilidad conocida para el decisor (normalmente
estudiada mediante técnicas estadisticas), la toma de decisiones estd expuesta a la
accién que se produzca finalmente en el futuro.

46
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e Incertidumbre: Sicada accién tiene una consecuencia de entre un conjunto de posibles
resultados, pero se desconocen las probabilidades de estos posibles resultados.

Para resolver problemas en los que se desconocen los valores de algunos de los parametros
que intervienen en el modelo (situaciones de riesgo o de incertidumbre), es posible adoptar
distintas “soluciones”. En determinadas circunstancias y en base a la informacién disponible
acerca de los parametros desconocidos, es posible “sustituir“estos valores por una estimacion
de los mismos, una medicién no exacta de su valor esperado o bien tratar estos parametros
como variables aleatorias [10].

Asimismo, se dispone de informacién sobre el estado del sistema en el tiempo inicial y final,
y se conoce la forma de la funcién objetivo a optimizar. El problema sera elegir un control (o
decisién) de entre todos los considerados admisibles que maximice la funcién objetivo para
las restricciones impuestas por el sistema. Ese control considerado éptimo tiene la propiedad
de determinar automaticamente la trayectoria del estado del sistema [17].

2.2 Probabilidad y procesos estocasticos

El propésito de esta seccion es revisar tépicos de probabilidad, procesos estocasticos y calculo
estocastico cuyos resultados serdn utilizados posteriormente [19].

Definicién 2.1. Sea €2 un conjunto no vacio. Considere una o—adlgebra, F, la cual es una
familia de subconjuntos de Q) tal que:

i) Qe F
i1) Si A € F, entonces A° € F, donde A° =Q — A, es el complemento de A.

o0
i11) Si Ay, As, ..., Ai, ... es una sucesion de conjuntos en F, entonces U A e F
i=1

En particular, si F es una o—élgebra de €2, se dice que el par (€2, F) es un espacio medible.
Si A es el conjunto en F, se dice que A es F medible (o simplemente que A es medible con
respecto de F).

Definicién 2.2. Sea (2, F) un espacio medible y sea_ﬁ =R U{—00,00} el conjunto de los
reales extendidos. Se dice que una funcion p: F —— R es una medida sobre F si:

i) p(®) =0
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ii) pw(A) = 0 para todo A € F

iii) p es o—aditiva, es decir, si {A;} es una sucesion de conjuntos disjuntos (dos a dos) en

F entonces: . .
H (U Ai) = ZM(Ai)
i=1 i=1

En este caso se dice que (§2, F, 1) es un espacio de medida. A j(A) se le llama la medida
del conjunto A € F. En particular, si u(£2) = 1, se dice que p es una medida de probabilidad.
Si 1 es una medida de probabilidad, se acostumbra a escribir 4 = Py se dice que (2, F, P)
es un espacio de probabilidad. Asi mismo, se dice que P(A) es la probabilidad del evento
A € F. También se dice que un evento A € F es casi seguro (y se abrevia c.s) si P(A) = 1.

Cuando se tienen dos conjuntos arbitrarios 2 y €2, y una funcién f : Q — €V, para cualquier
conjunto B C Y, se define la funcién inversa mediante

f7(B)={weqfw) € B}

Definicién 2.3. Sea (2, F, ) un espacio de medida. Se dice que X : Q —— R es una
funcion F—medible st X ' (—oc0,z] ={w € Q X(w) <z} € F VzeR.

En particular, sea B(R) el conjunto de Borel, es decir, la o0—algebra més pequena que con-
tiene todos a los intervalos de R. En este caso, se dice que una funciéon X : Q — R es una
funcién F—medible si X }(B) = {w € Q| X(w) € B} € F VB € B(R)

Nétese que si X~ 1(B) € F, entonces su medida pu(X '(B)) estd bien definida para el caso
especial donde y = P es una medida de probabilidad, en cuyo caso se dice que X es una
variable aleatoria.

Definicién 2.4. Sea X una variable aleatoria. La funcion de distribucion de X es la funcion
Fx : R+ 0,1] dada por

Fx=P(X<z) VzreR

La medida de probabilidad inducida por X es la medida de probabilidad sobre el conjunto
Boreliano B(R) definida Px(B) = P{X € B} para todo B € B(R).

Nétese que Px(B) = P[X'(B)]. Ademas, la funcién de distribucién de X y la medida de
probabilidad inducida por X estan relacionadas mediante Fx(x) = P(—o0, ]

Las variables aleatorias que se consideraran, €, seran discretas, es decir, toman un numero
finito de valores, £, w € (), de manera que cada elemento acontece con probabilidad

P =¢) =uw” tal que ) ou” = 1.
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Se define la funcion de distribucion acumulativa como

F(&) = Plwe Q<)) = PE <)

Ademsds, la esperanza de una variable aleatoria se calcula como

Elg] =) w¢”
weN
y la varianza es

Varlg] = E[§ — E[E])°

Dado a € (0,1), un punto 7 se llama a—cuantil de € si y s6lo si n = min{{ € §| F(§) > 0}

2.2.1 Procesos estocasticos

En el estudio de las variables aleatorias se han explorado las caracteristicas aleatorias del
fenémeno pero se ha mantenido una premisa por defecto, que esas caracteristicas aleatorias
permanecen constantes a través del tiempo. Al incluir en el estudio la presencia de la vari-
able deterministica tiempo se estd considerando que, de alguna forma, la variable aleatoria
depende del tiempo [32].

En otras palabras, la variable aleatoria dependera del fenémeno probabilistico y del tiempo.
En consecuencia, cualquier funciéon que se establezca en términos de la variable aleatoria,
seran también dependientes del tiempo.

Definicién 2.5. Un proceso estocdstico es una coleccion o familia de variables aleatorias
{Xi|t € T}, ordenadas segin el subindice t que en general se suele identificar con el tiempo.

Por tanto, para cada instante ¢ tendremos una variable aleatoria distinta representada por
Xy, con lo que un proceso estocastico puede interpretarse como una sucesion de variables
aleatorias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo.

A los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria se le denominaran estados, por
lo que se puede tener un espacio de estados discreto y un espacio de estados continuo. Por
otro lado, la variable tiempo puede ser de tipo discreto o de tipo continuo. En el caso del
tiempo discreto se podria tomar como ejemplo que los cambios de estado ocurran cada dia,
cada mes, cada ano, etc.. En el caso del tiempo continuo, los cambios de estado se podrian
realizar en cualquier instante.

Por tanto, dependiendo de como sea el conjunto de subindices T'y el tipo de variable aleatoria
dado por X; se puede establecer la siguiente clasificacion de los procesos estocasticos:

e Cadena: Proceso de estado discreto y tiempo discreto (unidades producidas de un
producto).



50 CAPITULO 2. CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO

e Proceso de saltos puros: Procesos de estado discreto y tiempo continuo (unidades pro-
ducidas hasta el instante t).

e Proceso de estado continuo y tiempo discreto: X continua y t discreto (toneladas de
produccién diaria de un producto).

e Proceso continuo: Proceso de estado continuo y tiempo continuo (velocidad de un
vehiculo en el instante t).

Una Cadena es un proceso estocdastico en el cual el tiempo se mueve en forma discreta y la
variable aleatoria sélo toma valores discretos en el espacio de estados. Un Proceso de Saltos
Puros es un proceso estocastico en el cual los cambios de estados ocurren en forma aislada
y aleatoria pero la variable aleatoria s6lo toma valores discretos en el espacio de estados.
En un Proceso Continuo los cambios de estado se producen en cualquier instante y hacia
cualquier estado dentro de un espacio continuo de estados [32].

2.3 Planteamiento del problema de control 6ptimo

En un Problema de Control Optimo (PCO) debemos especificar [21]:

1. Como evoluciona el sistema de interés, es decir, se debe especificar el modelo dinamico
del sistema.

2. Cémo se va controlar el sistema, es decir, se debe especificar el conjunto de estrategias
admisibles también llamadas politicas de control o simplemente politicas o estrategias.

3. Restricciones adicionales (por ejemplo, en el estado del sistema o en las estrategias), si
es necesario hacerlas.

4. Cémo se va “medir”la respuesta del sistema a cada una de las distintas estrategias
admisibles, es decir, se debe especificar la funcion objetivo, también llamada indice de
funcionamiento.

Dadas estas cuatro componentes, el PCO se puede resumir como sigue: optimizar la funcion
objetivo sujeta a las restricciones en 1, 2,y 3.

Se considera un sistema dinamico, formulado en tiempo discreto, para un nimero dado N
de etapas o periodos, cuya situacién inicial viene dada por el vector n—dimensional zy y
que evoluciona en el tiempo, dicha evolucién depende del valor que se da a ciertas variables,
llamadas variables de control, que permiten influir en el sistema [1].

e Sea a(k) el vector m—dimensional de variables de control en la etapa o periodo k, para
ke{0,1,...,N —1}.

e Representamos por z(k), para cada k € {0,1,..., N — 1}, el vector n—dimensional
llamado wvector de wvariables de estado, que nos indica la situacion del sistema en la
etapa o periodo k.
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La evolucién del sistema en el tiempo viene descrita por un sistema de ecuaciones en difer-
encias finitas, conocido como ecuacion de estado:

z(k+1)= f(x(k),a(k),k) parak=0,1,...,N—1

con: z(0) =z

Siendo f una funcion:

f:R*xR™x{0,1,...,N -1} +— R"
(:L" a” kj) H f(':C? a? k)

Se supone que para cada k, Q(k) es el conjunto de controles admisibles.
La funcién objetivo es del tipo:

i

J =" Fla(k), alk), k] + S[z(N)]

B
Il

siendo F'y S funciones definidas como:

F:R"xR™x{0,1,...,N—1} — R
(x,a,k) — F(z,a,k)

respectivamente.

Es decir, el sistema dindmico parte del estado inicial 2. En el periodo o etapa 1 (correspon-
diente a k = 0), hay que elegir un control a(0) € ©(0), en dicho periodo o etapa se realiza
una aportacién a la funcién objetivo dada por F[z(0),a(0),0] y se inicia el periodo o etapa
2 (correspondiente a k = 1) con el siguiente valor del vector de estado:

(1) = f(2(0),a(0),0)
En dicho periodo o etapa 2 (correspondiente a k = 1), hay que elegir un control a(1) € Q(1),

se realiza ana aportacién a la funcién objetivo dada por F(z(1),u(1),1) y se inicia el periodo
o etapa 3 (correspondiente a k = 2) con el siguiente valor del vector de estado:

2(2) = f(z(1),a(1),1)
Se sigue de esta manera hasta que por dltimo comienza el periodo o etapa N (correspondiente
ak = N —1) con estado inicial (N — 1), y hay que elegir un control a(N —1) € Q(N —1), se
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realiza una aportacién a la funcién objetivo dada por F[x(N—1),a(N —1), N —1], alcanzando
el sistema un estado final

z(N)= f(x(N—-1),a(N —1),N — 1)

y por el hecho de terminar en dicho estado, se realiza una aportacién a la funciéon objetivo
dada por S[z(N)]. Véase la Figura 2.1.

la(()) la(j) l a(N)

x'(O) (1) . z(j) z(j+1) s z(N—1) z(N)
Etapa 1 FEtapa j+1 Etapa N
(k=0) (k=) (k=N-1)

Figura 2.1: Control 6ptimo en tiempo discreto

Un control 6ptimo se define como un control

a(k) € Q(k) cR™ para k=0,1,...,N—1

(por tanto admisible), que maximiza la funcién objetivo.

Por tanto, el problema que nos ocupa es el siguiente:

Dado un sistema con condicion inicial xo y que evoluciona en el tiempo de acuerdo a la
ecuacion de estado x(k+1) = f(x(k),a(k), k), se trata de encontrar para cada k un vector de
control que sea admisible y haga que la funcion objetivo alcance el valor mdzimo. Expresando
en términos matemdticos se tratard de:

N-1
lna J= kzzo Flz(k),a(k), k] + S(N) (2.1)
sujeto a: z(k+1) = f(x(k),a(k), k) parak=0,1,...,N —1
con: z(0) = z¢
a(k) € Q(k)
La secuencia de controles a* = (a*(0),a*(1),...,a*(N —1)) que resuelve el problema se llama
control éptimo y x* = (2*(0),z*(1),...,2*(N))’, determinado por la ecuacién de estado a

partir de x(0), se llama trayectoria de estado dptima o camino dptimo.
Obsérvese que no se ha exigido ninguna condicién de diferenciabilidad a ninguna de las
funciones en el planteamiento del problema.
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2.4 Resolucion del PCO por métodos usuales

En multitud de ocasiones la ley de control de un determinado sistema de control se decide
por criterios de maximizacién de beneficios o minimizacion de esfuerzos. A tal fin, se define
una funcién en el espacio de trayectorias del sistema y se aplican técnicas de optimizacion,
especialmente adaptadas a la estructura de nuestro problema. Veremos dos de estas técnicas:
la programacion dinamica y el principio del méximo de Pontryagin, que proporcionan visiones
complementarias del problema.

2.4.1 El principio de maximo

Hay varias técnicas generales para estudiar Problemas de Control Optimo (PCO) como son
el andlisis convexo y la programacién lineal (usualmente en espacios euclidianos de dimensién
infinita). Sin embargo, por razones computacionales, en la mayoria de las aplicaciones las
técnicas més usadas son el principio del mdzimo (que algunos autores llaman el principio de
Pontryagin) y la programacién dindmica [21].

Ahora bien, considérese el PCO deterministico (todo esto con el fin de ver como utilizar este
principio) con espacio de estados X = R", espacio de acciones A = R™ y modelo dindmico

[21]
{L‘k+1:F(k,ZL‘k,CLk) VkZO,l,...,N—l (22)
con estado inicial x = x(. La funcién objetivo que se desea minimizar es el costo total:

V(m,x) = - L(k,zk,a) + C(zN) (2.3)

k=0
sobre el conjunto de estrategias m = {ay}.
A grandes rasgos, la idea del principio del maximo consiste en usar el método de multipli-
cadores de Lagrange para minimizar (2.3) sujeto a la “restriccién”(2.2) en la forma

ka—F(k,xk,ak):O Vk:071,...,N—1 (24)

Después introducimos los multiplicadores de Lagrange pg, p1, . . ., pny en R”, a los que llamare-
mos vectores adjuntos (también llamados vectores de co-estado) y definimos el Lagrangiano

N-1

V(m,a,p) =V(mo)+ > prgr - [wrpr — F(k, 2, ap)] (2.5)

k=0

donde p. = {po, p1, ..., pn}. Porlo tanto, sustituyendo (2.3) en (2.4) y usando el hamiltoniano
definido para cada kK =0,1,...,N —1:

H<kaxk7akapk+1) = Dk+41 - F(kvxkvak) - L<k7m/€7ak) (26)

un poco de algebra nos permite reescribir (2.4) como:
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N-1
V(m, z,p.) Zpk zp — H(k, 2k, a, prir)] + C(an) + piv - 23 — po - Zo
k=0

Finalmente, bajo las siguientes hipotesis y usando resultados de optimizacion se obtiene el
teorema de El principio del maximo

Hipdtesis 2.3

a) Para cada k =0,1,..., N — 1, las funciones de costo L(k,z,a) y C(x) son de clase C"*
en Ty a.

b) Para cada k =0,1,...,N —1ya € A, la funcién F(k,x,a) es de clase C! en .
c) Paracada k=0,1,...,N —1y x € R", el conjunto {F(k,x,a)|a € A} es convexo

Teorema 2.1. (El principio del mdximo - caso deterministico, tiempo discreto). Suponga
que se cumple la Hipdtesis (2.3). Supdngase también que existe una estrategia optima
ay ={ag|k=0,1,...,N — 1} para el PCO (2.2) - (2.3) y sea x; = {zi|k=0,1,...,N} la
trayectoria correspondiente que se obtiene de (2.2) con estado inicial xf = xo. Entonces existe
un conjunto pe = {po,p1,-.-,pn} de vectores adjuntos que satisfacen la ecuacion adjunta

pr = Hy(k, x5, a5, prv1) VE=0,...,N—1 (2.7)

es decir:

Pr = Ffb(ka xz; a;;)/karl - Lx(k7xl:7 CLZ)

con la condicion terminal

pn = Ci(zy) (2.8)

y la maximizacion del hamiltoniano

H(k7$]t7a]:7pk+l) = Igeaj(H(kaxZ>aapk+l) (29)

para k=0,1,..., N — 1.
El nombre principio del maximo para el Teorema 2.1 viene precisamente de la condicién (2.9).

Observacion 2.1. El Teorema 2.1 da condiciones necesarias de optimalidad, a saber,
la existencia de la sucesion pe de vectores adjuntos que satisfacen (2.7), (2.8) y (2.9). Bajo
hipotesis adecuadas estas condiciones también son suficientes. De hecho, si tales condiciones
se satisfacen, entonces la bisqueda de un par optimo (a},x%) se reduce a resolver un prob-
lema con valores de frontera que consiste de:

a) Las ecuaciones (2.2) y (2.7), que también se conocen como las ecuaciones candnicas

del PCO.

b) las condiciones de frontera de (2.8) y x§ = xy.
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c) La mazximizacion del hamiltoniano. es decir, encontrar a} tal que:

H(ka I’;;, a;;pk’-i-l) = I}}eaj( H(k? ZL‘Z, a7pk+1)'

2.4.2 Programacion dinamica

La programacién dindmica, introducida por Bellman (1957), fue creada inicialmente para re-
solver problemas formulados en tiempo discreto, aunque posteriormente seria adaptada para
la resolucion de problemas en tiempo continuo. La programacion dindamica lo que hace es
resolver un problema de N etapas o periodos, mediante la resolucién de N problemas de una
etapa o un perfodo [1].

El problema de control 6ptimo en tiempo discreto (2.1) (Planteamiento del problema es-
tocastico) del capitulo 2, Verifica una propiedad importante, llamada de causalidad que se
expresa en los siguientes términos [4]:

Propiedad de causalidad.Para cualesquiera j, r € {0,1,...,N —1}, con j < r, se verifica
que (1) depende unicamente de z(j) y de los controles {a(j),a(j +1),...,a(r —1)}.

Es decir, dado el estado de x(j) en el que se encuentra el sistema dindmico al comienzo de
la etapa (o periodo) j + 1, para cualquier etapa posterior r se verifica que el estado que
se alcanzard al finalizar dicha etapa, z(r) depende exclusivamente del estado x(j) y de los
controles que se apliquen entre las etapas j + 1 y 7 tal como se aprecia en la Figura (2.2)

a(;) a(j+1) o a(r —1)
| i | i |
z(j) x(j+1) z(j+2) o a(r—1) a(r)
-~ - -
Etapa j+1 Etapa j+ 2 Etapa r
k= E=j+1 k=r+1

Figura 2.2: Propiedad de causalidad

En otras palabras, dados dos estados cualesquiera del sistema, uno anterior y otro posterior,
el valor que tome el estado posterior depende tinicamente del valor del estado anterior y de
los valores de los controles intermedios entre ambos estados.

Esta propiedad se verifica como consecuencia directa de la estructura del problema. En
efecto, teniendo en cuenta la ecuacion de estado se tiene que:
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z(j+1) = f(x(j),ald), j)
y que

r(i+2) = fla@+1),a(+1),j+1)
= J(f(x(h), a(h), ), a(j +1),5 +1)

y asi sucesivamente, hasta obtener:

z(r) = flz(r—1),a(r—1),r—1)
= f(f(x(r—2),a(r —2),r —2),a(r —1),r — 1)

= Ulz(j),a()),a(j +1),...,a(r —1)]

en donde esta ultima funcién ¥ se obtiene al ir sustituyendo de manera recurrente el vector
de variables de estado por el valor que resulta al aplicar la ecuacién de estado.
Como consecuencia de esta propiedad, el estado inicial z(0) y el conjunto de controles

{G(O), a(l)a s >a(N - 1)}
determinan la trayectoria del vector de estado {z(0),z(1),...,z(N)}. Utilizando la notacién:
G[O, N - 1] = {G(O), CL(].), s 7G(N - 1)}

y en general:
alj, N —1] ={a(j),a(j +1),...,a(N = 1)}

la funcion objetivo de la seccion 2.2.1 se puede escribir como

J = Jo{z(0),al0, N — 1]}

Por lo que si z(0) estd dado, para maximizar J sélo hay que determinar los controles
al0, N —1].

La propiedad de causalidad no siempre se cumple en modelos econémicos dinamicos. Por
ejemplo: una decision a tomar en cierto momento futuro por una autoridad econémica puede
estar afectando al estado presente de dicha economia por medio de las expectativas de los
agentes. En tales casos, la formulacién del modelo de optimizacion dinamica no corresponde
con el problema (2.1) en el que, como se ha comprobado, se cumple el supuesto de causalidad

1]

Consideremos de nuevo el PCO deterministico en (2.2) y (2.3) pero por conveniencia no-
tacional escribiremos las variables xy y ap como z(k) y a(k), respectivamente. Asi pues,
tenemos el modelo dindmico [21]:
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z(k+1)=F(k,z(k),a(k)) Vk=0,1,...,N —1; z(0) =z (2.10)
con funcién objetivo

V(r,x) = z_: L(k,z(k),a(k)) + C(x(N)) (2.11)

k=0

—_

donde m = {a(k)}. El espacio de estados es X = R" y el de acciones de control es un conjunto
cerrado A C R™.

La programacion dinamica se basa en el siguiente principio de optimalidad que introdujo
Bellman y cuya demostracion es evidente.

Teorema 2.2. El principio de optimalidad Sea o*(-) = {a*(0),...,a*(N — 1))} una es-
trategia optima para el problema (2.10) - (2.11) y sea x*(-) = {*(0),...,2*(N)} la trayecto-
ria correspondiente, en particular, z*(0) = xo. Entonces para cualquier tiempo s € {0, ..., N—
1}, la estrategia “truncada’a*(k) para s < k < N — 1, es la estrategia dptima que lleva el
sistema (2.10) del punto z*(s) al punto x*(N).

Para ver como se usa el Teorema 2.2, consideremos el PCO (2.10) - (2.11) pero sélo del
tiempo s en adelante (con 0 < s < N — 1), con estado “inicial"z(s) = z, es decir, sea

=

V(m,s,x) = - L(k,z(k),a(k)) + C(x(N)). (2.12)

S

B
Il

y sea v(s, x) el correspondiente costo minimo, es decir:
v(s,x) =inf V(m, s, x). (2.13)
s
Ademas como en el tiempo terminal N no se aplican acciones de control, definimos

v(N,z) = C(x). (2.14)

Luego, con el Teorema 2.2 interpretamos s y x*(s) = x como el tiempo y el estado iniciales,
se sigue de (2.12) y (2.13) que

v(s,x) = V(a*(-),s,x)

= L
= L(s,
Por lo tanto, como z*(s + 1) = F(s,z*(s),a*(s)) = F(s,x,a*(s)), obtenemos

v(s,x) = L(s,z,a"(s)) +v(s + 1, F(s,z,a"(s))). (2.15)
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Pero por la definicién (2.13), v(s, z) es el costo minimo de operar el sistema del tiempo s al
tiempo NN, de modo que

v(s,x) < L(s,x,a) +v(s+ 1, F(s,xz,a)) Vae€ A. (2.16)
Finalmente, combinando (2.15) y (2.16) vemos que
v(s,x) = miﬁl[[](s, z,a)+v(s+1,F(s,z,a))] ¥Vs=0,...,N—1 (2.17)
ac

y que el minimo en el lado derecho de (2.17) se alcanza en a*(s), como en (2.15).

La ecuacién (2.17) con la condicién terminal (2.14) se llama la ecuacion de programacion
dindmica (EPD) o ecuaciéon de Bellman, y es la base del algoritmo de programacién
dindmica en el siguiente teorema

Teorema 2.3. El teorema de programacion dindmica Sean Jy, J1, ..., Jy las funciones
sobre X definidas “hacia atrds"(de s =N a s=10) como

In(z) = C(x) (2.18)
ypara s=N—-1,N—-2...,0
Js(z) = min[L(s, z,a) + Je41(F (s, x,a))] (2.19)
Suponga que para cada s = 0,1,..., N — 1 existe una funcién a} : X — A que alcanza el
minimo en el lado derecho de (2.19) para todo € X. Entonces la estrategia markoviana
7 ={a},...,ay_,} es éptima y la funcién de valor coincide con Jy, es decir:
infV(m,z) =V(r*,x2) = Jo(x) VreX (2.20)

De hecho, para cada s =0,..., N, Js coincide con la funcién en (2.13) y (2.14), es decir,

v(s,x)=Js(x) VO<s< N, zeX (2.21)

Es importante observar que (2.21) significa que el algoritmo (2.18) - (2.19) da el costo dptimo
(o costo minimo) de PCO (2.10) - (2.11) con tiempo y estado inicial 0 < s < N—1y z(s) = z,
respectivamente.

Consideremos ahora el sistema estocdstico en el que (2.10) y (2.11) se sustituyen por

z(k+1) = F(k,z(k),a(k),&(k)) Ye=0,...,N—1; z(0) == (2.22)
V(m,z)=F 2_: L(k,xz(k),a(k)) + C(z(N)) (2.23)

k=0
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con m = {a(k)} y las perturbaciones £(0),...,&(N — 1) en (2.22) son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) con valores en algin espacio S. Resulta
entonces que, con algunos cambios adecuados, practicamente todo lo que aparece en los
parrafos anteriores sigue siendo valido.

Maés precisamente, en las expresiones en las que aparece la funciéon F debemos escribir
F(s,z,a,£(s)) en lugar de F(s,x,a), ademas, se debe tomar la esperanza en las expresiones
donde aparezcan términos estocasticos, o sea, en el lado derecho de (2.12), (2.15) - (2.17) y
(2.19).

2.4.3 Sistema lineal con objetivo cuadréatico (LQ)

El enunciado del problema, en términos matematicos, es el siguiente:

1 _ 1
max J = 3 SV (k) + Wi (k) Agug) + §m(N)tWNx(N)
{a(k)} o

sujeto a: z(k+1) = Apx(k) + Bru(k) k=0,1,...,N—1
con: z(0) =0 (2.24)

en donde, para cada k dada:
e (k) es el vector de estado (n—dimensional).
e a(k) es el vector de control (m—dimensional).

e M, B A son matrices dadas, siendo M), de dimensiones n xn By : n xm W) : n X n,
siendo simétrica y semidefinida negativa, Ay : m x m y definida negativa, v! es el vector
traspuesto de v

A continuacién en la Proposicién (2.1), se resuelve el problema, por programacién dindmica

Proposicién 2.1. Para el Problema (2.24) se obtiene la siguiente solucion dptima: para

k=0,1,...,N — 1, el control dptimo y la funcion valor son, respectivamente:
1
u*(k) = Gra(k), Jp = §I(k5>thl’</€)

en donde

G = —@,;1\112
Y

Kpy=®, - 0,0,V k=0,1,....N—1, Ky=Wy

siendo

Oy = Wi+ M Ky M,
Or = Ay + B,Ki1By
Uy = MiKpBy
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Ademas, la evolucion del sistema controlado, viene dada por:

x*(k+1) = [My + ByGylxz*(k), para K=0,1,...,.N—1 (2.25)

Demostracion.
Utilizamos el método de induccién sobre k.
Vamos resolviendo el problema dado, hacia atras en el tiempo.

e Final: Sea z(N) dado. Entonces, la aportacién a la funcién objetivo, por el hecho de
que el sistema finalice en dicho estado, es

Te((N)} = Za(N)Wia(N) = Zx(N) Kxa(N) (2.26)

en donde se ha definido la matriz Ky = Wy, que sera til en los proximos pasos a
seguir.

e Periodo N : sea (N — 1) dado. La ecuacién de Bellman para este periodo es:

o {e(N—1)} = max {%x(N )Wz (N — 1)

a(N-1)

+ %Q(N — ) Ax_qu(n — 1) + J3{My_12(n — 1) + By_1a(N — 1)}}

teniendo en cuenta (2.26), se obtiene que la expresién anterior es igual a:

A = max lx - 1a — 1) a(N —
Teafan =1} = max {2 (N = Wiy + Sa(N = 1)'Ay_1a(N = 1)
+ %[MN_LZ’(N - ].) + BN_lCL(N - ].)]t + KN[MN_ll’(N - ].) + BN_16L<N — 1)]}

1
= I(n%}f) {éx(n — D) Wno1+ My KyMy_1]z(N — 1)

1
+§G(N - 1)t[AN71 + B}fvflKNBN,l]a(N - 1)

+ LL’(N — 1)tM]tV71KNBN_1CL(N — 1)}

1
= aI(I]%[ai}i) {§{L‘<N — ]_)tq)N_llL‘(N - ].)

+ %a(N —1)'@n1a(N = 1) +z(n — 1)'¥y_ya(N — 1)}

en donde:

Oy_y = Wy + thvflKNan
On-1 = An_1+ By 1K.Bn-1
Uy, = My _KnBy.y
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imponiendo la condicién necesaria de minimo (gradiente igual a cero), se obtiene que:
a(N—-1)S_+2(N-1)"Ty_, =0

por ser Oy_; matriz simétrica, se tiene que:
Oy 1a(N —1)+ ¥ x(N-1)=0

de donde se llega a que:
a(N —1) = Oy ¥y_2(N — 1)

Obsérvese que la matriz ©y_; posee inversa, ya que por hipdtesis, A,_; es definida
negativa y Ky = Wy es semidefinda negativa, por lo que ©y_; es definida negativa y
por consiguiente no singular y posee matriz inversa. La condicién es también suficiente
de optimalidad global, por ser céncava la funcién objetivo.
Podemos poner:

a* (N —-1)=Gn_1z(N —1)

en donde:
Gno1=—-Oy V% = —[Ay_1+ By | KnB, 1] "Ny KnMy_4

Entonces

1
J;f—l = 537(]\[— 1)t®N_1x(N— 1)

1
+§JI(N - 1)tG§V_1@N_1GN_1JI(N - 1)
+z(n —1)"UN — 1Gy_12(N — 1)

Se puede poner:
1
‘]]>.\</'—1 = §I(N — 1)tKN_1ZL'(N — 1)

en donde

Kyoy = Oy + G?V—1@N—1GN—1 + 2Wn_y
(I)N—l - \IJN—IGJ_VI_l\IjAt]V_l

e Hipodtesis de induccién: periodo k + 1. Sea z(x) dado. Supongamos que la proposicién
es cierta para k (segun hipdtesis de induccién). Ahora hay que demostrar que también
se cumple para k — 1 (que corresponde al periodo k).

e Periodo k : sea z(k — 1) dado. La ecuacién de Bellman para este periodo es:

1
Ji_{z(k-1)} = %ml() {Eas(kz — D)'Wyx(k — 1)

= 4 %a(k — 1)tAk,1a(k — 1) + J:{Mkflxaf - 1) + kala(k - 1)}}
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Teniendo en cuenta la expresiéon para J;; de la hipétesis de induccién, se obtiene que la
expresion anterior es igual a:

1 1
’]’:fl = I(l’]ia)li) {§$(k — 1)th,1$(/€ — 1) + 5(1(]{ — 1)1‘//\]{,1@(]6 — 1)

1
+§[Mk_1$(k? — 1) + Bk_la(k — 1)]th

[My_12(k — 1) + Bi_1a(k — 1)}

1
= 1(1}1:3}1() {ix(kﬁ — 1)t[Wk71 + M,iflKkMkfl]x(/{Z — 1)

1
—|—§&(k — 1)t[Ak,1 -+ B]i_lKkkal]a(k — 1)

+ l'(k — 1)tM£71KkBk,1a(k — 1)}

a(k—1)
+a(k — 1)'0)_ja(k — 1)}

= max {%x(k —1)!y_qx(k — 1) + %u(k — 1)+ 6 qu(k —1)

en donde:

O = Wk71+M]i_1KkMk71
Ay + By KBy
Uy = M KBy

@
T
I

Imponiendo la condicién necesaria de minimo (gradiente igual a cero), se obtiene que:
alk —1)'O_ +z(k— 1)1 =0

por ser ©,_; matriz simétrica, se tiene que:
Or_ralk —1)+ ¥ 2(k—1)=0

de donde se llega a:
alk—1)=-6,1 v 2(k—-1)

Obsérvese que la matriz ©,_; posee inversa, ya que por hipdtesis, Ay_; es definida
negativa y K1 es semidefinida negativa, por lo que ©,_; es definida negativa y por
consiguiente no singular y posee matriz inversa. La condicién es también suficiente de
optimalidad global, por ser concava la funciéon objetivo.

Podemos poner:

a'(k—1)=Grz(k—1)

Gr-1 = _@1:1\1’2—1
= —[Ap_1 + B | KiBy_1) 'Bp_ | KM _,
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Entonces
1
Jidz(k =1} = Em(k‘ — 1) _yw(k—1)
1
+§:z:(k —-1'GE G O (k- 1)
+£If(/€ — 1)t\I/k_1Gk_1£E<k’ — 1)

Se puede poner:

1
Ji_fz(k—=1)} = éx(k: —1)'Kp_q2(k —1)
en donde

Kk—l e (bk’—l + GZ—IGk—le—l _I_ 2(pk;—1Gk2—1
= &, — \Ijk—1@1;_11\112—1

El sistema encontrado es lineal segiin expresién (2.25). Ello se comprueba inmediata-
mente sustituyendo en la ecuacién de estado el control 6ptimo obtenido.

2.5 Problema de control estocastico LQ

En esta seccién se estudia una version del problema estocastico (2.1) en el caso de que las
perturbaciones aleatorias sean de tipo aditivo.

Enunciado del problema.
Consideremos el siguiente sistema dinamico formulado en tiempo discreto:

z(k+1) = f(z(k)+a(k),v(k),k) para k=0,1,...,N—1

con: z(0) = xg
en donde para cada k :

z(k) es el vector de variables de estado, perteneciente al espacio Sy.
a(k) es el vector de variables de control, pertenecientes al espacio Cy.

v(k) es el vector de perturbaciones aleatorias, pertenecientes al espacio Dj.

La secuencia en la que van a ir tomando valores las diferentes variables, a través del tiempo,
es la que aparece en la Figura (2.3)

El control a(k) estd restringido a tomar valores pertenecientes al conjunto [z(k)], que
depende del estado del sistema en ese periodo k, es decir:
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v(0) v(1) v(3) v(N —1)

Ja(o) la(l) a(j) a(N-1)
| | | - | | - |
| !

2(0) z(1) z(2) z(j) z(j+1) z(N—1)
Etapa 1 o Etapa2 ~_ Etapaj+1 B Etapa N
E=0 k=1 k=j k=N-1

Figura 2.3: Etapas y variables en el problema de control estocastico en tiempo discreto

a(k) € Q[x(k)] para cada x(k) € S, Vk=0,1,...,N—1
La perturbacion aleatoria v(k) viene caracterizada por una distribucién de probabilidad
By(o| 2(k), a(k))

que puede depender explicitamente de z(k), a(k), pero es independiente de v(k — 1), v(k —
2),...,v(0).

Consideremos las leyes de control (también llamadas politicas), consiste en una secuencia de
funciones:

™= {MO?NI? oo 7/,LN_1}

en donde cada funcion a;, transforma el estado z(k) en el control a(k) = px[z(k)], de manera
que se verifica que

pile(k)] € Qplz(R)], Vx(k) € Sk

Las leyes de control que cumplen esta condicion se llamaran admisibles.
El problema consiste, exactamente, en lo siguiente:

dado un estado inicial xo, se trata de encontrar una ley de control admisible

™= {MO?/V“? s 7“]\7*1}

que maximice el funcional siguiente:

sujeto a: z(k+1) = fle(k), pi[z(k)], v(k), k| k=0,1,...,N—1

con: z(0) =z
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en donde E{e} significa esperanza matemdtica. Por otra parte, las funciones F,s y f estin
dadas.
Se trata de encontrar una ley de control éptimo ©*, para la cual se verifique:

T+ (w0) = max Jx(2o)

en donde 11 es el conjunto de leyes de control admisibles. Entonces la funcion J*, es definida
de la siguiente forma:

J*(z0) = Jp(20)

Es la funcién que asigna a cada estado inicial xo el valor objetivo dptimo J*(xo) y se llama
funcion valor optimo.

Observacion 2.2. Si el problema anterior es de minimizar, en lugar de mazximizar, se puede
expresar de la forma enunciada anteriormente, sin mds que cambiar el signo del funcional
objetivo.

Ejemplo 2.1. Problema de control estocdstico de un sistema lineal con funcion objetivo
cuadrdtica. Se trata de calcular:

{a(0),a(1),...,a(N — 1)}

para los que se alcanza el

min J=F { A Bx(k)th:L’(k) + %a(k)tAka(k) + %x(N)tWNx(N)}
sujeto a: z(k+ 1) = Agz(k) + Bra(k) + v(k) E=0,1,...

con: x(0) = xg

En donde, para cada k se tiene:

z(k) es el vector de variables de estado n—dimensional.

a(k) es el vector de variables de control m—dimensional.

Por otra parte {v(k)}r—o1,.n son vectores aleatorios normales, tales que:

E{v(k)} =0, E{v(k)v(k)'} = Q VE
E{v(k)v()'} =0, k #1

por lo que se trata de vectores aleatorios normales, serialmente incorrelados (por tanto, in-
dependentes) y de media cero.
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Esto nos lleva al enunciado del problema en términos matemaéticos:

max J = E {1 - [z (k) Wy (k) + u(k) Apx(N) u(k)] + %x(N)tWNx(N)}

{ulk) ! 2=
sujeto a: x(k+1) = Myx(k) + Byu(k) +v(k), para k=0,1,...,N—1
con: z(0) = xg (2.27)

en donde, para dada k :

z(k) es el vector de estado (n—dimensional).
a(k) es el vector de control (m—dimensional)

M., By, Aj son matrices dadas, siendo M), de dimensiones nxn, By : nxm, Wi : nxn
siendo simétrica y semidefinida negativa. Ay : m x m y definida negativa, z! es el vector
traspuesto de z

Por otra parte, {v(k)}+ -, son vectores aleatorios independientes, tales que:

E{v(k)} =0, E{v(k)v(k")} = Qr, E{v(k)v()'} =0, si k#I
En la siguiente proposicién se resuelve el problema, por programacién dinamica

Proposicién 2.2. Para el problema (2.27) se obtiene la siguiente solucion dptima: para

k=0,1,...,N —1, el control optimo y la funcion valor son, respectivamente
1
a*(k) = Gra(k) J{a(k)} = (k) Kpr(k Z E{v(i)Kipiv(i)}
en donde
G = —@,;1\112,
Y

Kk:¢>k—\lfk@,;1\11}t€, para.  k=0,1,....N —1, con Ky =Wy

siendo

O, = Wi+ MKy My

Or = A+ BiKii1Bs

U, = M Kpi1B
Ademds, la evolucion del sistema controlado viene dada por:

z*(k+1) = [My + BrGylz*(k) +v(k), para k=0,1,...,N—1 (2.28)

Demostracion
Utilizamos el método de induccién sobre k. Vamos resolviendo el problema dado, hacia atras
en el tiempo.
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e Final: sea x(V) dado.
entonces, la aportacion a la funciéon objetivo, por el hecho de que el sistema finalice en
dicho estado es:

Ji —E {%x(N)tWNx(N)} _ %x(N)tWNx(N)

= %x(N)tKNx(N) (2.29)

en donde se ha definido la matriz Ky = Wy, que serd 1til en proximos pasos a seguir.

e Periodo N : sea z(N — 1) dado.
La ecuacién de Bellman para este periodo es:

* _ 1 t
I {z(N -1} = ur(glvag){zw(f\f )'Wy,z(N —1)

+%u(N - l)tAN_la(N —-1)+ JE{$(N)}}

en donde:

2(N) =M, 12(N —1)+ By_1a(N —1) +v(N — 1)

Teniendo en cuenta (2.29) se obtiene que la expresién anterior es igual a :

u(N—-1)

Jy_ {z(N—-1)} = max {%x(N — D)'Wx_12(N — 1)

+%a(N —1'An_1a(N —1) + %x(N)tKNI(]W}

siendo

x(N)=My_12(N — 1)+ By_1a(N — 1)+ v(N — 1)
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Por lo tanto:

Jy_{z(N -1} = max {%x(N — D Wy + Ay KnAn_]z(N — 1)

u(N-1)

1
+50(N = 1)[Ax-1 + By Kaby-1Ja(N = 1)
+$(N — 1)tA§V71’CNBN,16L(N — 1)

1
+§$(N — 1)tA§V71K:NU(N — 1)

1
+§G(N — 1)tB§V_1K:N’U(V — 1)

1
+§U(N — 1)tICNMN_1(L’(N - 1)

1 1
+§’U(N — 1)tICNBN_1a(n - 1) + §U(N - 1)tICNU<N — 1)}

1 1
= aglva}i){éx(N —1)®n_1z(N —1)+ §a(N —1)'Oy_1a(N - 1)

+ZL’(N - 1)t\I’N_1CL<N — 1)

%E{U(N — 1)'Kyv(n — 1)}}

en donde

On_y = Wy + Ai}v,l/CNMNA
An_1+ By_1KnBn-1
Un1 = My KyByo

©
P
|

Imponiendo la condicién necesaria de minimo (gradiente igual a cero), se obtiene que:
a(N —1)Ox_1z(N — 1)Uy ;=0
por ser ©y_; matriz simétrica, se verifica que:
Oy 1a(N —1)+ ¥y (N —-1)=0
de donde se obtiene que:
a(N —1) = —O71, Wy _x(N — 1)
Obsérvese que la matriz ©y_; posee inversa, ya que por hipétesis, Ay_; es definida

negativa y Ky = Wy es semidefinida negativa, por lo que ©y_; es definida negativa y
por consiguiente no singular y posee matriz inversa. La condicién es también suficiente
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de optimalidad global, por ser céncava la funcién objetivo.
Podemos poner:

CL*(N - 1) = GN_ll’(N - 1)
en donde:

Gno1=—-O63 Y% = —[Ay_1 + By [ KyBya| "By (KnMy_,
Entonces,

T fx(N=1)} = %x(N )y aw(N = 1)

1
+§I(N - l)tGﬁv_l@N_lGN_lI(N - 1)

+I<N - 1)t‘1/N_1GN_1I(N — 1)
+%E{U(N — DEyo(N - 1)}

Se puede poner:
1 1
Jy_{xz(N=1)} = §x(N —1)'Ky_1z(N —1) + éE{U(N —1)'Kyv(n—1)}

en donde:

Knoi = @no14+ Gy 1Onv_1Gno1 + 20y 1 Gy
Oy — Uy 10Ty

e Hipdtesis de induccién: periodo k + 1. Sea z(k) dado.
Supongamos que la proposicién es cierta para k (segin hipétesis de induccién). Ahora
hay que demostrar que también se cumple para k — 1 (que corresponde al periodo k).

Periodo k : sea xz(k — 1) dado.
La ecuacién de Bellman para este periodo es:

T {x(k—1)} = max {%x(k: )Wk — 1)+ %a(k A alk — 1)

a(k—1)

+Ji$1{x(/f)}}

en donde
(k) = My_12(k — 1)+ Br_1a(k — 1) +v(k — 1)
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Teniendo en cuenta la expresiéon para J;; de la hipétesis de induccién, se obtiene que la
expresion anterior es igual a:

i dz(k =1} = r(111€a>1<) E{%x(k — D)'Wyz(k —1) + %a(k —1fAp_q1a(k — 1)

1 1N1
Lo K ) + 1 K }
i=k

siendo

(k) = Mg_1x(k — 1)+ Br_1a(k — 1) +v(k — 1)

Por tanto,

1
Jiafe(k= 1} = max E{§x(k =1 Wit + MK ok = 1)

1
+§a(/f —1) [Ak_l + Bi_KyBy_1|a(k —1)

1
—HI?(k - 1)tA',;_1ICkBk,1a(k — 1) + §x<k — 1)tAk,1’Ck?)(k — 1)

+%a(k‘ - 1)tBli_lleU(k - 1) + %U(k} - 1)t’CkAk_1ZL‘(k? - 1)
+%U(k ) KBy sa(k — 1) + %v(k ) Kok — 1)
1 N—-1
I [v(z‘)tmlv(in}
i=k
_ Lok = 1) gk — 1) + Za(k — 10, a(k — 1)
= g = B lh = 1)+ galk— )
1 N—-1
sl = 1) sl =)+ 5 3 B0 K@)

i=k—1

en donde:

Ppoy = Wi+ A1 KAy
Or1 = Ay + B [ KipBiy
Uy = A, KiBpy

Imponiendo la condicién necesaria de minimo (gradiente igual a cero), se obtiene que:

(I(k’ — 1)t@k_1 + l’(k’ — 1)tq/k_1 =0

Por ser ©,_; matriz simétrica, se verifica que:

Op1a(k—1)+ ¥ _j2(k—1)=0
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de donde se obtiene que:

alk—1) = -6, 1V: x(k—1)

Obsérvese que la matriz ©4_; posee inversa, ya que por hipdtesis, Ay_; es definida
negativa y Ky_1 es semidefinida negativa, por lo que ©;_; es definida negativa y por
consiguiente no singular y posee matriz inversa. La condicién es también suficiente de
optimalidad global, por ser concava la funciéon objetivo.

Podemos poner:

a'(k—1)=Grz(k—1)

en donde:

Gro1 = =0, 1,0}, = [A—1 + B [eBeot]) ' Bl K Ara

Entonces,

1
Tiofa(K =1} = gak = 1)@
1
+§.T(l€ — 1)tG2_1@k_1Gk_1ZE(k' — 1)

+{L‘(k — 1)t\11k_1Gk_1fL‘(k’ — 1) —|—

Se puede poner:

Tafolh =1} = 3ol = )Kiaa(k— 1)+ 5 Y B Koo}

en donde:
Kioi = @1 +Gh 103 1Grq + 2V, Gy
= O, — V0,1 Wi,

El sistema controlado es lineal. Ello se comprueba inmediatamente sin méas que sustituir
en la ecuacién de estado el control éptimo obtenido.
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2.6 Principio de equivalencia cierta

El trabajo pionero de Bellman con énfasis en los modelos que utilizan variables de estado y el
método de programacién dindmica ha generado una teoria de la toma de decisiones dindmicas
bajo incertidumbre y en particular, en el control estocéastico y adaptativo. Una de las ideas
en esta area con una gran cantidad de atractivo préactico y conceptual es la de equivalencia
cierta.

La idea bésica aqui es definir una politica de decision poniendo la incertidumbre igual a su
valor esperado dadas las observaciones. Si bien a primera vista el contenido intuitivo basico
detras de esta idea parece bastante claro, no es facil dar formulaciones matematicas precisas
de este principio.[29].

Notacion.

SiT CcR, teTyy:T +— Y entones y, denota el pasado de y definido por y, :
TN (—o0,t) — Y con y; (1) := y(7) para 7 < t. Como de costumbre U denota todos los
mapeos de T" a U, es decir, UT := {f| f : T —— U} como aparece en un contexto diferente,
esto no se confundird con transposicién [29)].

Definicién 2.6. Se dice que una solucion es anticipativa, si los valores de las variables
son unicos, implantables e independientes del escenario que acontezca [25].

Definicién 2.7. Sea U CUT y F: U — Y7 entonces, se dice que F es [20]

e No anticipativa si u,v € U y u(t') = v(t') para t' < t lo que implica Fu(t') = Fu(t)
para t' <t

o Estrictamente no anticipativa si u(t') = v(t') t' <t implica Fu(t') = Fuo(t') parat’ <t

La idea bésica de esta estrategia consiste en evitar adelantar innecesariamente decisiones a
etapas anteriores, si estas se precisan efectuar con posterioridad. De esta forma, la solucion
que se obtiene considera todos los escenarios posibles en situaciones futuras, pero no se sub-
ordina a ninguno de ellos y ademés proporciona las decisiones a tomar en el momento en el
que éstas se necesitan [28].

Definiciéon 2.8. Un sistema dinamico de incertidumbre estd definido por un mapeo G :
U x Q+—=Y llamado planta tal que Vw € Q) G(o,w) es estrictamente no anticipativa.

Denotaremos un sistema dindmico de incertidumbre por su planta G.

Veremos una politica de control como una receta para decidir el control en base a las ob-
servaciones, que respeta las restricciones del flujo de informaciéon impuestas por la siguiente
definicién.

Definicién 2.9. Una ley de control es un mapeo F :' Y —— U observe que es

1 No anticipativa.
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1 Es tal que la ecuacion implicita en u
u=FGu,w) VYwe

tiene solucion unica en U (esta solucion depende claramente de F y w y se denotardn
por F (w,F)).

iti De forma que el flujo de informacion de G es no anticipativa en el sistema de cir-
cuito cerrado, con esto queremos decir que si 3t € T tal que Yu € U, G(u,w,)(t') =
G (u,ws)(t') para t' <t entonces Fy(wy, F)(t') = Fu(u, ws)(t') para t' < t.
En el caso discreto 3T tal que T = [to,to+1,...,t1], —00 <ty <ty < oo conlU =U"
yY =Y?

La idea bésica es la siguiente: “Suponemos que nos enfrentamos a la decisiéon de elegir un
control a € A para minimizar J(a,z) [29]

En el caso de tener informacion perfecta, es decir, si a(k) = ug(z(k)) es conocido, esto lleva
a escoger a*(z) tal que
J(a*(x),z) < J(a,x) YVa€e A

Sin embargo, si solo los conocemos a través de las observaciones y no podemos resolver
el problema de encontrar la ley de control 6ptimo correspondiente no tiene ningtin mérito
utilizar la ley de control

a:= FE{a*(2)|y(z) =y}

donde hemos supuesto que esta expectativa condicional estd bien definida”a esta idea se le
llama equivalencia de certidumbre, ahora se formalizara el marco dindmico.

Sea T = {to,to+ 1,...,t1} con 0o < tg < t; < 0o y se asume que la planta G y la funcional
de costo J estan dadas y que el control de entrada es un subconjunto de un espacio vectorial
finito. Por simplicidad se asume que U =UT yY =Y7.

Sea v € U, k € T y considere el siguiente problema de control deterministico

min J(u,w) (2.30)

uEvak

donde

Upr ={u € Ulu(k') = v(k') para k' <k}
Sea u*(v, k,w) un control de minimizacién. Considerando que su valor en el tiempo k define
un mapeo R : U x §2
R(v,w)(k) = u" (v, k,w) (k)

Este R(u,0)(k) es el control que usarfamos en en el tiempo k si nos encontramos con que
la informacion es perfecta (w es conocido) pero las decisiones previas (el control v antes del
tiempo k) ya se han decidido.
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Las observaciones hasta el tiempo k que habrian ocurrido bajo los supuestos anteriores estan
dadas por G(v,w) y G(v,w)(k’) para k' < k estando disponible en el momento k.

La idea de equivalencia de certeza ya explicada anteriormente, sugeriria usar en el tiempo k
el valor de control

E{R(v,")(F)|G(v,-)(T) = y(r) T <k}

(Asumiendo que esta esperanza estd bien definida.) Luego se define un mapeo S : U XY ——
U definido por

S(v,y)(k) = E{R(v, ) (k)| G(v,)(1) = y(T) T <k}

Este mapeo en no anticipativo en y y es estrictamente no anticipativo en v. Consideremos
ahora ecuaciones simultaneas

Sv,y) =u; u=v

que nos dice que la equivalencia de certeza se usa para todo k, estas ecuaciones definen un
mapeo

F.:Y—U

también define una ley de control segin lo explicado. Llamaremos F.. ley de control de
equivalencia de certeza. El uso de esta ley de control es conocido como principio equivalente
de certeza, y diremos que la propiedad de equivalencia de certidumbre es valida para un
problema de control estocdstico si la ley de control 6ptimo F* = F . [29].

En el siguiente ejemplo se resuelve un problema de control estocéstico lineal—cuadratico,
con perturbaciones aleatorias de tipo multiplicativo, para el que no se verifica el principio de
equivalencia cierta [1].

Ejemplo 2.2. Se considera el siguiente problema de control estocdstico:
min - J= B{[=(0) - 2° + [z(1) — 3] + [z(2) — 3 + a(0)* + [a(1) — 1]*}
sujeto a  x(1) = ax(0) + 2a(0) + 1
z(2) = z(1) +ba(l) — 2
con x(0)= 1

en donde x es la variable de estado, a es la variable de control, o es una variable aleatoria
normal de media 1 y varianza 1 que se realiza al final del primer periodo, b es una variable
aleatoria normal de media 3 y varianza 4 que se realiza al final del periodo 2, siendo o y b
independientes.

a) Resolver el problema.

b) Comprobar que este problema no cumple el principio de equivalencia cierta
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A
Y
A

/

Pertodo1 (k = 0) Periodo2 (k=1)

Figura 2.4: Periodos y variables en el ejemplo 2.2

Solucion. En la figura (2.4) aparece el esquema habitual correspondiente a este problema.

a) Resolvemos por programacién dindmica.

e Final: Sea z(2) dado. Entonces:

J3{x(2)} = [2(2) - 3)°

e Segundo periodo: sea z(1) dado.
La ecuacién de Bellman correspondiente al periodo es:

Ji = min B{[a(1) = 3 + [a2) — 1 + J5{x(2)}}

en donde
z(2) = z(1) + ba(l) — 2

Por tanto,

Jile(1)} = min E{[2(1) = 3] + [a(1) — 1]* + [(1) + ba(1) — 5]*}

Efectuando operaciones y teniendo en cuenta que
E{b} =3, E{b*} = var(b) + [E{b}]* = 13
se llega a que

Ji = rr%ill)l[Qa:(l)z — 162(1) + 35 + 14a(1)? — 32a(1)" — 32a(1) + 62(1)a(1)]

Aplicando las condiciones de optimalidad se obtiene:

. 16 — 32(1)
a*(1) = =
1 64 117

Tia()} = a1 = Sa(l) + —
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e Primer periodo: sea x(0) = 1 dado.
La ecuacién de Bellman para este periodo es:

Jy = min {1+ a(0)" + J; {x(1)}}

en donde
z(1l) = a+2a(0) +1
Por tanto
19 64 117
Jg:Q%Eﬂ+ﬂmﬁ+1ﬂa+hmn+u2—7ﬁy+mmy+u+<7

Efectuando operaciones y teniendo en cuenta que
E{a} =1, E{a*} =var(a) + [E{a}])* = 2

se llega a que

45 52 87
*—min F | —a(0)? — =a(0) + —
o =min | al0) = al0)
Aplicando las condiciones de optimalidad, se obtiene:
26
* 0 —
a'(0) = -
Y 26
0)=1,a"(0) = —
2(0) =1, a"(0) = ¢
por lo que .
9
* 1 — _
z(l) =a+ -

y el valor que tome finalmente a no se conocera hasta el final del periodo 1, cuando
se realice la variable aleatoria «.
16 — 3x =+ (1)
* 1 S S
a*(1) 12

3 143 7
*(2) = o — — - _
*(2) =« 14ab+210b+45

y el valor que tome finalmente no se conocera hasta el final del periodo 2, cuando
se haya realizado la variable aleatoria b.

Por otra parte
2563

630
b) En el problema dado, sustituimos las variables aleatorias o y b por sus respectivas

esperanzas matematicas, que son 1y 3 y quitamos el operador esperanza matematica en
la funcién objetivo, obteniendo el siguiente problema de control 6ptimo deterministico:

a(g)l7i(1r(l1) J = {['T(O) - 2]2 + [l’(l) - 3]2 + [x(2) — 3]2 + a(0)2 + [a(l) _ 1]2}

sujeto a z(1) = (04 2a(0)) + 1
z(2) = x(1)+3a(l) —2
con z(0)= 1

Jr= 05 =

Resolvemos el problema por programacion dinamica.
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e Sea x(2) dado. Entonces
J{x(2)} = [2(2) — 3]

e Segundo periodo. Sea x(1) dado.
La ecuacién de Bellman correspondiente a este periodo es:

Jifa(1)}y = min {[o(1) = 32 + [a(1) = 1+ J5{x(1) + 3a(1) ~ 2}

Se resuelve dicha ecuacién de Bellamn, obteniendo la siguiente solucién:

o) = 1 —1?):;;(1)
T} = 1or()? - S +

e Primer periodo. Sea z(0) = 1 dado.
La ecuacién de Bellman correspondiente a este periodo es:

Ji = n%gl {1+ a(0)* + J;{2+2a(0)}}

Se resuelve dicha ecuacién de Bellman, obteniéndose la siguiente solucion:

) 0 34

Comparando los controles 6ptimos obtenidos para e problema deterministico definido

en este apartado y para el problema estocastico resulto en a), se observa que son
diferentes, por lo que no se cumple el principio de equivalencia cierta.

2.7 Equivalencia cierta para el problema LQR

El ejemplo anterior muestra claramente que el punto crucial es la pregunta: ;Qué se entiende
por ley de control de equivalencia cierta? Esta es precisamente la pregunta que hemos tratado
de responder en la seccién anterior.

Debido a lo anterior, en esta seccién mostraremos que el problema-LQR es el equivalente
cierto.

Consideremos primero el problema LQR en tiempo discreto. Sea T' = [kq, ko+1, ..., k1], —oo <
ko <ki<oo, U=R™ U=UT Y =RP, Y=Y ylaplanta G definida andlogamente
como en 2.8 a través del estado z € R" por

v(k+1) = Ak)a(k) + B(k)u(k) +wi (k)
y(t) = Ck)z(k) +wa(k)
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con {xg,wy(ko), ..., wi(k1)wa(ke),...,wa(ky)} vectores aleatorios Gaussianos mutuamente
independientes, F{xo} := zoE{(xo — To)(xo — To)'} := X(ko); w1, wo ruido blanco con media
cero y covarianza Vi(k), Vo(k) respectivamente y A(k), B(k) y C(k) matrices de dimensién
apropiada para k € T'. La funcion de costo esta dada por

k-1
Z ['(k + D) R(k + )a(k + 1) + u' (k) Ro(k)u' (k)] + 2" (k1) P (k) (2.32)
ko
con P, = P}, Ri(k) = Ri(k) y Ra(k) = RL(k) matrices de dimensién apropiada, Ry (k) >
0, Ro(k) >0 parak €Ty P, > 0.

La ley de control admisible consiste en todos los mapeos no anticipativos de Y en U. Supong-
amos, como en toda la teoria de control éptimo LQR, que la ecuacion de Riccati en tiempo
discreto

Pk —1) = [A(k—1)— B(k — V)F(k — D)]'[Ri(k) + P(K)JA(k — 1), Pi(ky) = P, (2.33)
F(k—=1) = [B'(k—=1)(Ri(k) + P(k))B(k — 1) + Rao(k — 1)] " B'(k — 1)[R: (k) + P(k)]A(k — 1)
(2.34)

tiene una solucion para ko < k < ky.

Ahora, probaremos lo siguiente

Teorema 2.4. FEl problema LQG en tiempo discreto es el equivalente cierto.
Demostracion.

La prueba se basa en dos teoremas, el primero no es méas que un ejercicio de teoria L) (de-
terministico).

Teorema 2.5. Para el problema en consideracion, el control u(v, k,w) introducido en 2.30
para k € {k,k+1,... ki } estd dado por

(W) (v, k,w)(K') = F(K)z(K,w) + LK, w) (2.35)
donde F' es definida por (2.34) y L estd dada por

L=—Fuw —F (2.36)
F o= [BR)(Ri(k+1) + Pk + 1)B(k) + Ro(K)] ™" - BR)(Ru(k + 1) + P(k + 1))
F o= [BR)'(Ru(k+1)+ Pk + 1))B(k) + Ro(K)] ™" - Bt (k)N (k, w)

donde N(k,w) es la solucion de la ecuacion en diferencias hacia atrds
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N(k,w) = [A(k)— B(k)F(k)]"N(k+1,w) + [A(k) — B(k)F(K)]" - [Ri(k 4+ 1) + P(k + 1)]w

N(k’l,W) = 0

finalmente, x en 2.35 estd definida recursivamente por la ecuacion de planta 2.51 con

/ (k) E <k
ur) = { —F(F)a(k,w) +L{t\w) ¥ >k

Ahora, con el Teorema 2.5 es facil identificar cudl es el mapeo R de 2.30. Por lo tanto
R:(u,w)—1a

con % dado por

[

= —Fz+1L (2.38)

con x definida recursivamente por

r(k+1w) = A(k)x(k,w)+ B(k)u(k)+ w(k,w)

x(ko,w) zo(w)

y L dada por 2.36 para kg < k < ky.

Pasemos ahora al calculo del mapeo S del LQG en el caso de que el esta definido como en
2.30, en general

Teorema 2.6. Sea u definida como se indico anteriormente y y estd dada por la ecuacion
de planta 2.31 (consideremos en ambas ecuaciones a w como una funcion deterministica).
Entonces E{u|y, } estd dada por E{u(k)|y, } = —F(k)E{z(k,w)|y, }.

Demostracion.

Resolviendo 2.37 y sustituyendo el resultado en 2.36 se muestra que L(k,w) es linealmente
dependiente en wy(k,w), wi(k + 1,w),...,wi(k1,w). En otras palabras, las mediciones del
tiempo hasta k son funciones historicas wq(ko,w), ..., wi(k; — 1,w) y de wy(k,w). Por lo
tanto, L(k,w) es independiente de y,. .

Del Teorema 2.6 se sigue que S : U XY —— U estd definida por S(u,w)(k) = —F(k)& con
z(k) = E{z(k)|y, }. La evaluacién de z(k) es simplemente el filtro de Kalman en tiempo
discreto y se define recursivamente por

A

z(k+1) = Ak)z(k)+ B(k)u(t) + L(k) - [y(k) — C(k)z(k)]
Zi’(k’o) = Xy

1(k,W)

(2.37)
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con jl(/f) la ganancia del filtro de Kalman, obtenida, como es bien sabido por una solucién
de un tipo de ecuacién de Riccati. Es importante observar que L(k) es deterministica.

Para calcular la ley de control de la equivalencia cierta basta ahora con resolver las ecuaciones
S(u,y) = u que después de la sustitucion en la expresion anterior para S, da como resultado

F.. :Y —— U definida por

(Fcey>(k> = _FU{:)]%

con Z(k) definida recursivamente por

A

pk+1) = [A(k) = B(R)F(K)J2(k) + L(k) - [y(k) — C(k)2(k)]
#(k) = E{wo}

que define como es bien sabido la ley de control de retroalimentacién éptima para el problema
de LQG. Llegamos a la conclusién de que el problema LQG es el equivalente cierto.

OJ

Con esto concluimos la prueba del Teorema .

Para el problema de LQG en tiempo continuo la demostracion es bastante parecida pesar que
se utilizan tres teoremas en lugar de dos, se llega a la misma conclusién. Dado que nuestro
tema de estudio consideramos solamente el tiempo discreto, se deja como objeto de estudio
a lector la parte de tiempo continuo.

Para finalizar, en esta seccién hemos dado un marco general para definir la ley de control
de la equivalencia cierta. La idea béasica es que la equivalencia cierta elige una politica de
control, en cada instante de tiempo, como el control de la esperanza condicional (dadas las
mediciones hasta ese momento) de lo que serfa el control éptimo si no hubiera incertidumbre.
Dentro de este marco, no es dificil demostrar que los problemas LQG de tiempo discreto y
continuo son equivalentes ciertos. Hemos presentado aqui una prueba explicita del caso de
intervalos de tiempo finitos, pero estos resultados se extienden facilmente al caso de tiempo
infinito.



Capitulo 3

Modelamiento en Optimizacion
Convexa No Diferenciable

Las causas de la no diferenciabilidad de un problema de optimizacion son diversas, sin em-
bargo, con un fin explicativo se pueden agrupar en dos:

e La no diferenciabilidad de las funciones del problema, aunque las variables del problema
sean continuas.

e La no continuidad de las variables del mismo, aunque las funciones pudieran ser difer-
enciables en un conjunto méas amplio de puntos que el conjunto solucion del problema.
Se entiende por no continuidad de las variables el hecho de que algunas de ellas sélo
pueda tomar valores enteros, o que sea continua por tramos o que sea semicontinua.

En muchos problemas la no diferenciabilidad tiene su origen en las dos causas mencionadas,
por lo que no hay que considerarlas excluyentes. Ademas, hay casos en los que un modelo
del primer tipo que, en un principio, no es lineal ni diferenciable, puede pasar a ser difer-
enciable transformando la parte del modelo que provoca la no diferenciablidad lineal. En
otros, cabe la posibilidad de transformarlo en un problema del segundo tipo, es decir, de
programacioén entera mixta mediante la incorporacién de variables enteras y/o binarias. Si
bien persiste la no diferenciabilidad, se emplearan los métodos de resolucion del capitulo
anterior que resuelven en cada iteracion un subproblema diferenciable. Aunque con esto no
se estd suponiendo que sean los tnicos casos en que dicha transformacién pueda darse ni que
no existan transformaciones alternativas.

3.1 El problema del portafolio

En finanzas, un portafolio o cartera es una combinacion de las inversiones realizadas por
una instituciéon o un individuo. La creacién de un portafolio es parte de una estrategia de
diversificacién de la inversién y limitar el riesgo. Al ser propietario de varios activos, deter-
minados tipos de riesgos (en particular, el riesgo especifico) puede reducirse. Los activos del
portafolio pueden incluir cuentas bancarias, acciones, bonos, opciones, warrants, certificados
de oro, materias primas, contratos de futuros, las instalaciones de produccién, o cualquier

81
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otro elemento que se espera que conserve su valor.

En la construccién de una cartera de inversiones de una institucion financiera generalmente
ésta llevara a cabo su propio andlisis de la inversién, mientras que un particular puede hacer
uso de los servicios de un asesor financiero o una institucién financiera que ofrece servicios
de gestién de cartera.

Gestién de un portafolio

La gestién de la cartera implica decidir qué activos incluir en el portafolio, teniendo en cuenta
los objetivos del titular de la cartera y las cambiantes condiciones econdémicas. La seleccion
consiste en decidir cudles son los bienes a comprar, jcuantos comprar, cuando comprar, y que
activos desinvertir. Estas decisiones siempre implican algin tipo de medicion del resultado o
rendimiento de la cartera, y el riesgo asociado a este cambio (es decir, la desviacién estandar
del retorno). Normalmente, se compara con el rendimiento esperado de carteras con paquetes
de activos diferentes.

Los objetivos y circunstancias de los inversores también deben ser considerados. Algunos
inversores son mas reacios al riesgo que otros.

Modelos de gestiéon de un portafolio
Algunos de los modelos financieros utilizados en el proceso de valoracion, seleccién de valores
y gestion de carteras incluyen:

e Maximizacién el rendimiento, dado un nivel determinado de riesgo.
e La teoria moderna de gestion de portafolios o Modelo de Markowitz.
e Teoria del Arbitraje de Precios

Al tiempo t = 0 se tiene un monto M que se desea invertir a una semana en un portafolio
de inversion, integrado con acciones de n empresas. Se tiene como datos los precios diarios
de cada una de las acciones en los tres meses previos a ¢ = 0. El nimero de acciones de
cada empresa se deben terminar de tal forma que el riesgo del portafolio sea minimo y su
rendimiento semanal sea mayor o igual a una r* dada [39].

Para tener una mejor idea del problema, revisemos algunos conceptos de finanzas.

Un monto M? que se invierte en el banco a un interés r anual, al término de un afio se
convierte en un monto M? igual a

M'= M +rM° = (14 7)M°
1_M0

Observemos que r = es la ganancia relativa, se le conoce como el rendimiento de

MO
la inversion y en el caso de los depdsitos a plazo fijo coincide con la taza de interés.
En el caso de las acciones, como de otros activos financieros, el rendimiento durante un

periodo de tiempo se define por las variaciones relativas del precio del activo y estd dado por:
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Pl . PO
r=—po (3.1)
con PY al tiempo inicial y P! al tiempo final. Observemos que P! = (1 +r)P°, por lo que el
concepto de rendimiento coincide con el que definimos para depdsitos bancarios.

Los rendimientos de un depdsito bancario son deterministas porque al depositar el dinero
sabemos de antemano el rendimiento exacto que se recibird a la fecha de vencimiento; en el
caso de las acciones, las variaciones del precio dependen de muchos factores: del desempeno
de la empresa, de la situacién econémica del pais, del tipo de cambio, de las tasas de interés
e inclusive de que tan optimistas o pesimistas son los participantes en el mercado accionario.
En suma, son tantos los los factores que intervienen, que es dificil prever de antemano si se
incrementardan o se reduciran, y mas dificil ain, en cuanto lo haréan.

Dado que no podemos determinar con certeza el rendimiento a futuro de cada accién, ésta
se comporta como una variable aleatoria. En consecuencia, al tiempo t = 0, a lo mas que
podemos aspirar es a calcular el valor esperado del rendimiento de una accion.

Una forma de calcular el valor esperado de una variable aleatoria es a través del calculo del
primer momento de distribucion. ;Qué tipo de distribucién tienen los rendimientos de los
activos con riesgo? Para tener una idea analicemos el comportamiento histérico de éstos; por
ejemplo, a través de un histograma de los rendimientos diarios de cada accién.

3.1.1 Formulacién matematica del problema

En el mercado financiero hay participantes a quienes se denominan agentes financieros que
compran y venden activos financieros. Los activos financieros se clasifican en activos fi-
nancieros de renta fija, cuyos rendimientos son deterministas, y activos financieros de renta
variable, acciones y bienes de consumo cuyos rendimientos tienen incertidumbre.

El modelo de mercado con el que se trabajara tiene las siguientes reglas:

a) Se trabaja en un mercado ideal en el que los bancos prestan y dan créditos a la misma
tasa de interés.

b) Principio de comparacién: entre dos inversiones al mismo plazo, los inversionistas pre-
fieren aquella que tenga rendimientos mas altos.

c¢) Principio de aversién al riesgo: si una inversién no tiene rendimientos fijos entonces tiene
un riesgo. Entre dos inversiones con plazo y rendimiento estimado igual, se prefiere la
de menor riesgo. Una inversién con riesgo debe tener rendimientos més altos que otra
similar con riesgo menor. La tolerancia al riesgo es personal.

d) Principio de no arbitraje: no se puede tener un portafolio de inversiéon cuyo precio
inicial P° sea cero, pero cuyo precio P° > 0 y su valor esperado estrictamente mayor
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que cero; o sea que sin invertir un centavo se tenga una posibilidad de hacer una
ganancia positiva.

e) Para simplificar el modelo se asume que se pueden comprar fracciones de acciones.

f) Por realismo se permiten compras en corto; es decir, que se puede pedir prestado para
comprar ciertas acciones. En este caso, para distinguir el dinero prestado del propio, a
las cantidades prestadas que se inviertan se denotan con signo negativo.

Planteamiento del problema
Definicién de la funcién objetivo, de las variables y los datos del problema.

Objetivo: Dados n activos con rendimiento esperado 7; y varianza estimada &;, determinar
el portafolio con costo M y rendimiento esperado r* que tenga minimo riesgo.

El rendimiento relativo de un activo A; se denotard por r; y se define por la expresién (3.1).
Si el precio al tiempo final P/ es una variable aleatoria, también lo es r;. Sea m,; el nimero
de acciones que se compran del activo i. Entonces

M = mP’+...,+m,P;

| = m1P10+ +mnPS
= i i

0

Sean w; = la variable que representa el porcentaje del capital M invertido en el activo

A;. Las variables w; son las variables del problema de optimizacién. La ventaja de definir
a las variables como w; es que éstas no dependen del monto a invertir, por lo que podemos
plantear el problema para cualquier monto M.

Las restricciones que deben satisfacer las w; son las siguientes:

a) Para que se cumpla el requisito de que el costo del portafolio sea igual a M se debe
satisfacer que
Su=
i=1

b) La segunda restriccién es que el rendimiento del portafolio sea mayor al de un depdsito
a plazo fijo, supongamos que se cumple si es igual a r*.
Para formular esta restriccion en términos de las wj;, se hace lo siguiente: denotemos
por V0 el valor del portafolio al tiempo ¢, y como r, a los rendimientos del portafolio
al tiempo t = 1. El rendimiento del portafolio es igual a

Vl . vO
VO

Ty =
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como V? = M entonces:

1 n
™ = 3 Zmi[iDil - P/
i=1

B Z m; P? [P} — P?]
a M PO

i=1 g

n
= E Wi
i=1

La segunda restriccién se formula matematicamente de la siguiente forma:

E(r,) = Y wE(r)

La funcién a minimizar se llama la funcién objetivo. La funciéon objetivo es el riesgo del
portafolio. El riesgo de un portafolio puede medirse de muchas formas. En el caso que se
suponga que los rendimientos son normales, la varianza del portafolio es una buena medida
de su riesgo ya que cualquier otra medida de riesgo depende de la varianza. La varianza de
un portafolio se calcula de la forma siguiente:

Var(r,) = E|(r, — E(r}))’]

= E[(Z wir; — B(rp))’]

- Z Zwiij[m — E(r)] E[rj — E(rj)]

i=1 j=1
n

= Z i Cov(r;, rj)ww;

i=1 j=1
n

Z im(n, rj)wi w;

i=1 j=1

Q

La formulaciéon matematica del problema del portafolio éptimo es:
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min %i i%(?”i, rj)w,- W

i=1 j=1

n
sujeto a: g w;r; =1r"
i=1

i=1

La funcién objetivo se divide por un medio por comodidad.
El formular matematicamente el problema de esta forma es idea de Markowitz, ganador del
Premio Nobel de Economia por su teoria de riesgo-rendimiento.

Ahora veamos que el problema planteado es en efecto un problema de optimizacion con-
veza, para ello se debe probar que tanto la funcién objetivo y el conjunto definido por las
restricciones son convexos.

El problema que se plantea es:

1
min §wt[2w]
sujeto a:  w € ()

con Q={ec R hy(w)=r-w—r*=0, hy(w)=1-w—1=0} donde 1! = (1,1,...,1).

La matriz de varianza—covarianza es definida positiva por lo que este problema admite una
solucién unica w € €) siempre que w sea un punto regular. Observemos que salvo en el caso
de que el portafolio se componga de activos que tienen todos el mismo rendimiento, el resto
de los portafolios admisibles son regulares ya que

V= {71}
es un conjunto linealmente independiente. Por otro lado, el espacio de direcciones admisibles
esta formado por

N(r)={yeR"|Ty=0, I'y=0}

con dimension n — 2.
Al aplicar las condiciones de primer orden, se obtiene el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

Slw—Xr—pl = 0 (3.2)
w'r = r* (3.3)
'w = 1 (3.4)

Por comodidad se puso signo negativo en los términos que tienen los multiplicadores de
Lagrange. En el caso de las restricciones de igualdad, el signo de los multiplicadores de
Langrange no es importante. El sistema anterior tiene como solucién tinica a
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w* = N+ D) (3.5)

Al sustituir w* en (3.3) y (3.4) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para p y A

PN+ T e = 1
I A+ 12 e = 1

cuya solucién es:

)\_r*A—B _C—T*B
N ="

con
A=T1[x]"1, B=1[x"
C=r3"r, A=AC - B?

A # 0 siempre que los rendimientos de las acciones no sean todos iguales. Obeservemos que
por la desigualdad de Cauchy—Schwartz, A > 0, ya que

-,

[, D] < [l [Tl

con ||w||g-1 = w'[X] w.
Por otro lado, la varianza del portafolio minimo es

(@) = (W)

= (w)'[X]
= AMw'r)+ p(w*l)

Al sustituir A y p y al usar el hecho que w* estd en 2 se obtiene que

A(r*)? = 2Br*+C
A

(0_*)2 _

(3.8)

A cada portafolio admisible w se le puede asociar un punto (o, 7,,) en el plano, cuto eje de
abcisas representa o y el eje de las ordenadas a r. A o, se le llama volatilidad del portafolio
w. El conjunto {(oy, m,)| w € Q} se le llama el conjunto de riesgo—rendimiento. Los puntos
(o, r*), correspondiente a los portafolios éptimos w*, estdn sobre la frontera del conjunto de
riesgo—rendimiento ya que dado un r* tienen la volatilidad minima. Determinemos la forma
de la frontera despejando a r* de la expresién (3.8), entonces, dado o, r se obtiene que

ro) =2 /2002 )
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AA+(1-A)B
: B
[
< A
Riesgo

Figura 3.1: Una combinacién convexa de dos portafolios eficientes produce otro portafolio
eficiente

cuya grafica es una hipérbola. En la Figura 3.1 se representa la grafica de un conjunto de
riesgo—rendimiento
El portafolio de minima varianza se obtiene igualando la primera derivada de o respecto a r
e igualando a cero:

do 2Ar — 2B B
El valor d Por 1 (0) hipérbol drti (13)
valor de o = —. or 10 que 7r(og) €S una niperoola con vertice en —,
asintotas
B A
Z:i: —0g

Para el portafolio de minima varianza los multiplicadores de Lagrange correspondientes son
_ _ 1 :
Avv =0y pyv = 5. En consecuencia

=T
w prng
lo que es equivalente a resolver el sistema
T
[Z]wMV = A

Observemos que la curva que va del portafolio de minima varianza hacia arriba, representa
aquellos portafolios que dado un riesgo tienen rendimiento maximo, por lo que a la parte
superior de la curva se le llama frontera eficiente.

Por otro lado, si escogemos ;1 = 0 se obtiene que rqy = %, siempre que B # 0, entonces, si
denotamos como w, al portafolio correspondiente obtenemos que
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e E’
Notemos que cualquier w* que satisfaga la ecuacién (3.5) se puede escribir en términos del
portafolio de minima varianza wy;y y del portafolio wy ya que

w* = (AB)wg + (pA)wary (3.9)

lo que implica que cualquier portafolio sobre la frontera se puede escribir como combinacién
lineal de los portafolios wy y wyry. Observemos que w* satisface también la ecuacién (3.4)
va que (AB) + (uA) = 1.

Este resultado no sélo se cumple para los portafolios wy y wysy sino para cualquiera dos
portafolio wy y wsy sobre la frontera de la regiéon de riesgo—rendimiento con rendimientos r;
y 7o respectivamente. Como w; se puede escribir como w; = (1 — a)wyy + awg v we =
(1 —b)wpsy + bwy, con a, b > 0, entonces, resolviendo para wy, wy y sustituyendo en (3.9) se
obtiene que todo portafolio en la frontera se puede escribir como combinacién lineal de dos
portafolios sobre dicha frontera.

Como consecuencia, si se desea invertir en la bolsa una cantidad de dinero, en lugar de tratar
de integrar uno mismo su portafolio, basta con seleccionar dos fondos de inversién en el
mercado que estén sobre la frontera eficiente e invertir en ellos [39].

3.2 Maximizacion de la utilidad

En matematicas aplicadas, las funciones lineales y no lineales pueden representar algin crite-
rio para tomar decisiones. Por ejemplo, si una funciéon simboliza utilidades, los ingresos, cos-
tos o nivel de contaminacion de una empresa, esa variable debe seleccionarse adecuadamente
por la persona que va a tomar la decisién con el fin de conseguir un objetivo preestablecido

[31].

El criterio més comtn para elegir alternativas tiene como objetivo maximizar algo (la ganan-
cia de una empresa, la utilidad que tiene un producto o servicio para consumidor, etc.) o
minimizar (el costo de produccién total o de un producto dado). Econémicamente, se clasi-
fica a esos problemas de maximizacion o minimizacién bajo el titulo de optimizacion, que
debe entenderse como la biisqueda de lo mejor. No obstante, matematicamente, los términos,
maximo y minimo no implican una optimizaciéon. Es por ello que el término general para
maximo y minimo como conceptos matematicos, se designa mas apropiadamente como val-
ores extremos.

Uno de los objetivos fundamentales de una empresa es lograr el maximo beneficio (o utilidad,
denotado por la letra U). La utilidad o beneficio que espera una empresa es la cantidad
monetaria que ha de ganar al vender sus productos y obtener un ingreso I(x) por esa venta,
menos la parte que corresponde a solventar los gastos (costos C'(z)) necesarios para llevar a

cabo la produccion.
U=1I(z)—-C(x)
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Resulta obvio que para determinar la utilidad es un requisito conocer tanto el nivel de ingre-
sos que tiene la empresa como el nivel de costos en el que incurre para producir.

El ingreso I(x) estd en funcién de la cantidad de productos vendidos, es decir, se vende z
cantidad de productos a un determinado precio p. En el momento en el cual la cantidad de
articulos que se vende se multiplica por su precio, se tiene un monto monetario que caracteriza
al ingreso de la empresa, es decir:

I(x) = (p)(x)

La empresa siempre espera vender la mayor cantidad de articulos que le sea posible a fin de
obtener el maximo de ganancia, pero también es cierto que si desea vender tales montos, lo
hara con el objetivo de reducir al méximo los costos en los que incurre al llevar a cabo su ciclo
productivo, es decir, la empresa espera optimizar sus recursos al maximizar su beneficio
y minimizar sus costos.

Maximizar el beneficio de cualquier empresa implica:

1. Maximizar el ingreso, es decir, vender la mayor cantidad de articulos posibles, con un
nivel de costos constante.

2. Maximizar el ingreso y reducir el nivel de costos.

3. Minimizar los costos y mantener constante su nivel de ventas de forma que su ingreso
no se vea afectado.

Naturalmente, el punto dos seria el ideal para una empresa, pero es el mas dificil de lograr,
por lo que es comun buscar rutas alternativas para que se cumplan en la medida de lo posible
los puntos 1 y 3.

Como puede observarse, cuando se requiere maximizar el beneficio se tienen dos posibilidades
para lograrlo: minimizar los costos o maximizar el ingreso. Este punto es importante para
recalcar que para maximizar el beneficio es necesaria en la mayoria de las ocasiones una
maximizacién del ingreso, punto clave para obtener las mayores ganancias posibles [31].

3.2.1 Formulacion matematica del problema

En determinados casos, la funcién de utilidad no cumple las hip6tesis habituales de buen com-
portamiento, no siendo diferenciable en todo el conjunto de oportunidades de un problema
de optimizacion. Tal es el caso de la funcion de utilidad de bienes perfectamente comple-
mentarios o funcion de utilidad de coeficientes fijos. En esta funcion, el nivel de utilidad
se determina por el consumo de las cantidades de los n bienes complementarios combinados
en una proporcién fija, por lo que no se puede conseguir mayores niveles de utilidad con un
aumento del consumo de s6lo unos pocos bienes, sino que deberia crecer el consumo de dichos
bienes en forma proporcional para alcanzar mayores niveles de utilidad [3].
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Definicién 3.1. Diremos que una funcion de utilidad representa las preferencias de una
persona cuando se tiene que y - x si y sélo si u(y) = u(x) [75].

Teorema 3.1. (Convexidad débil). Para cualquier x € X los conjuntos Q, = {y €

X|y = x} son convexos [35].

Asi pues, la utilidad alcanzada viene dada por la menor utilidad proporcionada por uno de
los n bienes complementarios que se recoge en la siguiente funcion

U(xy,z9,...,2,) = min{ayz1, 1129, ..., a,x,} con a; > 0V

El problema de maximizar la utilidad vendra dado por el siguiente planteamiento:

max U(xy,z,...,x,) = max{min{a 21, asxs, ..., a,xn}}
sujeto a p1x1 +poxo+ ...+ ppry, S M
T1,To, ..., Ty =0
La funcién de utilidad no es lineal y no es diferenciable en los puntos (z1,...,x,) tales que

a;x; = a;x; con v # j, pues no es derivable en dichos puntos. Sin embargo es una funcién
continua y concava.

Alternativamente al tratamiento anterior, este tipo de funciéon admite una transformacion que
consiste en introducir una nueva variable que representara el valor de la funcién objetivo, por
ejemplo: u,,, ., tal que u,,,, = min{a1x1, asxs, . ..,a,x,} y dado que u,,,, esigual al menor
valor de todos los términos a;x;, i = 1,2,...,n, se establecen tantas cotas superiores a esa
nueva variable como variables z; se contemplen (bienes perfectamente complementarios), de
tal manera que el modelo resultante sera:

max U(xy,To, ..., TpyUyypy) = Uyrn

sujeto a: p1xy + peto + ...+ Ppry <K M

Upyyn S QTG V1,2,....n
L1, L9, ..., Ty =
P1;D2y -+ Pn >0
M >0

De esta forma, el problema de programacién no lineal no diferenciable se ha transformado en
uno de programacion lineal con una variable y n restricciones lineales mas que la formulacion
original [3].

Debemos asegurarnos que el problema anterior sea convexo, es evidente que las restricciones
de éste sean convexas, por lo que solo falta verificar que la funciéon objetivo también lo sea,
para ello presentamos el siguiente teorema [38]

Teorema 3.2. Las preferencias son convexas si y solo si para cualquier par de canastas
r,ye€ X, 1>2a>0siy 2z, entonces ay+ (1 —a)zr Z x
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Demostracion.
= Sean z,y € X tales que = 77 y. Entonces, tanto, x como y pertenecen a (), y como este
conjunto es convexo ay + (1 —a)xr 7 x

< Sean x,y canastas en ),. Luego, por condicién de convexidad ay + (1 — a)z estd en Q.
Luego, por definicién de Q, ay + (1 — a)x = =

0

La convexidad refleja la idea que las personas prefieren la diversidad. Este no es un supuesto
muy restrictivo y en términos generales refleja como son las preferencias de las personas.

3.3 Problema de localizacién de instalaciones capaci-
tado en dos etapas

Los problemas de localizaciéon de instalaciones han sido estudiados ampliamente en la liter-
atura, ya que surgen en una gran variedad de situaciones reales (telecomunicaciones, escuelas,
hospitales). Bésicamente, un problema de localizacién se caracteriza por los siguientes ele-
mentos [30]:

e Un conjunto de localizaciones posibles para las instalaciones. Para cada una se tiene
informacién sobre los costos/beneficios de abrir o construir la instalacién en dicha
localizacion.

e Un conjunto de clientes que deben ser asignados para su servicio a alguna de las in-
stalaciones. Para los clientes, también se cuenta con informacién sobre la cantidad de
demanda y los costos por ser atendidos desde alguna de las instalaciones.

e Una lista de requerimientos que deben ser cumplidos por las instalaciones abiertas y
las asignaciones realizadas a los clientes.

e Una funcién de costo/beneficio.

El objetivo del problema de localizacién de instalaciones es encontrar cudles instalaciones
deben ser abiertas de manera que se optimice esa funcién de costo/beneficio.

Hay una gran variedad de problemas de localizacién de instalaciones. Si el conjunto de pun-
tos de demanda y localizacién de las instalaciones es finito, se conoce como problema de
localizacion de instalaciones discreto. Si todos los datos son exactos, se refiere al modelo
como deterministico, si los valores de algunos parametros son dados por una distribucion de
probabilidad, el modelo se considera estocdstico. Podemos clasificar también el modelo como
capacitado o no capacitado, esto es, si las instalaciones cuentan con una capacidad limitada
o no para satisfacer la demanda de los clientes.

En este problema, un tinico producto es producido en un conjunto de plantas con capacidades
conocidas y enviado a un conjunto de almacenes también con capacidades conocidas, desde
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los cuales se enviard el producto hacia un conjunto de clientes para finalmente abastecer sus
demandas. Usar una determinada planta o almacén incurre en un costo fijo, ademas del
costo por transportar cada unidad de producto entre las plantas y los almacenes y entre los
almacenes y los clientes.

El objetivo del problema de localizacion capacitado en dos etapas es determinar cudles plan-
tas y cudles almacenes deben utilizarse, as¢omo la cantidad de producto que va de cada
planta a cada almacén y de cada almacén a cada cliente.

El manejo de la cadena de suministro implica no solo el movimiento de los bienes, sino
también decisiones como: donde producir, localizar plantas y centros de distribucion, asi
como cuanto producir en cada lugar.

Las decisiones de localizacion, ademas de necesarias, son tal vez las mas importantes y dificiles
para lograr cadena de suministro eficiente.

Problema de localizacion de instalaciones no capacitado

El problema de localizacién de instalaciones se puede clasificar en distintas categorias depen-
diendo de las restricciones que se consideran. Entre ellas tenemos los Problema de localizacion
de instalaciones:

e No capacitado. en éste no se consideran limites de capacidad para ninguna de las insta-
laciones; cada cliente recibe la demanda requerida desde algunas de las instalaciones.

e Capacitado. Cuando se considera un limite de capacidad para cada una de las insta-
laciones. Este problema puede ser dividido en otras categorias como por ejemplo, el
problema de localizacién de instalaciones capacitado con restricciones de abastecimiento
de una sola fuente.

El problema que se considera es el problema de localizacion de instalaciones capacitado en dos
etapas, donde la primera etapa se refiere a las fabricas o plantas de produccion, en esta etapa
la decisién a ser tomada es cuales fabricas abrir de un conjunto de posibles localizaciones
para éstas. La segunda etapa se refiere a los depdsitos y la decisiéon que se busca tomar es
cuales depdsitos abrir entre un conjunto de posibles localizaciones para los mismos.

La siguiente decision estd relacionada a los clientes, se busca hacer las asignaciones de cada
cliente a los depdsitos abiertos y también asignar los depdsitos a plantas abiertas y definir
el flujo de producto a través de ellos para satisfacer las restricciones de demanda de cada
cliente.

3.3.1 Formulacién al problema y relajaciones propuestas

Es conocido que la formulacién de un problema es de gran importancia para su resolucién.
Para formular el problema se describen los siguientes parametros:

e [ conjunto de plantas potenciales.

e J conjunto de almacenes potenciales.
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K conjunto de clientes.

b; capacidad de la planta 7.

p; capacidad de la planta j.

qr demanda del cliente k.

c;j costo por transportar una unidad de producto desde la planta ¢ hasta el almacén j.

d;i, costo por transportar una unidad de producto desde el almacén j hasta el cliente
k.

fi costo por emplear la planta i.

g; costo fijo por emplear el almacén j.

Definimos también las siguientes variables de decision:

e y; € {0,1}, donde y; = 1 si sélo si la planta i es empleada y 0 en otro caso.
e z; € {0,1}, donde z; = 1 si y sélo si el almacén j es empleado y 0 en otro caso.
e 7;; > 0, cantidad de producto enviado desde la planta i hasta el almacén j.

e s, > 0, cantidad de producto enviado desde el almacén j hasta el cliente .

El problema puede ser formulado mediante el siguiente modelo de programacion lineal entero
mixto.

w = min Z fzyz -+ Z CijTij + Z djksjk (310)

(6,9) (G:k)

sujeto a: Zmij < iel (3.11)
J
> ay < pj jed (3.12)
Zsjk Z Gk ke K (3.13)
J
inj 2 ZSjk ] eJ (314)
i k
Lij < mi;Y; 1€ I, ] eJ (315)
Sk < lijj J € J, ke K (316)
Tij, Sjk S RJr, Yiy Zj - {07 1} (317)
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Las restricciones (3.11) y (3.12) aseguran que no sean excedidas las capacidades de las plan-
tas y los almacenes respectivamente. La restriccion (3.13) asegura que las demandas de los
clientes sean satisfechas. La restriccién (3.14) impide que los almacenes envien producto no
recibido mientras que (3.15) y (3.16) impiden que una planta o un almacén envien producto
si no han sido elegidos. Las restricciones (3.17) son conocidas como restricciones logicas, en
ellas R™ representa el conjunto de niimeros reales no negativos.

Las cantidades m;; y l;;, en las restricciones (3.15) y (3.16) son cotas superiores conocidas a
las variables x;; y sk, por ejemplo:

m;; = min{b;, p;}; Ly = min{p;, qx }

Esta formulacién tiene 7 + 7 variables binarias, ¢ X j + 7 X k variables continuas y 1 +2 X 7 +
k+1i X j 4+ 7 X k restricciones.

Relajaciones propuestas

Las cotas lagrangianas han sido ampliamente utilizadas como base de muchas técnicas numéricas,
por ejemplo en los esquemas de ramificacién y acotamiento para problemas enteros y com-
binatorios. La mayoria de los enfoques de relajaciones lagrangianas para el problema de
localizacion capacitado en dos etapas estan basados en dualizar las restricciones de demanda

o las restricciones de capacidad de planta.

Se presentan 3 relajaciones lagrangianas para el problema de localizacién capacitado en dos
etapas. Estas relajaciones poseen ciertas propiedades de descomposicién de manera que re-
solver el problema lagrangiano es mas facil que resolver el original y conservando la calidad
de la soluciones con respecto al valor éptimo del problema tanto como sea posible. Las rela-
jaciones se describen a continuacion:

Relajacion RA1: Relajamos las restricciones (3.14), que no permiten que un almacén j
envie producto que no recibio.
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w = min Z fiyi + Zgjzj + Z CijTij + Zk d;r sk + Zuj (g Sjk — Z a:ij)
i J Js J g

(4,9)

sujeto a: inj < b el
J
inj S Py jed
Z%‘k?flk ke K
J
Tij < MyjYi vel, jeld
sjkgljkzj jEJ, ke K

sz‘j, Sjk; c R+7 Yi, Zj c {0, 1}

El problema lagrangiano se descompone en un subproblema para la primera etapa en (z,y)
con ¢ variables binarias, ¢ X j variables continuas y ¢ + j 4+ ¢ X j restricciones:

w1 = min E fzyz—i‘g Ci,jTij — E UjT;

sujeto a: inj < b; 1el
J
Y @i < JjijJ
i
:ngmmyl ’iEI,jEJ

zi; € RT, y; €{0,1}

y en | K| subproblemas para la segunda etapa en (s, z) con j variables binarias, j x k variables
continuas y j + 1 restricciones:
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k .
(.U2 = Imin Zngj =+ Z djksjk + Z Uijk
J J J
sujeto a Z Sik 2 qQk
J
Sjk < lijj jedJ

Sk S RJr, /,Zj S {O, 1}
Donde la cota wf4l = w; + 37, wh.

Relajacion RA2: Relajamos las restricciones (3.15), que no permiten que una planta i
envie producto si no ha sido elegida para ser empleada.

w = min Z fivi + Zngj Z CijTij + Z d;kSjk + Z Uz‘j(wzj - mijyi)
i J

) (k) (4,9

sujeto a: szj < b, 1el

J
inj < Py jed
Z%’k?ﬁlk ke K
J

Z%’j?ZS’jk jeJ

i k
Sjk < lijj VRS J,]{I e K

xij, Sjk € RJr, Yi, Zj < {0, ]_}

El problema lagrangiano se descompone en |I| subproblemas con solo una variable binaria
Yi -

wj = min {fi.%‘ -2 Uz‘jmz‘jyi}
sujeto a: y; € {0,1}
Lo cual se puede resolver de manera analitica.

Y un subproblema para (x, s, z) con j variables binarias, i X j + j x k variables continuas y
con i+ 2 X j+ k+j Xk restricciones:



98 CAPITULO 3 Modelamiento

= min Z gizj + Z CijTij + Z d;rsik + Zuzﬂw

(4,9) (4,9)

sujeto a: inj < b 1€1
szj < pj jedJ
Z%’k?flk ke K
J
PP jed
k
sjkéljkzj jed, ke K

Donde la cota wf4? = 3~ wi + ws.

Relajacion RA3: Relajamos las restricciones (3.16), que no permiten que un almacén j
envie producto si no ha sido elegido para ser utilizado.

w = min Z fzyz Zgjzj + Z CijTij + Z d]ksjk + Z u]k Sjk — jkzj)

(4:%) (4:k)
sujeto a: szj < b, 1el
inj < Py jed
Z%’k?% ke K
J

inj>zsjk jeJ
; k

T, s € RT, y;, 25 € {0,1}

El problema lagrangiano se descompone en |J| subproblemas con solo una variable binaria

w{ = min {ngj + Zujkljkzj}
k

sujeto a: z; € {0,1}
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Lo cual se puede resolver de manera analitica.

y con un subproblema para (z, s, y) con ¢ variables binarias ¢ X j + j X k variable continuas
y con i+ 2 X j+ k+ 17 X j restricciones:

We = min Z fiyi + Z djSjr + Z UjkSjk
i (4.k)

(4,9)

sujeto a: inj < b; 1e€1
J
>z <py jed
ZSjkEQk ke K

J
PRI 1ed
i k

zij, sjr € R, y; € {0,1}

Donde la cota w3 = 3 w] + w,.

El valor 6ptimo de la relajacion Lagrangiana se usa como cota dual y la solucion lagrangiana se
usa como punto de partida o referencia para producir una soluciéon factible. Frecuentemente,
una relajacion lagrangiana es considerada como buena si produce una cota dual cercana al
valor optimo original, sin embargo, la calidad de la cota factible obtenida en base a esa
solucion lagrangiana puede ser tomada en cuenta también al evaluar la relajacién.

Resolviendo las relajaciones propuestas por medio del algoritmo del subgradiente, obtenemos
cotas lagrangianas del problema y se aplica un algoritmo simple que recupera factibilidad a
partir de dichas soluciones lagrangianas

3.4 Recuperacion de imagenes

En el desarrollo de este ejemplo se estudia un caso particular en el que la funcién objetivo
es convexa y no diferenciable con restricciones lineales. Mas concretamente, se presenta el
problema de programacion cuadrdtica generalizada.

Por comodidad, se usara la siguiente notacién:

mif mgf+mgys

1 - _
min F(z) = oz(éxtHl’ + plz) + Z [cx — b;| + Z max{c;z — bj, 0}
j=1 j=maipt1
sujeto a: chw = b; I<gsmy
¢ < b m; << jm; +myq
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donde @ € R, H € R" simétrica y definida positiva, p, ¢;, ¢; € R" y 5]- b; € R.
Antes de presentar el problema en concreto, definiremos lo que es una imagen y a lo que se
refiere recuperarla [27].
Definicién 3.2. Una imagen en escala de grises es una aplicacion
w: Q=][0,1] x [0,1] > [0,00)
(z,y) — f(=z,y)

donde se asocia a cada punto (x,y) del cuadrado unidad un nimero w(x,y) que determinard
la intensidad de brillo o escala de gris de la itmagen en ese punto.

Figura 3.2: Ejemplo de una imagen y su grafica en escala de grises.

Por diversos motivos, una imagen w puede verse afectada por dos tipos de distorsién, un
difuminado y una distorsién aditiva o ruido de forma que se tiene:

Z =Hw+n
donde:
e 2 es la imagen distorsionada.
e w es la imagen original.
e H es el difuminado.
e 7 es el ruido.

El objetivo es reconstruir w a partir de 2z en el caso especial de ausencia de difuminado, es
decir, z = w + 7.

Por ejemplo, en la Figura 3.2 tenemos una imagen a la izquierda y su correspondiente escala
de grises o intensidades (w) a la derecha y en la Figura 3.3 ambas representaciones z para
una distorsion aditiva de la imagen de la Figura 3.2 presentada anteriormente.



3.4. RECUPERACION DE IMAGENES 101

Figura 3.3: Ejemplo de una imagen distorsionada y su escala de grises.

La eliminacién o reduccion de este tipo de ruido es fundamental en diversos procesos de
visién por computador, por ejemplo en imagenes tomadas con una camara digital u otros
dispositivos tales como un escaner. En algunas aplicaciones (por ejemplo médicas) es esencial
que el tratamiento de las imagenes conserve los bordes, ya que son los elementos criticos en
etapas posteriores para el conteo de objetos o el reconocimiento de estructuras.

Si observamos la imagen distorsionada de la izquierda de la Figura 3.3 facilmente recono-
ceremos las siglas UC, lo que nos puede llevar a pensar que la recuperacion planteada es un
proceso en cierto sentido trivial o innecesario, sin embargo basta un vistazo a su escala de
grises para darnos cuenta de que no es asi. Este efecto se debe a la visiéon humana también
posee algin tipo de procesado de iméagenes, de forma que podemos reconocer ciertos patrones.

Para abordar el problema de la recuperacién de imagenes, teselaremos el dominio de la imagen
utilizando n = m? cuadrados o pizeles y supondremos constante la intensidad en cada uno
de los subdominios:

Tim | T2,m v | Tmom
Ti2 | 22 | --- | Tmp2
ILI 1‘271 .. I’m71

donde z; ; representa la intensidad en el cuadrado (i, 7).
Asi que la imagen distorsionada vendra dada por una matriz de datos, z, que reordenada en
forma vectorial da lugar al problema de minimos cuadrados regularizado:

min F(z) = %||35—z||§—|—TV(:L“) (3.18)

sujeto a =0

donde el parametro de penalizacion, «, mide la prioridad que damos al término minimo
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cuadratico frente a

TV (z) = % (

Este segundo término, 7'V (x), mide la variacién total en niveles de gris de una imagen x reor-
denada en forma matricial. Su uso esta especialmente indicado para recuperar imagenes con
bordes cortantes. Ademas puede expresarse como la norma de un producto matriz—vector.
En efecto, sea £ = (e; ;) la matriz (m — 1) x m dada por

m m—1 m—1
i=1

-1 m
i = wigal+ > | — $i+17j|)
=1 j=1

Jj=1 7

1 si 1=
ei; =14 —1 si t=7—1 parat=1,...,m—1
0 en otro caso
Entonces 1 B I
TV(z) = |[C'2|| con C = E[g%

donde ®p es el producto de Kronecker y C tiene m;; = 2m(m — 1) columnas y m? filas. De
este modo el problema (3.18) puede reescribirse como

. a =
min F(z) = 5l 2|3 +|[Call; (3.19)
sujeto a: x>0
Notemos que en nuestra formulacion hemos anadido restricciones de cota sobre las variables,

pero podemos encontrar otras formulaciones que han eliminado tales restricciones. Esto se
debe fundamentalmente a que la resolucion del problema es més sencilla.

3.4.1 Otra formulacién equivalente

El problema de la recuperacién de imagenes, como es usual en matematicas, puede enfocarse
desde varias perspectivas distintas. Ahora consideraremos una formulacién equivalente a
(3.19), aumentando considerablemente el nimero de variables, para obtener un problema de
programacién cuadratica convexa estandar (sin términos no diferenciables). Introduciendo
variables auxiliares, podemos convertir el problema (3.19) en el problema:

min G(x,u,v) = %Hx — 2|2+ 0 (us + ) (w,u,v) € R™ x R™ x R™i(3.20)

sujeto a: Cr—u+v=0
z,u,v =0

Veamos que ambos problemas son equivalentes. Antes de comenzar, llamemos p el vector de
términos lineales de (3.19) y p el de (3.20), de forma que se tiene

[ TR <
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siendo e = (1,...,1)". En primer lugar tenemos que 7 es solucién de (3.19) si y sélo si existen
A € Ry m € R™ tales que:

aZ+p+CA—1=0 (3.21)

- 1 si dz>0
A {—1si¢f<o (3.22)
NE[-1,1] si ez =0 (3.23)
=0, -7=0 (3.24)
7>0 (3.25)

Por otra parte (&,,7)" es solucién de (3.20) si s6lo si existen A € R™7, fi, € R”, fi, € R™r
y [y € R™if cumpliendo:

ax D c\ [y 0
Ol+tlel+|-I|A=|i] =10 (3.26)
0 e I e 0
i 0 =0 ji, >0 (3.27)
ﬂv{}:O ﬁv?o
Ci—ti+9=0
3.28
%0, 530 } (3.28)

Ahora veamos la equivalencia de estos dos sistemas de optimalidad. Supongamos que (Z, @, D)
e solucién de (3.20), entonces de la primera igualdad de la condicién (3.26) obtenemos la
condicién (3.21) y de las otras igualdades tenemos que:

A =e— i, (3.29)
A= —e+ iy (3.30)

de donde usando la positividad de los multiplicadores (ver (3.27)) se deduce que ); € [—1, 1].

Si ¢z > 0, por (3.28) tenemos que i; —0; > 0 = @; > ¥; = 0, lo que por (3.27) implica que
(ty); = 0y por tanto, de (3.30) A\; = 1.

Sici >0 = \ = —1.

Por todo ello, obtenemos las condiciones (3.22) y (3.23). Por dltimo, es claro que tomando
T =21y @= [ sesatisfacen las condiciones (3.24) y (3.25), luego, Z es la solucién de (3.19).
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Ahora para el reciproco, si T es la solucién de (3.19), tomando @; = max{cz,0} y 0; =
max{—¢&z,0} se cumple la condicién (3.28). Con ji, = [, fie = e—\Y fi, = e+, es claro que
se cumple la condicién (3.26), las condiciones sobre el signo y la primera igualdad de (3.27).
Veamos que estos valores también cumplen el resto de la condicién (3.27), distinguiendo tres
casos:

e Sicw >0, entonces \; =1, (ji); =0y & = 0.
e Si ¢ <0, se tiene que \; = —1 por tanto (fi,); = 0y @ = 0.
e Si T =0 tenemos u; =0y 0; = 0.

Luego se cumple la condicién (3.27)completa, obteniéndose que (T, %, ) cumple las condi-
ciones de optimalidad para (3.20) y por tanto es la solucién de ese problema.

Hemos logrado obtener una formulacién cuadratica estandar equivalente a (3.19), pero au-
mentando considerablemente el niimero de variables. En principio es mas sencillo abordar la

resolucion numérica de (3.20).

Veamos que este problema es en efecto convexo, para ello presentamos el siguiente teorema:

Teorema 3.3. Sea A >0 y a > 0. Definimos F,(z) : RY — R como

1
Fo(z) = 5lly - @[3 + Ma(2)

donde
Yo = ||Dz[|1 — Sa(z)
o . Q2
Sa(r) = gﬂl@g{llellﬁgllx vll3}

Si0 < a<1/X entonces F,, es conveza.
Si0 < a<1/X\ entonces F, es estrictamente convexa.

Demostracion.

1
Fu = slly—l3+ MIDally ~ AS.(x)
= Ly — 22+ ADally — min L 1Dolly + &l — ol2
= 95 ) 2 1 i 1 9 2
1 pYe
= maga{ 5l = ol -+ MIDaly — NIDull - 55l — i1}
La < xallel + 1 Dals + gl 0)
= max — — A T €T T, v
VERN 2 2 1 9 )

1
= 5= 2a)llzll; +[|Dzlls + max g(x, v)
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donde g(z,v) es afin en z. El dltimo término es convexo ya que es el maximo puntual de un
conjunto de funciones convexas, por lo que F,es convexa si 1 — Aa > 0 y es estrictamente
convexa cuando 1 — Aa > 0.

3.5 Fractales y finanzas

A lo largo de la historia, la industria bancaria ha sufrido importantes pérdidas por fallos
operacionales. Consciente de ello, el Comité de Basilea publico, en 2004, un nuevo acuerdo
de capital en el que instaba a las entidades financieras medir, controlar y gestionar su riesgo
operacional. En este contexto el valor en Riesgo (VaR) se convierte en un elemento crucial
para la medicién del riesgo operacional.

., Qué es el valor en riesgo—VAR?. Se trata de un método para cuantificar la exposicién al
riesgo de mercado, utilizando técnicas estadisticas tradicionales. Partamos de la base que los
agentes economicos de hoy enfrentan riesgos de diferente naturaleza, como por ejemplo de
crédito, de mercado, de liquidez, operacional, legal, etc. El valor en riesgo vendria a medir la
pérdida que se podria sufrir en condiciones normales de mercado en un intervalo de tiempo
y con un cierto nivel de probabilidad o de confianza.

Desde entonces han surgido diversas alternativas metodoldgicas para su cuantificacion.

En la gama de alternativas de medicién avanzada, el método de distribucién de pérdidas
(LDA, por sus siglas en inglés), que involucra herramientas del célculo actuarial, ha sido el
mas generalmente utilizado en este campo.

Definicién 3.3. Un Sistema de Funciones Iteradas (IFS, por sus siglas en inglés) en un
espacio métrico completo X, consiste en un numero finito de transformaciones contractivas
de X, wy,ws, ..., wy, denotado por {X|wy,ws, ..., wy}.

Bajo el contexto que se esta trabajando tenemos la siguiente definicion de fractal.

Definicién 3.4. Al compacto A, punto fijo de la transformacion W se le llama Fractal
asociado al {X|wy,ws, ..., wy}, se le conoce también como el “atractor“del IFS.

Ahora, debido al amplio campo donde se encuentran y aplican los fractales y debido a que
es un tema que esta en investigacion, se pueden encontrar otras definiciones, las més usuales
son:

1. Los fractales son los objetos matematicos que conforman la Teoria del caos.
2. Los fractales son objetos cuya dimension es un ntimero racional.

3. Un fractal es un objeto que su dimension de Hausdorff—Besicovich es mayor que su
dimensién topoldgica.
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4. Un objeto fractal es aquel que tiene auto semejanza y su dimensién es racional.

Lo que nos lleva a definir el siguiente concepto.

Definicién 3.5. Dimension fractal. Sentido genérico: Numero que sirve para cuantificar
el grado de irregularidad y fragmentacion de un conjunto geométrico o de un conjunto natural.
La dimension fractal no es necesariamente entera.

3.5.1 Planteamiento del problema

A continuacién, se presenta la llamada estimacién fractal, basada en sistemas de funciones
iteradas, como posible alternativa para la medicion del riesgo.

En aplicaciones practicas un problema crucial es el llamado problema inverso, que se for-
mula de la siguiente manera: dado f en un espacio métrico (S, d), encontrar una contraccién
T : S +—— S que admita un unico punto fijo f € S tal que d(f, f) sea lo suficientemente
pequeno. Si se resuelve el problema inverso con precisiéon adecuada, se puede identificar f
con el operador 1" que tiene a f como punto fijo.

Una solucién aproximada del problema inverso es la solucién del siguiente problema de opti-
mizacion restringida, que llamaremos el problema (3.31) :

min  doo(TpF, F) (3.31)

pPeC

donde TpF es un operador que aproxima a F'y que depende de un vector de probabilidades
P que es tomado de un conjunto C'y d(z,y) es la métrica del supremo.

Con un sistema fijo de mapeos w; y parametros J;, el problema inverso puede ser resuelto,
si es posible, usando los parametros p;. Estos deben ser elegidos en el siguiente conjunto

convexo:.:
N—1
“- {PGR"'% 0 . sz Z&}
=1

En efecto, a continuacion probamos que efectivamente el conjunto C' es convexo.

Teorema 3.4. El conjunto C' definido por:

N N-1
cz{pemnwo, i=1,...,N sz:Zél}

€S Convero.



3.5. FRACTALES Y FINANZAS 107

Demostracion.
Sean A, By C definimos la recta [ : A+ (B — A)t; t € R. Consideremos el punto x € RY
que pertenece a la recta [, asi tenemos que:

r=A+(B—-A)

N N

d o= ) (Ai+(Bi— At)

i=1 i=1

N N
= [1-)4 (1—t)—|—t<1—261)

z]:Vl i=1
= [1=) 6| @—t+1)

7,;1
= [1-)> 4

es decir:
N N-1
i=1 ;

Se ha hecho uso del hecho que:

WE
[
I
T
|
WE
Sq
N——

por lo tanto C' es convexo.

Teorema 3.5. La funcion

D(P): RYM+—R

es convexra



108 CAPITULO 3 Modelamiento

Demostracion.
Si escogemos Py, P, € RY y \ € [0, 1] entonces:

DAPL+ (1 =N Py) = sup |Tap4a-npf(x) — f(2)]

z€[0,1]

Notar que: —f(z) = =Af(z) — (1 = \) f(z).
Tenemos que:

Tamea-npd (1) = f@)] < MPS @ (@) + Y P+ 6= 0

1= V(B ) + Y Py )
< AT (@) = F@]+ (1= VT (@) - 1)

< Asup [Tp (f(2) = f(2)[+ (1= X) sup |Tp,(f(x)) — f(z)]

z€[0,1] z€[0,1]

— AD(P) + (1= \)D(P)
De donde:

DAPL+(1=MNP) < AD(P)+(1—=)MND(P)
Por lo tanto, la funciéon D es convexa.
O

Estos dos ultimos teoremas nos dicen que lo que hemos estado trabajando es un problema de
optimizacién convexa, pues la funcién objetivo a minimizar D(P) es convexa y el conjunto
solucién C', de dicho problema, es convexo.

3.6 Control de inventario

El inventario es el conjunto de suministros, materias primas, productos en proceso y producto
terminado, el mantener almacenados todos estos elementos representa un costo para la em-
presa. La reduccion de este costo ha sido siempre una preocupaciéon para los administradores,
pero el problema de reduccién del inventario implica no solamente la reduccion fisica de las
existencias en almacén, sino nuevas estrategias para administrar y controlar esas existencias.

Por otra parte, en la administracién del inventario, los objetivos, las politicas y las decisiones
que se tomen deben ser congruentes con los objetivos de mercadotecnia, financieros y de
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fabricacion.

En todo momento, las decisiones referentes al inventario estan entrelazadas con las decisiones
de planeacion de capacidad, con las estructuras de planeacion a largo, mediano o corto plazo,
asi como en las fases de ejecucion y control de la administracion de las operaciones.

El inventario se clasifica de acuerdo al estado de los insumos requeridos en el proceso de
produccion, de esta forma existen inventarios de:

e Materias primas: materiales utilizados para elaborar los componentes de los produc-
tos terminados.

e Componentes: partes o sub montajes que se encuentran listos para ir al ensamble
final del producto.

e Materiales en proceso: aquellos sobre los que se efectiia un trabajo o que se encuentra
entre una operacion y otra.

e Productos terminados: los que se encuentran listos para ser embarcados a un cliente
de acuerdo a un pedido.

Existen ademds otras dos clases de inventario: los materiales que preceden a la produccion
y los materiales de mantenimiento. Ambos requieren de inversiones significativas, son esen-
ciales en la fabricacion y pueden administrarse mas eficazmente utilizando la informacién del
sistema formal de planeacion y control, asi como de técnicas apropiadas para el control y
reduccién de inventarios [30].

3.6.1 Planteamiento del problema

Un comerciante se dedica a la venta de un unico producto. Para los periodos 1,2,..., N, se
consideran las siguientes variables [1]:

x(k — 1) es el stock disponible al principio del periodo k.

u(k — 1) es el stock pedido (e inmediatamente suministrado), al comienzo del periodo
k.

v(k — 1) es la demanda durante el periodo k, con distribucién de probabilidad dada.
Por otra parte,

h es el coste de tener en stock una unidad no vendida al final del periodo k.
c es el coste de cada unidad de stock pedida.
p es el coste por unidad de demanda no atendida por no tener stock disponible.

B es la capacidad de almacén.
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Se supone que v(0),v(1),...,v(N —1) son variables aleatorias independientes y que el exceso
de demanda no se pierde sino que es atendido en cuanto hay stock adicional disponible (es
decir, que puede haber stock negativo).

Formular el problema de optimizacién dindmica estocéastica que tiene ante si el comerciante,
si quiere minimizar costes es el siguiente [1]:

min E{Z_[c x u(k) + p x max(0,v(k) — x(k) — u(k)) + h x max(0, z(k) + u(k) — v(k))]}

sujeto a: z(k+1) = 2(k) + u(k) — v(k)
con: z(0) = xo
O<ulk)<B—z(k) k=0,1,...,N—1

Ahora bien [37],

g

=

[c x u(k) +p x max(0,v(k) — x(k) — u(k)) + h x max(0, z(k) + u(k) — v(k))} }

=
Il

0

(3.32)
= e xu(k) + Y pxmax(0,v(k) — z(k) — u(k)) - Pr(a)
+ - h x max(0, z(k) + u(k) —v(k)) - Pr(zg)

b
Il

0

donde Pr(xy) es la probabilidad de la demanda en k sea igual a zy. Considerando que

Z_: Pr(zy) =

Sea

AE[J (k)] = ElJw(k + 1)] — E[Jyu(k)] (3.33)

Entonces, AE[J,v(k)] es el cambio en el costo total esperado cuando cambiamos de k a k+1.

Para una funcién de costo convexa la mejor cantidad de demanda () sera la mas baja
donde AE[J,v(k)] es mayor o igual a cero. Por lo tanto, seleccionamos k la mas pequena
para la cual

AE[Jv(k)] =0 (3.34)

La ecuacién anterior es valida si

ElJsvo(k +1)] — E[Jy0(k)] > 0 (3.35)

sustituyendo la ecuacién (3.32) en la ecuacién (3.35) nos lleva a
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exu(k+1) + Y pxmax(0,0(k+1) — 2k + 1) — u(k + 1)) - Pr(a)

+ f: h x max(0,z(k+ 1)+ u(k+1) —v(k+1))- Pr(z) (3.36)
k=N+1

- [c X u(k+1) + Z_p x max(0,v(k+1) —x(k+1) —u(k+1)) - Pr(xy)

k=0

+ i h x max(0,z(k + 1) +u(k + 1) — v(k + 1)) - Pr(zy)

0 (3.37)

\%

N o)
c + Zp X Pr(zy) — Z h x Pr(zy)
k=0

k=N+1

> 0

h—c
h+p

Pr(z(Q)) =

donde Pr(z(k)) es la probabilidad que la demandda v es menor o igual a la cantidad de la
orden k. El costo total esperado E[J;v(k)] serd minimizado por el valor mas pequeno de k
(lamado Q*) que satisfaga la ecuacién anterior.

3.7 Sistemas de Control en Red (NCS)

Los recientes avances tecnoldgicos en comunicacién y sistemas de control digital han mostrado
un progreso notable en los ultimos anos, lo que impulsa la aparicién y el desarrollo de sistemas
de control en red (NCS.: Networked Control System). Los NCS son sistemas de control de
retroalimentacion completamente distribuidos, en los que se cierra un circuito de control a
través de una red de comunicacion para conectar los sensores, el controlador y los actuadores.
En comparacion con los sistemas tradicionales de control punto a punto, los NCS reducen
el cableado, facilitan el diagndstico, el mantenimiento del sistema y aumentan la flexibilidad
y la fiabilidad del sistema. Por lo tanto, los NCS son cada vez mas populares en diversos
contextos como: automdviles, aviones, plantas de fabricacién y cirugia remota [35].

Sin embargo, el ancho de banda finito y el servicio limitado en las redes de comunicacién
causan algunos problemas y desafios nuevos, tales como retrasos aleatorios, pérdidas de
paquetes, transmision multipack y desorden de paquetes. En general, las pérdidas de paquetes
significan que el retraso de la transmisién de paquetes a través de las redes es infinito. Por
lo tanto, los retrasos aleatorios son el principal problema y desafio en NCS, y la aleatoriedad
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de los retrasos generalmente se ve afectada por muchos factores estocasticos (por ejemplo,
carga de red, competencia de nodos y congestién de red).

El retraso de red tiende a ser estocastico ya que se ve afectado por muchos factores es-
tocasticos (por ejemplo, carga de red, competencia de nodos y congestién de red). El modelo
de retardo estocastico se puede dividir en dos categorias: el modelo en el que los retrasos
son mutuamente independientes y el modelo en el que los retrasos son probabilisticamente
dependiente.

Cuando se desconoce la dependencia probabilistica, el modelo de retardo estocéstico mu-
tuamente independiente se aplica a menudo al modelado y control de NCS con retardos
aleatorios. Se pueden estudiar tres estrategias principales de control (que incluyen control
estocastico, control robusto y control predictivo) [35].

3.7.1 Formulacion del problema

A la hora de disenar un controlador en tiempo discreto es frecuente partir de un controlador
continuo obtenido mediante los métodos clésicos y discretizar éste tultimo, en lugar de realizar
el diseno directamente en tiempo discreto.

Se va a considerar los sistemas de control en red ilustrados en la Figura 3.4.

lh

u (1) x(1)
Actuator Plant » Sensor
'y
——————————————————————————————————————————— Yy -
. Network
Delay Tk"““ ’C;( Delay
______ Jl___________________________________________
o Yk
Controller |

Figura 3.4: Sistemas de control de red con retardo

La comunicacién con retardo entre el sensor y el controlador se representa como 7;.¢, entre el
actuador y controlador como 7. Estos varian al azar. Todos los retardos son independientes
en todo el horizonte y sus distribuciones de probabilidad son conocidas apriori. El periodo de
muestreo, que es un valor positivo se denota por h. La longitud de los retrasos pasados son
conocidos por el controlador. La planta que se va controlar esta representada por el sistema:

t(t) = Ax(t) + Bu(t) + B,w(t) (3.38)
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donde x € R™ es el estado, u € RP es la entrada y w es el ruido blanco con varianza incre-
mental unitaria R,,.

La sincronizacion de las senales en el sistema de control se ilustra en la Figura 3.5. Esta
muestra los retardos 7;.¢, 7.*. El paso de tiempo es denotado por t; y el estado discretizado
por xg.

|
|
|
i
Controller |
l
1
|
1

Actuator

m Time

act

Ly Lt 1y L'ty k1
u u l

Figura 3.5: Diagrama de senales

El paso de tiempo se denota por t; y el estado discretizado se denota por xy. Se asume que
el retardo total satisface la siguiente condicion 3.39,

T4 T < Zh (3.39)

donde Z es un entero positivo. Usando esta suposicion, se puede considerar que el retardo
total es mas largo que el periodo de muestreo considerado. El proceso lineal con el actuador
de retencion de orden cero en la entrada, muestreado periédicamente

Uk—z
U,
donde
~ ~ h
A = &M B= / e dsB, (3.41)
0

T = TSl T} (3.42)
3 ax A A
I'(n) = Z O(tppr — ey — G, L+ Z — k) (3.43)

=0
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3.7.2 Sistemas de operador delta

Al usar la representaciéon del operador delta, el sistema es calculable incluso si el periodo de
muestreo h es pequeno. A partir de la relacién del operador delta, el sistema (3.40) puede
transformarse en

Azp  Tp — Tk
Ah h
Uk—7
= Az, + F(Tk) + B:ka (344)
ug,
donde
A*—l(A 1), T(m) 1f( ), B = (3.45)
- h 9 Tk‘ - h, Tk 9 w - h w .
introduciendo un vector vy
el sistema (3.44) se escribe de la siguiente forma:
Axk % Tk %
E = [A Fz(Tk) Fa(Tk)] Up—z | + Fo(Tk> U + Bw Wy, (347)
(%3
aqui
[y, e R™P T, e R™*Z-Ur e R™P (3.48)

Noétese que las matrices [A* T'z(7x) Ta(7)] y Do(7) dependen del retardo de tiempo 7.
Cuando el periodo de muestreo h es muy pequeno, la matriz (3.41) puede ser una matriz

unitaria. Mientras que mediante el uso del operador delta se hace posible el calculo numérico
que implica que (3.45) no es una matriz de unitaria.

3.7.3 formulacion del problema en tiempo discreto

Las condiciones del problema para el sistema (3.47) estda dada por la funcién de costo:

N
J = E{hkz Bﬂ W B’j +ahy 0 fo+1} (3.49)
=0

donde W es semidefinida-positiva y denotada como

W Lgt ]S%} (3.50)
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Sea asume que IR es definida positiva y (s es semidefinida positiva.

Falta demostrar que la funcién de costo J* es convexa para k € {0,1,..., N — 1}.

Observe que J*(zy) es convexa porque es cuadratica. Supongamos que para k, J;(xy) es
convexa. Pues zp = Axp_1 + Bug_1 + Bywi_1 es un mapeo afin de (xp_1,ux_1) a xp para
wy—1 fijo, la funcién Jif(Axg—1 + Bug_1 + By,wg—1) es conjuntamente convexa en (zj_1, Ug_1)
para wy_1 fijo.

SeaUp(z) ={u €U : Az + Bu+ B,w € X1 Vw € Di}. Ahora se mostrard que Uy () es un
mapeo convexo. Sea 1, To dos estados iniciales y sean u; € Up(z1) y us € Uy(x2) debemos
mostrar que Auj + (1 — Nug € Up(Axq + (1 — X)zy) para cualquier w € Dy, se tiene:

AAz1+(1=N)zo)+B(Aup+(1—A)ug)+ Bywy = A(Az1+Bui+ Bywy)+(1—X) (Azg+ Bus+ B, wy,)

como X1 es convexo, la ecuacién anterior muestra que Azq+ (1 —\)zy € Xy41 lo que implica
que Aug + (1 — Nug € U, (Az1 + (1 — N)s).



Capitulo 4

Métodos para optimizacion no
diferenciable

En este capitulo se describiran los métodos estudiados para la minimizacion de funciones que
son convexas pero no diferenciables. De igual forma se daran las pruebas de la convergencia
de cada método [7].

4.1 Meétodo del subgradiente

Este es el método mas sencillo y es muy parecido al método de gradiente para funciones
diferenciables pero cuenta con algunas modificaciones [7].

1. El método de subgradiente se aplica directamente a la funcién no diferenciable.

2. Los tamanos de paso no son elegidos por busqueda lineal. En la mayoria de los casos,
el tamano de paso es fijo.

3. A diferencia del método del gradiente, el método de subgradiente no es un método de
descenso; el valor de la funcién puede incrementar.

En este caso solo se tratara el problema de minimizar una funcién sin restricciones, es decir,
minimizar f : R" — (0, 4o00] donde f es convexa.
El método de subgradiente usa la iteracién:

k+1) k

! = 1" — ap g

2% : es el punto resultante de la k—ésima iteracién.
g* : es cualquier subgradiente de f en z*.

ag > 0 : es el k—ésimo tamano de paso.

116
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Asi, en cada iteracién del método de subgradiente, se hace el paso en la direccién del sub-
gradiente negativo.

Cuando la funcién es diferenciable, la tinica eleccién posible de g* es V f(z*), y el método del
subgradiente se reduce al método de gradiente (excepto por la eleccién del tamano de paso).
Un problema en el método de subgradiente es que se toma cualquier subgradiente en cada
iteracion, por lo tanto, no se toma en cuenta cual es la eleccién de subgradiente que hace
decrecer el valor de la funcién en el nuevo punto.

Puede ocurrir que —g¢* no sea una direccién de descenso para f en ¥, es decir, que no se
cumple necesariamente

(—g" &) <0 Veedf(a)

En el método del subgradiente se utilizan varios tamanos de paso, los cuales influyen en la
convergencia del método. Los tamafios de paso més usuales son los siguientes [7]:

1. Tamano de paso constante. Se toma aj, = a una constante positiva que es inde-
pendiente de k.

2. Longitud de paso constante. Se toma a; = 7/||g"||2. esto implica que ||zF1 —

a¥la =

3. Cuadrados sumables. En este caso se toma «4, de tal manera que
(e.) (0.)
a =2 0, E ai<oo, E Qp = 00
k=1 k=1

4. Paso decreciente. Se toma «y, tal que:

o0
ar >0, lim ap =0, E = 00
k—o00 P

El método del subgradiente es un procedimiento iterativo que puede ser usado para resolver
el problema de maximizar (minimizar) una funcién céncava (convexa) no necesariamente
diferenciable, el método se define como sigue [30]:

1. Iniciamos con un punto zy € R" y elegimos una sucesion de pasos dados por nimeros
positivos {ag 72,

2. Construimos la sucesion xy,1 = Tx— xSk, con s € df (), que eventualmente converge
a la solucién éptima del problema.
Calculamos un subgradiente s € Of(zx41), si sgy1 = 0 paramos, .1 es el punto
optimo.
Caso contrario.

3. Proseguimos con el paso 2 hasta cumplirse una condicién de parada establecida.
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4.1.1 Convergencia del subgradiente

Dado que el método el subgradiente no es un método de descenso se hara en cada iteracion
lo siguiente

flfest Hlln{ best’ (xk)}

y se hace if ., = k si f(z¥) = fE_,, es decir, se guardara el mejor punto obtenido hasta la
iteracion k.

Ahora, para probar la convergencia del método se supondra que existe un minimo de la
funcién f, digamos x*. También se supondra lo siguiente:

1. La norma de los subgradientes es acotada, es decir, existe G € R tal que ||¢*|| < G
para toda k.

2. Se conoce un nimero R tal que R > ||x! — z*|]s.

Teniendo en cuenta lo anterior y que z* es cualquier punto éptimo entonces

[l =2ty = [la* —ang” — 27|13
= [la* — "3 — 209 (2" — =) + afllg"[[3
< lat =273 = 200 (£ (") = f(@7)) + atllg"13 (4.1)

donde la tltima desigualdad se cumple por la definicién de subgradiente, es decir, g* cumple
que

f(a") = fah) + (g, 2" — 2¥)

Aplicando la desigualdad (4.1) recursivamente se obtiene que

k
™t — | < Hx—a:IIQ—?Z% — 1)+ 2 odllg'll
=1

k+1

Usando el hecho de que [|zF — 2*|]3 > 0 y ||z! — 2*||3 < R se tiene que

2> (/@) — Ja) < B+ Y aillg'| (4.2)

por otro lado,

k
> alf@) = f7) > Zaz min( f +Zug|\2
= (Zao(f;zst—f(x*))
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combinando esta desigualdad con (4.2) se obtiene que

k
R*+) afllglls
Frew = f(@*) = min(f(2") = f(2")) < = (4.3)

i k
2 E a;
i=1

Finalmente, usando la hipétesis de que ||g*||» < G, se consigue la siguiente desigualdad

frest — f(2) < —! (4.4)

De esta desigualdad se desprenden varios resultados de convergencia, dependiendo del tamano
de paso que se esté usando se tendra una mejor aproximacion al punto 6éptimo.

1. Tamano de paso constante. Cuando oy = «, se tiene usando (4.4)

o R+ G*%k
frg— fla*) < ok

Cuando k — oo entonces, el lado derecho converge a G*a/2.

2. Longitud de paso constante. Usando ay = v/||g*||2 ¥ la desigualdad (4.3) se obtiene

R2+~k  R*+~k
fbest f(l’)\ L A 2")/]5/G
2 a;
=1

Usando «; > v/G. cuando k — oo el lado derecho converge a Gy/2.

3. Cuadrados sumables. Ahora supongamos que

o0 o0
lalf=>af <00, > ai=o0
i=1 i=1

Entonces se tiene que
R? + G?||alf3
< —=

2 i (67
i=1

Cuando k& —— oo el lado derecho converge a cero. Asi el método del subgradiente
converge.

flffest - f(l’*>



120 CAPITULO 4. METODOS PARA OPTIMIZACION NO DIFERENCIABLE

4. Paso decreciente. Si la sucesion «y converge a cero y Y a; = 0o, entonces el lado
derecho de la desigualdad (4.4) converge a cero, lo cual implica que el método del
subgradiente converge. Para probar esto, sea € > 0. Entonces existe un entero N; tal
que ; < ¢/G? para i > N;. También existe un natural N, tal que

Ny N-2
Z a; > (R2 + G? Z a;
Ahora, sea N = max{ Ny, Ny}, entonces para k > N se tiene que
RAGYE 0f _ Br@eyhel  GYhd
k
a Zi:l 7 2 Z¢:1 & 2 Zz 1 0+ 2 Zi:NH—l @
R*+ G2 2 _I_GzZNlH(eoci/Gz)
9 k
S(R24 G2 a?) 22 N Qi

N

Asi el método del subgradiente converge.

A partir de la ecuacién (4.2) se puede obtener un criterio de paro para nuestro método. De
nuevo, suponiendo que R > ||z! — z*||2 y usando la desigualdad (4.2) se tiene que

221 lalf( ) _Zle a?l‘gk“% :lk (45)
221 1061

donde [, puede ser calculado a partir de la k—ésima iteracién. La iteracion [ no es necesari-
amente creciente, por lo que se puede guardar la mejor cota superior de {l;}.

f@®) =

15, =max{ly,... I}

4.2 Meétodo de planos de corte

Existen métodos en los cuales toda la informacién previa es usada para obtener una nueva
iteracion. Esta informacion puede ser utilizada para crear un modelo de la funcién f, de tal
manera que se obtenga una aproximacion lineal al problema original. Esto es usado en los
métodos de planos de corte [7].

Al tomar en cuenta la informacién acumulada en las iteraciones anteriores {y’, f(v'), s° €
Of(y")}_, se puede construir la siguiente aproximacién lineal a trozos de f

N

fily) = max FW) + (" y—y")
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Por construccion, fl(y) < f(y) para toda y € R™ y también se tiene que fl(y) < ﬁ+1(y) para
toda y € R™. Asi se modela la funcién a minimizar con aproximaciones lineales.

Para que el método esté bien definido, se necesita especificar una conjunto compacto C' y
restringir nuestro modelo a C' para asegurar que cada iteracién esté bien definida.

El algoritmo del método de planos de corte es el siguiente:

1. Sea § > 0 y C' un conjunto compacto que contiene el punto minimo de f. Sea k =
1, y*eCy fo = —oc.

2. Calcular f(y*) y el subgradiente s* € 9f (y*).
3. Definir 6, = f(v*) — fr1(y*) > 0.
4. Si oy, < 0.

5. Actualizar el modelo fi,(y) = max{fi_1(y), f(z*) + (s*, y — y¥)}.

k+1

6. Calcular y*™" € argmingec ).

7. Hacer k =k + 1 e ir al paso 2.

4.2.1 Convergencia del método planos de corte

Hasta donde sabemos, la convergencia de este algoritmo en un niimero finito de pasos no esta
tedricamente garantizado, lo que podria haber desalentado su implementacion practica hasta
la fecha. Sin embargo, hay muchas variantes de este algoritmo propuesto en la literatura
técnica que hace que este método sea computacionalmente competitivo y practico en muchos
Casos.

Entre las variantes de éste se consideran
o Algoritmo centro de gravedad (CG). z* es el centro de gravedad de Pj_;.

e Método de plano de corte de elipsoide de volumen mdrimo (MVE). ¥ es el centro del
maximo volumen elipsoidal contenido en Pj_1.

e Método de plano de corte del centro de Chebyshev. z* es el centro de la bola més larga
contenida en Pj,_;.

e Método de plano de corte del centro analitico (ACCPM). x* es el centro analitico de
(definido por desigualdades) Pj_.
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A comparacién del método del subgradiente, el método de planos de corte brinda un criterio
de paro basado en dy el cual no existe en el método del subgradiente.

Ahora bien, por construccién el modelo satisface que

y de aqui se sigue que

min f;(y) < min f(y)
Y Y

Entonces, si el criterio de paro se satisface se tiene para alguna k que f(y*) — 9r_1(v*) < 9,
lo cual implica que

) <o+ fim(y®) =0+ myinfk—l(y) <0+ min f(y)

4.3 Método de haces

Utilizando como motivacion el algoritmo anterior, se construye un nuevo método utilizando
la regularizacion de Moreau-Yosida, cuyas propiedades probadas a continuaciéon son impor-
tantes para este trabajo.

4.3.1 Regularizacion de Moreau Yosida

Sea f : R" — (—00, +00] una funcién propia y convexa, ademds supongamos que f alcanza
su minimo. Se define la regularizacién de Moreau Yosida de f para A > 0 como sigue

: 1 2

_ _ 4.

F() = min {£(x) + 5[l — ol (4.6)
1 P .

El punto p(v) € R™ que cumple f(p(v)) + ﬁHp(v) —v|| = Fx(v) estd bien definido dado que

la funcién que se estd minimizando es estrictamente convexa y f alcanza su minimo.

Teorema 4.1. Sea f : R" — (—o0, +00] una funcion propia, cerrada y conveza, entonces,
la funcion Fy\(v) es cerrada y estrictamente conveza.

Demostracion.

Dado que f es cerrada y la norma es una funcién continua, entonces se sigue inmediatamente
que F)\(v) es cerrada. Ahora, por la convexidad de f y dado que la funcién norma es
estrictamente convexa entonces F), es estrictamente convexa.

O
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Proposicién 4.1. Si f : R" —— (—o00,+00| es una funcion propia, cerrada y conveza.
Entonces F\ es finita y diferenciable en cualquier parte con gradiente dado por

1
V() = 1(0 = p(v))
Mds ain,

[|[VE\(v) = VEA)|]? < <(VE\(v) = VE(V),v — ')

> =

para toda v,v" € R™. Ademdas

1
IVEA(v) = VEA)I| < S v = o]
para toda v,v € R™.

Demostracion
(Finita), S f es una funcién propia, existe z € R" tal que f(z) < oo. Asi F), es finita dado
que

1
Fa(v) < f(@) + gy llz = vl < o0

(Diferenciabilidad). Sea d € R™ unitario, v € R™ y ¢t > 0. Por definicién de F)

Bt — B @)+ grlle == P = ming () + ol = ol
t t
U )+ g5l ) 0 — ] oo+ ) + 5oty 1) ol
- t B t
L llplottd) — v =t~ [lp(o + td) — ol
2\ t
_ 1 lp(v+td) —p(v) + p(v) —v—td||* [|p(t +td) — p(v) + p(v) —v[]”
2\ 2t ) t
_ %Hp(v) — v td||t — Hp(v) _UH o %(p(?)—i—td) —p(v),d>

1
donde se usé el hecho de que F)\(v) < f(p(v +td)) + ﬁHp(v + td) — x|[>. Ahora, al tomar el
limite cuando ¢t —— 0 se obtiene

lim Fy(v+td) — Fy(v) >
t—0

Por otro lado, dado que F)\(v + td) < f(p(v)) + =—||p(v) — v — td||?
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Ftd)— Bw) @)+ grlle = ]2 = ming[f(w) + ol = vl
t t
1 2 1 2
. [f(p(v)) + 53 llp(v) —v = tdllt] = [f(p()) + 53 llp(v) = v[]
L lp() = vt~ () — ol
2\ t

De nuevo, al tomar t — 0

lim F)\(U + td) — F,\(U) <
t—0 t

(v =p(v),d)

> =

Por lo tanto

VE®) = 50— p(0)

Para probar las aseveraciones restantes se observa lo siguiente:

IVEA(v) = VAW = (VE\(v) = VEAV), v = p(v) — V" + p(v)))

>l = > =

1
(VEA\(v) = VEA(v'),v =) + XWFA(U) — VE\(v), p(v") = p(v))
Se mostrara que el dltimo término es negativo. Para hacer esto primero se verificara lo
siguiente: sea £ € df(v) y & € Of(v'), entonces (£ — &',v — v') > 0. Para probar esto, se

toman en cuenta las desigualdades siguientes, asociadas a £ y &', y posteriormente aplicadas
a vy v respectivamente

f) = fv) + (&0 —v)

f) =2 f() + (& v =)

sumando estas dos desigualdades se sigue que

(=& v=1) (4.7)
Por optimalidad de p(v) y de p(v') se tiene que

0€ d(f(p(v)) + =<|lp(v) — v|[?)

0€d(f(p(v) + =|lp() —v'|]?)
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Por lo tanto, VF\(v) = %(v—p(v)) € 0f(p(v)) y VF\(V') = %(v’—p(v’)) € df(p(v')) usando

(4.7) se obtiene

(VEA(v) = VEA(©'), p(v') = p(v)) <O

La prueba de tltima desigualdad es consecuencia de (4.8)

1

IVE\(v) = VEA(D)|]? < )

1 / /
< SIVARE - VR -

1
Por lo tanto, ||[VF\(v) — VE\(V')|| < XHU — ||

(VE\(v) = VE\(V), v —=1)

(4.8)

O

La regularizacion de Moreau-Yosida es importante en nuestro trabajo por la proposicion an-
terior y porque tiene los mismos minimos que la funciéon f como se muestra en la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.2. Los siguientes enunciados son equivalentes

1. v € argmin{f(z)|x € R"}
2. v=p(v)

3. VF\(v) =0

4. v € argmin{F\(z)| x € R"}
5. f(v) = f(p(v))

6. f(v) = Fx(v)

Demostracion
1 = 2 Dado que v € argmin{f(z)|z € R"} se tiene que

F(0) = F(0) + =l — vl < f(2) + = |z — o]

2\ 2\
para toda x € R™. Entonces, p(v) = v
1
2 = 3 Supongamos que p(v) = v, entonces VF)(v) = X(U —p(v)) = 0.
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3 = 4 Dado que F), es convexa, entonces si VFy(v) = 0 se debe tener que v € arg min{ Fj\(z)|z €
R"}

4 = 5 Usando el inciso 2, v = p(v) y por lo tanto f(v) = f(p(v)).

5 = 6 Por definicién de F) e hipétesis se tiene la siguiente desigualdad

f0) = fO)
< J0() + g5 lIp(w) = ol
= K\(v)
< S+ g5l = ol

Asi f(v) = Fy(v).

6 = 1 Dado que F)\(v) = f(v) entonces p(v) = v. Asi, por optimalidad de v

0€ () + 10— p(v) = S (v)

Tomando como base el método de planos de corte se construye el método de haces. Se
empezard agregando un punto z* al conjunto de informacién que se acumula conforme se
realizan iteraciones. Se seguirdan usando el modelo lineal y se obtendra un nuevo punto en la
iteracién usando la regularizacién de Moreau-Yosida [7].

El algoritmo para el método de haces es el siguiente:

1. Se fija & > 0, m € (0,1), 2° (punto inicial), ° = 2° y k = 0. Se calcula f(2?) y
sV € 0f(2") y se define fo(y) como sigue

foly) = F(@°) + (5", y — 2°) (4.9)
es decir, fg(y) es un hiperplano soporte de f en z°.

2. Se calcula la siguiente iteracion
- ok
y* € argmin fi(y) + T |ly — 2 (4.10)
yeR” 2

o0

donde py > 0 es una sucesion creciente tal que p+—— 0y Z,uk = 00.
k=1
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3. Se define 9, como sigue

= S () = ) + Bl — ¥

4. Si 6 < 4 entonces el algoritmo termina.
5. Se calcula f(y**t1) y s*T1 € af(y* + 1).

6. Si f(a*) — f(z*!) > mdy entonces ¥+t = y**1 (a esto se le llama paso serio), si no
pasa entonces z**1 = z* (paso nulo).

7. Se actualiza el modelo

Jeaa(y) = max{fu(y), f(s") + (1 y =) (4.11)

8. k =k + 1y seregresa al paso 2.

Esta es una version basica del método de haces, otras implementaciones se pueden tomar en
cuenta tales como busqueda lineal, actualizacién del pardmetro py, etc [7].

Ahora bien, antes de realizar las pruebas e convergencia serd més conveniente en teoria y
préactica trabajar con el dual del problema (4.10) como se vera a continuacién. Primero, se
reescribird el modelo (4.11) de manera més conveniente.

Se define el error de linealizacién con centro en z* como sigue

e = f(a) = [f(y") — (s, y — o')]

para i = 1,..., K + 1. Utilizando el error de linealizacién, nuestro modelo (4.11) se vuelve
de la siguiente forma

fly) = _max {f(y)+{y—y)}

..... k1

B R B i

N i:{f-l-?c{—l—l{f(x Jma— et =y sy =y

= JER) e et (5 y - 04) (4.12)

en donde todo lo usado es conocido debido a la acumulacién de informacién que se tiene.
Al considerar el problema (4.10), usando (4.11) se tiene que
min fi(y) + 5 lly = aHP = minfr+ {ly — ¥}
ro 2 f(ah) —et (s’ y —af) (4.13)

parat=1,...,k+ 1. Introduciendo multiplicadores de Lagrange o € R’fl, el lagrangiano se
escribe como sigue
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k+1
(y,r,\) = r+ %Hy =P+ (@) — e+ (s y — by — 1)

k+1 k+1

= (=2 adr+ Gy =P+ D e — et (s y — ') =)

=1

asi, por convexidad
minmax L(y, 7, \) = maxmin L(y, r, ) (4.14)

y,r « « y,r

Dado que ambos lados son finitos se debe tener que 1 — ZfT a; = 0. Asi por condiciones de

optimalidad de primer orden

k+1
VL,(r,a) = u(y — %) + Zaisi =0

i=1
Entonces se tiene que
k+1
s =)= (Y a) (4.15)
i=1

Al denotar A*! = {a € REF ZkJrll a; = 1}, combinando la ecuacion (4.14) y (4.15), se
obtiene que al resolver el problema (4.9) es equivalente a resolver

k+1 if2 Kkl k41
s || = 2252 aus'] k i _Zz L s’
max == + o;(f(x%) — e+ (s,
aceAk+1 D i Zz:; (f( ) < LU >)
E+1 k+1
_ 2
= f@") + max o HZazs I Zaze@ (4.16)

Definicién 4.1. Sea a € A*! una solucién dptima del problema (4.16) en la iteracion k,
se define el subgradiente agregado y el error de linealizacion agregado respectivamente como
sigue

k41 k41
gk = E ;s Yy ey = E ;€ (4.17)
i1 i=1

Lema 4.1. Sea o € A*! una solucién para el problema (4.16), entonces
1. §F € afy(y*th).
2. felyFHh) = faF) — L||3%)% — &

3. (51€— H8k||2+€k

2ur
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Demostracion.
1. De la ecuacién (4.15) —pug(y**t — 2%) = 8%, Asi, dado que y*! es éptimo para (4.9)

0 € Afu (™) + (v — 2)

de donde p(y*™! — %) es la derivada de la parte cuadratica de la regularizacion.
Entonces

— (Y — 2y € Ofi(y™H)

2. Por convexidad, no hay brecha de dualidad entre (4.13) y (4.16). Asi,

A k 1 . .
FolF )+ Bt — b2 = pah) — 1872 — e

2 241,
R 123 _14{2 1 N .
f* ) = f@F) = =882 — —15"]* — é
W) = 1) = B - s
1
k kN2 A
= ") — —||5%]] — é
F@) = |1 = &

3. Usando el inciso 2 y la definicion de o

o= f@®) = () — EEp it — a2

2
k L. .
= flah) = Erlyt — ot = p ) + 18+
ke
I R

O

Lema 4.2. Para el subgradiente agregado y el error de linealizacion agregado, se tiene que

=§k € aékf(xk)

Demostracion.
Usando el inciso 1 del lema anterior, §¥ € 9f(y**!) y por construccién de f;, < f. Entonces

f) = fily) = fly™ )+ y -y
1
= f(z") - ;Hngz —ép + (8%, y — aF + b — )
k

1
= fa") + 8%y — o) — e+ (38,2t =yt — — 5|

27"
= fa")+ (" y—a") — &
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O

Los lemas anteriores son muy importantes para las pruebas de convergencia que se daran
adelante. Antes de eso, se define la pieza lineal agregada como sigue

feo(y) = f(a®) + (3%, y — a*) — &,
Lema 4.3. Para f:, se tiene lo siguiente
L fo, = fiy*h) + (% y — y*)

2. fo(y) < fuly)

4.3.2 Convergencia del método de haces

Se supondra que f es una funcién cerrada y finita en R". Ademas, sea

K, = {k € N|la k — ésima iteracién fue un paso serio}

Este andlisis se dividird en dos partes, primero se supondra que |K;| = co.Ademads se definira
0 = 0, es decir, el algoritmo hara iteraciones una infinidad de veces.

Lema 4.4. Se considera el método de haces y sea f = min, f(x) > —oo. Entonces,

Z(Skgf(x0>_7<oo

m
keKs

Lema 4.5. Supongamos que f* = limyeg, f(2%) > —o0 y |K,| = o0

. 1 .. Ak
1. 80 Y per, 7r = 00, entonces el cero es un punto de acumulacion de {$"}tick,, esto es

lim inf ||5*]| = 0.
2. sipp = c >0 yargmin, f(x) # 0, entonces la sucesion {x*}rer, es acotada.

Demostracion.

1. Por el inciso 3 del lema 4.1, se tiene que 0 < 8| = 6, — éx < Ok Asi, por el lema

1
anterior, dado que f(z*) es una sucesién decreciente cuando k € K

§k: 2 ZL'O _fx
Z|’2H<Z5k<f() f
ek, Mk keKs m

Asi, 3% — 0 sobrek € K.



4.3. METODO DE HACES 131

2. Sea z* € argmin, f(y). Por definicién f(z*) < f(y) para toda y € R™. Ahora, para

ke K,
||x*—l’k+1||2 — ||CL’*—$k||2+2<:)3*—l’k,l’k—$k+1>+||l’k—l’k+l||2
2 1
= Ja* = 2P+ = (2 — 2, 8%) + = [|5"]]
Kk k

2 1
* k|2 * k ok k|2
= |l —z"||"+ —(x —x,8)+ —||s
o =P+ 2 (( )+ 5, 11P)
<l = aHP - (F @) — F) + e+ 15
Fk 241
* 2 *
<l = 2P+ = (f(27) = fa) + 6e)
Mk
* k112 2
<l = 2P|+ o
Mk

donde se usé el hecho de que §¢ € 9,, f(z¥) y el inciso 3 del lema 4.1. Haciendo lo
anterior k veces

k1
J; 2
R [ L e = B
—1 M € jer,

Usando el lema 4.4 se tiene que el lado derecho es acotado y por tanto, la sucesion
{2*} ek, es acotada.

O

Teorema 4.2. Supongamos que f* = limycg, f(2%) > —oc0 y que |K,| = co. Si la sucesion
{ur} es acotada y creciente, entonces {x*}rex. tiene al menos un punto de acumulacién que
es optimo.

Demostracion.

Por el lema 4.4 y 4.1 se sigue que 0 < €, < 0 — 0 para k € K. Luego, por el inciso 1 del
lema 4.1

sk ¢ 8ékf(l’k)

para cualquierk € K. Luego, por el inciso 2 del lema 4.1, existe una subsucesién {§"*}
que converge a cero. Dado que {2*},ck. es acotada, entonces {2} también es acotada.
Tomando (si es necesario una subsucesiéon) ™ — z*, se tiene que

(z™, 8" é,,) — (27, 0, 0)

con esto, (x,€) — O f(x) es continua, asi 0 € Jf (z*)
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En este momento solo se ha tomado en cuenta |K| = oo, ahora se vera el caso cuando
| K| < co. Se supondré que kg es la dltima iteracién donde se tiene un paso serio.

Lema 4.6. Sea z* el 4iltimo paso serio y {y* 1 }i=p, la sucesion de pasos nulos. Entonces
para toda k > ko yy € R”

x Mk r ~ Lk x
Fla) = b+ By = IR =SP4 = P 4 Byl )

Demostracion.
Se verifica lo siguiente

ly — 2> = |ly =" + " — 2™
— Hy—y"”HH2+2(y—ka,ka—$k°>+!|yk“—xk°!|2

2 .
= Ny —y"™P = =y =y, &%) + [l — 2P
M
Usando la definicién de d;, se obtiene

HE ; Hi
FE) =0+ S lly =™ HP = Al + S = 2P+ = o P)

~

= R+ =y )+ By — o
0J

Teorema 4.3. Sea z*0 el dltimo paso serio y sea {y**}rek, la sucesion de pasos nulos. Si
{1 }k>ko €8 no decreciente, entonces &, — 0.

Demostracion.

Sea y = y**? en lema anterior, entonces

223 P A Mk
F@R) =+ 2 =y P = Al 8y =yt S e

= o) + BNy — o)
< fen@™?) + Byt — ool

Hk+1

k+2_ ko |2
: )

< fk+1(yk+2) + |y

= f(xko) — Ot1

donde la ultima igualdad se deduce de que px < pgy1. Por lo tanto

By =y P + Gs < (4.19)
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Ahora, se probard que la sucesién {y*} es acotada. Usando de nuevo el lema anterior con
y=ah
Hok ; .
Flat) = G+ Bl — R = fuly) + (3, 0t — )

= fo (a¥0) < fi(a™) < f(aF0)
Asi

20r 20
o - e < 2t 2
Hok Hko
Dado que {05} es decreciente y j, es no decreciente, {y*} es una sucesién acotada.

Por otro lado, sea C' constante de Lipschitz para f y fk en B(z™, ﬂ) Combinando
kg

—mdy < f(y*) — f(a™)

y R
0 < f@®) = fuly™)
y sustituyendo y = y* en (4.11) en la iteraciéon k — 1 se tiene que f(y*) + fr(y*), asf

(1—m)o < f™) = fily™)

~

~

= fWY + O + Al - @)

< 20|y =yt
combinando esta desigualdad con (4.19)

1—m)? 1—m)?
O = Ok = [y =y P > %ﬂk@% > %Mkofsiﬂ

Asi, sumando sobre k > k

(1—m)’ 2
Tger Mk Z 0 < Z(@; — 01 < Oy

k>ko k>ko
lo cual implica que dp — 0.
O

Teorema 4.4. Sea z* la 4ltima iteracién con paso serio del método de haces. Si {px} sk,
es no decreciente, entonces ¥ es una solucidn dptima.

Demostracion.

Dado que las suposiciones son las mismas que en el teorema anterior, entonces 6y — 0
implica que &, — 0y [|8*|] — 0 por el inciso 3 del lema 4.1. De nuevo, por el inciso 1 del
lema 4.1

8% € 0, f(a*0)
para todo k > kg. Por el teorema 7?7 que asegura que la correspondencia (z,€) — O.f(x) es

continua, se concluye que 0 € 9f(x*0).
0J
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4.4 Método del gradiente proximo

Sea f : R" — (—00,400] una funcién propia, convexa y cerrada. Se define el operador
préximo como proxy : R* — R™ de f como [7]

pro(v) = arg min{f(x) + %Hx |2} (4.20)

donde || - || es la norma euclidiana. Es decir, el operador préximo es aquel que cumple

Flproz;(v)) + glproz(v) — v = F(u)

De aqui que el operador proximo y la regularizaciéon de Moreau-Yosida estén relacionadas.
El operador préximo es estrictamente convexo dado que la norma euclidiana lo es y tiene
valor finito en todas partes. Asi, tiene un unico minimizador para cualquier v € R™ (incluso
cuando domf C R™).

A menudo se encuentra el operador préximo de una funcién escalada Af (A > 0) el cual
puede ser expresado por

proxys(v) = argmwin{f(x) + %HQ? —||*} (4.21)

En la Figura (4.1) se representa lo que hace el operador préximo. Las lineas delgadas grises
representan las curvas de nivel de la funcién convexa f y la linea gruesa negra representa la
frontera del dominio esencial de f. Evaluar los puntos azules en el operador préximo tiene
como resultado los puntos en rojo respectivamente. Los puntos en el dominio esencial de la
funcion se mantienen en el dominio y se mueven hacia el minimo de la funcién, mientras que
los puntos fuera del dominio esencial se mueven hacia la frontera de este y hacia el minimo
de la funcién. El pardametro A controla la proporcién a la cual el operador préximo mapea
puntos del dominio esencial de f hacia el punto minimo.

/
A

Figura 4.1: Operador préximo evaluado en varios puntos

Por la definicién del operador préximo, proxs(v) es un punto que se encuentra entre r* =
min f y cerca de v. En el caso de prozs(v), el pardmetro A\ puede ser interpretado como un
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peso relativo entre estos dos términos.
Cuando f es la funcién indicadora de C' C R", es decir

0 si zeC’

Ie(z) =
400 si z e’

Asi el operador préximo se puede ver como una proyeccion generalizada. Esta perspectiva
sugiere varias propiedades que se espera que el operador préximo cumpla.

Si f(z,y) = ¢(x) + n(y), es decir, f puede ser separada por dos funciones que dependen de
cada una de las variables, entonces:

prox(vy,v) = (proxs(vy), proxs(ve))

Esto se observa directamente de la definicion del operador préximo y del hecho que f es
separable.

Una generalizacién de este resultado se tiene si f(z) = >, fi(z;), entonces, el operador
proximo seria

(prox(v)); = proxy, (v;) (4.22)

En otras palabras, este caso se reduce a evaluar el operador proximo de funciones escalares.
Ahora, si f(z) = ad(x) + b, con a > 0, entonces

Proxag = prozaxg(v) (4.23)

La prueba de esto es inmediata de la definiciéon del operador préoximo.

Proposicion 4.3. Sea f una funcion propia, convezra y cerrada, definida sobre R™. Entonces
p = proxs(z) siy sélo siz—p € If(p)

Demostracion
Supongamos que p = prozs(z), esto se cumple si y solo si

0€df(p)+(p—2)

s x—pedf(p)
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4.4.1 Puntos fijos

Los puntos fijos del operador préximo juegan un papel fundamental cuando se trata de
minimizar la funciéon f como lo enuncia el siguiente resultado.

Teorema 4.5. z* minimiza a f si y solo si x* = prox(z*)

Demostracion.
= Supongamos que z* minimiza a f, es decir, f(z) > f(z*) para cualquier z. Entonces

1 k * k * *
f@) +5lle =" = (@) = f2") + S lle” = 27|
* nimi 1 *|]2 ¢ * *

y por lo tanto z* minimiza a f(x) + §H:c—a; ||°. Asi, tenemos que z* = proxs(z*).

I 1 9
< Como & minimiza f(z) + §Hx — vl|* si y sélo si

0€df(z)+ (T —v)

entonces si z* es punto fijo de proxy, 0 € df(z*).

O

Dado que los minimizadores de f son puntos fijos del operador proxzy, el problema de mini-
mizar f se convierte en un problema de punto fijo. Si el operador prox s fuera una contraccién,
la sucesion definida por x,41(z,) con zy € S converge al tinico punto fijo del operador proz;.
El operador préximo no necesariamente es una contraccion, pero es firmemente no expansivo.

Considerar el siguiente problema
min h(x) = f(x) + g(z)

Donde f: R" — Ry g : R" — (—00, +00] son funciones propias, cerradas, convexas y f
es diferenciable. En esta forma se puede partir el problema en dos, en donde una parte es
diferenciable. La forma en la cual se parte el problema no es tinica y puede llevar a diferentes
implementaciones del método del gradiente préximo [7].

El método del gradiente préximo es:

Tp1 = prowa, (xx — MV f ()

donde A\; > 0 es el tamano de paso.

Es decir, es como hacer un descenso por gradiente de la parte diferenciable y luego aplicar el
operador proximal de g.



4.4. METODO DEL GRADIENTE PROXIMO 137

4.4.2 Convergencia del método del gradiente préximo

Primero supongamos que V f es Lipschitz con constante L € (0,1), s decir

IVf(z) = V)l < Lz =yl
para toda x,y € R". Ademds supongamos que x* € argminh # (). Se define

1

Galw) = 5z — pros,, (¢ = AV (x))

Esta expresion tiene la siguiente propiedad

Ga(z) = V[(z) € dg(x — AGA(x))

En efecto, por la proposicion 4.3

pros,, (¢~ AVf(x) =p & 0€dg(p) + 1 (b~ (2~ AV ()

(z — AV f(z)) -

3 L e agp)

& Gi(z) = Vf(z) € dg(x — AG\(2))

ahora se probard que h(z*) — h(z*) decrece con una rapidez 1/k si un tamaifio de paso
A = 1/L es usado. Del hecho que V f es Lipschitz se tiene que

f) = f@)+ (V)0 + / (V1 + Xv) — V f(z), v)dA

N

F() + (Vf(x),0) + / 1£(z + M) — V£(@)|[llo]ldA
< f(@)+ (Vf(@),o)+ / L[] A

L
= (@) +(VF@),0) + 2l
donde v = y — z. Sustituyendo y = z — AG\(x) en la desigualdad anterior se obtiene

fl@ = Aga(x)) < f(z) = MV f(2), Gax)) + AN L2||GA ()]

Dado que 0 < ¢t < 1/L se tiene que

fl@ = Aga(@)) < f(2) = MV f(2), Ga(2)) + AN2||Gx ()]
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Luego, al tomar la funcién h y la desigualdad anterior

h(z — AGy(x)) <

<

f(x) = MV f(x), Ga(2)) + %HGA(%)II2 +g(r — AGA(x))

f(2) +(Vf(z), 2 = 2) = MV [(2), Gx(2)) + %IIGA(I)II2 +

g9(2) + (Gi(z) = Vf(x),x — 2 — AG)\(2))

h(z) + (Ga(@), 2 = 2) = SIGA(@)I]

A

f(2) +9(z) + (Ga(2),x = 2) = SIIGA(@)|*

A (4.24)

donde la segunda desigualdad se tiene del hecho de que f y g son convexas 'y Gs(x)—V f(x) €
dg(x — G\(x)). Ahora, sea 7 =z — A\G\(z), la desigualdad anterior con z = x implica que

M) < he) — SlIGr @)

lo cual nos dice que se tiene un método de descenso.
Igualmente, al tomar la desigualdad (4.24) con z = z* € argmin h se tiene que

0 < h(z™) — h(z*)

Por lo tanto

<

2\

(Gala),z— ) = 2G| P

1 * *
([l = 2"|]* = [Jo — 2" = AGa(2)[]*)

1

oy (lz =27 = []2* = 27|]%)
2)

Iz — 2| < [l — 27|

es decir, la distancia al conjunto arg min A decrece.
Al sumar las desigualdades anteriores con = x; 1, x4 = 2; y t = 1/L se obtiene que

k

> (fla) = f(z7)

1=1

Dado que f(z;) es no decreciente

flae) = f(a7)

<

<

VAN

1 *
o 2 (Flai) = f(a) <

k

1 * *

ﬁZ(H%—l—x P = [l — =*| )
=1

1 *12 *||2

o Ulzo = 2717 = [l — 27[7)

1 *

oxll7o — |

1=1
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Asi se tiene el resultado deseado.



Capitulo 5

Ejemplos Numericos

5.1 Subgradiente proyectado para el problema dual

Consideramos el problema de minimizar una funciéon cuadratica estrictamente convexa sobre
el cuadrado unidad donde P > 0

min (1/2)2? Pz — ¢’z

sujeto a: r? <1 i=1,2,...,n

El lagrangiano es:
L\, x) = (1/2)z" (P + diag(2\))r — ¢"x + 17\
Por lo que
(N = (P + diag(2\)) g
El subgradiente proyectado para el dual es:
t® = (P+diag(2\) g, AP = 0P £ ()2 — 1))
La funcién dual es diferenciable, por lo que podemos usar un tamano de paso fijo «a (siempre
que sea lo suficientemente pequeno).
Las iteraciones z(®) no son factibles, pero podemos construir un #**) factible cercano como
(1 2P

1

\ xgk) -1 xgk) <1
1

Consideramos n = 50, salto de paso fijo a = 0.1, A =
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k

Figura 5.1: Valores del limite inferior gval y el limite superior fval versus el nimero de
iteracion k. Usamos un tamano de paso fijo con a = 0.1

5.2 Procesamiento de senal adaptativo

Suponemos que (z,y) € R™ tienen alguna distribucién conjunta. Nuestro objetivo es en-
contrar un vector de peso w € R™ para el cual w’z sea un buen estimador de y. (Esta es
una regresion lineal; podemos agregar un componente adicional a x que siempre es uno para
obtener un estimador affn de la forma w’z + v) Nos gustarfa elegir un vector de peso que
minimice

J(w) = Bl(w"z — y)
donde [ es una funcién de pérdida convexa. Por ejemplo, si:

e [(u) = u?: error de media cuadraitica.

e [(u) = |u| : error media absoluta.

Pero consideraremos aqui el caso mas general. Por supuesto, J es convexo, por lo que
minimizar J sujeto a w es un problema de optimizaciéon convexa.

Consideramos una configuracién en linea, donde no conocemos la distribucién de (z,y). En
cada paso (que podria corresponder al tiempo, por ejemplo), se nos da una muestra (z(7), y())
de la distribucion. Después de k pasos, podriamos usar las & muestras para estimar la dis-
tribucion.

Esta aproximacién requiere que almacenemos todas las muestras anteriores, y necesitamos
resolver un gran problema cada vez que entra una nueva muestra.

En su lugar, utilizaremos el método del subgradiente estocastico , que es realmente simple.
En particular, no requiere esencialmente almacenamiento (més allé del valor actual de w), y
muy poco calculo. La desventaja es que es lento.
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En cada paso, se nos da una muestra (z*),4*)) imparcial de la distribucién con ruido del
subgradiente de J en w®, basado en la muestra 2, y*) .

g8 = P ET 1) (1)) (1)

donde [’ es la derivada de (o subgradiente de [ si esta es no diferenciable) de [. Este es un
subgradiente con ruido imparcial de J.

El algoritmo en linea seria:
WD) Z 8 _ g 1 (qpRIT g1 _ g (1) k1)
donde
- I(u) = u? da el algoritmo LMS (media de minimos cuadrados).
- l(u) = |u| da el algoritmo sign.
- wWTg(k+1) _ (k1) o5 e] error de prediccion.

Datos del problema: n = 10, (z,y) ~ N(0,X), ¥ aleatoria con E(y?) ~ 12, «a; =1/k

40

301

201

10}

0

pred error

-10

-204]

-30||

—40 50 100 150 200 250 300

k

Figura 5.2: Error de prediccién w®Tz®+1) — ¢+ g iteracién k
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Figura 5.3: Distribucién empirica del error de prediccién para w* (mas de 1000 muestras)
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Recomendaciones

A continuacion se presentan algunas recomendaciones referentes a distintos aspectos que
conlleva hacer un trabajo de este tipo:

e Estudiar optimizacion convexa no diferenciable requiere de conocimientos vistos en
la materia de Métodos de Optimizaciéon I, por lo que ha sido una buena forma de
profundizar y terminar de asimilar muchos conceptos y propiedades, por ello seria
bueno que consideren este tema para incluirse en los estudios de licenciatura.

e El estudio de optimizacién convexa no diferenciable, abre camino para estudiar distintas
aplicaciones por lo cual puede considerarse como una opcién para trabajos futuros.

e Aunque han habido eventos para impulsar el uso de KTEX para la elaboracién de doc-
umentos matematicos, se recomienda crear talleres de distintos software matematicos,
como MATLAB/Octave, Mathematica, Maple, GAMS, Scilab y otros, ya sea para tener
herramientas a la hora de presentar un trabajo con aplicacién matematica o ampliar
las habilidades de los estudiantes.
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Conclusiones

La optimizacién no diferenciable produce una serie de dificultades que la mayoria de veces no
pueden ser superadas por métodos tradicionales, por lo que es necesario poseer conocimiento
de técnicas propias para su desarrollo.El estudio de optimizacion convexa es indispensable
para el tema estudiado ya que proporciona propiedades que permiten resolver problemas de
gran dimension de forma eficiente en términos computacionales. Esto se debe a que la con-
vexidad de éste puede hacer la diferencia al momento de resolver el problema.

Respecto a la parte de control éptimo estocdstico (en tiempo discreto) fue bastante dificil
encontrar material ya que la mayoria de textos disponibles se limitan a estudiarlo en tiempo
continuo. Debo aclarar que lo que hace a un problema estocdstico es una o méas variables
aleatorias definida por una distribucién de probabilidad (perturbacién, ruido blanco). Por
ello, el estudio del principio de equivalencia cierta facilitaba en gran medida el proceso de
encontrar una solucién (siempre y cuando la parte aleatoria de la funcién sea aditiva) ya que
gracias a ello el ruido blanco (perturbacién, variable aleatoria) desaparece y nos quedamos
con un problema deterministico, el cual es menos complicado de tratar.

Teniendo conocimiento de qué tipo de problema tenemos y la transformacion que se ha hecho,
podemos llegar a que el problema que se tiene finalmente se haya convertido en diferencia-
ble (raras veces pasa) o se mantenga no diferenciable que es lo usual; s6lo queda escoger el
algoritmo para encontrar la solucién éptima.

Se ha presentando una lista de algoritmos con su respectiva prueba de convergencia, aunque
los presentados sean los més conocidos, el algoritmo puede variar dependiendo de las carac-
teristicas del problema, mientras se mantenga la convexidad del problema, no surge compli-
cacion alguna en las variantes que pueda tener el algoritmo.

Recordar siempre que el método del subgradiente no es un método de descenso, por lo que
no es de extranar que en un principio podamos observar cémo los datos no poseen un com-
portamiento monétono como se muestra en la Figura (5.1).

Para presentar los ejemplos, se ha utilizado el sistema de modelado CVX, el cual estd basado
en MATLAB. CVX resultoé ser una herramienta bastante efectiva e intuitiva de usar, pues
la sintaxis usada es muy similar a la descripcién matematica del problema y requiere que el
problema a resolver sea convexo.
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Anexos

CVX es un sistema de modelado basado en Matlab para la optimizacion convexa. CVX
convierte a Matlab en un lenguaje de modelado, lo que permite especificar restricciones y
funciones objetivos utilizando la sintaxis de expresion estandar de Matlab.

En su modo predeterminado, CVX admite un enfoque particular para la optimizacién con-
vexa. Bajo este enfoque, las funciones y conjuntos convexos se crean a partir de un pequeno
conjunto de reglas del analisis convexo, comenzando desde una biblioteca base de funciones
y conjuntos convexos.

Es muy importante tener en cuenta también lo que no es CVX. No es una herramienta de
uso general para la optimizacién no lineal, ni es una herramienta para verificar si el modelo

€S convexo O no.

El paquete CVX incluye una creciente biblioteca de ejemplos, de los cuales hemos elegidos
dos para presentarlos en este trabajo (Véase Capitulo 5).

6.1 Algoritmo para subgradiente proyectado del prob-
lema dual

Acontinuacién se presenta el cdédigo para el problema dual [11] presentado en el capitulo 5.

El cédigo fue escrito por Almir Mutapcic y se encuentra disponible en subgrad _method_dual _prob.m

% Subgradient method for the dual problem.

pA

% Primal QCQP problem:

% minimize (1/2)x°Px - g’x
%  subject to x"2 <=1

yA

% where P is a positive definite matrix (objective is strictly convex)
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b

% Dual problem is:

% maximize -(1/2)q’ (P + diag(2*lambda))"{-1}q - sum(lambda)
% subject to lambda => 0
h

% where lambda are dual variables

yA

% EE364b Convex Optimization II, S. Boyd
% Written by Almir Mutapcic, 01/19/07

b

% generate a problem instance

n = 50; % number of variables n

% generate problem data (P should be positive definite)
randn(’state’,1); 7 set state so problem is reproducable

A = randn(n,n);
P = (A’%A);
q = randn(n,1);

eigsP = eig( P );
fprintf(1,’Constructed mtx with min eig = %3.4f and max eig = %3.4f\n’,...
min(eigsP), max(eigsP));

Yootk ok ok sk sksk sk sk ok ok s ok ok ok sk sk sksk sk sk sk ok s ok ok sk sk sksk sk sk ok sk s ke ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sksk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk ok ok
% optimal solution of the primal QCQP problem
%tk sk sk sk sk sk sk sk ok ok o ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok
cvx_begin

variable x(n,1);

dual variable lambda_opt;

minimize( 1/2*%x’*P*x - q’*x )

subject to

x.72 <=1 : lambda_opt;

cvx_end

f_min = cvx_optval;
fprintf(1,’QCQP optimal value is %0.4f.\n\n’,f_min);

%********************************************************************

% projected subgradient method applied to the primal problem
Yook sk ook ook ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk skskok stttk ok ok skok kb sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk skskokokokokok ok skok ok kok ok ok

fp = [+Inf]; fpbest = [+Inf];
disp(’Starting projected subgradient algorithm for the primal problem...’)

% initial point
x = zeros(n,1);
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k=1;
MAX_ITERS = 100;

while k < MAX_ITERS

% subgradient calculation
g = Pxx - q;

% primal objective values
fval = (1/2)*x’*P*x - q’*x;
fp(end+1) = fval; fpbest(end+1) = min( fval, fpbest(end) );

% step size selection
alpha = (fval-f_min)/norm(g)~2;

% projected subgradient update
x = x - alphaxg; k =k + 1;

% projection onto the feasible set (saturation function)
x = max( min( x, 1), -1 );

end

Yotk ok sk stk sk sk sk ok ok ko ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk o ok ok sk sksksk sk sk ok sk o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok

% subgradient method applied to the dual problem

% H sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok o ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok o ko ok ok sk sk ok ok

f = [+Inf]; fbest = [+Inf];

g = [-Inf]; gbest = [-Inf];

disp(’Starting the subgradient algorithm applied to the dual problem...’)

% initial point
lambda_1 = ones(n,1);
lambda = lambda_1;

k=1;

while k < MAX_ITERS
% subgradient calculation
x_star = (P + diag(2xlambda))\q;
h = x_star.”™2 - 1;
% dual objective values

gval = -(1/2)*q’*x_star - sum(lambda) ;
g(end+1) = gval; gbest(end+1) = max( gval, gbest(end) );
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% primal objective values

x_star = max( min( x_star, 1 ), -1 ); % find nearby feasible point
fval = (1/2)*x_star’*P*x_star - q’*x_star;

f(end+1) = fval; fbest(end+1) = min( fval, fbest(end) );

% step size selection
alpha = 0.1;

% projected subgradient update
lambda = max(0, lambda + alpha*h); k =k + 1;

end

O ek sk sk sk ok ok ok ok o o o ok ok ok sk ok sk sk ok ok o o o ok ok ok sk ok sk sk ok ok ok o ok ok ok sk sk ok ok ok ok o o ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok
% plot results

Of s ok ok o sk e sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok otk ok ok ko ok ook ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok okttt ko k ok ok kokokokok ok ok
figure(1), clf

set(gca, ’FontSize’,18);

semilogy( [1:MAX_ITERS],fbest-gbest, ’b-’, ’LineWidth’,1.5 ), hold on,
semilogy( [1:MAX_ITERS],fbest-f_min, ’r-’, ’LineWidth’,1.5 ), hold on,
semilogy( [1:MAX_ITERS],fpbest-f_min,’k-’, ’LineWidth’,1.5 ), hold on,
xlabel(’k’);

ylabel (’ convergence’) ;
legend(’duality gap’,’optim gap dual’,’optim gap primal’,1);

figure(2), clf
set(gca, ’FontSize’,18);

plot( [1:MAX_ITERS], g, ’b-’, ’LineWidth’,1.5 ), hold on,
plot( [1:MAX_ITERS], f, ’g--’, ’LineWidth’,1.5 ), hold on,
xlabel(’k’);

ylabel (’best values’);

axis([1 40 -50 01);

legend(’gval label’,’fval label’,4);
Jprint -depsc dual_prob_subgrad_conv

figure(3), clf
set(gca, ’FontSize’,18);

plot( [1:MAX_ITERS], gbest, ’b-’, ’LineWidth’,1.5 ), hold on,
plot( [1:MAX_ITERS], fbest, ’g--’, ’LineWidth’,1.5 ), hold on,
xlabel(’k’);

ylabel (’best values’);
axis([1 40 -50 0]);
legend(’gbest label’,’fbest label’,4);
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6.2 Algoritmo para el problema de procesamiento de
senal adaptativo

Acontinuacion se presenta el cddigo para el problema dual [10] presentado en el capitulo 5.

El ejemplo de procesamiento de senial adaptativo fue sugerido por Trevor Hastie en el texto
[10], el c6digo fue escrito por Almir Mutapcic y esté disponible en stoch_subg_online reg.m

% On-line learning and regression example via stochastic subgradients.
h

% EE364b Convex Optimization II, S. Boyd

% Written by Almir Mutapcic, 01/19/07

h

%********************************************************************

% generate a problem instance
Yootk ok ok sk stk ok ok ok ok s ok ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok ook sk sk sk sk sk sk ok ok s ok ok sk sk sksk sk sk ok sk s ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok

n = 10; % number of weights (variables)

% generate a random Sigma_x covariance matrix
randn(’state’,1); 7 set state so problem is reproducable
S = randn(n,n);

Sigma_x = S’*S;

% linear relationship

a = randn(n,1)/sqrt(n);
Sigma_y = a’*Sigma_x*a + 0.1;
Sigma_xy = Sigma_x*a;

Sigma = [Sigma_x, Sigma_xy; Sigma_xy’, Sigma_y];
R = sqrtm(Sigma);

Tk stk s ok sk ok e ok sk ok s ok skok ok o ok sk ok sk ok sk ok stk s ok stk s ok stk s o skskok ok sk sk ok skoko ok
% stochastic subgradient method with diminishing step sizes (sign alg)
Yook stk ok stk sk s ok stk sk s ok stk sk ok sk sk ok stk sk ok stk ok stk ok stk s ok stk sk ok sksk sk sk sk sksk sk ok sksk sk ok
f = [+Inf]; fbest = [+Inf]; errors = [+Inf];

MAX_ITERS = 5000;

iter = 1;
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w = zeros(n,1); % initial point
whist = [w];

while iter < MAX_ITERS
if( rem(iter,500) == 0 ), fprintf(l,’iter: %d\n’,iter), end

% generate a new sample from the distribution
= R¥randn([n+1 1]);
= z(1l:n); y = z(n+l);

® N

% noisy subgradient calculation

(0]

= WX - y;
= sign(e)*x;

0Q

% step size selection
alpha = 1/iter;

% objective values

errors(end+1) = e;

fval = abs(e);

f(end+1) = fval;

fbest(end+1) = min( fval, fbest(end) );

’ subgradient update
w = w - alpha*g; iter = iter + 1; whist = [whist, w];
end

w_sign = w;

% compute optimal (1lms) weight that minimizes mean-square error
% using analytical formula
w_lms = Sigma(l:n,1:n)\Sigma(l:n,n+1);

Yotk ok sk sk sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sksk sk sk sk ok ko ok sk sksksk sk sk ok sk o ko ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk sk sk ok
% report and plot problem results

%k sk sk sk sk sk ok sk ok ok o ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok o sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok
% generate random samples

NSAMPLES = 1000;

Z = Rxrandn([n+1 NSAMPLES]);

X=Z{1:n,:); Y =Z(@+1,:);

err_sign = ( w_sign’*X - Y );
abserr_sign = abs( err_sign );

err_lms = (w_lms’*X - Y );
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abserr_lms = abs( err_lms );

disp(’ )

fprintf(1,’Sign abs predict error %3.4f\n’,mean(abs(err_sign)));
fprintf(1,’Sign mean-square error %3.4f\n’,mean((err_sign)."2));
disp(’ )

fprintf(1,’LMS abs predict error %3.4f\n’,mean(abs(err_lms)));
fprintf(1,’LMS mean-square error %3.4f\n’,mean((err_lms)."2));

iters = [1:MAX_ITERS];

figure(1), clf

set(gca, ’FontSize’,18);

plot( iters, errors, ’b-’,’LineWidth’, 1 )
axis([1 300 -40 40])

xlabel(’k’);

ylabel (’pred error’);

hprint -depsc online_reg_errors

% histogram plots

figure(2), clf

edges = linspace(-2,2,40);

[count] = histc( err_sign, edges )’;
bar( edges, count, ’histc’ );

hline = findobj(gca,’Type’,’line’); delete(hline)
hpatch = findobj(gca,’Type’, ’patch’);
set (hpatch, *FaceColor’,[0.91,0.91,0.91])
set(gca, ’FontSize’,16);

axis([-2 2 0 150]);

title(’sign’)

Jprint -depsc online_reg_dist
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