MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.1

R1. Sigui la matriu A = ( _% % ) . Determineu els valors de

x,y que satisfan

AQ—I—QUA—i—yI:N,

on I i N sén la matriu identitat i la matriu nulla d’ordre 2.

L’equacié matricial amb dues incognites (x, y) de ’enunciat conté
4 equacions escalars que resulten d’igualar els 4 coeficients de les
matrius 2x2. Calculant els productes de 1’equacié tenim:

242z +y S+ _ 0 O
—10—-2x 74+ 3x+vy 0O O '

Les equacions corresponents als coeficients 12 y 21 son equivalents
y permeten calcular:

54+ =0 = —5>5.
De I’equacié del coeficient 11 tenim doncs
24+2x4+y=-—-8+4+y=0& y=38.

Els valors * = —5, y = 8 verifiquen també 1’equacié del coeficient
22 i per tant sén la solucié. []

R2. Si A€ Max2(R),A# 01z € R, determineu aquests elements
per tal que es compleixi:

1 2 _ 2 4
(3 2)a=(828)n
Sigui la matriu A = ( %
1 2 a b _ a + 2c b+ 2d
3 x c d o 3a +xc 3b+ xd ’
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.2

a b 2 4 _ 2a +4¢c 2b+ 4d
c d 6 8 o 6a + 8¢ 6b+ &d '

Igualant les dues matrius resultants obtenim les 4 equacions

seguents:
a+2c = 2a-+4c& a= —2c (1)
b+2d = 2b+4d<eb=—2d (2)
3a4+zxzc = 6a+8<cr—2)=0&c=06x=2 (3)
3b=xd = 6b4+8d&dx—2)=0&d=056xz=2 (4)

i tenim les segiients possibilitats:

e Si x = 2, llavors les tiniques condicions independents sén
a= —2cib= —2di per tant

A:( —2c¢  —2d ),Vc,deR.
c d

e Six # 2, llavors ¢ = d = 0 i de les equacions (1) i (2) resulta
tambéazszitenimqueA:( 8 8 >,
independentment del valor de x.

En resum, la solucid és:
— _ o _ —2c —2d CA 0O O
(x_ 2 i Ve,deR A—( . d),x;é21A_<O O))

[

R3. Donades les matrius

(2 1 2 (0 2 -1
A—(312) B—(22 0)

efectueu les operacions segiients, si sén possibles:
A+ B,A—B,2A—-3B,A-BY AT .B, A.B,B- A.

Resultats:

»avB=(2 % 4
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.3

o 2A—3B:( 4 —4 7)

10 -2
e A" .B= i 1
8§ —2

e A - B no és possible.

=DNOY

e B - A no és possible.

]
R4. Calculeu la matriu A% — 342 —5A4 + 21 en els casos:
0 0O O
1) A= 1 0) 2) A= 1 0 0
moAa=( 3 9) © (_2 R
Resultats:
2 0 0
1 -9 0) 2 —5 2 0
m (§ Y 2) ( 230
L]

R5. Comproveu que les matrius del tipus ( % 3 ) ,a,beR

commuten per al producte.

Hem de veure que Va, b, c,d € R es cumpleix que:

(#a)(at)=(a )¢ )
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.4

D’una banda tenim que

(4 8)(s 1)~

i d’altra banda resulta que

¢ d a b _ ca+db cb+ da
d c b a da +cb db+ ca :

Per la propietat commutativa de la suma i producte de reals la

o~
38
++
Qo
QL.
SR
Q.
++
Qo
OO0

N~

igualtat queda provada. []
R6. Si A, B € Msx2(R), simplifiqueu I’expressio:

(A+B—1)-(A—B+1)+(A+2B)-(B— A).

Resultat: B(2B — A —2]) — 1

[
R7. Determineu totes les matrius de Max2(R) tals que el seu
quadrat és la matriu unitat I.
Sigui la matriu A = ( % 3 ) , llavors
2
A2 — a® +bc ab-+ bd _ 1 O
( ca 4+ dc  be+ d? 0O 1 <

(a®4+bc = 1 (1)

Ny ab+bd = 0&b(a+d)=0&b=00a=—d (2)
ca+dec = 0&cla+d) =0c=00a=—d (3)
| bc+d? = 1 (4)

Tenim llavors les segiients possibilitats:
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.b

Cas1l: |b=0

En aquest cas, de ’equacié (1) tenim a?=1<a==1ide
’equacié (4) d* = 1 < d = +1. Per verificar ’equacié restant
(3) tenim llavors dues possibilitats:

Cas 1.1: |[¢=0

En aquest cas, les solucions soén:

(3 8)089)(8 ) (8 1)

Cas 1.2: |c#0

En aquest cas necessariament ha de ser a = —d i per tant

les solucions sén, Ve € R, ¢ # 0:
1 0 -1 0
( c —1 ) ’ ( c 1 )

Per verificar ’equacié (2) ha de ser a = —d, i llavors

Cas 2: |b#0

I’equacié (3) es verifica automaticament. De ’equacié (1)
tenim bc =1 — a? < ¢ = (1 — a?)/b i per tant, la solucié és:

a b
(1—-a?)/b —a

En resum, les matrius de M2« 2(R) tals que el seu quadrat és la
matriu unitat I3 sén Va,b,c € R, b # 0:

(3 9) (2 2) (2t 2) (3 ) (acws )

O

R8. Dues matrius es diuen que commuten amb el producte si es
compleix AB = BA. Trobeu totes les matrius de M2x2(R) que

conmuten amb el producte amb la matriu A = ( 213 ?1 ) :
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.6

Hem de trobar a, b, c,d € R tals que

(+4)(1 1)

es a dir, tals que
3b
( ¢ 1sq

a+3b =
2a + 4b

c+3d =
| 2c+4d =

(

Per tant, les quatre condicions
Les solucions tenen llavors dos

poden escriure com:

9a + 4b
58 140 )

(

a—+2c &
b+2d <&
3a +4c &
3b+4d <&

1 2 a b
D) (s )

5¢ b4t od
32145 30149 )

3b = 2c
2d=2a+3b=2a+2c&d=a+c
3d=3a+3b& d=a+c

3b = 2c

es redueixen a d = a + c i 3b = 2c.
parametres, p.e. a,c € R, i es

a 2c¢/3
c a+tc '

[
R9. Determineu el rang de les matrius
2 1 3 -1 2 1 1 1 1 1
1 2 1
3 -1 2 0 1 3 1 1 2 1
-1 0 1 , , ,
1 3 4 =2 1 1 4 1 3 1
3 2 2
4 -3 1 1 1 1 1 5 4 1
1 1 1 1 -1 =2
1 1 2 -1 0
1 -1 1 0 1 0 0
, o -1 1 1 : ,
1 1 -1 -2 4 —
0 0 2 -1
3 1 1 —1 2 2 0
1 0 3 5
1 1 0 2 1 3 4
-1 0 -3 -5
2 -1 0 , -1 0 1 2 , ,
1 5 9
1 11 -6 -2 —4 —4
2
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS

rex M.7

2 3 5 1 3
a 1 1 a 1 —1
1 11 2 1
5 1 a , 1 —a , 4 € R
2 -1 3 1 4
1 1 a 1 1 a
5 1 2 8 1
Resultats: 3,2,4,3,3,4,3,2,3,4,
a 1 1 1 a
[ 1 a ~ ~ 0 a—1 1 —oa
1 1 a 0 0 a2 +a — 2
— sia#1ia# —2, rang = 3
— sia=1,rang =1
— 8l a = —2, rang = 2
a 1 —1 1 a
o 1 —a 1 ~ ~ 0 —2 a2 —a+2
1 1 —a 0 0 a3 + 3a
— si a # 0, rang =
— sia =0, rang = 2
[
R10. Troba, si és possible, les matrius inverses de:
1 2 - 1 1 1 0 0
1 0 o0 1 2 3
-1 1 1 0O 1 1 0
-1 1 o0 , -1 0 1 , ,
1 0 1 o o0 1 1
11 1 o 1 2
-1 2 4 1 0 0 1
0o -1 0o 1
2 4 3 2
0 2 -1 1
0 , 2 0 ,
1 -2 11
2 2 -1 . 1
—1 0 1 3
Resultats:
9 —14 13 —2
1 0O 0 1
) Lo S 17 20 -5 —8 N
singular - singular
) g ’ 1 10 7 4 ) g 3
-2 -1 1
-6 —16 4 14
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.8

3 10 1 1 1 1 o672
1 1 —6 2 1 1
— —2 8 2 , —2 5/2 2 , —
4 8 —-10 —2 3 3
2 —4 =2 1 —1/2 0
2 2 1 1
[]
R11. Donades les matrius I4 i A:
1 0 0 O O 1 0 O
O 1 0 O O 0 1 0O
Id = , A= :
O 0 1 0 o 0 o0 1
o 0o o0 1 0O 0 0 O
calcula: la inversa de I, — A, La inversa de 4 + A,
—1
(Iy +A) (I, — A)~ .
Resultats:
1 1 1 1 1 —1 1 —1 1 2 2 2
o 1 1 1 0 —1 1 o 1 2 2
o o 1 1 ’ 0 1 -1 ’ o 0 1 2
o 0o o0 1 0 0 1 o o0 o0 1
[]

R12. Demostra que (A-B)"' = B~!'. A~!. Comprova-ho en el
cas particular:

2 -1 1 1
A = -2 11 , = 6 3 —5
0 1 3 4 -3

—1

Per demostrar que la matriu B~1 - A™1! és I'inversa de A - B fem

servir la definicié d’inversa, es a dir,
(A-B)- (B~ A™Y=A.(B- B YHY-A'=AaT1.A7'=4.A""=1]
i, per tant, B~!'. A7 = (A.B)" %
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.9O

Fem la comprovacié pel cas particular de I’enunciat:

1/4 —1/4 1/2 —1/2 -1 1/2
B t.A7l = 1/8 5/8 —1 . —3/2 —3/2 1 =
3/8 —1/8 0 1/2 1/2 0
1/2 3/8 —1/8
—3/2 —25/16 11/16
0 —3/16 1/16
2 0 4 -1 1/2 3/8 —1/8
(A-B)_1 = 6 2 —10 = —3/2 —25/16 11/16
18 6 —14 0 —3/16 1/16

[

R13. Aplicant la definicié, calculeu el determinant de les matrius
seguents:

Resultats: 13,0,-24.

[
R14. Calculeu els segiients determinants, transformant-los
previament en d’altres més simples:
1 2 1 2 1
3 —2 4 a 1 1 1
o o 1 1 1
—2 2 1 a 1 1
s,/ 11 o o o |,
3 2 4 1 1 a 1
o o 1 1 2
—2 5 1 1 1 a
1 2 2 1 1
3
Resultats: -286,2,(a 4+ 3)(a — 1)~. [

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
CREERE ] Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



MATRIUS I SISTEMES: rREsOLUCIO EXERCICIS rex M.10

R15. Comproveu que:

1 b a—+ c = 0.
1 c a—+b

1 a b+ ¢ 1 a a+b+c—a
1 b a+ c = 1 b a+b+c—0 =
1 c a-+b 1 c a+b+c—c
1 a a+ b+ c 1 a —a
1 b a+b+c |[+| 1 b - | =0
1 c a-+ b+ c 1 c —c
=0 (ecg=(a+b+c)-cy) =0 (cg=—c2)
]
R16. Demostreu, sense calcular els determinants, ’igualtat:
1 a2 a3 be a a2
1 b2 b3 | =| ac b b2
1 02 03 ab c 02
be a a2 abc a2 a3 a2 a3
2 1 2 3 abc 2 3
ac b b = T abce b b = T b b
ab c 02 abce abc c2 63 avce 1 c2 c3
[]

R17. Raoneu, sense aplicar la regla de Sarrus, que les arrels del
seguent polinomi sén 5,7 i —12:

plr)=| 7 =

El determinant de ’enunicat és un polinomi de tercer grau i per
tant té tres arrels en C (es a dir tres valors de = que fan zero el
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.11

determinant). Per veure que els valors donats sén arrels del
polinomi només hem de comprovar que fan zero el determinant i
com ens donen tres valors, aquests seran les tres arrels del

polinomi.
5
e p(5)=| 7 5 5 | =0 per que c3 = c3.
5
77
e p(7)=| 7 7 5 | =0 per que ¢c1 = c2.
5 5
—12 7 7
o p(—12) = 7 —12 5 | =0 per que f1 = —(f2+ f3).
5 5 —12

[

R18. Raoneu sense calcular-lo si sera nul o no el determinant de
les matrius segiients:

1 2 5 3
—1 2 0
5 3 -3 -1 4 -1
, 3 —1 5 ,
( 1 3/5 ) 2 3  —6 4
1 4 6
0 4 3 6
5 3
° L as | = 0, per que f1 = 5fs.
-1 2 0
° 3 —1 5 | =0, per que c3 = 2¢c1 + c2.
1 4 6
1 2 5 3
-3 -1 4 -1
o = 0, per que f4 = f1 + fa + f3.
2 3 —6 4
3 6

[l
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.12

R19. Sabent que els nombres 204, 527, 255 sén multiples de 17,
demostreu que també ho és el determinant:

4

[]

R20. Demostreu sense desenvolupar el determinant i aplicant
només les propietats dels determinants, que:

=(x—2) - (x—3) - (x—9).

=N W 8
R N8 W
= 8 N W
= O N W

Veiem que el determinant és un polinomi de tercer grau amb
coeficient director 1 i per tant es pot escriure com

(x —r1)(xz —7r2)(x —r3), on r1,re,r3 € C sén les tres arrels del
polinomi. Només hem de veure llavors que 71,2 3 = 2, 3,9, es a dir,
que el detarminant es fa zero per aquests valors.

= 0, per que c2 = c3.

= N W N
=N NW
=N N W
= O N W

= 0, per que c1 = c2.

= oD W W
=N W W
= W N W
= O N W

= 0, per que c3 = c4.

= N W ©
= N O W
= O N W
= O N W

[

R21. Discutiu i resoleu els segilients sistemes d’equacions lineals:
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.13

(a) z4+y+z2=256 (b) 2x+4+3y+z=4
20 —y =20 T —2y+2z=—2
3y — 22 =0 8r+ 5y +5z=1

(c) z—2y+z—-t=1 (d) x+2y—z=1
20 +y+3z2=2 zr+y+32=0
—x+ 3y —z+4t = —1 r+7z=-—1

(e) 3x—2y+2z=4 (f) 224+y+3z2=0
20 4+y—3z=1 —2z—y=1
r— 3y +4z =2 z =2

(9) z+y—2z+2u=0 (h) z+y+z=3
20 —y—t=1 r+2y—4z =1
3r —z+t=1

(i) x—2y+z+2t=2 (j) x+2y=1
—2r+y+3z—t=0 20 — 2z =1
3r —y —2z—t=2 r+y—2=0
—xx+ 5y —z—3t=—1 r—y+2z2=3

(k) z+y+z=1
20 — 2y — 2z =0
x+ 3y + 5z =2
S +3y +6z=4

Resultats:

(a) {1,2,3} (b) S.I

(c) {1-18 133z z, 132} VzeR (d) {—1—-7z,14+4z,z}

(6){10,77 } (f) {0,2,3}

(9){§a———Z,Z,Z},VZ€R (h) {5 —62z,—2+ 52,2}

(V1% 5 355 (3) {1,0,1}

(k){g,%,O}

[

R22. Discutiu, segons el valor d’a € R, els seglients sistemes

Departament de Matematica
Aplicada Il

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA

Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal



MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.14

d’equacions i trobeu les solucions en cas d’existir.

(a) a’z+y+2=3 (e) 2x+y—az=1
x—l—a2y—|—z:4—a 3r+2y+ 2z =a
:1:—|—y—|—a2z:2—i—a2 2c+y+ 2= —a

(b) (I1—a)x+y=0 (f) axr+y+2z=1
(1—a)y+2z=0 rT+ay+z=a
x4+ (1—a)z=0 r+2y+2z=a

(c) axr—2y+4z=a+ 2 (9) axr+2z=1
rT—y+2z=a r+y+(a+1l)z=2
—2x 4+ 2y + 2az = —4 20 —y +4z = a

(d) ax+3y+z=2 (h) 3z —2y+z=1
3r +ay+2z2=3 e +y — 2z = 2
—rz+y—2z2z=1 20 — 5y —az =3

Resultats:
(a) o sia=1,{3—y—2z,y,z}
e sia= —1, 3 solucién (S.1.)
o siaz£+l ] 2a+3 __a2-2a-1 a3+a2+4a+5}

(a+1)(24a2)’  (a+1)(2+a?)’ (a+1)(2+a?)
(b) e sia=2 {x,z,x}
e sia#2, {0,0,0}

(c) Podem escriure el sistema en forma matricial com:

a —2 4 x a—+ 2
1 -1 2 : Y = a
—2 2 2a z —4

Veiem per que valors del parametre a es fa zero el
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.15

determinant de la matriu associada al sistema

a —2

2 == 2
1 -1 2 | =—-2a"+8=0<%
a= —2
—2 2 2a
Podem diferenciar llavors els segiients casos:
Cas 1: | a # %2
a —2 4 a -+ 2 —2 4 a—+ 2
1 —1 2 a ~ ~ —1 2 a-+1 ~Y
—2 2  2a —4 0 0 a+2 | a—2
1 0 o0 —1 z = —1
2 2
~ a“+a-+6 _ a“+a+6
O 1 0 iz & y = it
a— _a—
o 0 1 at2 2= aT2

Y

Cas 2: |a =2

En aquest cas la matriu ampliada es pot transformar en

1 -1 2| 2 x=2+uy
0 0 1 0 <~ y =y
0 0 0 z 0

Cas 3: |a = —2
En aquest cas tenim:
rang(A) = 2 # 3 = rang (A|b) = S.L
En resum tenim:
sia#+2, {—1, —“2+a+6, a—2

() a+2 a-+2
e sia=2,{2+4+y,y,0}
e sia=—2,S.I.
. 3a—14 5a—8 4—a
(d) e sia#2, -3, {(a_g)(a+3)v (a—2)(a+3)’ a—2

e sia=2,8S.I
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS  rex M.16
e sia=—3,S.I.
(e) o sias# —1,{1—3a,5a—1,—-1}
e sia=—-1,{3—2,z—5,z}
(f) .aa¢2{—;ghoa—w
e sia=2,{—2,1,z2}
. CL2 a— a
(9) o sia#1,-6 {—gg, — L0, 3}
® sia= 1, {1—-2z,1,z}
e sia=—6,S.I.
- 5a4+11 2(a—11
(h) e siaz —4 {11(:+4)’ 1(1(a—f—4§ oAl
e sia=—4,S.I.
]

R23. Discutiu els sistemes d’equacions lineals segiients en funcio

dels parametres reals a, b € R. Resoleu-lo en els cassos en que

sigui possible.

(a) axr+y+z=5>
r+ay—+z=2>
r+y+az=2>

(b) ar+dby+z=1
r+aby+2z=2>
r+by+az=1

(c) ar+y—2z=1
r—ay+z=4
r+y+az=2>

(d) 3ax + 4y — 2az = 3b+ 2
—ar —y +az = —>b
—ax — 2y +az=-b—1

{b—y—
—2ib=0,S.Cl{z,z,z}

Z,Y,%}

1,-2, Vb €R, 8.C.D. {25, 225, 225}

Resultats:

(a) e sia=1,VbeR, S.CI,
® sia=
e sia=—-2ib#0,S.I
e sia#

(b) e sib=0,VaeR,S.L
e sia=1ib=1, S.C.I.,

{1—y—z,y,z}
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MATRIUS I SISTEMES: RESOLUCIO EXERCICIS rex M.17

e sia=11ib# 1,0, S.I.
e sia=-2ib=-2,S.CIL, {z,—5(1+ z),z}
e sia=—-2ib# —-2,0,S.1.
osia;él —2, Vb e R,b # 0, SCD
{ (a—l)(a-i-?) ’ b(gfi_)b(a?ﬂ) ’ (a—l)(a+2) }
(c) o sia=0ib=25,S.Cl,{4—2,1+2,z2}
e sia=01ib#5,S.1.

e sia#0,VbeR, S.C.D.,
{a2+ab+4a+5—b _4a®—a—ab—b+5 3a—5+a2b+b}
a(a?+3) ’ a(a?+3) ’ a(a?+43)

(d) Considerem la matriu ampliada associada al sisitema i fent-hi
I’eliminacié de Gauss obtenim:

3a 4 —2a | 4+0b —1 0O 0| —1
—a _1 a —1 ~ ... N O —Qa O _b
—a —2 a -2 0 0 a b

Podem diferenciar llavors els segiients casos:

Cas 1: |a=0|=rang(A) =1

Cas 1.1: |b=0|=rang(A|B) =1
Tenim llavors que el sistema és compatible

indeterminat (S.C.I.) i les solucions sén:

-1 0 0| —1 r=1
O 0 O 0 & y =
O 0 O 0 =z

Cas 1.2: |b# 0|= rang(A|B) = 3 i per tant el sistema és

incompatible (S.I.)
Cas 2: |a # 0 |=rang(A) =3

Podem veure també que rang(A|B) = 3, Vb € R, i per
tant el sistema és compatible determinat (S.C.D.) i la
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solucié és, Vb € R:

— O O —1 T =
—a —b & y=>b/a
0 0 a b z="b/a

En resum tenim:
e sia#0,VbeR,S.C.D, {1,b/a,b/a}
e sia=0ib=0,S.ClI, {1,y,2}
e sia=01ib#0,S.I.
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