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Processament del Senyal Setembre 2003

1. PROCESSOS ALEATORIS I ESTIMACIO DE PARAMETRES

1.1  Per modelar els efectes d'arrodoniment i de truncament d’una seqiiéncia x(n),
la seqiiencia quantificada y(n) es pot representar com

y(n) = Qx(n)] = x(n) + e(n)

on Q[.] denota I'arrodoniment o el truncament i e(n) és I’error de quantificaci6. Fent
les hipotesis adequades, es pot suposar que la seqiiencia e(n) és soroll blanc, és a dir

E[(e(ntm)-me)(e(n)-me)] = 5.28(m)

on me ¢és la seva mitjana i o2 la variancia. A la figura es mostren les funcions de
densitat de probabilitat de 1’error d'arrodoniment (figura 1) 1 de truncament (figura 2).

1/A
1/A

-A/2 A2 —A
figura 1 figura 2

Es demana trobar la mitjana i la poténcia tant de I’error d'arrodoniment com del de
truncament.

1.2 Sigui el procés
L
x(n) = Y Asin(2af,n+6,) +w(n)
=1

on les fases inicials son variables aleatories independents uniformement distribuides a
l'interval de 0 a 27 i w(n) és soroll blanc independent amb poténcia o,,2. Calcular la
seva seqiiencia d'autocorrelacio.

1.3 Sigui x(n) un procés estocastic discret (complex) estacionari de mitjana m, i
seqiiéncia d'autocorrelacié R, (m). Sigui y(n) la resposta a x(n) d'un sistema discret,
lineal 1 invariant amb el temps, amb resposta impulsional /(n).

Es demana:

a) Justificar raonadament que y(n) €s un procés estocastic discret estacionari.
b) Trobar l'expressio de la mitjana m, del procés y(n) en termes de m, i h(n).

c) Trobar les expressions de les seqiiencies d'autocorrelacid creuades dels processos
x(n) 1 y(n), €s a dir, Ry, (m) 1 Ry,(m), en termes de Ry (m) i h(n).
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d) Trobar l'expressio de la seqiiéncia d'autocorrelacié del proces y(n), Ry, (m), en
termes d’Ry,(m) 1 h(n). Substituint R, (m) per I'expressio obtinguda a la qiiestio (c),
expressar R, (m) en termes de R, (m) 1 h(n).

e) Aplicant la transformacié de Fourier a 1’expressi6 obtinguda a l'apartat anterior,
trobar la densitat espectral de potencia del procés y(n), S, (o), en termes de la
densitat espectral de poténcia del procés x(n), Sy(®), 1 de la resposta freqiliencial
del sistema H(e/®).

1.4  Sigui x(n) una seqiiéncia de soroll blanc, amb mitjana zero i poténcia cx2.

Sigui x(n) l'entrada a la connexid en cascada de dos sistemes discrets lineals i
invariants en el temps com es mostra a la figura.

x(n) ) y(n) o) w(n)

Y

Es demana:

a) Bs o7 =07 ) hl(k)?
k=0

b) Es o7 =07 ) h; (k)?
k=0

¢) Siguin hi(n) = a" u(n) i hy(n) = b" u(n). Determinar la resposta impulsional del
sistema complet de la figura i, a partir de ella, determinar c,,2.

d) Si la resposta donada a la qiiestio (b) ha estat positiva, és consistent amb la resposta
donada a la qiiestio (c)?

1.5  Donat que, en moltes aplicacions, les seqiiéncies aleatories discretes provenen
d'un mostratge periodic de senyals aleatoris analdgics, en aquest problema es tractara
el teorema de mostratge de senyals aleatoris. Consideri's un procés estocastic analogic
definit per les variables aleatories {x,(t)}, on t és una variable real. La funcio

d'autocorrelacio es defineix com
Ro(7) = E[x,(t+7) x(1)]

1 la densitat espectral de poténcia és
S.(@=[ R, (0)e™dr

Un procés estocastic discret obtingut per mostratge periodic es defineix pel conjunt de

variables aleatories {x(n)}, on x(n)=x,(nT) 1 T ¢és el periode de mostratge.

Es demana:

a) Quina ¢s la relacio entre I’autocorrelacio del procés discret Ry (1) 1 Ry (7)?

b) Expressar la densitat espectral de poteéncia del procés discret Sy (@) en termes
d ’Sxx( '(2) :
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¢) Sota quina condici6 és R,,(m) una representacio util de Sy, (€2)?

1.6  Sigui el sistema lineal caracteritzat per I’equacio de recurréncia
¥(n)=0.8 y(n-1) + x(n) + x(n-1)

on x(n) €és un procés aleatori estacionari en sentit ampli de mitjana zero i
autocorrelacid

R, (m)= (5)
Es demana calcular:

a) La densitat espectral de poténcia de la sortida y(n).
b) L’autocorrelacio Ryy(m) de la sortida.

¢) La poténcia o, de la sortida.

1.7  S’ha observat que un procés aleatori consta de la suma del procés AR

s(n) = —i a,s(n—k)+v(n)

i d’un procés soroll blanc w(n) independent de v(n) i amb poténcia oy2. El procés
aleatori v(n) també és blanc i té poténcia o,2. Les seqiiéncies w(n) i v(n) sén
incorrelades. Demostreu que el procés observat x(n)=s(n)+w(n) ¢s ARMA d’ordre p,
tant de numerador com de denominador.

1.8 A sistemes RADAR passius s'utilitza la estimacidé de diferéncia de temps
d’arribada (TDOA) 1 freqiiencia d’arribada (FDOA) per determinar la posicid i
velocitat de fonts mobils. Suposem una font mobil que transmet un senyal s(n) desde
una posicio (2, 2). Aquest senyal és captat per tres sensors situats a les posicions (-1,
0), (0,0)1(1, 0) tal com s’indica a la figura.

4
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La diferéncia de temps d’arribada dels senyals rebuts pels sensors (0, 0) i (1, 0) és
correspon amb el retard equivalent a una distancia V8 =5 , mentre que entre els
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sensors (0, 0) y (-1, 0) és negatiu 1 correspon a una distancia V13 -4/8 . Les corbes

corresponents als punts que satisfan aquesta diferéncia de temps d’arribada només

interseccionen a la posicid correcta del mobil. Un cop determinada la posicié del

mobil, el seu vector de velocitat por calcular-se a partir de la corresponent diferéncia

de freqiiéncies d arribada considerant 1’efecte Doppler. Es demana:

a) Indiqueu les equacions que farieu servir per determinar el vector de velocitat del
mobil partint de la mesura de diferéncia de freqliéncies d arribada entre els sensors
(0, 0)1(1,0), fg;, 1 els sensors (0, 0) i (-1, 0), fy

A continuacidé veurem com poden fer-se servir mesures de correlacio per a 1’estimacio
de TDOA i1 FDOA. Disposem dels senyals rebuts pels sensors:

x,(n) = s(n) +w,(n)
X, (n)=s(n +m)exp(—j2xf,n)+w,(n)

on s(n) ¢€s el senyal d’interes, 1 wi(n) 1 wa(n) sén sorolls independents de s(n) i amb

certa correlacio entre els . Els senyals s(n), wi(n) i wa(n) son processos ergodics de

mitjana zero. El nostre objectiu és estimar el TDOA i1 la FDOA, és a dir m 1 f4
respectivament. Es demana:

b) Expresseu l’autocorrelacid6 de x;(n), 1'autocorrelacié de x,(n) i la correlacid
encreuada entre x;(n) 1 X(n) en funcio de les autocorrelacions de s(n), wi(n) 1 wa(n)
1 de les seves correlacions encreuades.

c) Expresseu la densitat espectral de poténcia de x;(n) 1 la densitat espectral de
poteéncia de x»(n) en funci6 de les densitats espectrals de poténcia de s(n), wi(n) i
Wz(n)

d) Soén els processos xj(n) 1 xp(n) estacionaris en sentit ampli? Sén conjuntament
estacionaris en sentit ampli?

e) Es pretén estimar el TDOA 1 FDOA (és a dir m i f3) mitjangant la funcio p(k,p3),

N/2-1

ok, ) = hm]—lv S5 (n-+ k) () exp(— j276m)

-N/2

Per estudiar la seva aplicacio:
e.1) Calculeu E[p(k,B)]
e.2) Considereu w;(n) independent de w;(n). Calculeu el maxim de E[p(k,B)].
e.3) Que succeeix si wi(n) esta correlat amb w,(n)?

1.9  Se dispone de N muestras incorreladas de un proceso estacionario x(n), a partir
de las cuales se estima la media my y la varianza 642 mediante las expresiones:

X

x(n)

2:M2

2

)
AX=%Z(x(n> i, ) =% {(xm=m,) (i, m,)

=0

2
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Se pide:
a) El sesgo del estimador G 2.
b) Un estimador insesgado para 2.

1.10 De una magnitud x se han realizado dos medidas z; (i=1,2) por 2
procedimientos distintos, cada uno de los cuales introduce un error vj (i=1,2):

Zi =Xt vVj

Supuesto que los errores son gausianos, de media nula, con varianza ;2 (i=1,2) e
independientes entre si, determine el estimador de maxima verosimilitud para x en
funcion de z; y zp. Generalice este estimador para el caso de disponer de N medidas

independientes de x. Calcule su sesgo.

1.11  Si x(n) és un procés no-estacionari, cada mostra x(n) d’una realitzaci6 té, en
general, una mitjana E{x(n)} diferent. Per tant, si es vol estimar E{x(n)} per a n=nj a
partir d’una sola realitzacio, només es disposa de la mostra x(np). Quina €s I’estimacio
de maxima versemblanca (ML) d’ E{x(n{)} a partir de la mostra x(n1) si el procés és
gaussia?

1.12 Per tal de calcular I’area A d’un rectangle es medeix la longitud dels seus costats
a1 b. La mesura i-¢sima es pot expressar en funcié de 1’error com

xi=a+tg
yi=btv;

Suposant que els error son independents, de mitja nul.la i de variancia ¢, determini el
biaix 1 la variancia en I’estimacio de 1’area

Ai=x; yi

Per tal de disminuir la variancia de ’estimacié es fa un promig de N mesures. Es
proposen les segiients alternatives:

Quina de les dues recomenaria? Perque?

1.13 Sea y(n)=ax(n)+e(n), donde a es un parametro desconocido, x(n) es una
secuencia determinista y e(n) es ruido blanco gaussiano de media nula y varianza Gi .
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1.- Razonese que la funcion de densidad de probablidad dey = {y(O),..., V(N — 1)} es

fy(y)=%exp{— 1 f[y(n)—ax(n)]z}

2
270’ )2 20,
e

2.- A partir de N muestras de y(n) y x(n), n =0,1,..., N1, se estima a como:

(Es un estimador eficiente?

L

Var(&) (@-a)

NOTA: Condicion de CR para estimador eficiente: %ln fy (y) =

1.14. Es vol determinar 1’amplitud d’unes exponencials observades en condicions
sorolloses. Per aixo es desposa de N mostres d’una realitzaci6 d’aquest senyal, que
corresponen al seglient model:

P
x(n):Zaks,':+v(n) n=0,1,...N-1
k=1

on w(n) és un procés blanc, de mitjana nul-la i poténcia o’ . Es demana:

1) Escriviu en detall les components de 1’equacid matricial corresponent al
model: x=Ra+v

2) Si el soroll és Gaussia, quin és ’estimador de maxima versemblanga a,, del
vector a ?

. ..y, . . H \1s . P
3) Quina condicio ha de cumplir la matriu R* R perqué 'estimador a,, no
tingui biaix?
4) Calculeu la matriu de covarianciade a,,, .
-1
5) Sabent que la matriu de covariancia de a,, ve donada per C = o’ (§H§) ,

determineu si I’estimador €és consistent per al cas p=2,1s5,=1, s,="-1.

Quiestions

Q.1.1  Si les variables aleatories x; 1 x; son de mitjana zero i igualment distribuides,

. . : 1
raoneu en quines condicions es compleix que Var(a(xl + xz) = var(x,).
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2. ESTIMACIO ESPECTRAL

2.1  Demostrar que el periodograma

L-1 2

Z x(n)exp(—jwn)

n=0

1
S(a)) = z

coincideix amb la transformada de Fourier de l'estimador esbiaixat de 'autocorrelacio

L-m-1

R(m) = % Zx(n +m)x(n) m=0

2.2 Demostrar que el valor esperat de l'estimador de Welch E{Sw(a))} és

proporcional a S(a))>!<‘W(ef’”)‘2 on S(w) es el valor exacte de la densitat espectral de

poténcia del procés i W(e/®) és la transformada de Fourier de la finestra w(n) aplicada
sobre les dades.

2.3  Demostrar que els valors del periodograma de x(n) causal a les freqliencies
ok=2nk/N, k =0, 1, ..., N-1, es poden calcular, excepte per un factor constant, fent

passar la seqiiéncia x(n) per un banc de filtres FIR, on cada filtre t€ per resposta
impulsional

h(n) = exp(j2nnk/N) (u(n) - u(n-N))

1 calculant el quadrat del valor absolut de les sortides dels filtres a n = N.

24 Suposi's que l'espectre de poténcia d'un senyal x(n) consisteix en un unic pic
de posicio desconeguda i ample de banda entre zeros de 0.01 cicles per mostra. Si
s'utilitza el metode de Barlett (cas particular del métode de Welch quan no hi ha
ensolapament entre segments 1 s'utilitza finestra rectangular) per estimar 1'espectre de
x(n), es demana:

a) Suposant que el nombre de mostres N €s gran, determinar la longitud de cada
segment per tal que la finestra espectral sigui més estreta que el pic.

b) Explicar per qué no és convenient prendre més llargs aquests segments.

2.5  Suposi's un estimador espectral de Bartlett, que parteix el segment donat de
senyal x(n), 0<n<N-1, en P subsegments consecutius i a continuacié promitja els
periodogrames resultants de cada subsegment. Es demana:

a) Mostrar que el seu espectre estimat es pot expressar amb
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2

(1

\ 1 ¢ : 1 & 4
Su(@ =72 |X @) =2 w(mx(me ™

1|n=

indicant com son les finestres wi(n).

Anem ara a considerar una alternativa a l'estimador de Bartlett que anomenarem
estimador multifinestra (MF), el qual es basa en la mateixa expressio (1), perd usant
vk(n), 1<k<P, en lloc de wk(n), on les seqiiéncies vi(n) son ortonormals i verifiquen

que les seves transformades de Fourier V() tenen practicament tota I'energia a dins
d'una banda d'amplada Bw centrada entorn de I'origen. Es demana:

b) Suposant que l'estimador MF s'implementa amb un banc de filtres, dibuixar i
comentar l'esquema de la part que permet estimar la densitat espectral de poténcia
de la banda centrada entorn de la freqiiéncia w=0y.

¢) Suposant que el procés és soroll blanc de mitjana nul.la, trobar 1'expressio de la
correlaci6 creuada:

E{X, (@) X] (@)} )
Raonar l'interés que té per a la variancia de I'estimador MF 1'expressio trobada.

d) Sabent que el nombre P de seqiiencies vi(n) és proporcional a Bw, mostrar

raonadament com Bw controla el compromis entre la variancia i la resolucio
freqiliencial de l'estimador MF.

Anem ara a considerar unes possibles sequencies vk(n) que presenten propietats
d’optimalitat. Suposi's que les sequencies vk(n), 0<n<N-1, estan formades pels N

elements del vector k-¢ssim de la transformada de Karhunen-Loéve (KL) del procés
y(n) que té per espectre la funcioé pols

g 1 lol<Aw/2 ;
» (=10 ol > Aw/2 )

Es demana:

e) Escriure el sistema d'equacions que permet trobar vi(n), indicant I'expressio dels
elements de la matriu del sistema.

f) Trobar l'expressié dels autovalors Ak de la transformaci6 KL de y(n), que son les
energies dels coeficients transformats Y(k), O<k<N-1, en funci6 de Vi(w),
transformada de Fourier de vi(n).
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g) A la vista del resultat anterior i de la propietat de concentraciéo d’energia de la
transformacio KL, assenyalar la propietat de les seqiiéncies vk(n) obtingudes amb
el sistema d’equacions de [’apartat (e) que les fa interessants en el problema
d’estimacio espectral.

2.6  Siguin els dos primers valors de la seqiiéncia autocorrelacié d’un procés r(0)=1
11(1)=0.8. Es volen extrapolar suposant model AR d’ordre 1. Es demana:

a) Calcular r(2) extrapolat.

b) Comprovar que r(2) surt també de maximitzar el determinant de la matriu
d’autocorrelacié de dimensions 3x3. (De fet, maximitzar aquest determinant
equival a maximitzar 1’entropia del procés).

c¢) Calcular els valors de r(2) que anul.len el determinant i observar que la seva
mitjana aritmetica €s igual al valor de r(2) trobat a b).

d) Tenint en compte que els resultats obtinguts per a r(2) son generalitzables a
qualsevol index m>2, interpretar el resultat de c) a partir del fet que el determinant
d’una matriu d’autocorrelaci6 no pot ser negatiu (la matriu €s semidefinida
positiva).

2.7  Es tracta de generar amb ordinador un senyal aleatori fent passar soroll blanc
gaussia de mitjana zero 1 poténcia unitat per un filtre de funci6 de transferéncia

1
1+az" +099z72)(1-az™ +0.98z72)

H(Z)=(

Es demana:

a) Dibuixar de forma aproximada la densitat espectral de poténcia S(w) per a un valor
petit del parametre a (per exemple, 0 < a < 0.1). Calcular el valor dels dos pics
espectrals 1 el valor de S(w) per a ® = 7/2.

b) Sigui a = 0.1. Determinar la longitud D dels segments que es requereix per resoldre
els pics espectrals de S(w) usant el metode de Barlett (aquest metode es el cas
particular del meétode de Welch quan no hi ha ensolapament entre segments i
s'utilitza finestra rectangular).

c¢) Considereu el metode de Blackman-Tukey, en el que s’estima inicialment la funcio
d’autocorrelacid 1 aquesta s’enfinestra amb finestra triangular. Quants valors de
I’estimacid de I’autocorrelacio cal utilitzar per obtenir una resolucié comparable a
I’estimaci6 de Barlett considerada a la qiiestio b)?

d) Per al valor a = 0.05, ajustar un model AR d’ordre 4 a 100 mostres de senyal
mitjangant el metode d'autocorrelacio i dibuixar la densitat espectral de poteéncia.

10
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e) Repetir la qiiestio d) per a 50 mostres i comentar las semblances i les diferéncies
dels resultats.

2.8 Se desea estimar con una resoluciéon de al menos 50 Hz (medida a 3 dB en
potencia) la densidad espectral de potencia de un proceso muestreado a 8 kHz de
modo que la varianza de la estimacion no supere el 10% de la varianza del
periodograma. ;Cual es el nimero de muestras necesarias para realizar esta
estimacion mediante el método de:

a) Barlett (B),

b) Blackman-Tuckey (BT), con la ventana triangular para la correlacion?
Indique la expresion completa de ambos estimadores.

DATOS:

a) Anchura del l6bulo principal Bf de la transformada de Fourier de las ventanas
rectangular (R) y triangular (T) para dos relaciones (Vma/V) entre el valor
maximo (Vmax) y €l valor (V) para el que se calcula la anchura del 16bulo:

20 log Vimax/V 3dB 6 dB
ABR 0.89 2
LV LV
ABT , 0.64 5 0.89
L +1 L +1

b) Varianza de los estimadores:

var {S’B } = %Var{ﬁp}

. E .
var { S, } = —Lvar{S,}
N
donde P es el nimero de tramos promediados, E,, es la energia de la ventana

aplicada a la correlacion, N es el nimero de datos utilizados en la estimacion de
la correlacion y var{ S, } es la varianza del periodograma.

c) Energia de la ventana triangular: E,, = L,/3, donde L,, es la longitud de la
ventana.

2.9  Es un fet conegut dins I’analisi espectral que si el senyal es filtra de manera
que el seu espectre sigui més pla, és a dir, més semblant al del soroll blanc, en pot
resultar una estimacié amb millors propietats estadistiques. D’aquest filtratge se’n diu
preemblanquiment. Per analitzar aquest fet, es demana:

11
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. . o 2 .
a) Demostrar que si el procés és soroll blanc de poténcia G°, el periodograma no
presenta biaix, €s a dir,

E{S(w)}=0> Vo
per a qualsevol longitud L de la finestra rectangular.

b) Partint d’aquesta propietat, explicar ’interes del preemblanquiment per a un procés
que no sigui soroll blanc.

Se sap que un senyal biologic discretitzat x(n), mostrejat a 500 Hz, correspon a un
procés estocastic 1’espectre del qual presenta una component AR d’ordre 1 i una
component MA d’ordre 1. Suposarem que coneixem 100 mostres d’aquest senyal
(0<n<99). En primer lloc, estimarem el filtre emblanquidor 4(z) corresponent amb
modelatge autoregressiu i després farem 1’estimacid espectral del senyal resultant de
filtrar x(n) amb A(z), que anomenarem y(n). Per aix0, es demana:

c¢) Donar les expressions de 1’estimador esbiaixat de 1’autocorrelacido R(m) del senyal
x(n) per a m=0,1, deixant-les en funcio6 de les mostres de x(n) disponibles.

d) Determinar 4(z) amb les equacions de Yule-Walker si #(0)=2, r(1)=1.6 1 (2)=0.5.

e) Suposant que I’estimacio espectral del senyal preemblanquit y(n) es du a terme
amb ’estimador de Welch amb un encavalcament entre finestres d’un 50%, trobar
els valors del nombre de segments P i de la longitud de cada un L que permeten:

1) minimitzar la variancia de I’estimaci6 i, al mateix temps,

2) garantir una resolucié minima; per a aixo es requereix que 1’amplada del
lobul principal de la finestra w(n) no superi els 10 Hz (suposi’s que
I’amplada del 1obul principal és (en cicles/mostra) aproximadament igual
a ’invers de la longitud de la finestra).

f) Donar D’expressié de I’estimacio espectral del senyal filtrat y(n), deixant-la en
funci6 de y(n) 1 de la finestra w(n).

g) Donar I’expressio de I’estimacio espectral de x(n).

2.10 Es vol estimar la resposta freqiiencial H(w) d’un sistema lineal a partir de la
correlaci6 creuada dels seus senyals de entrada x(n) 1 sortida y(n) sabent que

Syx(@)=H(w) Sxx(w) (1)
Amb (1) veiem que 1’obtencio d’H(w) sera problematica quan 1’estimacié de Syy(®)
presenti valors propers a zero. A fi i efecte d’evitar aquest problema, ens proposem

utilitzar un filtre F(z) que aplicat a x(n) obtingui a la sortida soroll blanc u(n), de
manera que Sy, (w)=1 per a tot .

12
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SUNN prrey BEEON

N

F(z) F(z)

lu(n) l v(n)

Tal i com s’indica a la figura, y(n) sera filtrat també amb F(z), donant lloc a un altre
senyal v(n). D’aquesta manera sera possible obtenir una estimacié d’H(w) sense
necessitat de dividir dues funcions d’@. En efecte:

a) Demostrar que H(@)=Syy(®).

Si F(z)=(1+a, z7')/A, on A és una constant, es demana:
b) Calcular els valors d’a, 1 d’4, sabent que Rxx(m)=0.9|m| per a tot m.

c) Donar D’expressi6 detallada de I’estimador esbiaixat jévu (m) de la correlacid
creuada entre v(n) i u(n) a partir de les mostres d’aquests senyals entre 0 1 N-1.
Indicar I’equacié de recurréncia que permet calcular v(n) i u(n) a partir dels senyals
de partida y(n) i x(n).

d) Trobar el nombre de mostres N minim per estimar H(w) amb la técnica de
Blackman-Tukey de manera que presenti una resoluci6é de 100 Hz, per a freqiiéncia
de mostreig de 8 kHz, i una variancia 10 vegades inferior a la del periodograma
creuat.

e) Escriure I’expressi6 de I’H(w) estimada amb el meétode anterior en termes de
ﬁvu (m). Raonar I’interés addicional que presenta el filtratge amb el F(z) utilitzat en

I’apartat b) quan, com en el nostre cas, I’estimaci6 es fa amb un métode de model
MA.

Nota: Suposi’s que, si la finestra w(m) que s’aplica a I’autocorrelacié va de -M a M, la
seva resoluci6 (ample de banda efectiu) és 2/M (en cicles/mostra) i la variancia de
I’estimador corresponent de Blackman-Tukey és aproximadament M/2N vegades el
quadrat de I’espectre correcte.

2.11 Sigui un sistema com el de la figura 1, del que només observem els processos
x(n) 1 y(n), 1 desconeixem la naturalesa de la capsa negra. Per tal de descobrir la
naturalesa del sistema definim la funci6 de coherencia entre x(n) 1 y(n) com

]

S, (@)
Su(@)S,, (o)

O, (v)= \/ Figura 1

a) Quin valor pren @ (@) sila capsa conté un sistema lineal H(z)?

13
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b) Suposem que la capsa negra consisteix en un filtre lineal, a la sortida del qual
s’afegeix un soroll blanc w(n) del que en desconeixem la poténcia N, (figura 2).
Tots el processos son de mitja zero. Es pot estimar el sistema lineal a partir de la
correlacié creuada entre x(#n) i y(n)?

¢) Per tal de conéixer quan soroll es troba present en y(n), avalueu @, (@) suponant

incorrelacié entre x(n) 1 w(n) 1 determineu quins valors pren per a
N,—>0 i N,—> .

l w(n)
x(n) z(n) w(n)

——| H(2) ®

Figura 2.

2.13 El objetivo de este ejercicio es realizar un andlisis de la serie temporal de
nacimientos en la ciudad de Terrassa del afio 96. En la figura 1 se muestra el nimero
de nacimientos en funcion del dia del afio, asi como su funcion de autocorrelacion
(después de haber eliminado el valor medio en la serie).

Nacimientos por semana Autocorrelacion
40 T T T T T T 2000

35

1500 [
30

% 1000 [

15} g 500

50 10 1% 200 250 300 350 0 5 10 15 20 %5 a0 3 40
Dia del afio Dias

Figura 1. Nimero de nacimientos por dia del afio y su funcion de autocorrelacion

a) Explique brevemente qué interpretacion se le puede dar a los dos picos de la
autocorrelacion.

Después de eliminar el valor medio de la serie temporal, se realizd un periodograma
mediante el método de Barlett con ventanas de longitud 64 y solapamiento de 32
muestras.

b) (Qué se gana y qué se pierde al usar el método de Barlett con respecto al
periodograma?

¢) Si la ventana es rectangular, ;qué resolucion podemos obtener al realizar el analisis
espectral anterior? (considere el ancho entre ceros del l6bulo principal). /Y en el
caso de una ventana triangular? Responda en muestras/dia.

d) La estimacion realizada aparece en la figura 2. ;Qué interpretacion fisica se puede
dar a los tres primeros picos del espectro? (ver la parte ampliada de la figura 2).

14
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0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Freq.

Figura 2. Espectro estimado por el método de Barlett de la serie temporal y ampliacion

2.14 Observamos un proceso x(n) que es salida de un filtro lineal FIR de orden q
excitado por un proceso blanco de potencia 1 y pretendemos calcular los coeficientes
del filtro usando las ecuaciones de Yule-Walker. Disponemos de una serie de
subrutinas en codigo fuente con las que podemos procesar las muestras del proceso
x(n). ;Cudles de ellas necesitamos y de qué forma podemos combinarlas para estimar
los coeficientes del filtro FIR? Justifiquese su uso y especifique las entradas y salidas
de cada bloque.

r (k) Vectorde | Inversion de
—> correlacion % ~ —»| Autovectores \—p  —  p b

Funcion de

k) —»| Producto Inversion de
—» correlacién

matriz-vector % —»  escalares [»

=

Ventana de

T (k) Matriz de
DFT > —»  Hamming [

—P correlacion

IES
J

Convolucion |—y — | DFT inversa [—p

b

2.15 Se ha estimado las dos primeras muestras de la autocorrelacion de un proceso
x(n) AR de orden desconocido, a partir de N muestras de una realizacion,

obteniéndose los siguientes valores: 1,(0) = 1, ry(1) = 0.8.

l.-

Determina los parametros del modelo AR(1) (coeficientes y potencia del
proceso blanco excitador) que estima la densidad espectral del proceso S, (@)y

escribid la expresion de S (@) .
Estimad el valor de la autocorrelacion ry(2) a partir del modelo AR anterior,
suponiendo que el proceso x(n) se ajusta exactamente al modelo AR calculado.

Las tres muestras estimadas de la autocorrelacion, ry(0), 1x(1) y rx(2) se utilizan
ahora para estimar un modelo AR(2) para la densidad espectral del proceso.
Determinad los parametros y justificad el resultado.
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4.- La muestra de la autocorrelacion r4(2) se calcula ahora con el mismo estimador
con el que se calculd inicialmente ry(0) y 14(1). Este estimador da como
resultado ry(2) = 0,631. Calculad de nuevo el modelo AR(2) que mejor estima la

densidad espectral del proceso S () y razonad el resultado.
5.-  Dado que la varianza de un estimador AR(p) se puede aproximar por

var[ § (@) ] = %”Si (@)

siendo p el orden del modelo, ;qué orden utilizariais para estimar la densidad
espectral del proceso anterior?

2.16 La técnica de estimacion espectral mas utilizada en reconocimiento del habla
calcula una estimacion P(i) de la potencia de la sefial en una banda frecuencial

2 . . . .
centrada en WZ mediante un promedio de los valores del periodograma en

frecuencias discretas S(i) = S » (a))‘ »» » ponderados mediante w(k), es decir,
[U:Wl
M
P@i)= Y wk)S(i+k)
k=—M
Supondremos que:

e Dentro de cada banda [%{(i -M ),%(i +M )} la densidad espectral de potencia es

plana y de valor 4,.
e Las muestras del periodograma estan insesgadas y son incorreladas.

Se pide:

l.- ;Qué condicién ha de cumplir la ventana w(k) para que el estimador sea
insesgado?
2.- Calculese la varianza de P(i) en funcién de la varianza del periodograma.

2.17 El objetivo de este problema es estudiar un método de alisado de espectros
(Savitzky-Golay) que permite remediar el problema de la variancia en la estimacion
del periodograma.

Partiendo de N puntos equiespaciados del periodograma S (k) (con £=[0,..., N-1]),
se calcula una nueva estimacion P(k) para cada valor de k& consistente en una
interpolacion polindmica de grado n usando los valores (ver la figura):

S (k=m),..., S (k),..., S (k+m)

16
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Obsérvese que obtendremos un polinomio P(k) distinto para cada valor de k del que
retendremos el valor central P(k,). El conjunto de valores centrales de los N
polinomios calculados constituyen la nueva estimacion de la densidad espectral de
potencia.

S, (k)

X

P(k)y=a,k" +---+ak+a,

T 2 3 4 5 6 7 8 9
k()-m k() k0+m

1) Justifique la eleccion del grado adecuado del polinomio para los espectros

siguientes:

Paso bajo suave
Paso bajo con picos

2) Queremos hacer una estimacion de los coeficientes del interpolador
P(k) = a,k* + ak + a,

siguiendo el criterio de error cuadratico minimo. Plantee las ecuaciones para encontrar
[a,,a,,a,] si se usan los valores del espectro: S_(k, —m),---,S (k). S, (ko +m)

En los siguientes apartados considere que P(k) =a, .

3) Calcule la resolucién del estimador, como separacion minima de dos picos
espectrales para que €stos puedan identificarse.

4) Calcule la varianza del estimador suponiendo que la covarianza entre muestras del
periodograma es cero.

5) Comente el compromiso que se ha de tomar en la eleccion de m.

2.18 Considere el problema de localizar una sinusoide, de frecuencia desconocida, en
presencia de ruido blanco. El problema que se trata de abordar es la presencia
adicional de una sefial de muy baja frecuencia. Dicha presencia hace que los
segmentos de M muestras, utilizados para analisis espectral no-paramétrico,
agrupados en el vector X(n), presenten un nivel apreciable de continua.

a) Justifique el siguiente modelo para X,

X(n)=a 1+a S & *°"+ w(n)

17
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Siendo 1"=(1,1,..,1) SH=(1,&/ °°,....,d > MD)
w(n) = vector de muestras de ruido blanco gaussiano
de media nula y matriz de covarianza °I

b) (Cuadl es la media y la matriz de covarianza de X(n) considerando que tanto o
como a son variables aleatorias independientes y de media nula?

c) Discuta si las técnicas clasicas basadas en el periodograma son adecuadas para la
estimacion de la potencia de la sinusoide a .

Con el fin de reducir el problema al caso de una sola sinusoide en ruido, se recurre a
modificar los segmentos del siguiente modo:

X (n)=Q X(n)

Siendo (considere el caso de M=4)

-1 0 0
-1 0 matriz de M-1,M

d) Discuta ahora, para X (n), la conveniencia de emplear técnicas clasicas.
Siendo X () = 'S¢ 4w (n)  y SH=(1,d9%, .. o 00 M)

e) Calcule las expresiones de a S’y la covarianza de w (n) en funcion de sus valores
anteriores.
f) Conteste de nuevo la pregunta del apartado (c), referida ahora a X (n).

2.19. El objetivo de este ejercicio es el de analizar dos procedimientos para reducir la
variancia de la estimacion del periodograma. Se supondra que la serie temporal es
estacionaria, de media cero y densidad espectral de potencia S(f,), y que el
periodograma de N muestras de la serie temporal es é(fk) a la frecuencia discreta de

f, =k/N; ademads, la variancia del periodograma a una frecuencia determinada es

2

Osii

y su valor esperado a la misma frecuencia es m, .
k

En la primera parte del ejercicio se estudiara un suavizado mediante un filtrado paso
bajo. La estimacion de la densidad espectral suavizada es

S(f)=g"S(f,)
con

A A A A T
g=[ey g el YSE)=[SEw) - S - S(E)]
y el filtro paso bajo g es tal que

g'll=1,conl=[1 - 1] .

18
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Se aplicara este filtro a las frecuencias: f,_,, >0 y f,,,, <1/2. Ademas, se asumira

que é(fk_j) y g(fk_i) estan incorrelados para f,_; #f,_;.

a) Calcule el valor esperado y variancia de la estimacion §(fk) , en funcion del valor
2

Sty considere, para el filtro paso
k

esperado m, 6 Y la variancia del periodograma o
k

bajo, un pulso rectangular g= 2Ml+11. Tome como margen de frecuencias f,_,, >0 y

fiom<1/2.

La segunda parte del ejercicio consiste en estudiar un suavizado del espectro mediante
el promedio con una ventana exponencial de periodogramas obtenidos en tramas de
datos que no se superponen. Al igual que el caso anterior, se supone que el resultado

de hacer el periodograma sobre la trama n-esima es én (f,).

La estimacion de la densidad espectral suavizada es
S (f)=aS,_(f)+1-)S,(f,),con 0<a<l

siendo S,(f,)=0. También, se asumird que S_(f,)yS, (f,) estan incorreladas para
m=#n.
b) Calcule el valor esperado de Sn (f,) para un “n” arbitrario en funcion de un vector

ll—l'..

de memoria o= [a“ o o' aO:IT y el valor asintdtico de E{gn (fk)} cuando
n—ow.
c¢) Calcule la variancia de E{Sn (fk)} para un “n” arbitrario, y el valor asintotico

cuando n = .

2.20. Concentrémonos en la estimacion de los parametros de una sinusoide compleja
(amplitud y frecuencia) en presencia de ruido blanco gausiano. Se dispone para ello de
N muestras de sefial que responden al modelo siguiente:

x(0) 1
x(1) e’”
X = : =4 : +w=As(®w)+Ww AeC
x(N -1) e/l
S 0
E{w}=0 R, =E{wwH}=
0 (SN

Percatese de que la incorrelacion entre las muestras de ruido viene dada por el caracter
diagonal de la matriz Ry,. En todos los apartados siguientes se considerara que la
matriz de correlacion es conocida.
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a) Escriba la expresion de la funcion de verosimilitud L(4,m)".

b) Determine una expresion cerrada para A a partir de la optimizacion de L(4,»)
respecto a 4 (suponiendo ® conocida).

c) Reemplace la expresion de A en L(4,0) y determine la nueva funciéon de
verosimilitud cuya optimizaciéon nos da lugar a la estimacién de ® (que ya
dependera unicamente de ).

d) Para el caso en que o, =o, =---G,_, , relacione la nueva funcién de verosimilitud

encontrada en c¢) con el periodograma de x.

e) Sitodas las varianzas son distintas, justifique que los elementos de la diagonal de
R,, representan una ventana a aplicar sobre las muestras de senal.

f) Teniendo en cuenta que la varianza de la muestra x(#) representa una medida de la
fiabilidad de dicha muestra, ;qué interpretacion puede darse al uso de ventanas
cuyo maximo esta en N/2?

2.21. El siguiente ejercicio plantea la estimacion de Maxima Verosimilitud (ML) de
los parametros de un tono s(n), inmerso en ruido gaussiano y blanco (AWGN) w(n).

Asi pues, el modelo de sefial de los datos observados x(n) es el siguiente:
x(n) = s(n) + w(n) = Acos(2nf, n+ @) + w(n)

Los pardmetros que queremos estimar son la fase ¢, la frecuencia f, y la amplitud
A.

La funcion densidad de probabilidad del ruido w(n) es de la forma:

=
fum = e

— con:o’ = E[w2 (n)]
o

Para la estimacion de los tres parametros, se dispone del conocimiento de un conjunto
de observaciones {x(n)}os”S v = {x(O),x(l),x(2),...,x(N — 1)} que indicamos
vectorialmente como:

x(m)=[x(©0) x(1) .. x(N-1]

a. Demuestre que la funcion densidad de probabilidad conjunta del vector de
observaciones x(n)para una fase ¢, una frecuencia f, y una amplitud 4 viene

dada por:

' La funcion de densidad de probabilidad gausiana para un vector de variablea aleatorias complejas es:

1 H (-1
f(X)ZmeXP(—(X—mX) C.'(x-m,))
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1 N-1

1 —72();(;1)—/1 cos(27,n+4))’

e O =0
(2 2 N/2
o )

f(x(m)/4,1,,4)=

b. Demuestre que la estimacion de los tres parametros indicados bajo un criterio ML
implica la minimizacion de la siguiente funcidn de coste:

) N-1 ) o N-l ) AZN
£ = z x*(n)—2ARe| e z x(n)e 7" |+ BN
n=0 n=0

Considere que:

=

-1
cos’ (27;7’Un + ¢) ~ ];7 para N suficientemente grande.

=

=
- o

x(n)cos(2af,n+¢) = Re{e‘”’ f x(n) eﬂﬂfm}

n=0

(=}

n=

c. A partir del apartado (b.), demuestre que la estimacion ML de la fase ¢ viene
dada por:

(T)ML = argumento [X ( f ):I -

con: X(f)= fx(n)e"jzd"
n=0
donde hemos asumido que se conoce el valor f, de la frecuencia de la sefal.
NOTA: Tenga en cuenta que:
max Re[e"”’ (4+ jB)] = Im[e"”’ (4+ jB)]: 0
d. De nuevo, sustituya la solucion ML de la fase ¢ del apartado (c.) en la funcion
ML del apartado (b.) y demuestre que la estimacion de la amplitud 4 viene dada

por:

A

2
A = N‘X ),
donde, de nuevo, asumimos el conocimiento de la frecuencia f, .
e. Como hemos visto en los apartados (c.) y (d.), las estimaciones de fase y amplitud

estan condicionadas al conocimiento de la frecuencia f,. Para completar el

estudio, demuestre que la estimacion ML de la frecuencia f, se obtiene a partir

del valor de frecuencia en el que \X (f )\ ? es maximo, es decir:

fOML = arg max ‘X(f)‘2
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f.  Basandose en los apartados anteriores, indique la secuencia natural de estimacion
ML de los tres parametros para el problema propuesto.

Qiiestions

Q.2.1 Se desea estimar la densidad espectral de potencia (DEP) de un proceso x(n),
con una componente frecuencial acusada en baja frecuencia. Previamente, se filtran
las N muestras disponibles de una realizacion de ese proceso de la siguiente forma:
y(n)=x(n) - x(n-1). Expliquese porqué sera mas facil estimar S,,(®) que Si(o).

Q.2.2 Se dispone de un proceso x(n) de 10 kHz de ancho de banda. Su densidad
espectral de potencia (DEP) tiene dos rayas espectrales en la zona 0-5 khz cuya
posicion se desea estimar. Como solo nos interesa la parte baja del espectro nos
aconsejan que, en lugar de muestrear a 20 kHz, se realice un filtrado paso bajo con
ancho de banda 5 kHz y posteriormente el muestreo a 10 kHz. ;La estrategia
propuesta facilita la estimacion de las rayas espectrales? ;Por qué?

Q.2.3 ;Cual es la suposicion mas importante sobre la funcion de autocorrelacion que
limita severamente la definicion espectral en las técnicas no paramétricas?

Q.2.4 Disposem de N mostres d’una realitzacié d’un procés amb les que estimem
I’autocorrelacié no esbiaixada.

a) Si la fem servir per a estimar la densitat espectral de poténcia fent una
transformacio de Fourier, podem dir que el biaix de la DEP estimada es zero?Perque?
b) Que podem dir de la resolucidé respecte a la de I’estimador que fa servir la
correlacid biaixada? I de la variancia?

Q.2.5 Per tal d’obtenir en I'instant n, 1 a la freqiiéncia @y una estimacid espectral

suficientment fiable, s’integra la poténcia espectral dintre el rectangle temps-
freqiiéncia indicat en la figura:
freq.

 \

i >
Ng temps

Quant valen els costats a 1 b del rectangle en el periodograma? Com s’haurien de
modificar a 1 b per augmentar la resolucio freqliencial tot conservant la variancia? Quée
perdriem amb aquest canvi? Com es modifica la variancia relativa de 1’estimacio si els
costats del rectangle es multipliquen per 3?

Q.2.6 Quina caracteristica espectral del senyal de veu s’utilitza en el reconeixement
de la parla?. Explicar com la técnica de banc de filtres aconsegueix estimar fiablement
aquesta caracteristica i, al mateix temps, deixar de banda la resta de I’espectre.
Dibuixar els rectangles temps-freqliencia que s’utilitzen en aquesta estimacio,
explicitant la seva distribucid entre 0 1 4000 Hz. Quin significat fisic tenen els
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parametres que es passen al reconeixedor? Donar raonadament una xifra estimativa
del nombre de parametres que es passen cada segon al reconeixedor.

Q.2.7 Indiqueu I’expressié de la densitat espectral de poténcia d’un procés y(n) si és
produit a partir d’un procés blanc x(n) de mitja zero i poténcia unitat mitjancant
I'expressio  y(n)=0.95y(n-1)+2x(n). Dibuixa un esbds de la forma de Syy(o).
(Obtindriem una estimacid no parametrica (basada en el periodograma) més acurada
si apliquéssim previament la transformacio z(n)=y(n)-0.98 y(n-1) abans? Perque?
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3. FILTRATGE DE WIENER I FILTRATGE ADAPTATIU.

3.1 Sigui un senyal x(n)=s(n)+w(n), on s(n) €s un procés AR que satisfa I’equacio
de recurréncia

s(n) = 0.8 s(n-1) + v(n),

on v(n) i w(n) corresponen a processos soroll blanc incorrelats amb poténcia o,°=0.49
i 64> =1, respectivament. Es demana:

a) Determinar les seqiiéncies autocorrelacio de s(n) i de x(n).

b) Dissenyar un filtre de Wiener de longitud M=2 per a estimar s(n).

c¢) Calcular I’error quadratic mitja minim per a M=2.

3.2  Un microfon situat a la cabina d’un helicopter capta la veu del pilot

contaminada pel soroll de I’h¢lice. Per cancel.lar aquest soroll es disposa d’un altre

senyal provenint d’un microfon situat a prop de I’helice. Es demana:

a) Dibuixar un esquema de filtratge per recuperar la veu del pilot amb error quadratic
mitja minim.

b) Trobar el sistema d’equacions que permet calcular els coeficients del filtre FIR
d’ordre M.

¢) Mostrar que el senyal de veu es podria recuperar totalment si els sorolls captats
pels dos microfons fossin senyals purament sinusoidals. Quant valdria en aquest
cas I’ordre M?

3.3  Utilitzar el principi d’ortogonalitat per a determinar el sistema d’equacions i la
poténcia de I’error de prediccié lineal quadratico-mitjana de x(n+m) en termes de
x(n), x(n-1),..., x(n-M), essent m>1 (predictor endavant de m passos). Esbossar
I’estructura del filtre predictor causal.

3.4  Demostrar que, per a un model AR d’ordre M,
M
R(m):—ZakR(m—k) peratotm>0
k=1

Trobar R(m), per a tot m, d’un model AR d’ordre 1 si R(0)=1 1 R(1)=0.8.

3.5  Sil’autocorrelacié d’un procés aleatori estacionari és

3—|m lm| <3

R(m):{ 0 |m>3

calcular els coeficients dels predictors d’ordres 1, 2 1 3.
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3.6  En aquest problema es demostrara que el filtre d'error de prediccid endavant
A(z) és de fase minima, és a dir, té tots els zeros a l'interior del cercle unitat i, per tant,
el filtre invers H(z) = 1/A(z) és estable. La demostracio es fara per reduccio a 'absurd,
¢s a dir, es suposara que existeix un zero d'A(z) fora del cercle unitat i s'arribara a una
contradiccid. Si A(z) té un unic zero z; fora del cercle unitat, es podra escriure com

A(z) = (1-ziz!) A'(2)

on |zi>1 1 A'(z) és la funcid de transferéncia d’un filtre de fase minima. Es demana:

a) Escriure la densitat espectral de poténcia de l'error de prediccid See(®) en termes
de la densitat espectral de poténcia del senyal a predir Syy(®) 1 de la resposta
freqiiencial del filtre A(z).

b) Expressar Sc.(®) en termes de Syy(w), z; 1 la resposta freqiiencial del filtre A’(z).

c) Trobar I’expressio de la poténcia de ’error de prediccié a partir del resultat
obtingut a la pregunta anterior

d) Comprovar la desigualtat

—-jo

1
1-—e

‘l—zl.e_’”" >
Z.

considerant que |z;| > 1.
e) Aplicant aquesta desigualtat a [’expressid obtinguda a ’apartat c), comprovar que
I’error de prediccid produit pel filtre de error

-1

A"(z) = (1— . jA'(z)
Z.

1

es més petit que I’error de prediccid produit pel filtre A(z).
f) Considerant que A(z) 1 A”(z) tenen el mateix ordre, és possible aquest resultat?

3.7 Sigui un senyal que té per espectre (discret 1 periodic de periode N)

S(k) = iaﬁ(k tK;)

i=1

on els numeros enters K; corresponen a pulsacions o.. Es demana:

a) Indicar l'expressio de la funcio de transferéncia del predictor lineal d'ordre M que
minimitza la poténcia Py de 1'error de prediccid. Dibuixar la situacid dels seus pols
1 zeros. Quant valdra Py ?.

b) Suposant ara que al senyal se li ha afegit soroll blanc de potencia o, formular un
metode de determinacié de o, a partir dels valors de l'autocorrelaci6 entre 0 1 M.
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3.8  Considerant el procés AR generat per I’equacid de recurréncia

14 9 1
x(n) = ﬂx(n -1) +ax(n -2) —ax(n -3)+w(n)

on w(n) és un procés soroll blanc estacionari amb poténcia G2, es demana:

a) Indicar els coeficients dels predictors lineals optims d’ordres 3 1 4.

b) Determinar la seqiliencia autocorrelacido R(m) per a 0<m<S5.

c¢) Calcular els coeficients de reflexid6 i1 la poténcia de 1’error corresponents al
predictor lineal d’ordre 3.

3.9 Considerem un procés estocastic consistent en la  sinusoide
7Z- r . N . .
x(n) = V2 cos En + @ | on el terme de fase @ ¢és una variable aleatoria uniformement

distribuida en [-m,m). Es demana:

a) Indicar D’expressi6 de 1’autocorrelaci6 R(m) del procés. Partint del principi
d’ortogonalitat, deduir les equacions del predictor lineal optim d’ordre 2 i resoldre-
les per trobar els coeficients del predictor.

A continuacio, considerarem la realitzacio x(n) del procés que correspon a fase ®=0.

b) Prenent N=8, dibuixar x(n) entre n=0 i n=N-1. A partir de ’observacié d’aquesta
realitzaci6 del procés, raonar el sentit dels valors dels coeficients obtinguts a
’apartat anterior.

¢) Determinar els coeficients del predictor amb el métode d’autocorrelacio (el que usa
I’estimador esbiaixat de I’autocorrelacid). Comparar raonadament els resultats per
a N=8 i N=4 amb els coeficients obtinguts a I’apartat (a). Que passaria si N— «?
Per que?

d) Repetir I’apartat anterior amb N=8 per al métode de covariancia, tot deduint les
equacions corresponents i indicant clarament 1’expressio de la mesura de poténcia
de I’error que es minimitza. Comparar els coeficients resultants amb els del meétode
d’autocorrelacio 1 amb els optims. Per que el metode d’autocorrelacié funciona
pitjor en aquest procés?

3.10 Suposant un senyal x(n) format per una sinusoide de poténcia P, freqiiéncia w;

i fase aleatoria uniformement distribuida entre 0 i 27, la qual esta immersa en soroll

blanc de poténcia 6,2, es demana:

a) Trobar l'expressio de l'autocorrelacio exacta de x(n).

b) Determinar els coeficients del predictor optim d'ordre 2 en funci6 de ®; 1 2.

c¢) Suposant abséncia de soroll, determinar els valors dels coeficients i de la poténcia
de l'error de prediccio.

3.11 Un predictor lineal de segon ordre d’una imatge fixa usa els picsels B i C per a
obtenir la prediccio del valor x4 del picsel A:
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© linia anterior

4P, @ linia actual

Es considera la imatge com la realitzacid6 d’un procés aleatori estacionari on les

correlacions entre picsels consecutius en horitzontal 1 vertical son iguals de valor pila

correlacié en diagonal és p2. Aquests valors estan normalitzats respecte la poténcia del

procés 2. Es demana:

1) Indicar I’expressio del predictor i de 1’error de prediccid.

2) Trobar les equacions que permeten calcular els coeficients del predictor optim 1
resoldre-les per determinar aquests coeficients.

3) Calcular el guany de prediccio G; si es defineix com a quocient entre la poténcia
del senyal i la potencia de ’error de prediccio.

4) Calcular el guany G d’un predictor Optim de primer ordre que prediu x a partir de
XB 0 Xc, comprovant que G;<Gy.

5) Calcular el guany de prediccio G, del predictor de segon ordre quan els coeficients
valen 0.5. Comprovar que, quan p<1/3, G;>G;.

3.12 Per a un filtre de Wiener FIR de N coeficients, es vol estudiar I’efecte produit
per un desajust 8 en 1’obtenci6 de los coeficients h,, Optims del filtre de predicci6

endavant (forward). & pot ésser un error d’implementacié o el resultat d’intentar
I’adaptaci6 per a diferents estadistiques. Per a aixo es demana:
1) Demostrar que la variancia de 1’error de prediccié ve donada per:

Jmin= T x(0)- 2hTry + hTR h

on x(n) es I’entrada al filtre, Ry es la matriu d’autocorrelacié de ’entrada x(n) al
predictor 1 ry = [Ry(1)] 1=1,...,N
2) Si hi ha un desajust h = h,,; + 8 demostreu que

J= Jmin+ 8 TRxx 8

3) Calculeu J per al cas de prediccio d’ordre 1 si existeix un desajust h =h,,+6

4) Per al cas particular d’un senyal de veu amb coeficient de correlacié entre mostres
p=r(1)/r(0) = 0.7 i es tria h; = 0.825, calculeu ¢l guany de prediccid resultant.

Calculeu la perdua que es produeix respecte al cas optim h, = h,.

5) Considereu un predictor al qual se li poden aplicar indiferentment dues entrades
u(n), v(n). Per a un predictor donat h, suposeu que les respectives variances d’error
de prediccié son J , J . Si es considera la suma

I, =M 2+ (1-1)] 2
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on A (0<A<I) és un parametre de ponderacio, demostreu que J; €s minim per a hy

= RIr si els elements de R i r s’obtenen de r(i) = Ar (i) + (1-A)r (i) on (i)
representa el coeficient de correlacio. Aquest tipus de predictor s’anomena
"predictor de compromis" 1 es fa servir per a triar els h,, en el cas de fer-lo
treballar amb dos senyals d’entrada diferents. Noteu que aquest cas és un clar
exemple de desajust 6 en I’obtencio dels coeficients h, Optims del filtre per a cada
senyal u(n), v(n).

3.13 L’eco que apareix en les comunicacions telefoniques a llarga distancia pot
arribar a ser audible depenent del retard amb el que arribi a 1’oida. El llindar de
percepcid €s d’uns 10 ms. per sobre dels quals I’efecte de I’eco pot arribar a ser molt
molest. El mecanisme de produccio ¢€s el segiient: les linies d’abonat, que van des de
I’aparell telefonic fins a la central acostumen a ser de dos fils. A la central, aquestes
linies es converteixen a 4 fils a fi de poder regenerar el senyal amb amplificadors en
les transmissions a llarga distancia. Quan arriben a la central remota, la comunicaci6 a
4 fils es converteix a 2 fils, que son els que es connecten a I’abonat llunya (fig.1).

Conversacion A

—
Eco
<—F— . .
, . CO de l , .
hibrida A J |hibrida B
Abonado A —> Abonado B
Conversacion A
Central < Central
Ecode A

Figura 1

Els dispositius que fan la conversido sén bobines hibrides situades a les centrals.
Aquests dispositius de tres terminals han d’estar ben adaptats, o en cas contrari,
trobarem perdues des d’el port d’entrada a la central al port de sortida cap a la central
llunyana, produint-se I’eco. Els efectes son més sensibles quant més llargs siguin els
enllagos entre abonats. Per tal de compensar aquest efecte es proposa I’esquema de la
figura 2 amb un filtre FIR de M coeficients. El proposit d’aquest filtre és el de
sintetitzar una replica de 1’eco per tal de restar-la prop del lloc en que es produeix, que
¢s la bobina de la central llunyana:

Conversacion A

50

A/D Bobina @
5.,(n) hibrida B
H (Z) , . 5y(0) Abonado B
A A/D
Conversacion B .
eD/ A ) Q—/\_’_ '
s,(n)ytw(n)t+c(n)
Figura 2
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on w(n) és soroll blanc generat en la bobina hibrida, incorrelat amb els senyals de veu,

c(n) és el eco de la conversa A, en el seu cami de tornada al abonat A i sp(n) és el

senyal de veu emesa per I’abonat B. Es demana:

a) En quines condicions la minimitzacié de E{e(n)*} ens permet atenuar I’eco produit
en la bobina hibrida B?

b) Trobeu les equacions que permeten calcular els coeficients del filtre H(z).

¢) Es possible amb aquesta configuracié atenuar con esta configuracié atenuar el
soroll w(n) generat a la bobina hibrida?

d) Per tal que el sistema funcioni correctament, la durada de la resposta impulsional
del filtre ha de ser més gran que el més gran retard introduit per la bobina hibrida
B. Sabent que els senyals de veu es mostregen a 8 kHz, calculeu quants coeficients
sOn necessaris per a cancelar retards de fins a 5 ms.

3.14 El senyal discret v(n) consta de dues components additives i incorrelades, w(n)
de banda ampla, i x(n) de banda estreta, que es volen separar. Com que la banda
ocupada per x(n) és desconeguda i pot variar amb el temps, es necessari realitzar un
filtratge adaptatiu.

+ e(n) =W(n)
| -+ } -
v(n) = w(n) +x(n) | R | @)

I I
I I
! v(n-D) X(n) L - - |
| L DB ; B (),
I
| || Algorisme |

adaptatiu |
I A@

Es ben conegut que l'autocorrelacié d'un senyal de banda ampla té menor longitud
efectiva que la d'un senyal de banda estreta. Fent servir aquesta propietat, 1'esquema
de la figura permet separar dos senyals d'aquestes caracteristiques, sempre que el
retard D sigui prou gran que w(n) i w(n-D) es puguin suposar incorrelats, perd prou
petit com per a que x(n) i x(n-D) siguin correlats. En la practica, farem servir el
menor valor de D que compleixi aquesta restriccid, per tal d'obtenir bones estimacions
dels coeficients del filtre H(z).Si H(z) és un filtre FIR de longitud M

M-1
H(z)= D _h(k)z™*
k=0
es demana:
a) Demostrar que minimitzar E{e2(n)} és equivalent a minimitzar £ {(x(n) — ﬁ(n))z}

1 per tant, I'esquema de la figura ens permet de separar els components w(n) y x(n).
b) Trobar les equacions normals per a l'obtencid dels coeficients del filtre H(z).
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Si x(n) és una sinusoide de pulsacié ® i w(n) soroll blanc de poténcia 62, es demana:

c) Prenent els valors de D i M adients, escriure els coeficients del filtre global
emmarcat en linia discontinua A(z) en funciod dels coeficients del filtre H(z).

d) Si la potencia de la sinusoide és constant, raonar justificadament com varia la
velocitat de convergencia i l'error de desajustament en augmentar la poteéncia del
soroll.

e) Indicar raonadament els valors de la poténcia d'e(n) i dels coeficients del filtre A(z)
quan la poteéncia del soroll blanc tendeix a zero.

Es pot observar com en el processament unidimensional sén necessaries p+1 mostres

de la seqiiéncia d'autocorrelacié per a obtenir els p coeficients de prediccio d'ordre p i

la poténcia de l'error de prediccid, es a dir, p+1 parametres.

f) Es també necessari el mateix nombre de mostres de l'autocorrelacié que de
parametres en el cas de senyals bidimensionals? Raonar la resposta de forma
grafica per a un predictor d'ordre 2x3.

3.15 Un procés autoregressiu ve determinat per la segiient equacié de recurréncia:
x(n) = 1.26x(n-1) - 0.81x(n-2) + w(n)

Es demana:

a) Generar una seqiiencia de N=1000 mostres de x(n), essent w(n) una seqiiéncia
soroll blanc amb poténcia 6,,>=0.1. Determinar els parametres d’un predictor lineal
de segon ordre amb 1’algorisme LMS, comencant amb a;(0)=a»(0)=0. Dibuixar els
coeficients a;(n) i ay(n), on n és el nimero d’iteracid, per a dos valors diferents de
L.

b) Per a un sol valor de p, realitzar 1’apartat (a) 10 vegades usant diferents seqiiéncies
de soroll 1 fer el dibuix sobreposant les deu seqiiencies d’aj(n) 1 d’a(n).

c¢) Dibuixar la corba (d’aprenentatge) de I’error quadratic promitjat sobre les deu
realitzacions anteriors.

3.16 Es pretén estimar el valor mig d’un senyal d(n) que conté una interferéncia w(n).
Per tal de fer-ho disposem d’un altre senyal x(n), correlat amb la interferéncia, que té
també un cert valor mig i construim el filtre de Wiener discret de la figura, del qual
trobarem els coeficients a base de minimitzar la poténcia de e(n).

d(n)y=mgtw(n)

x(n)=m,+v(n) +

H (Z) © e(n)

Noteu pero, que com que volem conservar el valor mig de d(n) el filtre H(z) hauria de
bloquejar el pas de m,, cosa que no aconseguim amb un filtre de Wiener normal, que
tendiria a fer zero el valor mig de I’error. Per tal d’aconseguir el nostre proposit,
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intentarem minimitzar la poténcia de e(n) tot posant la restricci6 per als coeficients del
filtre:

1"h=0  amb 1"=[1 1 - I h=[h(0) h(1) - h(p)]

Els coeficients de H(z) els trobarem optimitzant la funcié J(h) =E{e(n)*} + A1"h

respecte de cadascuna de les components de h 1 respecte a A (variable que sovint

s’anomena multiplicador de Lagrange, i que és independent de h). Es demana:

a) Perque la restricci6 imposada ens permet resoldre el problema?

b) Trobeu les equacions normals derivant J(h) respecte ahia A.

¢) Raoneu qualitativament perque J(h) €s una bona funci6 per a aquest problema
particular.

d) Fent servir les equacions trobades a I’apartat 2, trobar I’expressido per als
coeficients del filtre en funcido només de la matriu de correlacié de x(n) 1 del vector
de correlacio creuada entre x(n) 1 d(n).

e) Raonar qualitativament si la poténcia de I’error e(n) és més gran o més petita pel
fet d’introduir la restriccio.

3.17 L’objectiu d’aquest problema ¢és buscar un filtre de Wiener afi que permeti
estimar el nombre mensual de casaments a Barcelona a partir dels valors de la
temperatura mitjana del mes present i1 dels mesos immediatament anteriors. Per trobar
els coeficients del filtre, s’utilitzaran les seéries temporals de casaments i temperatures
de la Taula 1.

Mes G |F M |A | M |J] J A |S O |[N |D

Casaments 10 |9 14 |13 |14 (14 [25 |21 |20 [18 |9 15
Temperatura | 10 |10 |12 [ 14 |17 |21 |24 [24 [22 |17 |13 |10

Taula 1. Nombre de casaments (en milers) i temperatura mitjana durant els 12 mesos d’un any.

Es demana:

a) Dibuixar I’esquema del filtre de Wiener afi de 2 coeficients i deduir les equacions
de calcul dels coeficients del filtre, essent #(n) la seqiiencia de temperatures i c(n) la
de casaments.

b) Suposant que per a ’obtencid de les correlacions s’utilitza 1’estimador esbiaixat,
calcular els 2 coeficients del filtre a partir dels valors de les seqiiencies de la Taula
1, sabent que les estimacions de la correlacid creuada R.«(m) per a m=0,1,2 1 3 son,
respectivament, 265.7500, 248.4167, 231.3333 1 203.4167 (per fer els calculs
s’utilitza c(n) de la Taula 1, deixant de banda el factor 1000).

¢) Suposi’s ara que les seqiieéncies #(n) 1 ¢(n) és multipliquen per 2 punt a punt. Com
canvien les correlacions ? Es veuen afectats els coeficients del filtre fix de Wiener?

Com a conclusié del problema, comenti breument si el filtre de Wiener detecta

relacions de causa-efecte entre fenomens (p.ex. temperatura i casaments) expressats

amb series temporals.

3.18 La figura muestra el esquema de codificacion DPCM en el que el predictor se ha
hecho adaptativo. Como se indica en la figura la prediccion se realiza a partir de la
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sefial codificada xq(n) y la adaptacion mediante el error de prediccion cuantificado
eq(n).
q(n)

X e eq
—:(—D— Cuantificador
A

pr—

xg Y

X l%ﬁctor d &)

A

[4

a) Demuestre que el error en la codificacion
&n) = x(n) - xq(n)
es igual al error en la cuantificacion
eq(n) = e(n) - eq(n)

Exprese la relacion sefial a ruido S/N de codificacion en funcion de la ganancia de
prediccion Gp y la relacion sefal a ruido S/Nq de cuantificacion.

b) Escriba la relacion entrada-salida del predictor y la ecuacion de adaptacion de su
respuesta impulsional.

En la situacion de la figura el predictor puede interpretarse como un filtro de Wiener
que minimiza eq(n) con Xq(n) como dato.

¢) Exprese eq(n) en funcion de x(n), la respuesta del predictor y el error de
cuantificacion gq(n). Compruebe que eq(n) puede interpretarse como el error de
prediccion de xq(n) a partir de muestras anteriores.

d) Suponiendo que gq(n) es blanco con potencia qu e incorrelado con x(n), obtenga
la correlacion de xq(n). Deduzca las ecuaciones que permiten obtener el predictor
con el error cuadratico medio minimo.

e) Obtenga el predictor optimo de orden 1 y la potencia del error de prediccion.
Determine la relacion sefial a ruido de codificacion, cuando rx(0) >> cq2 (relacion

sefal a ruido alta), en funcion de la ganancia de prediccion del predictor optimo de
x(n) a partir de muestras anteriores de la propia x(n) y la relacién sefial a ruido de
cuantificacion.

3.19 Dadas las sefiales x(n) y d(n), se ha de disefiar un filtro de Wiener considerando a
d(n) como senal de referencia.

a) Demuestre que el filtro de Wiener 6ptimo (sin suposiciones sobre su caracter FIR o
su causalidad) es H(®)=Syq(®)/Sxx(®).

b) Al disefiarlo como un FIR de Q coeficientes, indique las razones por las que es de
esperar que el error cuadratico medio minimo resultante sera mayor que el que se
obtendria de la solucion anterior.
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c) Si ambas densidades espectrales se estiman por el metodo WOSA (método de
Welch), indique los pros y contras del filtro obtenido frente al disefio tradicional a
partir de la matriz de correlacion de los datos y el vector de correlacion cruzada de
referencia y datos.

Si se pretende calcular adaptativamente los coeficientes del filtro h de Q coeficientes
mediante el algoritmo LMS, siendo 10 dB la potencia de x(n), se pregunta:

d) (Cuadl es el p adecuado para un desajuste del 1%?

e) Si la sefial x(n) es blanca, ;cudl es el numero de adaptaciones necesario para que
los coeficientes del filtro difieran del Optimo (en valor medio) el 1% de la
diferencia inicial?

f) Si la regla de adaptacion es hy=h,.;+pe(n)x(n) (con &(n)=d(n)-h",.;x(n)), calcule el
error £,(n) que se comete al usar h, x(n) como salida del filtro de Wiener y cual es
la cota de p para que |eo(n)* sea menor que |e(n)[’.

3.20 Quan es pretén predir un senyal correlat de mitjana no nul-la E{x(n)}=m (per
exemple, una imatge) el predictor afi és una millor alternativa que el predictor lineal,
ja que dona lloc a una poteéncia de I’error de prediccid menor. En el cas d’ordre 1, les
seves equacions respectives son:

£,(n)=h,x(n-1) Predictor lineal

2,(n)=h,x(n-1)+b= [ha b]{x(nl— 1)} Predictor afi

a) Quina equaci6 ens permet obtenir el coeficient del predictor lineal d’ordre 1?
b) Obteniu les equacions que permeten calcular 4, 1 b, a partir de la minimitzacié de

Efle(n)|*} = E{x(n) —x, ()"}

¢) Quant val en aquest cas la poténcia minima de 1’error de prediccio?

d) Suposant que es desitja implementar el predictor afi d’ordre 1 de forma adaptativa,
deduiu les equacions del LMS a partir de I’estimacio instantania (aproximacio
estocastica) del gradient.

e) Quina ¢és I’expressido de la matriu els autovalors de la qual influeixen en la
velocitat de convergencia?

f) Quin marge de valors de p ens assegura la convergencia?

3.21 Se pretende construir un codificador de voz basado en la prediccion “a corto
plazo” de la senal, es decir usando un predictor de 10 coeficientes. La sefial de entrada
(voz) y salida (error de prediccion) cuando los coeficientes del predictor son los
Optimos estan representadas en la figura:
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Serial de voz Error de prediccion

a) Explique brevemente porqué en la sefial de error de prediccion x(n) aparece una
periodicidad y esboce la densidad espectral de potencia del error de prediccion.

Se propone que, antes de cuantificar el error de prediccion, se utilice otro predictor “a
largo plazo” que aproveche la correlacion temporal de x(n) y blanquee la senal
completamente. El predictor sera de un solo coeficiente y los pardmetros a determinar
son el valor del coeficiente B y el del retardo P (ver figura siguiente).

x(n) + e

Se pide que:

b) Encuentre el valor de  (en funcién de P) que minimiza la potencia de e(n).

¢) Sustituyendo el valor anterior, obtenga una expresion para J = E{e¢*(n)}. En vista
de la expresion, indique un método para encontrar el valor 6ptimo de P.

d) Esboce |#(a)* con #1(a) :E((‘U)) para B = 1 y un valor genérico de P.
X(w

¢) A partir de | H(a))\2 y de la densidad espectral de potencia de x(n) encontrada en el

apartado a), razone por qué la densidad espectral de potencia de e(n) es plana.

3.22 Definido un filtro FIR segln la ecuacion y(n)= 4 5 X ,, siendo:

AL =[a(0),a(l)......,a(Q -1)] XTI =[x(n),x(n=1)......x(n—0 +1)]

donde el superindice (7) indica traspuesto, se pretende analizar el comportamiento de

¢éste cuando se desea obtener una salida y(n) lo mas proxima a una sefial de referencia

d(n) en sentido de minimo error cuadratico medio & El metodo de disefio es

adaptativo usando el algoritmo LMS.

Responda a las siguientes preguntas:

1) Considerando que en el instante n el filtro implementado es 4,, demuestre que el
error cuadratico medio (MSE) & vendria dado por la expresion:

T
an = émin Tdn ISQ”
donde a, =A4,—Aop, Aopr €s la solucion de Wiener, R es la matriz de

autocorrelacion de la senal de entrada x(n) de orden Q, y &, . es la potencia del

min

error para la solucion optima de Wiener.
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2) Dado que 4,,, en un algoritmo estocastico como el LMS, pasa a ser un vector de

variables aleatorias, entonces también &, sera una variable aleatoria. Demuestre
que el valor esperado de &, viene dado por

E{an } = amin + traza(é nlg)
donde traza(.) indica la suma de los elementos de la diagonal y A, es la matriz de
correlacion A, =F {Q nd Z }

(NOTA: Usese la relacion general b" Rb= ZZI’i’jbl-bj ).
- =5
Considere a partir de ahora que la regla de adaptacion de los coeficientes es
Apy = A, +1.X,.(d(n)— y(n)) y que se encuentra en la zona donde el algoritmo ha

convergido, es decir,

E{Qnﬂ An }= E{an.aﬁ }= A
Ademas, considere para resolver el proximo apartado que FE {s(n)X,, ay }: -RA
siendo &(n)=d(n)— y(n).

3) Demuestre que traza(AR):%E{i}tmza(R) en la convergencia a partir del

calculo de £ {Q;H.l .QZH} y suponiendo independencia estadistica entre €(n) y x(n).
Usando la expresion encontrada demuestre que el desajuste del algoritmo LMS

viene dado por:
M = M = (ﬂj.tmza(R)
gmin 2 =
4) Calcule como se incrementa el desajuste del algoritmo si los coeficientes del filtro,
comprendidos entre +1 y —1, se cuantifican con b bits y como ha de modificarse el
parametro de adaptacion p para hacer que el desajuste se mantenga igual que sin
cuantificacion de coeficientes. Modele el cuantificador como una fuente de ruido
sobre cada coeficiente, siendo estos ruidos independientes entre si.
5) Demuestre que el desajuste permite conocer la relacion senal (d(n)) a ruido (&(n) )

SNR a la salida del filtro adaptativo en comparacion a la optima segun la siguiente

relacion:
SNR
M= =2
SNR

3.23 Per tal d’obtenir un estalvi en la representacié del filtre predictor, es vol
aconseguir un filtre d’error de prediccid6 d’ordre 2M usant només M parametres.
Suposarem que M=1 per simplicitat. La técnica consisteix en el segiient (veure la
figura):
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n-2  n-1 n
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a) Extrapolacio: tal com indica la figura, les dues mostres consecutives anteriors a
I’instant » s’uneixen amb una linia recta i es calcula x;[n], valor de la recta a

I’instant n, amb

b) Prediccié: es construeix un valor predit de x[n] amb %[n]= —a,x,[]

Es demana:

X [n] = 2(x[n - 1]— x[n - 2])+ x[n - 2]

a) Trobar I’equacio lineal que permet calcular, a partir de rw[m], ’a; optim que
minimitza I’error quadratic mitja de la prediccio.

b) Trobar la funci6 de transferencia del filtre d’error de prediccio A(z).

c) Establir I’equacié d’adaptacio del coeficient a; amb 1’algorisme LMS.
d) Obtenir la condici6 de convergencia per a p, deixant-la en funcid de
I’autocorrelacio de x[n].

3.24 En telefonia de larga distancia aparecen ecos en los puntos de conversion de 2 a 4
hilos (bobinas hibridas).

Eco
e‘

Conversacion A

=

Abonado A

Conversacion A

—>

—
Bobina Eeo de A Bobina
, . CO de , .

hibrida A ! hibrida B
Central < Central

Eco de A
Figura 1

i |

Abonado B

El funcionamiento normal de estos puntos (véase la Figura 2.a) consiste en que la
sefal procedente del locutor distante (x;(n)) pasa al punto B, cancelandose totalmente
su presencia en el punto C y evitando asi su retorno al locutor distante. Asi, en el
punto C, Unicamente deberia estar presente la sefial del locutor proximo (x»(n)). De
hecho, la cancelacion de la sefal x;(n) en el punto C no se consigue totalmente, siendo
un modelo correcto del comportamiento de la bobina hibrida, respecto al paso de la
sefal hacia el punto C, el que se refleja en la Figura 2.b. Para solventar este problema
es necesaria la utilizacion de canceladores adaptativos de eco, los cuales se insertan en
el esquema anterior para anular la presencia de la sefial del locutor distante en la sefal

36



Processament del Senyal Setembre 2003

en el punto C (y(n)). En este ejercicio se va a estudiar el disefio de dichos
canceladores adaptativos de eco. Para su estudio, en una primera aproximacion, se va
a considerar que no hay presencia de ruido y que las sefales de ambos locutores son
incorreladas y de media nula.

X1(H) A X1(H)
—
A v
X2(n) g
Bobina B
- C )\ ) g
< + )<
C | O,
- y(n)
y(n)
Figura 2.a Figura 2.b

1. Proponed una configuracion del sistema anterior (Figura 2.b) mdas un filtro
adaptativo que actue como cancelador adaptativo de ecos.

2. Expresad cada una de las sefiales presentes en el modelo general de la Figura 3 en
funcién de las senales del problema de cancelacion adaptativa de ecos (Figura 2.b)
y de los dos filtros g y h.

x(n)

h L —=3)—» e
i
d(n)
Figura 3

3. Hallad la expresion de la superficie de error en funcidn de las correlaciones de las
sefiales en la Figura 2.b y de los filtros g y h.
4. Demostrad que la expresion anterior se corresponde con la solucion general:

Ele*(n)}= R,(0) 21" R ,(m)+ h"R I

donde los subindices hacen referencia a las sefiales en la Figura 3. Para ello
utilizad las relaciones halladas en el Apt. 2.

5. Hallad los coeficientes del cancelador de ecos dptimo.

En el caso de telefonia, el funcionamiento del algoritmo de adaptacion depende del
comportamiento de los dos locutores. Suponiendo que la adaptacién se realiza
mediante el algoritmo LMS, discutid los siguientes casos:

6. Ambos locutores estan hablando al mismo tiempo y el locutor proximo deja de
hablar ;Como varia el valor optimo de los coeficientes? ;Y la superficie de error?
(Cudles son las variaciones del comportamiento del algoritmo LMS
(convergencia, rapidez y desajuste)?
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7. Unicamente estd hablando el locutor distante y su potencia disminuye
sustancialmente ;Como varia el valor optimo de los coeficientes? ;Y la superficie
de error? ;Cudles son las variaciones del comportamiento del algoritmo LMS?
(Como elegiria el valor de pmay para esta aplicacion?

8. Unicamente est4 hablando el locutor proximo ¢Como varia el valor éptimo de los
coeficientes? ;Y la superficie de error? ;Cudles son las variaciones del
comportamiento del algoritmo LMS? Dado que en un caso real las sefales
presentan ruido, ;como se deberia actuar ante la ausencia de sefial del locutor
distante?

3.25. En el filtrado de minimo error cuadratico medio de datos {g(n)}, cuando estos
se encuentran altamente correlados, la matriz de correlacion R = E { x(n)x" (n)} puede

ser singular y carecer de inversa B_l. Para solventar el problema del disefio del filtro

transversal o FIR de vector de coeficientes w, a partir de los datos mencionados y de
una secuencia de entrenamiento o referencia {d (n)}, se minimiza la siguiente funcién
de coste:

w= arg‘fnin {&(v_v) = E(|e(n)|2 ) + OL”\/_V”Z}

. o 2 H
siendo « un escalar real y constante con el indice n, ||v_v|| =ww y

e(n) =d(n)—w" x(n) el error de filtrado.
Responda a las siguientes cuestiones.

a.- Obtenga la expresion del filtro Optimo que minimiza la funcién é(v_v) en

condiciones estacionarias

b.- Describa el papel que desempefia la constante « en la solucién encontrada en el
apartado anterior. ;Bajo que condiciones adoptaria un valor positivo, nulo o negativo
dicha constante?

c.- Obtenga la ecuacion de un filtro adaptativo basado en el gradiente estocastico
(instantdneo o LMS) de la funcion é( v_v).

d.- Demuestre que el filtro adaptativo del apartado anterior converge en media a la
solucién obtenida en el primer apartado, es decir, se cumple que

limE(v_v(n))

nosco - wuptimo

e.- Encuentre los limites del paso de adaptacion o “step-size” u en los que el filtro
adaptativo converge a la solucion deseada.
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f.- Indique una cota superior para el tiempo de convergencia del algoritmo adaptativo
anterior.

3.26. Vamos a estudiar las alternativas en la estimacion de canal para un entorno de
comunicaciones multiusuario. Supongamos que dos terminales de comunicaciones
moviles pretenden transmitir a un receptor situado en la estacion base. A fin de poder
construir un receptor coherente, cada usuario transmite periodicamente y de manera
sincrona con el otro usuario, una secuencia de N simbolos (secuencia piloto) que se
usard para estimar el canal de propagacion en el receptor usando los principios del
filtro de Wiener. Supondremos en todo el ejercicio que el canal de propagacion /4 es
de un solo coeficiente (es decir, el canal no presenta selectividad en frecuencia).

Bajo estas hipotesis, podemos escribir la sefial recibida durante el periodo de
transmision de la secuencia piloto como la suma de las sefiales transmitidas por ambos
usuarios s1(n) y s2(n) alteradas por los respectivos canales més un ruido blanco de
media cero w(n) y potencia o,’:

y(n)=h s, (n)+h,s,(n)+w(n) n=0,.,N-1 (1)

Estimacion monousuario

En este caso la estimacion del canal del usuario 1 se efectia suponiendo desconocida
la secuencia piloto del usuario 2. Supongamos que la correlacion cruzada entre
secuencias piloto es

]/;1 52 = slT (7’1)52(1’1) = ,0 Kv] >8] sz ,8 = Np |,0| < 1

donde se ha supuesto que los simbolos que se transmiten son de mddulo unidad.

a) Escriba la ecuacion del filtro de Wiener que permite estimar el canal del usuario 1,
mediante la minimizacion de la funcion:
b)
: T
h, = arg mine e

1

e=y-—s/h y:[y(o)“'y(N_l)]T 51:[51(0)"'51(N_1)]T

c) Calcule el sesgo E,, {fh} —h.

d) Calcule la varianza de };1 .

Estimacion multiusuario
Una alternativa que nos permitiria eliminar el problema del sesgo consiste en realizar

una estimacién conjunta de los dos canales 4; y A, para lo cual se reescribe la
ecuacion (1) en forma vectorial:
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vy =[h b ][j m +w(n) = h"s(n) + w(n)

e) Escriba la ecuacion que permite estimar los canales de ambos usuarios en funcion
de la matriz de secuencias piloto y la sefial recibida, a partir del problema de
optimizacion:

ﬁ:argmhineTe
e=y—-Sh  y=[»(0)--y(V-D] S=[s, s,] s, =[s)-5N-D]

f) Calcule el sesgo de la estimacion E {ﬁ} —h. (Es necesario que se cumpla p=0

para que el estimador sea no sesgado?

g) Calcule la varianza de los canales estimados como la diagonal de E, {ﬁﬁT} y su

dependencia de p.
h) Como conclusion, suponga que se existe un desajuste en las potencias recibidas de
cada usuario tal que #,=100A; y que p=0.1. Compare los sesgos y varianzas para

cada una de las estrategias de estimacion y valore cual es mas conveniente.

Qiiestions

Q.3.1 Pretenem predir dos processos x(n) i y(n) amb I’algorisme LMS, amb matrius

2 0 1 09
de correlacié R | = { 0 2} R, = { 09 1 } Doneu un valor del parametre

d’adaptaci6 u en els dos casos. Qué podem dir de la velocitat de
convergencia en cada cas?

Q.3.2 ;Como afecta un mal disefio del predictor en el sistema DPCM?

Q.3.3 Es pretén construir un array d’antenes receptores amb coeficients fixos que
permeti obtenir un diagrama de radiaci6 de valor zero en les direccions de 30° i
—45°. Suposi’s que la separacio entre sensors ¢és d=\/2.

a) Quin nombre minim d’elements de I’array necessitem?

b) Dibuixeu el diagrama de radiacio.

¢) Si, mantenint la posicidé dels sensors i1 els coeficients seleccionats, el
sistema passa a funcionar a una freqliencia doble, en quines direccions
tindrem els nuls?
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4. CODIFICACIO DE FONT

4.1  Sigui una font que emet seqiiéncies de dos simbols s i s;. Es tracta de calcular

I’entropia de la font en tres casos diferents, comparant i explicant els resultats.

1) Els simbols s’emeten d’un en un i p(s;)=p(s).

2) Els simbols s’emeten d’un en un i p(s;)=0.8, p(s;)=0.2.

3) Els simbols s’emeten de dos en dos i p(sis1)=0.64, p(s1s2)=0.16, p(s2s1)=0.16 1
p(s252)=0.04.

4.2  Demostrar que si es representa la seqiiencia real x(n), n=0,1,...,N-1, com a
combinacio lineal dels M (M<N) primers autovectors de la seva matriu
d’autocorrelacido Ry (representaciéo amb DKLT), es verifica que 1’error quadratic mitja
de la representacio és

on a; son els coeficients de la combinacio lineal 1 A; els autovalors de R,.

4.3 Determinar la matriu de la transformacid discreta de Karhunen-Loéve de
primer ordre d'un procés estacionari amb R(0)=1 i R(1)=p.

4.4 Siguin ag,ay,...,aN.1 els vectors de la transformacié Karhunen-Loéve discreta

(DKLT), o transf. de Hottelin, d’un procés aleatori x(n) que presenta matriu

d’autocorrelacié R. Primer de tot es demana:

a) Demostrar que les matrius R i R-! presenten els mateixos autovectors i que els
autovalors d’una son els inversos dels de 1’altra.

Suposarem ara que x(n) és un procés AR d’ordre 1 de la forma x(n)=px(n-1)+w(n), on

w(n) és soroll blanc. Volem comprovar que la DCT coincideix amb la DKLT en

aquest tipus de procés, sempre que p —1. Per aix0, prenent N=3, es demana:

b) Escriure la matriu d’autocorrelacié 3x3 de x(n) en funci6 de p i r(0). Coneixent que
R és proporcional a la matriu B

l-pa -« 0
B=| -« 1 -a

0 -a l1-pa

calcular el valor de o en funcié de p.
¢) Si els coeficients transformats amb DCT son
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€)= X a, (n)x(n)

on

trobar els vectors ¢j de la transformacié per a N=3, comprovant que soén
ortonormals.
d) Fent p —1, 1 deixant B en funcio de a, verificar que els vectors ¢i de la DCT sén

els autovectors de la matriu B i demostrar aixi, amb ’ajuda de 1’apartat (a), que
aquests vectors ¢ son identics als vectors aj de la DKLT.

4.5 La transformada de Hadamard bidimensional d’ordre 2 es defineix de la forma

segient:
2:L1 1
J211 =1

1 la transformada d’ordre superior es defineix a partir de la d’ordre 2 amb

=

Considerem la imatge de 2x2

35130
25| 15

Si s’aplica la transformada H a aquesta imatge i es realitza una codificaci6 per zones
de manera que es descarta la segona columna de coeficients transformats i es manté
la primera, es demana:

1) Indicar la matriu de Hadamard d’ordre 4 i ordenar-la en ordre creixent de
seqiiencies (s’anomena seqiiencia d’una columna de la matriu el nombre de canvis
de signe al llarg de la columna).

2) Determinar la imatge reconstruida i el seu error quadratic mitja.

3) Calcular també I’error en el domini transformat. Per que coincideix amb el calculat
a2)?
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4.6  Un sistema de codificacio BTC (Block Truncation Coding) divideix la imatge
en blocs de 4x4 picsels. Per a cada un dels blocs es dissenya un quantitzador de dos
nivells, fixant el llindar del quantitzador i els corresponents nivells de quantitzacio
segons el contingut de cada bloc (quantitzador adaptatiu). D’aquesta manera, cada
bloc queda representat per: 1) un mapa d’uns i zeros, 16 bits en total, que indica el
nivell associat a cada picsel, i 2) la informaci6 lateral que especifica els valors dels
dos nivells de quantitzaci6. El descodificador consisteix en un simple procés
d’assignar a cada picsel el valor corresponent al nivell indicat en el seu bit.

Suposi’s el segiient bloc de 4x4:

146 | 149 | 152 | 156
97 | 122|144 | 147
89 | 90 | 135 145
85 | 92 | 99 | 120

Es demana:

1) Determinar el bloc reconstruit si s’escull com a llindar de quantitzaci6 la mitjana
de tot el bloc i els dos nivells de quantitzacié es defineixen, respectivament, com a
valors mitjans dels picsels que queden per sota i per sobre del llindar, arrodonint a
I’enter més proper.

2) Si els nivells de quantitzacid es representen amb 8§ bits cadascun, determinar la
compressio aconseguida en bits per picsel respecte de la codificacié de cada picsel
amb 8 bits 1 suposant que no s’utilitza cap sistema de compressio addicional per
codificar el mapa.

3) Comentar els possibles avantatges i inconvenients d’aquest sistema de codificacio.

4.7 Es desitja codificar separadament les segiients subbandes: [0-500] [S00-1000]
[1000-2000] [2000-3000] [3000-4000] Hz. Suposant que la velocitat de transmissio €s
32 kbit/s i la freqiiencia de mostratge del senyal ¢s 8 kHz, consideri’s les segiients
assignacions de bits per subbanda:

a)7,7,4,2,1 bits/mostra

b) 7,7, 3, 3, 3 bits/mostra
c)5,5,4,4,3 bits/mostra
d)7,5,4,3,2 bits/mostra

Indicar quines son possibles:
I)a,b 2)b, c 3)c,d 4)a,d 5) Cap

4.8 Un vector de dimensi6 2 i mitjana nulla es transforma mitjangant una
1{\/5 1

transformada unitaria Au=v definida de la seglient manera: — i ﬁ}u =v. Sigui

2
: o . Lop
R, la matriu de covariancia del vector u definida per R, = o 1]

1) Es demana, en primer lloc:
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a) Calcular I’expressi6 general de la matriu de covariancia R, del vector v en
funcié d’A i R,. A continuacid, a partir d’aquesta expressio i prenent p = 0.95,
es demana:

b) Calcular el percentatge de la poténcia total que s’ha concentrat en la primera
mostra del vector transformat v. Comparar-ho amb la distribucié de poteéncia
entre les dues components del vector u.

¢) Indicar la correlaci6 entre les mostres del vector transformat. Comparar-ho amb
la mateixa correlacié del vector u.

2) Es demana també:
a) Trobar la matriu de transformacié de Karhunen-Loeve d’u en funcio de p.
b) Calcular, per al cas de la KLT, la matriu de covariancia Ry del vector v en
funcié de p. Comparar-ho amb la transformacié utilitzada a 1’apartat 1).

4.9  L'equip d'enginyers d'un hospital vol dissenyar un sistema de transmissio de
radiografies per a fer diagnostic remot. Les imatges generades son de NxN picsels
quantificades amb 8 bits, i es volen transmetre per una linia telefonica a 28800 bps. El
codificador de canal afegeix per picsel 3 bits de control (bits start, paritat i stop), per
la qual cosa, si N=1024, la quantitat total de bits a transmetre és aproximadament
11,5 Mbits o I’equivalent a uns 400 segons de transmissio.
Els metges usuaris del sistema estimen que el temps d'espera de la imatge és massa
llarg en el receptor per la qual cosa s’ha pensat en fer un sistema de transmissio més
atractiu. Els metges descarten la possibilitat de comprimir amb perdues la imatge, ja
que es podrien perdre detalls que indiquessin la preséncia d’una patologia.
La soluci6 pensada és un sistema de transmissio progressiva, amb la qual obtindriem
la imatge completa sense error després de quatre transmissions (o refinaments)
successius. El primer refinament seria el que reduiria de forma més important 1’error
en la imatge reconstruida i el darrer el que ho faria de forma menys significativa. A
I'hora de dissenyar el sistema es presenta l'alternativa de fer servir la DCT sobre blocs
de grandaria MxM o bé un sistema basat en el Bit Plane Encoding (és a dir, la
transmissio progressiva de plans de bit: en primer lloc els 2 bits mes significatius per
cada picsel, despres els 2 segiients i aixi successivament), i ens decidirem per aquell
que doni lloc a una imatge reconstruida en el primer refinament que presenti més
poteéncia.
Per tal d'analitzar el problema, suposarem el segiient model per a les imatges tipiques
a transmetre:
1. els picsels x(m,n) (0<m,n<N-1) sén variables aleatories uniformement distribuides
que prenen valors discrets entre 0 1 255.
2. la transformada s'aplica als blocs d'imatge i, en conseqiiencia, cadascun dels
coeficients de la DCT X(k,I) (0<k,I<M-1) és també una variable aleatoria per a la
que suposem una poténcia promig de:

E{x(k.D[ | = Rexp(-a(k + 1) amb >0

Amb aquest model representem adequadament la menor magnitud dels coeficients
associats a freqiiéncies espacials elevades.
Es demana:
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a) Quin es el valor d’R (depenent d'a) per a blocs de tamany 2x2 (M=2)? Justifiqueu
cada afirmacio.
5 n(n +1)(2n+1)
6 )

(Feu servir la relacio: 1+ 2% +..4n

b) Quina és la poténcia esperada del senyal reconstruit en el primer refinament per a
l'esquema basat en la DCT, per a un valor tipic a=3? Negligiu ’error de
quantificacio.

c¢) Per al Bit Plane Encoding, quins son els plans de bit que s'envien en el primer
refinament? De quina forma queda quantificada la imatge original?

d) Quina és la poténcia esperada del senyal reconstruit en el primer refinament del Bit
Plane Encoding?

Un cop triat I'esquema basat en la DCT es demana:
e) Suposant que M=2, descriu en detall quines son les operacions que s'efectuen en el
transmissor 1 en el receptor.

Nota: Les funcions base de la transformacio cosinus son
s (2m + l)kﬂ' 2 k+0
a; (m) = Tl k=0

4.10 L’objectiu d’aquest exercici es realitzar una comparaci6é entre sistemes de

codificacié zonal temporal i freqliencial. Amb aquest fi, suposem que una serie de

mostres consecutives unidimensionals es divideix en vectors de 2 components x(0) i

x(1).

1) La codificacié zonal temporal es defineix en la seva versio a) de la segiient forma:
les mostres originals x(0) i x(1) es reconstrueixen al receptor com »(0)=x(0),
¥(1)=0. En la versid b) les mostres x(0), x(1) es reconstrueixen en el receptor com a
¥(0)=x(0) 1 y(1) =x(0). Calculeu les variancies de I’error de reconstruccio o’ en els
dos casos. Suposeu coneguda la poténcia del senyal a comprimir 14(0) i la

7. (1)
7. (0)

correlacid r(1). Per a quins valors de p = ¢s 1’opci6 b) millor que I’opcid

a)?

2) De forma similar, per a una certa transformacié Ax=z, es defineix la quantificacio
zonal freqiliencial en la seva versio ¢) com la que fixa en I’emissor z(0)=z(0), z(1)=0
i en la seva versid d) com la que fixa z(0)=z(0), z(1)=z(0). En el receptor es
reconstrueix el senyal a partir de la corresponent transformacié inversa. Per a

1|1
=$L 3 J, calculeu les variancies de I’error de reconstruccid en els dos

Casos.
2

3) Si es defineix la relacié senyal-soroll com SNR =10log 10(%) , calculeu les SNR
o,

p
dels casos a), b), ¢) 1 d). Basant-nos en aquest criteri, quin ¢és el millor sistema de
compressio?
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4.11 Se desea codificar una sefial x(n) que responde a un modelo AR de orden 1:
x(n) = p x(n-1) + w(n)

Para ello, la sefial se segmenta en tramos de longitud L muestras y se codifica
independientemente cada uno de estos tramos. Se desea comparar dos posibles
opciones para la codificacion:

Opcion 1

Sea x =[xy, X2 , ..., X¢] el vector formado por las muestras correspondientes a un
tramo. La primera muestra se cuantifica directamente y las demas se cuantifican
diferencialmente, es decir, se predice su valor a partir de la muestra anterior y se
cuantifica el error de prediccion.

Opcion 2
El vector x es transformado mediante la transformada coseno y se cuantifican las
componentes del vector transformado.

En ambas opciones, se asigna a cada cuantificador un nimero de bits tal que la
potencia del error de cuantificacion sea aproximadamente igualen todos ellos. Se
admite que la potencia del error de cuantificacion viene dada por la expresion

E{g? 1= 228

donde o es la potencia del parametro a cuantificar y B el numero de bits del
cuantificador.

Bajo el supuesto de que la longitud de los segmentos de senal sean de L=2, se pide:

a) (Cual es la potencia de las cantidades a cuantificar en la primera opcién en funcioén
de la potencia de la sefial y p?

b) Si N es el total de bits a utilizar en la codificacion de un vector, determine las
ecuaciones que permiten calcular B, y B, (nimero de bits a asignar a cada uno de
los cuantificadores) bajo la condicion de que las potencias del error de
cuantificacion sean iguales en todos los cuantificadores.

c¢) Calcule la suma de las potencias de los errores de codificacion de los componentes
del vector x.

d) Sabiendo que la matriz correspondiente a la transformacién coseno de orden L=2

es
A 1|1 1
21 -1
(cudl es la potencia de los dos coeficientes de la transformacion en funcion de la
potencia de la senal y p?
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e) Si N es el total de bits a utilizar en la codificacion de un vector transformado,
determine las ecuaciones que permiten calcular B; y B, nimero de bits a asignar a
cada uno de los cuantificadores.

f) Calcule la suma de los errores de codificacion de los componentes del vector Xx.

g) Si N =8y p=0.95, determine el nimero de bits a asignar a los cuantificadores y la
suma de las potencias de los errores de codificacion de los componentes del vector
X para ambas opciones de codificacion. Discuta el resultado obtenido.

NOTA.- Tenga en cuenta que logy(x) = 1.443 In(x).
4.12 Una secuencia de video puede considerarse como una sefial tridimensional x(m,

n, j), muestreada en las dos dimensiones espaciales (m, n) y en el tiempo (j), como se
indica en la figura 1.

e R
012 M1 ]

Figura 1 Figura 2

Algunos codificadores de video usan una codificacion hibrida: transformada en las
dos dimensiones espaciales y diferencial en la dimension temporal. Se va a analizar el
comportamiento de uno de estos sistemas basado en la transformada de Karhunen-
Loeve (KLT), para lo cual cada una de las M imagenes (de tamafio NxN pixeles) de la
secuencia de video se reordena en un vector columna de N componentes (como
ilustra la figura 2):

5 =[x(0, /) x(1,)) x(2,j) ... ¥(N*-1, /)]
donde x(@, j) =x(m ,n, j) parai=m+n N

El método de codificacion es el siguiente: se transforman mediante la KLT cada uno
de los vectores x; 0 < j < M-1 y se codifican diferencialmente entre imagenes
(columnas), es decir, en la dimension temporal, los coeficientes transformados. Se
pide:

1) Suponiendo estacionariedad temporal, proponga un estimador de la matriz de
correlacion del vector x;, R =E {5 jgf }, a partir de los M vectores de la secuencia

x5 0<j<M-l.
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Si la funcion de correlacion entre dos elementos de distintos vectores columna sigue

el siguiente modelo aproximado: r(u,v) = E{x(i, j)x(i + u, j +v)} = Cp‘“MV‘ ,

2) Obtenga la expresion deR = E{g_/gf }

3) Demuestre que R (v)= Eﬁ_/gfﬂ} responde a la expresion R (v)=R (0) pM con
RO)=R_.

4) Se usa la matriz R (0) para calcular las bases a, de la KLT, obteni¢ndose los

coeficientes transformados para cada vector de la secuencia mediante
v j(k)zgi x,, 0<k< N°-1. Teniendo en cuenta la expresion de R (v) del

apartado anterior, ;cudl es la autocorrelacion temporal r,,,(v) = E {y ; (k)yfw (k)}

de cada uno de estos coeficientes?
5) Cada uno de los coeficientes transformados y;(k) 0 < k < N-1 se cuantifica

diferencialmente en el dominio temporal j. A partir de la expresion de la
autocorrelacion 7, (v) obtenida en el apartado anterior razone cudl es el orden

optimo para el predictor y el valor de sus coeficientes.

6) (Cudl es la potencia del error de prediccion para cada uno de los coeficientes
¥ ()?

7) Si se codifican unicamente los P coeficientes de mayor potencia con Q bits y se
desprecian los demas, ;cudl es la potencia del error cometido en la secuencia
recuperada?

Qiiestions

Q.4.1 En un cert sistema de quantificacid, la imatge a comprimir es divideix en
subimatges de NxN. A continuacid, cada bloc es compara amb un conjunt de
M subimatges de tamany NxN (anomenades vectors codi) que s’han definit
préviament en I’emissor i en el receptor. El simbol que representa el vector
codi de menor distorsié s’envia al receptor. El receptor disposa dels M
vectors codi 1 selecciona el corresponent al simbol enviat en el lloc de la
subimatge que s’esta codificant. Aquest sistema s’anomena quantificacid
vectorial. Per al cas de N=4, M=256 i per a picsels originalment quantificats
amb 8 bits, quin és el factor de compressio assolit?

Q.4.2 A partir del esquema del codificador de voz de andlisis por sintesis de la

figura comente muy brevemente cual es el papel que juegan los bloques 1 y 2
y el filtro ponderador.
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s(n)
Blogue 1
u(n) S(n o Fi
Generador @ iltro
de excitacion| eH ’ ponderador
= A e
|
|
L Minimizacién |
_______________ "1 delerro -
i e, (n)
Bloque 2

Q.4.3 Disefiamos un sistema de compresion de imagenes de 256x256 basado en la
transformada KL sobre bloques de 8x8. Nos planteamos la posibilidad de
cuantificar ~ los  coeficientes  transformados  (calculados  como
X/ :al.ij i=1,...,64 para cada uno de los bloques x; de la imagen
j =1,...,322) de forma diferencial dentro de cada bloque, es decir,
X =0X/1 X/ =0[X/-aX],] i=2,.64 Vj
a) (Podemos ganar algo en compresion? Demuéstrelo.

b) (Ganariamos en compresion si cuantificiramos cada uno de los
coeficientes diferencialmente entre bloques, es decir,
X'=0[x"1 X/=Q[X/-pX’" j=2,..,32> Vi?Razbnese.

Q.4.4 Respongueu amb una sola frase a cada una de les segiients preguntes que fan

referéncia a la transformaci6 DCT que s’aplica a un bloc d’imatge en
I’estandard JPEG:

a) Quina ¢s la seva finalitat ?

b) Per que es fa servir en lloc de la transformada optima ?
c¢) Provoca perdua de qualitat de la imatge ?
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Sol.lucions

1. PROCESSOS ALEATORIS I ESTIMACIO DE PARAMETRES

1.1  Mitja arrodoniment = 0 Variancia arrodoniment = A%/12
Mitja truncament = -A/2 Poténcia truncament = A*/12+A%/4
L AZ ,
1.2 r..(m)= 27’ cos(2af,m) + o5 (m) Es estacionari 1 ergodic.
=1

1.4 b)m,=H(O0)m,

C) r, (m)=r,(m)*h(m)
d) r,, (m)=r, (m)*h(m)
r,, (m) = r, (m)*h(m)*h* (~m)

e) S, (@) =S, (0)|H(o)’

B 1+cosw 3
"~ 082-08cosw 5—4cosw

1.6 a S (o)

r,,(m) =37.5(08)" - 12.5(0.5)"
be) )
o, = 25
1 1 /.
(vx,vy)(ﬁ@ﬂ)—g(u)j .=
1.8 a) . . 7
(vx,vy)(ﬁﬂﬁ)—ﬁ(lbj L=

b) Si els sorolls son conjuntament estacionaris en sentit ampli:
r, (n,m) = E{x1 (n+m)x, (n)} =r,(m)+r, (m)=r, (m)

1, (nm) = E{x,(n+m)x;(n)} = r, (m)exp(j2af,m) + 1, (m) = r,_ (m)
o (nm) = E{x,(n+m)x; (n)} = r,(m—a)exp(~j2f,n) +r,, (m)

S, (f) = Dr. (myexp(—j2mmf) = S,(f) +5, (f)

S, (f) =2 r, (myexp(—j2mmf)=S,(f +d)+S, (f)

el)PeraB, f4<05 E{p(mp)} =r.(m-a)5(Bf,)+r,, (m)3(S)
e.2) E{p(m,p)} = r,(m-a)8(f~ f,) Maxim per a m=a,p=f; de valor r,(0)

c)

2. ESTIMACIO ESPECTRAL
2.4  a) Com a minim la finestra rectangular hauria de tenir 201 mostres.

b) Com mes segments s’agafin, mes petita sera la variancia de 1’estimacio. Aixo
implica que no es convenient prendre més llargs aquest segments.
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25 ¢ E{Xk (a))X_j(a))} =’ 6(k - j)
26 a)r(2)=064

2.8 a)L=1430
b) L= 950

211 @) 0 @)= 22O, () ®, (@)1
V2 (@)|H(w)
O () S 5. (@) H(w)

J5.(@)(S,.(@) +5.(@) S2(@|H(@) +S.(@)N,
c) [fim @, (@) = exp(j @y (@)
Nlimeny(a)) =0

3. ESTIMACIO i PREDICCIO LINEAL DE SENYALS. FILTRATGE
ADAPTATIU

49 |m|
31 a)r (m)=r,(m)+S(m), r,(m)= g(o.s)

b) §(n) = 0462x(n) + 0.248x(n — 1)
¢) E = 0462

2
3.5 h, 25

h, =[08 -02] h, =[075 00 -025]

3.8 a)Ordres3i4: x(n) = %x(n -1+ %x(n -2)— ix(n -3)
b) 7(0) =4.940., r(1)=433c., r(2)=420.,
r(3) =3860., r(4)=3.650., r(5) =340,
c) k, =-088, k, =-0351, k,=1/24, E=0,

39 a)a, =0, a,=1
c) N=4 a,=0, a,=1/2
N=8 a,=0, a,=3/4
N —>o: a, =0, a,=1

d)a =0, a,=1

3.10 a) r_(m)= Pcoswm+c.5(m)
Pcosa)l(Pcos2a)1 ~(P+ O"i))
(P+ aj,)z —(Pcosa)l)2

b) a, =
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(Pcosa)l)2 - Pcos2a)l(P+ aj)
(P+o;f,)2 —(Pcosa)l)2
c) a, =-2cosw,, a,=1, E=0.

a, =

2) Coeficients: w, =w, =

1+ p°
1+ p
3) G2:1_p2
1
4) Glzl_ 2
5) G, =
) G, 1,5-2p+0,50°

3.12 1) Es demostra de forma immediata plantejant e(n) = x(n) —h"x(n) i buscant E [ez (n)]

3)o; =(1-p +67)0;
4) Aplicant que o, = (1-2h,p, +h)o’ 1 sabent que el guany del predictor es defineix
2
o
com G, =—5, ens dona G, =28dB.Enel cas optim, G, =2.9dB.
o
5) Només cal suposar que las variancies son les mateixes, o, = o, i plantejar

Uj = /”tadzu +(1- l)ajv

316 b)

VhJ(h):i E{2e(n)(d(n) —=x"(mh)} + 11" h|= 2E{em)x"(n)} + 11" =0 (1)
h

o -
— /W =1"h=0 (2)

¢) Fem servir les equacions (1) 1 (2) per a obtenir h 1 eliminar A.

—2E{(d(m) - h"x(m))x” ()} + 217 =0

-2rl +2h'R_ + 41" =0 i substituint a (2) s’obté A:
A _
h’ =(rj; —ElT)ij

A
1"h=h"1= rde;jl—ElTR;;l =0

ryR.1
A= 2ﬁ
1'R_1
. : . r'R1
fent servir les dues expressions: h=R _(r, — 1'R-'1 1)

XX

318 b)  S/N=G,SN,

e)  S/N=G, (S/Ng-2)
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4. COMPRESSIO DE DADES

41 1) 1bit
2) 0,7219 bits
3) 0,6218 bits
16]
4.3  La matriu d’autocorrelacio és R = st llavors buscant els autovalors 1 autovectors
resulta )
_— 11
KL — \/5 _1 -1
45 N1 ” 325 325
. ) Imatge reconstruida: 20 20
Error: 15.625
147 147 147 147
99 99 147 147
4.6 1) 2) 2 bits/picsel

99 99 147 147
99 99 99 99

4.8  1.a) A partir de la definici6 de R, es troba facilment que R, = AR A"

1.b) El percentatge de potencia a la primera mostra del vector transformat es del 91%.
A les dues mostres del vector original, hi ha una potencia del 50% a cadascuna.
1.c) La correlacid entre les mostres del vector transformat es 0.475. La correlacio entre

les mostres del vector original es 0.95, es a dir, el doble.

1 (1 1
2.a) La matriu es la mateixa que el problema 4.3, es adir T, = ﬁ( 1 lj
I+p 0 . :

2b) R, = 0 1-p Observem que la correlacid entre els coeficients del vector

transformat.

86870
49 ) R=r"""""—7
[l + exp(—a)]

b) 95% del total
c¢) Nivells quantificats: 0, 26 27 28427,
d) 66% del total

4.10 1). Codificacio zonal temporal.

a) y(0) =x(0), y(1)=0
La potencia del error de reconstruccio és:
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2
X

o, ==

b) ¥(0) = x(0), y(1) = x(0)
La poténcia del error de reconstrucci6 és

o) =0.(1-p)
Per el cas b), per que existeixi una millora es necessita un valor p > 0.
L’opcio6 b) és millor que la a) si p > 0.5
2) Codificaci6 zonal freqiiencial
¢) Donada una transformada A, que transforma els vectors x de la manera
Ax = z, definim I’opcid ¢) com z(0) = z(0), z(1) = 0. La poteéncia del error

de reconstruccio es:
07 =5 E[x(©) - 50)) + x)-301)7]

Si busquem la transformada tenim:
1 (1 1\(x(0)) (z(0)
ﬁ(l -J(xa)j =(Z(1)j
1 1
2(0) = ﬁ(x@ +x() z(1)= ﬁ(x@ —x(1))

1 1
(0 =5 (20)+20)  y(1)=(2(0)~z(D)
Substituint i imposant la condici6 z(0) = z(0), z(1) = 0, obtenim:

, 1 2 2 1,
0} == E[(x(0) = 5(0)" + (x(1) - ()’ = o =50.0-p

d) Definim 1’opcié d) com z(0) = z(0), z(1) = z(0). De la mateixa manera

trobem
0! =5 E[x@ - 00 + G- ] > 0P =

La poteéncia de ’error de reconstruccio €s la mateixa que la del senyal!!! La
mateixa solucio (dolenta) es troba si es fes y(0) =y(1) =0
3) La relaci6 senyal-soroll es per cada cas:
a) SNR = 10log2 =3 dB
b) SNR = 10log(1-p)! dB
¢) SNR = 10log((1-p)/2)"! dB
d) SNR = 10logl =0 dB
L’opci6 c) dona sempre la millor SNR si p > 0. Aix0 és logic tenint en

compte les propietats de compactacio de les transformades unitaries.
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