Filtres analogics i digitals
(FEAD)

Conceptes basics sobre
processat digital




Punt de partida

e Consideracions generals:

o Els senyals contenen informacié de I'activitat fisica que ens envolta (veu,
imatge, dades del ambient, etc )

e Analitzar aquesta informacio implica realitzar un processament
determinat.

o Elfiliratge és un tipus de processament de senyal, ja sigui analogic o
digital
» Elfiltratge digital electronic requereix:
- L’0s de dispositius programables (FPGA, P o DSP)
Conversio d’analogic a digital

s i —p Sortida

Sensor
Condicionament

_ Ic’ ’ . . ’ ; : -] s
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Senyals: Temps continu vs. Temps discret

e Domini

4 X

N

E = {x(t)? , Vit e [— oo,_oo]

esta definit per qualsevol valor de i dintre del rang

e Domini
5 : x={x(n)}] ,Vnel[-o,u]
e

esta definit només per a valors enters de n dintre del rang.
Existeix un interval de mostreig T. No hi ha valor definit durant el interval
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Representacions discretes

e Grafica e Funcional
x(n)

-

° ; 0

x(n):< 1, perl<n<3

, per-3<mn<0

kln , per qualsevol altre cas

5 4 .—3 2 -1 0 Db
e Tabulada e Seglencia
n AL SR WiEE 20 EECY PR DA D o et B Lol Ly x(n)Z{...-4,0,0,0,0,1,1,1,4,5}
11 ) H Db T ST o 1213 o e B ot S e 13540 . | |

T
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Senyals discrets. Exemples

e Impuls unitari: 0(n) e Exponencial: x(n) = a”, per tot

5(n) 0<a<l
1, pern=0
o(n) =
0, pern#0

{[[ITXTTTTT$¢99. :

o Gra(’)unite;:;i):u(n) oH?TTTTTHHHH n

1, pern=>0

Tl

R D o Moy (o Sy Lo A s WA C S

° Rampa:ur(n) lJill;;aos¢¢ z

1<a
u,(n) : (n):{n, pern >0 .Q.Q.Q.Q °*? T T T I { [ o
TTI ’ 0, pern<0 ‘$llllll
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Sinusoldes discretes

x(n) = A-cos(2-7r-f.n + 9), Vn e [[— 00, oo]

e Propietats:

Només son periodiques si f és . Aix0 implica que ha d’existir
un enter k tal que f = k/N, on N és el nombre de mostres de x(n)

Totes les sinusoides de frequencia separades per multiples enters de
2+ son . Les uniques frequéncies diferents entre si sén

les que estan dintre del rang: -2 < f < % (-n < Q < 7). La resta estan
repetides i son alias d’aquestes.

El grau d’oscil-lacio més gran possible només es pot assolir quan f =
Y2 (0 bé f=-Y%) o, de manera equivalent, 2 =« ({2 = -x)
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La conversio A/D

e A la practica, els senyals tenen naturalesa analogica. Per processar-
les amb eines digitals, prviament és necessari transformar-les a una

sequeéencia de valors numeérics.
e EIl proces es realitza mitjangant conversors A/D (ADC.- Analog-to-Digital

Converter)
. X (n ) gﬂm xq (n ) h S s S {x]’ xz, 43 xn }
X, (1) — . Mostreig | ====$> . Quantificaci6 === C ——
... . - Seqiiéncia digital
Aproximacio
Senyal per graons
A Original
3 Hold \ AZLIi -
Sy
Bl X
=
—» Sample
| | | T
0 2T 4T 6T 8T
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Consideracions sobre el mostreig

El conversor A/D realitza una adquisicio de senyals analogiques

caracteritzada per un
x(n)

( i, )
® ®
x(n) = x,(nT)
Senyal en )" Senyal en
temps continu I N I temps discret
F= LT
Mostrejador T T T Y
S B . ORI R a3 e S S O W IS T O,
FS.- FrequenC|a de mostrelg
Tt B e, B le L I = IR

Aquest, estableix una relacio entre les variables de temps continu i
discret ¢ = nT = n/F, que té implicacions importants, sobretot, en
senyals que tenen (o frequencials)

Perdua d’ienformacio6
en el mostreig
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Com escollir F.?

e Teorema del mostreig

Donat x,(#) que conté components freqliéencials on (F, . = B ) ésla
component amb la freqiiéncia més elevada, si la freqliéncia de mostreig F

éstalque F, > 2-F, = 2B, llavors és possiblerecuperar el senyal

mostrejat mitjancant la funcié d’interpolacio:

i sin(27-Bt)
glt)= 27 Bt

realitzant el calcul:

)= 5n e[~ 1) 5 2l tlon20)

n=—oo S n=-—0oo S

Fs =F,=2B=2F,

No obstant, aquest procés només té una utilitat tedrica (N=00). Normalment,
s utilitza un mostreig superior a la tasa de Nyquist i s’interpola

D -’ José Antonio Soria Pérez
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La quantificacio

A la practica, la dels valors d’'una sequéncia esta al nombre
de digits (o bits) utilitzats en I'adquisicio A/D.

Error de quantificacio:

Si O denota al proces utilitzat en la quantificacio de x(n), (x,(n)=0/x(n)],

0 ), 'error de quantificacio s’espressa e, (n)=X,(n)-
X(n) X4(1) Nivell de
x,(n) quantificacio
Exemple: 5 // //
0.9
0.9" pern>0 o '/ - i
x(n) = 0.7
0, pern<0 0.6 ~ A
Rang de 0.5 \<07 T
— £ 0.4 e Yy
FS 1 Hz quani; 0.3 Grao de
sigbificatiu (un decimal) i quant
11 nivells de quantificacio (L =11) TR e S e :
_ Fmax = *min kL é < ( ) < é L’error maxim no supera la
o =iy 2) R eq i 2 meitat del grao de quantificacio
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SONR

e EISQNR (Signal Quantification Noise Ratio) s’utilitza per mesurar la relacio
entre el senyal i el nivell de soroll produit per la quantificacio

Exemple de calcul amb un sinus
Mostra quantificada \ . * g *

Senyal conversor A/D

Mostra no quantificada - (nT) e
L ific 2% n\ Senya)faz;;zgmal x,(nT) g 74{ _______ A2
g | 3

4A * /i i i
3A : i I
2A ¥ . T e
:§ A e /| A ! : 1 t
T o0 T 24 FP R Q="
THRA . * e (1)
4A R | 0 1
0 T TR A T AT WL DT S OF e Bk [l 5. 1 s RO “
Temps A = 2A
Poténcia mitja del error i del senyal: 54
iz 1| A*/3 P57 1 f ST
P =—|eXt)dt=—|e(t)dt = » |SONR == ==.2? Pi= = {{AcosQ 1) df =—
q Z_:.;q(_) T'([ q() _22b Q _ 1)(] 2 4_ ED Tp _(.;( _ 0) 2

e, ()= (A21)t, Vi € [— i r] r denota el temps en que x(z) esta dintre dels marges de
quantificacio
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Mes sobre senyals | sistemes

e Conceptes importants a coneixer
Energiai potencia
Periodicitat
Simetria

e Transformacions basiques
Desplacaments (shifting)
Reflexe
Compressio | Descompressio de dades

Operacions aritmetiques: escalat, suma i multiplicacio punt a
punt

S ‘{ 7 ] ) ’ Y ’ Y P
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Energia vs Potencia

e Energia e Potencia
E=3xtn)’ P=1li
|E= 2hn) . fim 2 sl

N .- Nombre de mostres de x(7)
e Consideracions:

Si Eesflnlt(0< E< ) P = le(n) és un <
Aquest es el cas de tots els senyals que tenen un caracter tran5|tor|

Si E és infinit, P pot ser tant finit com infinit. En el cas que P tingui
un valor finit x(72) és un

i i son exemples de
senyals de potencia. La rampa no és cap de les dues
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Periodicitat

e Un senyal x(n) és N (N > 0) si compleix que:
x(n+N)=x(n) ,Vn
en cas contrari, estarem parlant s’'un senyal

x(n) x(n)

I I

Senyal aperiodic

@ Universitat Politécnica de Catalunya 14/33



Transformacions basiques

x(n)
- ﬂ
o SE TG * A 23Dk oo DS MY ST vl ST A R Qe
e De °
x(n-3) x(-n)
hns o
-5 -4-3‘-101234567891011 -8-7-6-5-4-3-2-101234‘678
Retard Simple
x(n+2) x(-n+2
1098 65432101 324 5006 654321012 4555 78910
Avancament Compost
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Simetria

e Un senyal real x(n) és (o ) si x(n)= x(-n)
e Un senyal real x(n) és (o ) si x(-n)= -x(n)
x(n)
x(n)
AlliE Bl
-4 -3 -2 -1 PRVt ll
Senyal parell J Senyal senar

e Qualsevol senyal arbitrari pot expressar-se com a una suma de dos
components: un parell i I'altre senar

i l } AT Component
CaT g T x(n) = x,(n)+ x, (n)
Xo (n) 7 % :X(i’l)— X(— n) — COZ;pr](;r;ent

L José Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 16/33
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Altres transformacions

x(n)
-8-7-6*-4-3-2-1012345678
° (Compresio) e (Descompresio)
y(n)=x(2n) {y(2n) = x(n)

y(1+2n)=0 |
_._._.T oo Ul R (R Ic[c a—c{c

4-3-2-10123 4 -13—12—11‘-9 -8-7-6 -5-4-3-2- 8 9 10 11 12

e Altres operacions

Escalat: y(n)=Ax(n)
suma: y(n)= x,(n)+ x,(n) ,Vnell-wo,0]
Multiplicacié punt a punt: y(n)= x,(n)x,(n)

5 Departament d’Enginyeria Electronica
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Filtres analogics i digitals
(FEAD)

Sistemes en
temps discret




Definicidé

PS Técnicament

o Un sistema és un dispositiu (programable) que realitza operacions sobre
un senyal discret d'entrada per generar un altre senyal discreta que
s'anomena sortida

— |> —
Sensor - :

Acondicionament

—p Sortida

e Cientificament

» Consisteix una transformacio de I'entrada x(n) per produir una sortida
y(m)

T
x(n) —— y(n)

Un filtre digital consisteix en
aplicar un T/+] a un x/n]

e  |—2™
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Exemples:

e Activitat:

Determineu la resposta y(n) dels segiients sistemes al senyal
d’entrada x(n)

x(n) < {”l, per-3<mn<3
0, en qualsevol altre cas

y() = x(n) y(n) = 1/3-[x(n+1)+x(n)+x(n-1)]
y(n) = x(n-1) y(n) = max {x(n+1), x(n), x(n-1)}
Y = x(n+1) y(n):;_x(k):x(n)+x(n_1)+x(n_z)+...

5 Departament d’Enginyeria Electronica

- José Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 3/33



Primeres consideracions

La sortida en un instant n = n, no pot sols dependre de I'entrada

en aquest instant, x(n,), si no pot dependre dels instants
| tant de I'entrada com la sortida

Exemple: L'acumulador

yin)=Y xlk Zx = y(n—1)+x(n)

k=—

e De fet, son les condicions inicials, {y(n,-1), y(n,-2),...} que
juntament amb x(n) per n >n_ determinen univocament la

sortida y(n)
Siy(ny-1) = y(n,2) = ...= y(n,-N)= 0 es diu que les condicions
Inicials son o bé que el sistema esta en

- ‘:ﬁfé Departament d’Enginyeria Electronica
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Representacio grafica de sistemes discrets

e El metode més estes consisteix en utilitzar diagrames de

e Blocs basics:

x,(n)
S x,(n) yt(n) = x,(n)x,(n)
y(n) =x,;(n)+x,(n) x,(n) y(n)=ax(n) FESGL BT
SR LG > > T
a
Xa(n) * 7. . . . x,(n)
Sumador Factor d’escala Producte mostra a mostra
x(n) y(n) =x(n-1) x(n) y(n) =x(n+l)
— ! — — ; —
Retard Avancament

#¥, Departament d’Enginyeria Electronica
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Diagrama de blocs. Exemple

y(n)= %y(n —1)+%x(n)+%x(n —1)

e Implementacio:

x(n) —— (D> (1) — ()

A RSN So,rla Pzl S Universitat Politecnica de Catalunya
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Caracteristiques generals dels sistemes discrets

e Serveixen per classificar sistemes discrets en base al comportament,
tant de la variable de sortida com els seus parametres

e En m_oI_ts casos, determinen I'Us de certes en
'analisi
e Caracteristiques de comportament:

Segons les vairables d’entrada-sortida:
Estatic o dinamic
Estable o inestable
Causal o no causal

Segons els parametres del propi sitema:

Invariant o variant en el temps

Linealitat: Lineal o no lineal

Recursivitat: Recursiu o no recursiu

Resposta impulsional: finita (FIR) o infinita (lIR)

e Per cumplir amb la caracteristica (o propietat), aquesta ha de donar-se
per senyal d’entrada x(n)

#  Departament o’ Enginyeria Electronica @ Universitat Politecnica de Catalunya



Sistemes estatics | dinamics

Sistema estatic (o memoria) €s un sistema en que la sortida
per a qualsevol instant n depén de I'entrada, nomes en aquet instant

En cas que tambe depengui de o) de
I'entrada és un sistema dinamic (o memoria)

Exemple:

Sistemes sense memoria Sistemes amb memoria

W s S @ Universitat Politecnica de Catalunya 8/33
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Sistemes invariants | variants en el temps

Un sistema és invariant en el temps si les seves
d’entrada-sortida no varien en el temps

Teorema;

Un sistema en repos T/:/ és invariant en el temps (o al
) si, i nomeés si:

e ene el s e

per qualsevol x(1) amb V|n, k| I|-o0,00]. En cas contrari, el

sistema és considera que €s en el temps.
Sistema invariant y(n) = nx(n) Sistemes variants
y(n)=x(n)=x(n-1) en el temps y(n)=x(=n) en el temps

5 Departament d’Enginyeria Electronica
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Linealitat

Un sistema lineal és aquell compleix el

Teorema:

Un sistema T/-] és lineal si, i només si:

Tlayx;(n)+ ayx,(w)] = a;T[x,(n)] +ayT[x,(n)]

per qualsevol x,(n) i x,(n), per [al,az]e R

Exemples:
y(n)=n-x ”)} y(n)=x*(n
) Sistemes lineals Sistemes no lineals
y(n)=x{n") ()= ™

@ Universitat Politécnica de Catalunya 10/33



Causalitat

Teorema:

Un sistema 77/ és causal si per a qualsevol instant de temps, la
sortida només de les entrades i (no futures)

y(n) = F[x(n), x(n-1), x(n-2), ...] |,Vne ][0,00]

Exemples:

Sistemes

| Sistemes
causals ¥y

= x(2n) no-causals
(

3
II
. M
8
=
s A ) e At
B esale el o S
N O A M e

En la practica, es impossible implementar sistemes no causals

‘:ﬁfé Departament d’Enginyeria Electronica
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Estabilitat

Teorema:

Un sistema 7/:/ qualsevol té entrada i sortida acotada (BIBO.-
Bounded Input- Bounded Output) si per una entrada acotada M. :
x(n)| < M, < =, produeix una sortida acotada M : [y(n)| < M, <
per Vn € I[-o0,00

En la practica, sistemes inestables presenten comportaments
| gue causen saturacio i desbordament) de les

aplicacions (overflow)

Per aquest motiu, I'estabilitat €és una de les caracteristiques més
considerades en el disseny d’aplicacions industrials
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Recursivitat

e La sortida d'un sistema depen de si mateixa, a
mes de lI'entrada

i(n) = F[y(n-1), y(n-2), ..., y(n-N), x(n), x(n-1), x(n-2), ..., x(n—M)i

e En els sistemes la sortida nomeés depen de
'entrada

_y(n) = F[ x(n), x(n-1), x(n-2), ..., x(n-]W)]_

Exemples:
o) =2y 1)+ =2
)=~ (1 -1)+ — x{n) : A
n+1 n+1 per x(n) = Aum) iy-1) =T iJ= VK
Mitja acumulativa Arrel quadrada (\[ 4)

5 Departament d’Enginyeria Electronica
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Aplicacio de la recursivitat

e El seguent sistema:

y(n)= —Zx(n), Vn e [[O, OO]

requereix guardar x(k) per tot 0 < k < n per calcular y(n). Aquesta
implementacio no és eficient perqué requereix molta memoria (n creix).

e Pero fent petits canvis:
ol n 1
b R — e AT £ B
(n+1)y(n) ;x(k)+ x(n) y(n) o y(n )+ st x(n)
es pot implementar la mateixa operacio de
memoria

e Per aquestarad sempre eés convenient descriure els sistemes des de el
punt de vista recursiu

= ‘:ﬁfé Departament d’Enginyeria Electronica
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Interconnexiod de sistemes discrets

e La connexio (cascada) i la connexio s'utilitzen de
manera combinada per formar sistemes discrets més complexos

Interconnexio serie

3 ()= [x(n)] Vs
y,(n) =TT [x(n)[j =7 [x(n)]

|

[

o3
| 3]

En la connexio série, per a que es compleixi la propietat commutativa 7', i 7,
han de ser i . (Sistemes LTI)

Interconnexio paral-lel

v, (n)= T[]+ 73 [x(n)] =
= (1, + 7,)x(n)] =7, [x(n)]

|

1,7,

#% Departament d’Enginyeria Electronica
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Tecniques d’analisi dels sistemes LTI

e Hihan de tecniques considerades com a en 'ambit
de processament de senyals:

Descomposicié de components elementals de x(n)

( ) = ( ) k.- Nombre de components
M) Z Cr A\t { x,.- Component elemental o descriptor k-¢sim de x(n)
s c,.- Coeficient de ponderacio de x;

En la practica, hi ha basics per escollir x, segons el
tipus de senyal x(n) a considerar.
- no hi ha restriccions en x(n)

: Quan x(n) és periodica (x, = e’“". FFT)

Equacions en diferencies (Espai d’'estats)

N M
y(n) = —Z a, 'y(n e k)+ Z b, -x(n - k) a, i b,.- Parametres constants
k=1 k=0
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Descripcio impulsional dels senyals

e Es basa en l'us del

senyal. x,(n)=0(n-k)

x(n)

L
T e |
S(n-k) i
x(k)-o(n-k)

com a descriptor del

x(n)= Y x(k}5(n k)

k=—00

X(n) s’expressa com una suma
ponderada d’impulsos unitaris
desplacats.

El coeficient de cada mostra esta
fixada segons el valor de la mostra

original en l'instant k

G x(k)

>N -", José Antonio Soria Pérez
# ~#%, Departament d’Enginyeria Electronica
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Resposta impulsional d’'un sistema LTI

Q0 " Q0 .

x(n) = Z x(k)-é‘(n — k) — y(n) = Z x(k)-T[&(n - k)] D y(n)=TTx(n)]
k=—o0 k=—c0
Expressio d’un senyal ' ; \1{ ; Sistema

hn—k)=T[s(n-k)]
Resposta impulsional
/ del sistema

' SR APV | B Convolucio
ho 0 | y(n)_k;o e k). y(n)=_x(k)*”(k)
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Calcul de la convolucid

o0

e Lasortida y(n) en linstant n=n, té l'expressio: ¥(n,)= D x(k}h(n, k)

k=—00

e Aix0 equival a realitzar operacions:

1. Reflexid de h(k) respecte a k=0 per obtenir h(-k)
2. Desplacament de A(-k) n, posicions a la dreta/esquerra en cas de
que n, sigui positiu/negatiu per obtenir A(n,-k)
3. Multiplicacioé punt per punt per a tot & per obtenir
v, (k)= x(k}h(n, ~ k)
4. Suma de la seqiiéncia v, (k) per obtenir el resultat en n,, (y(n,))

)= 3w, ()

e El procés anterior s’ha de repetir per tots els instants de n (-c0 < n < o0)

=) 7 J ) , y ' -y F
- 3 Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 19/33
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La convolucio (Exemple)

e Calcularem la resposta pel sistema #n) = {1, % 1,-1},amb entrada: x(n) = {%, 2,3, 1}
h(k) x(k) h(-k) x(k)
3

100 ¢ ‘ AR SR
QO

120 1D ) B (P 0 |

& ym)={..,00,14288,3,-2-100,..}
Desplagament ‘ \\&K v () T
h-1-k) &
T% ‘ Y1) =1
1
I SRR A o i

Bpagd
S ,c’ 7 . . 7

é 7 IR arIiqIuy So,rla P?rez ' Lage Universitat Politécnica de Catalunya 20/33
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Propietats de la convolucio

e Commutativa:

i (1)
yn)=x(n )*h( )=h(n)*x(n) — 1 - h(m) |-
kZ k)h _Z_: k _ x(n)_» hz(n) - h](n)_ysﬁq)
x(n) y,(1)
2 : : ——=h,(n) *h,(n) —
e Distributiva A

s
S
N
_|_
=
T
S
()
*
>~
(V)
T
&
Nt

(o) )+ =)

h(n):ihj(n) e T @'_ysm)

h,(n)
e Associativa ) ()

() 1, (n)]* 1y (n) = x(n) [l () * 1y ()] fhl(nﬁhz(n) —>
h(n)=hy(n)* hy(n)*...* h,(n)

@ Jos¢ Antonio Soria P e T It 21/33
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Propietats dels sistemes LTI

e Causalitat
Un sistema LTI es també causal si, i només si, la resposta
impulsional és nul-la per tots els valors negatius de n
h(n) =0, pern <0
e Estabilitat

Un sistema LTI és estable si la resposta impulsional €s absolutament
sumable (convergeix a un valor finit)

S, = i\h(k)(@o
e Duracio (o llargaria) de Ia resposta |mpuIS|onaI

FIR (Finite Impulse Response).- Finita — Zh
h(n) 0 pern<0|n>M

IR (Infinite Impuls Response).- Infinita —  y(x Zh

‘:ﬁfé Departament d’Enginyeria Electronica
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Sistemes IIR

e Els sistemes FIR es poden implementar en
base a la convolucié amb un nombre finit de recursos
computacionals (sumadors, multiplicadors i posicions de
memoria), pero no els sistemes IIR (nombre infinit)

e Aplicacions d’interes, com filtres digitals o el modelat de
sistemes, s'implementen eficientment amb sistemes |IR

e Existeix algun métode practic i eficient per implementar
sistemes IIR? ... Afortunadament,

Per mitja de les 11

o ) Departament d’Enginyeria Electronica
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Sistemes LTI expressats per les equacions en
diferencies

e Notacio general:

kZN(;ak-y(n—k)z kﬁ;bk-x(n—k) — y(n)z —kZN;ak-y(n—k)Jrkﬁ;bk-x(n—k)

N.- Ordre del sistema

e y .- Resposta forzada (0 estat zero).- Part de la sortida
deguda al senyal d’entrada x(n)

p )= Y b+l =k)

e yResposta natural (6 entrada zero).- Part de la sortida
deguda a condicions inicials, no nul-les, del sistema
N

y.(n)= —; a, y(n—k)

irid
[ ] N
S LA
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Sistemes LTI expressats per les equacions en
diferencies (cont.)

e Exem 2 le 0 Y(0)=ay(-1)+x(0)
1 y(D)=ay0)+x(1) = a’y(-1)+ax@©) + x(1)
y(n)z x(n)+ayn-1) —s { 2

Y2)=ay(1)+ X(2) = aPy(-)+ a@x(0)+ax(1) +x(2)

SIS S
(Rl

: y(n) = ay(n-1)+x(n) = a"-y-1)+ a"x(0) + a"'x(1)+...+ ax(n-1)+ x(n)
n
y(n)=a""y(-1)+ Y a*x(n—k), n>0
k=0
yzi(n) yzs(n)

e Com calcular la sortida? | 35
Pera=1 3

D)
1.5 yim)
! X ¥ !
x(n) T [ y(0)=0 00 PR n
3
Ll : | iym“ b n=1 —> y(D=x(1)+y(0) =1

—> Y(2)=x(2)+y(1) = 2.5
— Y3)=x(3)+y(2) = 1.5

A

-1

15 2 10T
N W N~

oot o] S
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La solucio de les equacions en diferencies

e Consisteix en resoldre I'equacio diferencial (trobar y(n) =
f(n))

Metode directe: Per equacions diferencials
Metode indirecte: Mitjancant la ‘transformada z’

e Metode directe.- y(n) es calcula mitjancant les seves dues
components (resposta natural i forcada)

N
Solucié homogenia: y,(n), quan x(n) =0 =—> Zak y(n—k)=0
Soluci6 particular: y,(n), per a l'entrada x(n): ~ *~

N N
Zak-y(n—k):zbkx(n—k), a, =1
k=0 k=0

Solucio total: y(n) = y,(n) + y,(n)

@ Universitat Politécnica de Catalunya 26/33



La solucié homogenia y,(n)

e Procediment:

Es considera que la solucio és de tipus exponencial (y,(n) = A") |
s’obté les solucions de I'equacio caracteristica:

N N
Zak'y(n—k)z Zakvl”_k - ln_N(/lN +a, A +a, A +...+aN_1/1+aN)= 0
k=0 k=0

N arrels: Ay, A, ... , Ay
Solucio segons la naturalesa dels coeficients a,, a,, ..., ay:
YA =G R G
Ordre maltiple: ¥,(n)=C, A+ ConZf + Cn’ A +...+ Con™ ™ +C, A, +

ST Opey i
Complexes: ...

C,, C,, ..., Cy son coeficients de ponderacio

#3¥, Departament d’Enginyeria Electronica
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La solucio particular y (n)

e Procediment:

Es la solucié per a una entrada especifica x(n) per (n > 0) de I'equacio
en diferéncies:

N
Zak.yp(n_k):
fo=0)

Forma de y,(n) depen de la forma de I'entrada x(n)

bk°x(n—k) Sidpi=2t

M=

k=0

Entrada x(n) Solucio particular y,(n)
A (cnt.) K
A-M" K-M"
A'I’ZM K0°nM+ K].nM_]—l_... =+ KM
A"nM AYNK M K e SR K )
A-cos(w,n)
. . _|_ . .
o) K, -cos(wyn)+K,sen(w,n)

‘:ﬁfé Departament d’Enginyeria Electronica
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Solucio i resposta ‘h(n)’ de sistemes LTI recursius

e La soluci¢ total (y(n)=y,(n)+y,(n)) serveix per determinar els
seus parametres constants (C)

e Six(m)=203(n), laresposta impulsional d’'un sistema recursiu
coincideix amb la solucié de I'equacio homogenia y,(n)

Demostracio:
()= b, x(n—k)=> b, 6(n—k)=b,uln)=hin)
k=0 k=0

v ()= :zouk)-x(n-k) 020

h(1)=y.(n)

i Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 29/33
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Revisio de propietats dels sistemes LTI

e Linealitat:

El principi de superposicio s’aplica tant a la resposta for¢ada (y,,)
com natural ()

e Invariancatemporal

Si els coeficients {a,, b,} son constants o no depenen del temps, el
sistema és invariant en el temps

e Estabilitat

Totes les arrels del polinomi caracteristic en la solucio homogenia
(v,(n)) ha de ser inferior a la unitat

& i
yh(")=h(n)=zck'/12 Py ;V“k
o <

n
<0
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Equacions en diferencies vs. H(z)

e Equivalencia amb en el domini z
=

| x(n > a) = x(z)-z

e Exemple: L’acumulador

J’(n)z x(n)+ y(n—l) ibk.z_k
b H)=—,
Wz)z" = xlz)z° + pz}z" 1+kzz;ak z
yz)=x(z)+ y(z)z
; . :
i{(Z):iC;ggzl—lz_l =Zi_1 — -z

W s S @ Universitat Politecnica de Catalunya 31/33
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H(z) vs. Equacions en diferencies

e H(z) és util en I'analisi de sistemes discrets perd per implementar-lo en
DSP s'utilitzen les

e Exemple: _ _
X(z) 2.22 s Yz)
z2+3z+2
s =
H(Z): Y(Z): 2:z°+z 24z

X(z) Z+3z+2 143z 42272
7
Y(Z)‘(l +3z7 + 2‘2_2)= X(z)(2 + z‘l) -»> Y(Z)—I— 3’Y(Z)'Z_1 i 2'Y(Z)’Z_2 = 2~X(z)—|— X(z)-z_1

y(n)+ 3°y(n i 1)+ 2°y(n = 2) = 2°x(n)+ x(n = 1)

y(n—1)=2-y(n - 5 - Algorisme de calcul

_i Departament d’Enginyeria Electronica Universitat Politecnica de Catalunya
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Implementacio software

e Exemple estructura

Y(Z) & PR
X(z) a3l 2:772

H(Z)z

y(n)=-3y(n-1)-2-y(n—2)+
+ x(n —~ 1)+ 2-x(n)

e Posicions de memoria:

Retards
y(n-1)
y(n-2)
x(n-1)

Auxiliars :
o g I
x(n)

Inici ]
| ¥ — YN
-y y(m-1) — YNI
Definicio de \ :
les posicions de | == y(n=2) = YN2
memoria x(m) — XN
l x(n-1) — XNI

Inicialitzacions I =)  YNI1=0,YN2=0,XNI=0

>

Y

-~

Lectura de
Dentrada

= XN = Inport (A/D)

|

Processament P YN =-3-YNI-2-YN2+XN1+2-XN

Resultat a sortida | ==  Quiport (YN)

YN2=YNI
Actuadlitflacio' de | ) YN1 =YN
— XN1=XN
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De ‘Directa |’ a ‘Directa II’

e Sistema de primer ordre:

y(n) =iy -y(n — 1)+ bo-x(n)+ b, -x(n - 1)

v(n)=b, °x(n)+ b -x(n - 1)}

y(n)=—a,-y(n—1)+v(n)

Estructura directa 1

________________________________________________

x(n) ! ' v(n) |
() | SR y(n)
b(} E i L\
z1 z1
b; o
__________ o e
l Intercanvi de blocs
X(n) Eemmessnmanianting  w(n) S pEeSea L y(n)
— ; : B
v b(} i
e - i
z .
w(n-1) w(n-1) ]

x(n)

wn) b,

\J
Z—I
ol b,

<

Estructura directa I1

y(n)
TF_.
t

y(n) =D °w(n)+ b, °w(n — 1)}

w(n) =—q -w(n = 1)+ x(n)

e Segons l'estructura adoptada es poden estalviar recursos en

determinades aplicacions

D % Jos¢ Antonio Soria Pérez
#%) Departament d’Enginyeria Electronica
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Directa |

e Una de les més adoptades, ja que minimitza posicions de memoria

HE) = H G, ()= ) 34,

Hl(z)zzbk'zik Hz(Z): M1

& 1+ ) a,z
k=0

: @
w(n)=— 2 a,-o(n—k)+x(n)=x(n)-a,-o(n-1)- J) -

y(g)

0

k

A
A
\

A é
\ i Nwl
-0—0—©

M=

b

—a,0(n-2)-..—ay,-o(n—N)

y(n):gbk-w(n—k):bo-a)(n)+b1-a)(n—1)+...

kb, 0(n—M)

e Recursos necessaris:
e To | -ay; by
Posicions de memoria: max{M,N} T - ‘ -

Sumadors: M+N
Multiplicadors: M+N+1
Equacions a calcular: 2

g
=
N |
~
S
A
y
A )

0
=
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Correlaci6 encreuada 1 auto-correlacio

e S'utilitza per extreure informacio en funcio del grau de entre
dues sequencies x(n) i y(n) (Semblant a la convoluci6):

r ()= x(n)(n—1)=

Nn=—00

Per seqiiéncies de duracio finita

N : ) 2 Correlacio N—k|-1
_nzz—oox(n-FZ)y(n) Vyx( l) encreuada: rxy(l): Z_x(n)y(n_l)
Te X Auto- Mais]
x AUtO.CorreIaCIO' . correlaciéo:  Tw (Z) = Zx(n)x(n = l)
Ve (Z) = ZX(H)‘X(}’I o Z) on: i=[, k=0 per >0
Sy i=0, k=I[ per [<0
e Exemple:
!
) =l w050, 2, 5058, 710253700, 2 Solucio:
ym)={..,0,0,1,-1,2,-2,4,1,-2,5,0,0, ... } Iy, () ={ 10, -9, 19, 36, -14, 33,0, 7, 13, -18, 16, -7, 5, 3 }
! 1

#¥, Departament d’Enginyeria Electronica
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Propietats de la correlacio | auto-correlacio

e Sidues sequencies x(n) i y(n) presenten energia finita £ i £,
respectivament, la correlacio encreuada verifica que:

T (l)‘ < \/rxx (O)-ryy (0)=./E, E,

(0], 0)=E,

XX

e Enelcasde que x(n) = y(n),

e Normalitzant la correlacio, s’eviten problemes d’escalat a les
sequencies d’'entrada, doncs mante la integritat de les formes d’ona.

Correlacio encreuada i auto-correlacio normalitzada

()= :(((l))) poll)= erx’{g)(? Q

Exemple - Determineu la seguent auto-correlacio: {

x(n)=a"-u(n)
O<ax<l

1 ) ==

Fxx(l): 2-am, —0<] <o rxx(()): ; = pxx(l): a\l\
17 e ]

‘:ﬁfé Departament d’Enginyeria Electronica
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Correlacio en senyals periodics

e Donat y(n)=x(n)+w(n), on x(n) €s una sequencia N-periodica i w(n)
representa una interferencia aditiva.

e Es consideren M mostres de y(n): yn)=0pern<0ipern>M,ies
normalitza per un factor 1/M.

1 M-1

o )= 27 3 hyla=1) =2 Sl ool 1)+ 1)

M =

0 E
Ptk (Z)M)%@‘FM — - Picen /=0 que s’esvaeix molt rapidament

» - Correlacions creuades practicament nul-les tenint en
compte que no hi ha relacio entre senyal i soroll

> - Presenta pics periodics en / = 0, 2N, 4N, ...; que
decreixen a mesura que / = M.

Selecciodel: [ < MA

e La correlacio permet detectar senyals periodics x(n) immersos en soroll

w(n) i identificar el periode
@ Universitat Politécnica de Catalunya 38/33




Correlacio | sistemes LTI

e Hem vist que amb la resposta impulsional, la sortida d’'un sistema LTI es
determina mitjancant la convolucié:oo

)= H(n)*x(n)= ki)

k=—o0

e De la mateixa manera, es pot determinar la correlacio entrada-sortida
mitjancant I'autocorrelacio d’entrada:

. (1)=h()*r, (1)
ry(0)=h=1)*r, (1)

e Si el sistema de la resposta impulsional /(n) és estable, llavors existeix
r(D) 1, per tant, es pot determinar I'autocorrelacio de sortida

.ryy(l):rhh(l)%rxx(l)
r(0)= 35, ()% 7 (k)

k=—0

#% Departament d’Enginyeria Electronica
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Filtres analogics i digitals
(FEAD)

Analisi FreqUehciaI dels
senyals | sistemes digitals




Convencions utilitzades

e Minuscules: Funcions dels dominis analdgic i/o digital.
e Majuscules: Funcions transformades

F(x,d)
Funcié —T T— Variables dependents

e Variables i expressions:

Analogic Digital Temps Frequencies
Temps t ian - Funcio de h(n), h(®) Hes), H(2)
transferéncia - ; :
Frequéncia F f Resp. impulsional Resp. Frequencial
Frequéncia X,(2),x(n) H(s), H(7)
angular £ e . Senyals Representacio Representacio
temporal Frequencial

° Constants i Parémetres:

T p —>  Constant a) k _» Valor k-ésim de ® H a (n)

] I—’ Informacié complementaria

Sl f’ 7 . . 4
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Principi basic del analisi frequencial

e Senyals periodiques: Série de Fourier

Analogic (Continu) Digital (Discret)
= N-l oA Tl
Sintesi x(t): ch o2 Py x(n): ch S
k=—o0 k=0
PP 1 —j 2k Fyt | e —j 2wkt
Analisi o Fo i x(t)'e z dt Cp = ano x(n)‘e 2

e Senyals aperiodiques: Transformada de Fourier

Analogic (Continu) Digital (Discret)
T. Inversa 2 2.7 F ok Jorn
)= X(F}e'?**Fdr x(n)=— [ X(@)e'"dw
Sintesi de senyals x( ) j‘” ( )e 2.7 2-[2
T. Directa X( F): J‘°° x(t)- oI 2TE gy X(w)= i x(n)e 7o
Analisi de senyals T n=—co

@ Universitat Politecnica de Catalunya 3/33



Consideracions sobre Fourier

e Analogic:

F, correspon a la frequiéncia d’oscil"lacio (1/7,), i k € I[—00,0]
Existeixen altres formes de representacio per senyals reals:

1) x(t)=qa,+ i (a,-cos(2:7k-F,t)—b, sin(2-7k-Ft))
k=1

SOF R
a, = 2-‘ck‘-cos o,
= 2-‘ck‘-sin 0, g, = tan{lm(Ck)j

X(t) i % + i (an 'COS(n't)+ bn Sin(n-t))
a, = %JTP X(t)‘COS[ 221:2.1‘) bn = Tipij x(t).sin( 2;;:—1]
€ 1[0,0]

W ey e T 3T @ Universitat Politécnica de Catalunya 4/33
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Consideracions sobre Fourier (Cont)

e Digital:

n € I[1,N]. N és el nombre d’elements de x(n)
L’equivalent a F al domini digital és /N = f

Existeix un altra representacié de la transformada de Fourier discreta
mitjangant la freqiiéncia angular: ® = 2-7t:f

T. Inversa pep| Seao
Reconstruccio de senyals = (n ) A 3oy 22 X (a)) € da

T. Directa X(w)= Z x(nye
Dexcomposicio de senyals

e Comuns als dos dominis:

Les condicions de Dirichlet garanteixen I'existencia de la
transformada i la convergéncia de la serie de Fourier a x(t)

%7 José Antonio Soria Pérez
" s i T i itat Politécni tal
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Relacio de Parseval. Densitat Espectral

e Senyals periodics son senyals de potencia

Analogic (Continu) Digital (Discret)
00 5 N-1 ) 1 N-1 )
Relacio de Parseval = Z‘Ck‘ : P :'Z‘Ck‘ = —Z‘x(n)‘

X X N

k=—o0 k=0 n=0

2 &
Densitat espectral > = ‘X(l‘ )( 5 = ‘x(n)(
de poténcia ‘ k ‘ o ‘ k ‘ =

T, N

e Senyals aperiodics son senyals d’energia

Analogic (Continu) Digital (Discret)
Relacié de Parseval i I ‘X dF E = Z ‘x —j ’X
: : ] : % . : Dl T
Deng{zyz‘l ee:g;ctm ‘ X( F)‘ ‘X(a))(

P—
R ‘{.’ e : . .
é 7 José Antonio So’rla Beten Li g @ Universitat Politécnica de Catalunya 6/33
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Espectre de senyals en temps continu

Domini del temps Domini de la freqiiéncia
x,(9) 2
k

\/\%/ | yELL BT

L i S 14 P

Senyals periodics
Series de Fourier

1 B -ty i n — 0 .
C, :FO 2 X(t)‘e Jj 2wk F, tdt xa(t):kZCk.ejz.ﬂ.Fo.t
. l
S % X,(9) X(F)
$ ﬁ\
=
§ % : i
S ; > : ;
B
§ % Xa (F): I: x(t).e—j.z.ﬁ.F.[dt ——] X, (I)= J‘_OO Xa (F).ej.z.,,.p.tdF
=
: ,- |
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Espectre de senyals en temps discret

Domini del temps Domini de la freqiiéncia
x(n) Ck
g 3
i iy [T 1 Te 1]
gf; T,TTTT,T n . o o 28 . %
IS 0 0
S =«
=N ] N-l e s 27wk
§§ ¢, =— Y x(n)ye TN ST x(n)=Y ¢, e "N
ano — FoE
i i
N
9
§ x(n)
S S X(F)
=
'Q \Y)
b 1]
V
S TTT_TTT‘F R AR
@ g 0 A Rt S N e
S . 0
= S : 1 ik .
=% X(a) = =¥ e mpe :L jorn
53 ) L (n) TR x(n) 2ﬁzﬂx(n)e
S
S i i

e 5 -
=, @& José Antonio Soria P¢
W e @ Universitat Politécnica de Catalunya 8/33
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Dualitats sobre I’'espectre

Senyals en temps continu presenten un espectre en

freqi]éncia ap eriodic (Mai es donara aquest cas. Tot senyal analogic
s’ha de convertir a digital per ser processat amb un ordinador)

Senyals discretes® presenten un espectre en
freqi]éncia peric‘)dic (L’espectre sempre sera periodic)

Senyals periodiques presenten espectres

freq Uencials discrets (Mai es pot donar aquest cas. Aixo réqueriria
tenir memoria infinita per 'adquisicio ja que n — «)

Senyals aperiodiques * d’energia finita presenten

espectres frequencials continus (L’espectre només es pot
determinar en temps discret — Pérdua de resolucid freqiiencial en el calcul !!)

*Casos que es donen a la practica

@ Universitat Politecnica de Catalunya 9/33



Fourier vs. Transformada ¢z’

Transfomada z de x(n) Imz
AL Cercle unitari
X (Z) = Z x(n)-z_” ROC: ry<|z|<r,
n=—00

Comaque,z =re?® (|lz|I=r,0z 2z)

X (Z)‘Fr-e o T i [x(n)-r_” }e_j i Regié de

H=—00 convergencia (ROC)

e Si|z|=1, X(z) també és la Transformada de Fourier

X(Z)L:e,-.w = X(w)= ix(n).e—j'arn

n=—00

e Sila regio de convergencia de la transformada ‘z’ conté el
cercle unitari, existeix la transformada de Fourier

‘:ffz Departament d’Enginyeria Electronica
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Els senyals en el domini de la frequencia

e Es classifiguen segons tinguin la seva densitat espectral
de poténcia (o energia):
4 X(w) A X(v) A X(@)
| kAN L | S ! Tty
- 0 /(4 - 0 /(4 - 0 /(4
Baixa freqiiencia Alta freqiiencia Freqgiiencia mitja

e Altres conceptes qualitatius sobre la frequéncia:

Ample de banda: Rang de I'espectre on es concentra el 95% de la
poténcia (energia) del senyal (F,< F<F,). B=F,-F,

Banda estreta: Quan I'ample de banda es molt petit. B~ 10% F.,.
F = (F,tF)/2

Banda limitada: Quan I'espectre és nul fora del rang de frequéncies.
|F| = B.

@ Universitat Politécnica de Catalunya
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Els rangs d’alguns senyals d’interes

e Ala practica, aquestes tecniques s’utilitzen per
segons I'ambit d’aplicacio

Tipus de senyal Rang de Freq. (Hz)
Senyals biologics
- Electroretinograma 0-20
- Electronistagnograma 0-20
- Neumograma 0-40
- Electrocardiograma (ECG) 0-100
- Electroencefalograma (EEG) 10-200
- Veu 100-4000 : :
Senyals Electromagnétics Longitud d’ona (4)
- Radiodifusio ' e 31043100 ' 10%-10?
- Longitud d’ona curta 3-106-3-1010 102-3-102
- Radar, comunicacions per satel‘lit o espeacials
Enllagos microones 3-108-3-1010 1-102
- Infraroig 3-10'1-3-10' 10-3-3-10¢
- Llum visible 3.7-1014-7.7-10'4 3.9-107-8.1-1077
- Ultravioleta 3-10'5-3-10'¢ 107-108
- Rajos Gamma i rajos X 3-10'7-3-1018 10-2-10-10
Senyals sismiques
Vent 100-1000
Exploracid sismica 10-100
Terratrémols 1 explosions nuclears 0.01-10
Soroll sismic 0.1-1

Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 12/33
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Revisio del teorema de mostreig

X,(1).- Senyal limitada en banda Ao X,(F).- Espectre de x (t)

x,(nT).- Mostreig de x ,(t)

FX,(F+F)

-F, - - - -F 0 F/2 :F,;

N S N s

Soroll provocat per 1’ ‘aliasing’

o . !

Reproduccio del senyal IMPOSSIBLE recuperar el senyal
original és POSSIBLE original de manera exacta

@ Universitat Politecnica de Catalunya 13/33




Revisio del teorema de mostreig (cont)

Teorema

Un senyal analogic de banda limitada B es pot recuperar a partir
de la seva versio digital sempre que F, > 2B

Procediment de recuperacio
1 F o _j.z.ﬂ..F,nFs
XG(F)_{FX(FJ AT gl P 2 ) P X[%J: Zx(n)-e

S S
\

0, F|>F/2 A L e
Sa 3 sin(;(t—nT)j

FS z
T xa(t):IéXa(F),e]-z.ﬁ.F.zdF = Z xa(nT)
2

(/T Yt —nT)
Consideracions addicionals

En la practica, es sol el senyal analogic previament a la conversio
A/D per prevenir I'aliasing

Teoricament, el métode de reconstruccio requereix processar infinites
mostres (n=). No obstant, la majoria de senyals practics tenen duracio

finita.
Qi HESsryne Sera e @ Universitat Politécnica de Catalunya 14/33
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Resum general

Transformada de Fourier Domini anal(‘)gic
X,(F)= [, a

X0 - P X (F)

Reconstruccio: 'y X, (t) e ]iXa (F)ejz’mdF 7y
. e Xa(F)ZL.X(EJ

x, ()=, X(H)ﬁ/f ' , A per: L5 \f
n=—o T Ey
Gl g __________________(:"f’_’?‘_’f’f’_s_"f"_!?{ff‘_fl _______________________________________ e
Conversio A/D
Mostreig: .
A X(f)=F X X,I(r-k)F]
fk=—00
L x()= Sialaem ,,

A

x(n) X0
‘ n)= [X(1)e"dy

Transformada de Fourier DOmlnl dlgltal

@ Universitat Politecnica de Catalunya 15/33




Transformada de Fourier. Propietats

e Aplicat als digitals: Propietats de simetria

Senyals reals, parell, imparell i complexes

e Aplicat als digitals

Linealitat

Reflexio i desplagcament temporal
Desplacament i diferenciacié frequencial
Convolucié

Correlacio

Wiener-Khintchine

Modulacio

Parseval

Enfinestrat

@ Universitat Politecnica de Catalunya 16/33



Simetria

Secuencia <> Transf. Fourier Notacio:
En general x(n) = xp(n)+ jx,(n)
x(n) X(w) x*(n)=xp(n) —j-x(n)
x*(n) X*(-m) X(w) = Xp(w)+ j-X(w)
e “
xg(n) X, (0)=%]X(0)+X*(®)] X¥(w)=Xp(w) - j-X(w)
A —1 _Y*
() X, () =AIX()-X ()] X(0)= JXo(0)r X ()
X, (n)="2[x(n)+tx*(-n)] Xg(w)
X, (N =Y4lx(n)-x*(-n)] X () 2x(0)= tanl(X ; (w)j
Nomes senyals reals X (@)
Qualsevol senyal real X(w) = X*(-0) Domini temporal Domini fregiiencial
Xp(©) = Xy(-0) o it
x(n) Xy(®) = -X,(-) REs [ i i el
I X(w)| = | X(-0)| Senar i Senar
(X(w) =/ X(w) :
x,(n)="2lx(n)+x(-n)] Xp(w)
e parell) (Seadlaparel Parell i Parell
xo(n)=1/2 [x(n)-x(-n)] Jj X (w) Imaginari ' < Imaginari
(real i imparell) (Imaginari i imparell) AT SeHa
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Teoremes importants

Propietat/Teorema Domini temporal Domini freqiiencial
Notacio x(n) X(w)
x,(n) X, (@)
x(1) X(w)

Linealitat a;x;(n)+ ayx,(n) a; X,(w)+ ayX5(w)

Desplacament temporal x(n-k) e’k X(w)
Reflexio temporal x(-n) X(-w)
Convolucio x,;(n)*x,(n) X(w)X5(w)
Serxa(®) = Xj(w) Xy(-0)=

Correlacio

Faxo() = x](l).'xz(-l)

=X, (w)-X,*(w) si x,(n) es real

Wiener-Khintchine S S, (w)
Desplacament freqiiencial el x(n) X(w-wy)
Modulacio x(n)-cos(w,n) /2 X(w+a)0) + Vo X(w-w,)
Multiplicacié x,(1)x5(n) —j )a) A)dA
Dif. Domini freqiiencial n-x(n)- da)
Conjugacio k) X*(-w)
Parseval Z X (n)-x2 (n) X, (a))X ; (a))da)

José Antonio Soria Pérez

'6' 4 Departament d’Enginyeria Electronica
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Transformades aperiodiques utils

Senyal x(n) Espectre X(w)

A

19/33




El terme e/®" i la resposta en freguencia

e Jv"esla (eigenfunction) de molts sistemes LTI i
senyals que s’utilitzen a la practica:

Six(n)=A4-¢*" per ¥n € I[—00,0], la resposta impulsional s’expressa:

:kZh(k)-x k)= Zh k) A-e =) Gann
)= 3 hlk)e AT

k=—0 y Valor propi Autofuncio

N

|- ¢®" provoca una sortida igual a I'entrada que difereix en un
factor multiplicatiu (H) “avaluat” en el domini de la freqiiéncia @

Cada component frequiencial de x(n) és avaluada pel seu valor propi
Yo  n=SacHa)e
k

H(w) —>  Resposta en freqiiéncia

‘:ffz Departament d’Enginyeria Electronica
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Exemple |. Basic

e Determinar la sequencia de sortida y(n) del seguent sistema:

x(n) = Ae/™? x(n) Iy y(n)
—00< 1< 3 h(n):(gj u(n) 3
e Solucid
e t 1
H(w)= Zh(n)e i
e 1- 1 R
e Per m=m/2 e Per o=m
T 1 2 T f
Arlai :—:_6—126.6 i 1 % 1 _g
(Zj e T | B e
2 o)
Escalat d’entrada: 2/5"2 DhrEhis Escalat d’entrada: 2/3
i S e Ol i B )
y(n)—ﬁ'/l'ej (i zead Desplacament de fase: -26.6° Y (”)_ A A’ Desplagament de fase: 0°

Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 21/33



Resposta a una x(n) de varies components

e Exemple: Determineu la resposta y(n) del sistema anterior a la segiient

entrada
_ x(n): 10—5-si_n(§ nj+20-cos(7z-n) -0 < p < oo
e Solucio: — —
Hw)=—
e de
R 5 :

Pero=0 — H(0)=——=2
Bde

Per = t/2 —p H(yy):i_e—ﬂm
27 s

Pero=m1 —» H(ﬂ):y

_(n) =10-H(0)- 5-sin(§ n]H(%)Jr 20-cos(zn}H(m)=20- % sin(g n— 26.6") g ? cos(ﬂq

ipigd
S A

- S
Trery

Departament d’Enginyeria Electronica
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Relacions practiques importants

e H(w) correspon a la transformada de Fourier de la resposta impulsional
h(n)
T. Directa ™= H(a)): Zh(n)'e_jm T Inversa == h(k)zij._ﬂ ZH(Q))ejwdeU

Yred 27 A

e En termes de frequéencia, sovint, resulta més comode parlar
d’amplificacié - atenuacio (|H(w)| > 1, (|[H(w)| < 1) i fase

0

H(w)= Y h(nye ™ = H,(0)+ j-H,(w)=|H (@)

Representacio Representacio
H(0)= ih(k)'COS(CUk) o ::r;;;c:)l H(w) :\/Hjﬁ(a))jL H(w) => Wodu
fk=—o0
% Ty 4 H (a))
H, (a))= —k_z_: h(k)-sin(a)k) #Parz;m;?;;a"a @(w): tan 1[—H; (a))} = Fase

) et G LT @ Universitat Politécnica de Catalunya 23/33
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Relacions practiqgues importants (cont.)

Si x(n) esta formada per una combinacié arbitraria i lineal de
L
x(n):ZAl.-cos(a)l.'n—irgzﬁi) -0 < 1 < o
i=1

on {4,} i {¢} corresponen a la magnitud i fase, respectivament, de la component i-
ésima de les sinusoides d’entrada, llavors, tenim que la sortida és:

o)=Y 4

on H(w,) i {O®,} pertanyen a la resposta en magnitud i fase de cada component i-
esima sinusoidal d’entrada

H. (a)l. ] cos[a)l. n+ ¢, + @(a)l. )]

La relacio estableix el principi basic de funcionament-dels , on-certes
components sinusoidals s’anul-len (H(w; = 0 ), mentre que d’altres es deixen
passar (o s’amplifiquen) a la sortida (H(w,) > 1).

Aquest problema de disseny consisteix en trobar els parametres) de

(ay ..., ay; by ..., by, ) que, precisament, estableixen aquestes
caracteristiques de H(w,)

Sl A .';_{:-. A r . . ’
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Disseny de sistemes LTI

e Donat el seguent sistema LTI:
y(n)=ay(n—1)+bx(n) 0<a<l

e Determineu:

1.- EI Modul i la fase del sistema H(w).

2.- El parametre b per tal de que el valor maxim de H(w) sigui la unitat.
Dibuixeu |H(w)| i ®(w) per a = 0.9

3.- La sortida del sistema per la seguent entrada

x(n)=5+ 12-sin(§ nj = 20-003(7?11 i %j

& et G LT @ Universitat Politécnica de Catalunya 25/33
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Disseny de sistemes LTI (cont.)

e Solucio:
1.- Modul i fase:

h(n)=ba"-u(n) Zh oo _ b

T l—ae

—jwn

donat que: I-a-e’*" = (I-a-cos(®)) + j-a‘sin(w),

‘_1 = a-e‘j“" = \/[1 —a-cos(o)f +[asin(w)} =1+a> —2-a-cos(w)

Al-ae )= tan_l( a-sin(o) j

I= a~cos(a))

Per tant:

LR e B R e (== |

3P %% Jos¢ Antonio Soria Pérez S TNLL 26/33
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Disseny de sistemes LTI (cont Il)

e Solucio (cont.):

2.- Resposta de |H(w)| | O(w)

Com que a és positiu, |[H(w)| és maxim quan o = 0. Aix0 implica que:

l—a

b ‘H(a))‘ 2 \/1 +a” —2-acos(w)
\H(O){:lzl — b=xf(l-a) =
ik O(w)= —tan| - ¥5inl@)
i (1 5. a)-cos(a))
- H(w) 6@
I £
i et s
04} = é
02} ~7/2 [0
R &S

D~ -", José Antonio Soria Pérez
#%) Departament d’Enginyeria Electronica
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Disseny de sistemes LTI (cont Ill)

e Solucio (cont.ll):

3.- Sortida del sistema y(n)

Pero=0, = |H(O)=1  ©(0)=0

l-a T
Per w = 7/2, FEE =0.074 7= —tan @ =—42°
erw=r —>‘ (2j m ®(2j tan a=-42
Peray=rn . =% |H(r|= :—“ =0.053 ©(r)=0

a

T(n) = 51H(0) + 12-‘}1(%

-smB e @(gﬂ —20{H(r) cos{ﬂ-n + % + @(7[)} o

Sy 0.888-sin(§n _42°|-1.06 co‘s(ﬂ-n +%j

@ Universitat Politecnica de Catalunya 28/33



Resposta transitoria

e La resposta frequencial H(w) determina la sortida d’'un sistema estable

per entrades exponencials (sinusoidals) en el rang: -0 <n < o0,
(Teoricament, la sortida )

e A la practica, a més existeix un transitori que s’esvaeix amb el temps,
ja que x(n) s’aplica al sistema a un temps determinat (n = n,)

Si- y(n)=ay(n—1)+x(n)=a""y +Za x(n ‘a‘ <1l,n=0
x( )— Ae’" n>0
of A n+l _—jo-(n+1) e
)=l )- 1 fel =0 R
A S on |
1 . S L

e Els transitoris només es consideren quan la integritat d’algun component

del sistema pot quedar afectada
@ Universitat Politecnica de Catalunya 29/33




Resposta a entrades N-periodiques

Si la descomposicio en série de Fourier de senyals periodics es representa

com.
B = O NS

x(n)= ch-e :

La sortida és:

y(n)=H(@}x(n)] —  ya = ey —
a)_2°7r-k y(n):ch°H(27[kJeﬂ”A’, k=0,1,..,N-1
_T STt k=0 sabel

e La sortida canvia respecte a |la forma del senyal d’entrada pero

2k Escalat d’amplitud i
At plitud i desplacament
dk __Ck H( : de fase en els coeficients

d,.- Coeficients de Fourier de y(n)
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Resposta a entrades aperiodiques

e Senyals d’entrada aperiodiques d’energia finita presenten
, on el modul i la fase de H(w) determina com
canvien les seves components:

Amplificacié/atenuacio
Desplacament en el temps

x(n) y(n)=h(n)*x(n) s .
Xoy— h0 H©) Y(a)): H(a))X(a)){ \Y(a){ \H(a))‘X(w)

e A la sortida no existeixen components frequencials respecte
de I'entrada. En cas contrari, el sistema €s no lineal o variant en el temps

° .- Quan el canvi provocat pel sistema a la sortida de les
components frequencials d’entrada és no desitjat
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H(z) vs H(w). Algunes relacions utils

e Les igualtats son valides només si la circumferéncia de esta dintre de
la zona de convergéncia de H(z)
Domini ‘7’ Domini ‘@’
; . M - : L . M b 3%
H(Z): B(z) ! ;ka z : Relacié H(a)): B(a)) ; kz(;N € ;
A(Z) 1+kzz;ak'z_k S e]a) A(G)) 1+;ak'e_]“"k
. : M
Tlioz, ) J (—
= b, Lt i {a) (b, -Reals P o=, L -
0-p2) i (). () - Complexes | [](l-p,e”)
k=1 7 : : = -
J“_(I—ZZ-Z> _(1_Zk e’”)
H(z")=b, % H* ()=,
(t-p;-2) [10-pie)
k=1 k=1

| H(Z)'H(Z_l) . ’H(Cf))z . H(a))H*(a))

" Si H(w) = Hy(w) + jH(w) ——> H¥w) = Hy(w) - j-H;(w)

‘;f" Departament d’Enginyeria Electronica
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Calcul frequiencial amb els ‘pols’ i ‘zeros’ de H(w)

e Funcions normalitzades:

- : M M
(l—zk-e‘m) (eja) _Zk) (Z—Zk) R
H(w)=h, %L _ e VM) ek g )
.‘_4_(1_]91{'6_]@) | J_A(éjw—]?k) | ““(Z—pk) i pols
k=1 =i L 1

el = Vk(a))-ej®k(“’) i Vk(a))z‘e

ietipy =Uhlolel® == U@l = p il
e Calcul del modul i la fase |

‘ H( a))( & ‘ b ‘ ( Vl)(a))(al)/)M (a)) (a))

Uy
| ZH(w)=2by + o(N -M)+6,(w )+ 40, (0)-[®,(0)+ D, (0)++D ()]

e Normalitzacio en dB’s
M M
‘H(a)){dB = 20-10g10‘b0‘ 3 2O-Zlog10 V. (a))— 20-2 log,,U, (a))
k=1 k=1

L ‘{.’ ’ . . 7
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Calcul de |[H(w)|i LH(w)

e Determineu la resposta frequencial descrita per la funcio de transferéncia

seguent: |
z
H\z)= ==
- ( ) 1-0.8z" z-0.8
e Solucio: g ‘e,-w‘ 1
)] e JH(Q)X:\efw—o.g\ ~ Jl.64-1.6cos(w)
et OB o sin(w)
Dl [cos(a))—O.Sj

O(w)

—————————————————————————————————————

7777777777777777777777777777777777777

***************************************

777777777777777777777777777777777777777
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Estimacio | determinacid de sistemes LTI

e Correlacions entrada-sortida:

Si excitem un sistema LTI amb un senyal x(n) d’espectre d’energia constant
(espectre pla: S_.(w)= E_i constant, -7 < <), es possible

la
seva resposta impulsional amb la correlacié d’entrada-sortida:

Ho)=—=S.(0)  hln)=—=r(n)

e Correlacid amb entrades aleatories:

També és possible la resposta frequiencial H(w) amb una entrada

de soroll blanc (Espectre de poténcia: (¢,)?) determinant la transformada de

Fourier de la correlacié entrada-sortida y,, (m). El resultat és proporcional a
H(w)

L(@)=0!Hw)

e La correlacid és molt util en la

4 LR So’rla P?rez : Sl Universitat Politecnica de Catalunya 35/33
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Aplicacions de I'analisi freqgiencial

o selectius en frequencia

Passa-baixes, Passa-alt, Passa-banda, Banda-eliminada, Passa-Tot,
ranura, ...

Sistemes resonants digitals
o sinusoidals

o (Convolucio inversa o de-
convolucio)

Sistemes de fase minima, fase maxima i mixta
De-convolucid homomorfica

‘:ffz Departament d’Enginyeria Electronica
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Filtres digitals. Introduccio

e Principi de funcionament

x(n) xyn)
T Filtre passa-baixes ideal T
> n N
l “H(CU) l
el xm) | () =2
0 —_—) ————— (]
H(w) =5 H(w) ,
Ay St
{ 2w,
I B [ ey
B Bays N Sk = ¥ a) £ i
e Caracteristiques dels filtres ideals
|H(w)| 4  Passa-baixes (LP) |H(w)| A Banda-eliminada
1 1
|H(w)| 4 Passa-banda (BP) 2\
1
- L L > & B < | I I L > o
- -, ., T T - @y T
\H(®)|] , Passa-alts (HP) < \ \| ELNERD |H(w)|} Passa-tot
i = erp e e S DR \1
-, ., T - T
José Antonio Soria Pérez 37/33
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|dealitat vs. Realitat

e Elfiltre digital ‘ideal’ presenta un guany constant en la banda de pas (|H(w,|=1),
o, <|o, <| »,|) i fase lineal, perd son impossibles d'implementar a.la practica.

P.e.: Filtre ideal passa-baixes és inestable

sin(w,zn) . : ,
th (n) = , —O<n<o =—> Respostaimpulsional no causal ni sumable
Tn

e En larealitat, és possible implementar d’altres que s’hi aproximen bastant

e Principi de disseny:

1.- Pols de la circumferéncia unitaria | de la frontera (r=1) per als valors de
@ que es desitgen ‘accentuar’. Zeros en per als valors de w que es
desitgen ‘amortir’.

2.- Pols i zeros ‘conjugats’ han de tenir coeficients

o comercials de disseny de filtres s’utilitzen per eliminar
sorolls, detectar senyals, igualar canals o realitzar analisis espectrals en
aplicacions de comunicacions, sonar o radar, entre d’altres.

Departament d’Enginyeria Electronica
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‘Passa-baixes’ | ‘Passa-alts’

e Passa-baixes (LP.- Low-Pass) : Els ‘pols’ han d’estar a prop de la circumferencia
unitaria per frequéncies baixes (o — 0) i els zeros ho han d’estar per frequéncies
elevades (o — m)

e Passa-altes (HP.- High-Pass): Es el cas analeg dels filtres passa-baixes

20-log,o|H(w)| O(w) 0.0
» L 1, paes
q 1+ . | H (Z) B
N’ 1 _1
@ l—az
(D) 0.5+ 4
e . 3 | 1 i o
1 30+ ) h N 1 -0.51 4 . 2 a Z
[~ J AN @ ( /]
@ : \ | (®) |
% 40+ / ‘H 2(0)) | \\ i \‘»1
151 S i
& - ) O)w) La col-locacié d’'un zero (z=-1)
S L B #—+%—*——+——+—3—+ | atenua encara més la resposta del
Al Z \\ [ ] 15¢ ] filtre per frequéncies elevades
B \ |H3(C!))‘ 1+ \ i
m 10 \
bad 15 0.5 ( )\
7]
L 20+ 1 3 w 1
: 250 g °r ‘ | ; l_a l_Z_
z 30 B 05¢ \ 1 H3 (Z) = i
% 351 1 a4t \\ | 2 1 + a.Z
2] 40 ] g
A =l \ /
2 e L I U T T A
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Disseny de filtres senzills

e Determineu els valors de p i b, tal que el segiient filtre ‘passa-baixes’

verifiqui la seglent resposta freqliencial H(z):

(H(0)=1
\H(Zﬂﬁ( by 3 I
1— pz~ R et e
o : (4) 2
e Solucio:
-Per. HO) =1 —— H(O):- % 2:1 e bo:(l_p)2
(1-p)
_,HZ): (G & ) _‘ (z
- Per |H(n /4)) (4 (l—p-e_j'”/4)2 (l_p(l_j)jz H ;
5
‘H(ijz aphtir Sk V2(1-p) =1+ p*-2:p
q e A e p=0323 g
( _ﬁ) Poa b, = 0.46

H(z):

0.46

(1-0.32327'f

D % Jos¢ Antonio Soria Pérez
#%) Departament d’Enginyeria Electronica

@ Universitat Politécnica de Catalunya

40/33




‘Passa-banda’ (BP.- Band-Pass)

e Com a minim, els filtres ‘passa-banda’ han de tenir un
bastant a prop del cercle unitari per frequéncies de la banda
de pas (v, <o < w,) i dos zeros a frequencies inferiors i posteriors.

e Exemple:

Dissenyeu un filtre passa-banda amb centre de la banda de pas (v, = 7/2), resposta
frequencial nul-la per (o = 7 i w = 0) i magnitud l/ﬁ a (w, = 47/9)

Solucio:

Com que w, = 7/2 els pols s’han de situar a: p, , = r-e*? i els zeros a: z= -1 i z= 1. Aixi, la funcié
de transferéncia ha de quedar de la seguent manera:

2] PR e S Lﬂ'j 22 -1 2 e

H :G — . 512t :G :G > =

(Z) (z—j-r)(z+j-r) 22+ 2 22+ 1-r? & 2

%

ar\ (-}  2-2cos(8z/9) 1 3 72 =07
H 2 =il o Arp) 4 .
‘ ( 9 J TR P +'2-r2-cos(87z/9) 5 —_— 1.94(1 r ) =1-1887r +7r" —b> {G:O,IS

H(z)=0.15 s
140.7-z
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Sistemes ressonants digitals

e Pertanyen a una classe especial de ‘passa-banda’ en frequencia
bastant utilitzada en nhombroses aplicacions: generacio de veu, filtres senzills, etc.

o basiques amb els pols conjugats molt a prop del cercle

unitari: -

A

A

Zero
doble

A
\

\/

1
H, (Z) = boA (1 HP 7 xl e ) :

bOA
)= o)

Pols:

(l—r-ej“’0 -Z_1>(1—r-e_jw° 'Z_l) =
Magnitiuds del polinomi
caracteristic:

U (@) = \/1+r2 —27cos(w, — o)

A

z=_

|U2(a)x =\/1+r2 —2rcos(w, + o) <&
Freqii¢ncia de natural: o,

Normalitzacié de guany: |H(w,)|= 1

by =(1= r)\/l +72 = 2r-cos(2:w,)
bOB:bOA/|N(a)X v
e . N a 1_ =l 1 -1
Frequiéncia de rgsonancna. H, (Z): B (1 . (jwo.z1 if +z. _2@0. 71)
o = 1+I"2. ( ) G z i A z
@, = COS T cos(a, | N(a))|
. ; ik |H3(wl S T N TR
quan |U,(w)||U,(w)| és minim U, ()U, (@)
Aw = 2'(1 - r) IN(@) = /21— cos(2-w))

José Antonio Soria Pérez
Departament d’Enginyeria Electronica
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Sistemes ressonants digitals (Cont.)

e Exemples: w, = n/4

|H(w)| ; |O(w)|.

H(Z) =b (1 —rel®z! Xl —pe %! )




‘Banda-eliminada’ (Notch)

|H(w)|

|O(w)]

Per components freqiiencials de I'espectre. Es el cas analeg als ‘passa-

banda’: sobre el cercle unitari (que formen un
angle w,) i dos pol a frequenmes inferiors i posteriors, com a minim

120

0.8

0.6

0.4r

0.2r

\ / .

\ / e H(Z)zbo(l—ejwo Z_IXI—e_jw" Z_l) v
\ /

| ol

\ / H(Z)_bo (1 re’®.z XI re /. 1) R

e Les atenuacions en les bandes
properes es poden evitar introduint
resonancia just al voltant de les
bandes que es volen eliminar




‘Passa-tot’ (AP.- All-Pass)

° per totes les frequéncies de I'espectre
iak Z—N+k
|H(w)| =1, 0wt =» H(E)== amb coeficients {q,} reals
Zak zF

Np = N¢ = = *
Expressio general: H:lz)= Z—_a"_- (Z 14 )(Z _;B"_)
ST e )
Ng.- Nombre de pols i zeros reals. N..- Nombre de pols i zeros conjugats

Condicié d’estabilitat: -1 < a, <1, |5,|< 1

o . El parametre de ‘retard d’envolvent’ (o ‘de grup’) serveix per
determinar el desplacament temporal que experimenta cada component
frequencial: sin(w—0)

; v G)ap (a)):—a)—Z-tan—l(l r-sin aE e)j
F R —r-Ccos\@ —
rz(w):—d®“p(w) 1er. Ordre: Hap(a))z TR R g 8 crrs 1-r°
- dw : =€ € : f 1+r2—2-r-cos(a)—49)
e Aplicacio: (per canviar una fase no desitjada de H(w))

SRR ‘{’ z . . z
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‘Passa-tot’ (Cont.)

=] : -
22 : ( By Dy —1)( Llises et
1er. Ordre: Hap(z :1—_1 ?on. Ordre: H (z)= feieeg : sz 1
Sy, (pols i zeros conjugats) . (1_,,.61%27 )(1_,,,671%2- )
Im(z) In(z) 4(; ) Y, 5
1 a=0.6 8 (1/r. )
eIz 5 e Re(2)
¥ > L : 7
a _wo
5
\/
: 5
% -10-
_e -151 §
ESrye 3
é 30
o 35
3 2 1 0 1 2 3 3 é 1 0 1 2 %

e el i e
0sé Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 46/33

Departament d’Enginyeria Electronica




Filtres ‘Comb’

e S’obtenen vegades una determinada forma d’espectre (filtres
FIR) dintre del rang (0 < w < 27): -

H,(0)=H(Lw)

e Exemple: Mitja mobil
R R o
i e i-z7)

__—L(M+1)
amb repeticio L: H(z):M1+1-(1 (1Z—Z—L) ) = H,(0)=2

Si: .H(Z)=

1.1F

/ \\ 0.9f [ “\ [l
08| f \ R : 08r “ ‘\ “‘ \ [
Fod L=1 | \‘

| \ L |
06 | \ 1 3 “ ‘ | ‘ “

|H(w)|

0.5 | | | [
| |
ot /‘ “‘ } - e “ ‘ | | ‘ ‘

|
0.2 ﬁ | (A‘ |\ [ 14 i

A in in
I Y\ W “‘ VM’\J i vy M

2

0.

10

il
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Filtres ‘Comb’ (Cont)

e Elnom es deu a la forma peculiar de I'espectre (‘pinta amb pues’ = comb,
en angles)

M
o Expressio general: H(z)=> h(k)z™*
k=0

e Nomes contenen zeros sobre el cercle unitari espaiats periodicament:

Zeros: z=c 'Z”ff, k=123,.,M  Periodicitat: @, = 2T
M +1
e Utilitzats ampliament en diverses aplicacions:
en sistemes de poténcia
de components solars i lunars
En aplicacionsde per eliminar ‘clutter’ provocat pels objectes fixes i

detectar els objectes en moviment

@ Universitat Politecnica de Catalunya 48/33



Conversio de filtres

e La propietat de la translacio en frequencia, permet convertir un filtre
‘passa-baixes’ en d’altres (‘passa-alts’, ‘passa-banda’, o ‘banda-

eliminada’). H(w)|,  Passa-baixes (LP)
\ | th(a)):Hlp(a)_ﬂ.)
0 I ! L
2r -0 T -, ! w, T w, T >
0

P.e: Canviant el signe de les mostres (o coeficients) imparells de A(n) (0
H(w)) es pot canviar de ‘passa-baixes(altes)’ a ‘passa-altes(baixes)’

, rEe = n N M
S R (m)=(-1)k 2 (n) - Equaci en diferéncies:  ¥(1)= _Z (~1)" @ yln—k)+ Z —k)
-HPaLP: h,(n)=(=1)"h,(n) 5 5
e k
1 e
freqiiencial: = i( ik Vio (n)=-0.9y(n—1)+0.1:x(n) —> th( ) = 150907

k=1

B2 N | 10 fmitnio SodaBe iversitat Politéeni 49/33
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Oscil-ladors digitals

e Es un sistema capac de de sortida amb
‘total’ o ‘parcial’ de senyals d’entrada.

e Pols conjugats sobre el cercle unitari (Cas ‘extrem’ dels ressonadors digitals)

Oscil-lador sinusoidal Oscil-lador acoblat
b, V. (n) cos(a)o ) — sin(a)0 ) bt (n — 1)
He)= 1 —m i om =1 :
(1 e z xl € z ) ys (n) Sln(a)O ) COS(a)O ) ys (n o 1)
by = A-sin(a)o)
x(n)=d(n) by );(n) e C‘i(wa) R C Ye(m) =
¥(0) = A-sin(w,) sin(ay) f = cos(wyn)
a) =-2cos(e,) e
a2 5 1 orurs
; ys(n) =
h(n)= A-sin(e,(n +1))u(n) o 1 S G
cos(wy) = sin(wyn)

e El senyal es genera amb un impuls a I'entrada (6(n)) o unes condicions inicials no
nul-les. Aquest €s el mecanisme basic d'un

=]

os¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 20/33
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Sistemes inversos | De-convolucio6

e En moltes situacions practiques, resulta util esbrinar I’entrada x(n) d’un
sistema desconegut, coneixent a priori la seva sortida y(n)

Proces de deconvolucio

_______________________________________________

Sistema Igualador P.e: ‘Les linies de comunicaci6 digital
' distorsionant (Sistema invers) poden arribar a introduir distorsi¢’

e Interessa dissenyar un sistema que, connectat en série amb el sistema
distorsionant, produeixi una réplica aproximada de I'entrada ( | )

o La és el procés que consisteix en determinar les
caracteristiques de sistemes desconeguts: 4(n),0 bé H(w):

Es mesura y(n) amb una x(n) coneguda per determinar les caracterlsthues que
serviran per al disseny del sistema invers

e La s’utilitza generalitzadament en senyals sismiques i geo-
fisiques per separar 'entrada de les caracteristiques del sistema a identificar

Departament d’Enginyeria Electronica
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Invertibilitat en sistemes LTI

e Un sistema és invertible si existeix correspondencia biunivoca entre
entrada i sortida:

Es possible determinar univocament x(n) (- oo < n < o0) del sistema T si es

coneix y(n)
i )= )= ol = o)
__________ Ve et w(n)=hy (n)* h(n)* x(n) = x(n)
x(n) y(n) w(n)=i(n) h[(l’l *h(l’l)=5(l’l)

N e OB I

' Sistema invertible Sistema invers = H\z}H, = Az)=

______ i ieitle S Sl e dige ok L lilel Sl iis
Calcul del sistema invers (Exemple)

" 1
| H S Sistema
h(n)_ (ljn u(n) S H(Z): ] z S0 ; | I(Z) 12 il -> FIR
2 1_2'2 h,(n)=0(n)-=0o(n-1)

ROC: |z| > 1/2

2 Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 22/33
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Problemes de la invertibilitat

e La solucié no és unica, si no s’especifica la regié de convergéncia

Exemple: 1
1 H(Z)=1—§'Z_l 1 DR A
2L o eh [ = ues regions de
h(l’l)— 5(”) ) 5(” 1) P s ROC: || ~0 B H](Z)'_ 1_1.2_1 s bonverg(gnCia
1.Si |z| > % 2
2 No causal

i inestable

. %) Departament d’Enginyeria Electronica
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Com obtenir Ay (n) mitjancant h(n)?

e Sih(m)ih n)son causals, i,(n) es pot obtenir mitjangant un algorisme
de programacio:

pn)=-3 MR g o)L

e Inconvenients:

No funciona si #(0) = 0. Facil solucio si s’adapta el sistema identitat
convenientment amb retards (4(n)* h,(n) = o(n-L))

Genera errors de precisioé degut a 'arrodoniment que sén considerables si
n és elevat

e Exemple: Trobeu el sistema invers de  /(n)=5(n)—a-(n—1)

h(0)=1, h(1)=-a, h(n) =0, pern>a

10) = 1h(0) = 1 h)=a, hQ)=c? .. hin)=a’
hyn) = o-h(n-1), n > 1

. %) Departament d’Enginyeria Electronica
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Fase minima, maxima i mixta

e Fase minima.- Tots els zeros (i pols) es troben dintre del cercle

unitari.

PS Fas_e maxima.- Tots els zeros es troben fora_del cercle uni_tari

e Fase mixta.- Hi ha zeros dintre i fora del cercle unitari

(0= 1, (0) = 5 +coxe)

H(z) 1%2 § HZ(Z)_%HI

oy _l= z, =2 0,(w)=-w+tan™ s1n(a)) , 0,(w)=-w+tan™ —sm(a))

2 / +cos(@ ~ \ 2+cos(w)
0,(®) 4 y O,(®)
Easaimintns: Fase maxima:
O,(r) - 0,(0)=0 g O,(m)— O,(0)=mn. |-
|
55/33
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Fase no minima. Consideracions

e Qualsevol sistema de pot expressar-se com la
i un

SoelEl g o il g s )

e 5 g

i Az)

Aquesta propietat implica que per obtenir un sistema invers estable es pot
realitzar una de la fase ‘no minima’ del sistema

e Retard de grup del sistema de fase no minima: 7,(®)=7"(0)+ 7 (o)

g
Dels dos, el sistema de fase minima te menys retard de grup
r;ni“ (a)) < T;‘p (a))
e Energia parcial: E(n)=>|x(k)’
k=0

De tots els sistemes que tenen la mateixa magnitud i energia total (E(x)),
els de fase minima tenen major energia parcial (E, . (n) > E(n))

& LR So’rla P?rez ¢ S Universitat Politécnica de Catalunya 56/33
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ldentificacid de sistemes. Metodes

e Els seguents métodes es poden utilitzar per determinar #(n) o bé
H(w)) de sistemes causals on a priori y(n) i x(n) sbn conegudes

Y(z) . 1+(7/10)z™ .

= 1 n=0 H(Z): 31 4 4
L n=0 R M X(z) 1-(710}z7" +(1/10}z2
ST A R T o/ 1 W 11 6 i o R A G Wy
0 n>2 No =2 el e
0 n>3 h(n)=| 4 5) —3‘[§j }l(”)
SODWOREES 0
h(n)z = x(O) n>1 h(O): i}—o)

21/33




Metodes d’identificacio. Consideracions

e Com que y(n) sols tenir longitud infinita, el métode de la divisio directa
no és practic i, per tant, no s'utilitza.

e En el métode de l'algorisme recursiu (2) existeix el mateix problema
pero, de vegades, és possible truncar /(n).

e El métode de la correlacio encreuada (3) és més efectiu i permet
diverses opcions per identificar els sistemes:

3.1a.- Per mitja de la correlacio sortida-entrada r,,(m) , i obtenint A(n)
recursivament

3.1b.- Utilitzant un senyal d’entrada d’espectre pla i calculant la correlacio
ryx(m)

3.2.- Determinant la resposta en frequéncia H(w) per mitja de la
transformada de Fourier de la correlacio r,, (m)

‘:ffz Departament d’Enginyeria Electronica
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El ‘cepstrum’ i la de-convolucié homomorfica

e Definicié de ‘cepstrum’

‘Cepstrum’
------------------------------------------------------------- 1 i
x| [ Tanst | XO [ Logaritme | "XO[ Transs o |G (n):g jln[X (a))].ef do
: Z complexe C.(2) Z (Inv.) i —7

i | In[X ()] = In| X (@) + j-0(e)
e De-convolucid6 homomorfica

Si Y(z)=X(z)-H(z), aleshores c (n) = c,(n) + c¢,(n)
Procés de de-convolucio homomorfica

%
C, (n) a; (z) ]:I(z) hln
Jﬂ. Co it () | wy,(1) Transf. Exponencial Transf. )
— VA ——| complexa \——~| Z(Inv) | »
¢,(n) ¢.(z) X(z) i(n)

Y
|y

Resposta impulsional 4(n) i entrada x(n) sén estimades fent servir
NOMES el senyal de sortida y(n)

T '_-.‘ r A t . . r
” R R @ Universitat Politecnica de Catalunya 59/33
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De-convolucido homomorfica. Consideracions

e La de-convoluci6 homomorfica no sempre funciona. Nomeés es valida
en aquelles aplicacions on els cepstrum c,(n) i ¢ (rn) obtinguts son
considerablement diferents com per poder realitzar el procés de
separacio (‘passa-altes’ i ‘passa-baixes’)

Gy (n) X (1, n <N,
— o X :<
. )= huleh )=y L0
i e o RS
éx (n) Cx(l’l)— ¢, (n)whp (n)’ Wip (n)_ il, = Nl

Wh 1 (I’l)

e El ‘cepstrum’ i la de-convolucié homomorfica s'utilitza per estimar

contingut espectral de | |
, entre d’altres

7 et G LT @ Universitat Politécnica de Catalunya 60/33
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Filtres analogics i digitals
(FEAD)

~  Ampliacio |
-~ del analisi freguencial:
La ‘DFT’ i la ‘IDFT’




Introduccio

e Per realitzar un analisi frequencial digital s’aplica una conversio de
x(n) (en el domini del temps) a una forma equivalent en el domini de la

frequéncia X(w) (Transformada de Fourier)
X(n)

110 .

0

X(F)

X(w)= Z x(n)ye o T x(n)= ZL IX ()"
Nn=—c0 B 7 2
e Per situacions reals (senyals i ) X(w) hauria

de ser continua, pero tecnicament és impossible ja que s’ha de
‘discretitzar’ I'espectre per al calcul digital.

e En aquesta seccid es considera la representacio de senyals mitjancant
mostres descrites de I'espectre: la

(6 DFT.- Discrete Fourier Transform)

@ Universitat Politécnica de Catalunya 2/33




Que succeeix al ‘discretitzar’ X(w)?

e Discretitzar I'espectre equival a obtenir un senyal xp(n) (amb la seva

transformada inversa) que €s una del senyal original x(n)
Discretitzacio del : p
) : Espectre 9 % n L ke NS DA (L
X(o)= > x(n)e " — X (%kj = Y x(n)e TN X,e W
N=—00 n=—o n=0 T
2 i jzlk-n xp(n) 0<n<N-1
xp(n) lzz_w n— ZN kz [ j —_— x(n)—{ 0 e,

N.- Nombre de mostres del espectre
e En aquesta situacio, x(n) (senyal original aperiodic i de longitud L) i X(w) només
es poden recuperar si-no existeix ‘aliasing’ en el domini del temps (N> L)

Senyal original Ix(") Expressions a utilitzar en la recuperacio de x(n) i X(w):
N-1 27

w0 |Oth ; i e

oy N-1
n 27T 27
Espectre: X(a))Z ZX(— kjp(a)—ﬁkj

0 o /N

N<L x,(n) =0 ( NN)
(Amb aliasing) Irrecuperable ; _ sinl® |

Z José Antonio So,rla hecs i1 @ Universitat Politécnica de Catalunya 3/33
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Exemple practic

e Determinacio del espectre: x(n)=a"u(n), 0<a<l
<lei A 1 Mostreig espectral 7[
—Za 1@ —W W = —]27zk/N’ k=0,..,N—1
x(n) Sense ‘aliasing’ 3 : 4 2l Amb ‘aliasing’
I Zx n—I N i LNV =]
0.9 1 = 1_ a 0.9F
s x n), 0<n<N-1 :O
= i\:(n): p( ) :
3l 0 nzN o
. 1z . 1 1-a"-e”” . o
02} 1 X(a)) = N ! jo 0.2
01} TT J l_a l_a'e o
C.0 5 10T<ﬁ> 15 2‘0‘ ‘ 2‘5 30 35 40 45 50 .0 L L L L L | L L L
|H(w)| = : : : ‘ ‘ : A H((t)) 06 5 ‘10 1‘5 20‘ 25 ‘30 3"5 40‘ 45 50
) e Encaraque X(w)# X(w) quan
“l |H(w))| (- s'utilitza una versié incompleta del i
asl|| (- A X |H(w)| ,
il 7 senyal original ( %(n)), els resultats 4\ /
ool b H2mk/N)| I en o=2rk/N son els mateixos | /
N=5, \W\\F?ﬁ/

0 1 2 3= 4 5 6 7
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Transformada Discreta de Fourier

T. Directa: ( ) T. Inversa: ( )
N-1 | 2l 1 Nl A
X(k)=> x(n)ye " ¥ x(n)= WZX(k)'e & K=0,1,..,N-1
n=0 k=0
l, 0<n<L-1 DFT ' i
NEi x(n):{o nnZN g sslir;((a)a)L//zz)), _jzk(L-1)/N

)

;%%%%%%ﬁﬁﬁiz;smwmﬁm%w%m

N =50 N=100

igd
S ‘{.’ 7 : r = 4
A R o S Universitat Politécnica de Catalunya 5/33
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Altres representacions de la DFT | la IDFT

e Transformacio lineal.- Permet una representacio de la DFT i IDFT

matricial

N-1 —jz—” 1 N-—

X(k) = x(n)WA}f” W,=e ¥ x(n)=— X(k)'W];k'”
n=0 N k=0

B x(o) = 1 1 12 ....... %V_l = X(O) a

x(l) 1 WN WN ....... WN X(l)
Xy = W, 1 Wz\% W; ....... Wi(N—l) A
1) L T k)
N N N Y

Senyal original x(n)

=
Ay = W]QI'XN =2

Wy xy

(Matriu identitat ortogonal)

i
Wz\71 = ﬁWN
W, W, =N,

Espectre: X(k)

I.- Matriu identitat

) %2 José Antonio Soria Pérez

) Departament d’Enginyeria Electronica
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Relacions amb el domini frequencial continu

e Coeficients de Fourier de seqgiiencies periodiques

La DFT proporciona les linies del espectre

X(k): N.Ck =—» .- Coeficients de la sequencia periodica
e Transformada de Fourier de sequencies aperiodiques

La IDFT donara com a resultat la sequiencia original x(n), només guan
aquesta tingui una longitud finita L <N

e Transformada ‘gz’ (versié amb I'espectre discret)

1 ~ -N N-1 ) K e—]arN N-1 X(k
5 j2mkIN — X ( ) Z j(wz(ﬂk?N) 2]
N k=01 e N iy 1—6 *Z
e Propietats de periodicitat i linealitat

x(n+N)=x(n) & X(k+N)=Xx(k)
al'xl(n)'*'az'xz(n) 2 al'Xl(k)"'az'xz(k)

#%: Departament d’Enginyeria Electronica
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Simetria de la DFT

e Desplacament circular

Secuencia e DFT X((n-k)y» =x,(n-k), 0 <n <N-I
En general ) 31
x(n) X(k) N=4 S [ {
x*(n) X*(N-k) ! [ =
xX*(N-n) X*(k) 0,+1:2-3
Xg(n) X, (K)=Yo[X(k)+X*(N-K)] ki e PN
jx,(n) X, (k)=Y2[X(k)-X*(N-K)] 2 2 2
Xeo(M) =72l (n)+x*(N-n)] Xe() 1] [ ‘ 1] [ { 1] { I
Xo(n)=Y2[x(n)-x*(N-n)] JX(k) 654321012345 $4
Nomes senyals reals n2) ; T >
Qualsevol senyal real X(k) = X*(N-k) ; { 1 I
x(n) Xa(k) = Xp(N-h) Sl
Aok =50 x(1) X((1)
[X(K)| = | X(N-K)|
(X(k) =~/ X(N-k) x(0)
X, (1)=Ya[x(n)+x(N-n)] Xp(k) *E) x(2) A
x,(n)=Ys[x(n)-x(N-n)] J Xk
X o). Seqiiencia circular parell o senar x(3) x((3))

V) s S @ Universitat Politécnica de Catalunya 8/33



Propietats de la DFT

Propietat/Teorema Domini temporal Domini freqiiencial
Notacio x(n), x,(n), x,(n), y(n) X(k), X,(k), X5(k), Y(k)
Periodicitat x(n)=x(n+N) X(k)=X(k+N)
Linealitat a;x;(n)+ ayx,(n) a,; X, (k)+ a, X5(k)
Reflexio temporal x(n-N) X(N-k)
Desplacament circular en el temps x((n-1))y X(k)-ed 2N
Desplacament circular en freqiiéncia x(n)-e2mn/N X((k-1)y
Connjugacio complexa x*(n) X*(N-k)
Convolucio circular xX;(n) ® x,(n) X,(k)-X5(k)
Correlacio circular x(n) @ y*(-n) X(k)-Y*(k)
1
Multiplicacio de dues seqiiéncies x,;(n)x,(n) ﬁ X, (k ) ® X, (k )
00 1 N-1
Teorema de Parseval Z X (n)y * (’1) ﬁ Z X (k )'Y * (k )
1=—00 k=0

xy(m) = x,(n) ®x2(n) - le (n)x? (m—-n)),, m= 0,1,..., N -1

@ Universitat Politécnica de Catalunya
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Calcul de la convolucio circular

OMW=Q12H%W=&L&Q

x,()=1 M2

x,(1)=2
(2)=3 2 x,(0)x,((2-1))
i Qe ,(2)=3
x,(3)=2 x,(0)=2 3
x,(0)=1
x;(3)= 1 D x,(3)=4

0

x,(3)=4
S «@ : 3.-x02) =14
x,(n)x5((-n) (2)=3
2
x,(0)=1 : X (n)xy((3-n)
x,(2)=3 x,(3)=4
x,(1)=2
X,(1)=2 1.- x;00)=14
X,(0)=1 x,(0)=1 4.- x,i3) =16
1(m)x5((1-n)),
x,(1)=2 : ;
x2(3)4‘ ; ‘ x3(n) ={149 169 149 16}
X,(2)=3 2.- xy(1) =16

EDagi
S ‘f’ 7 . . , : ‘ -, A

é % RSN So,rla Beter L Universitat Politécnica de Catalunya 10/33
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Primeres conclusions sobre la DFT 1 IDFT

e Totilaperdua de precisio vers al temps continu, la DFT és molt
utilitzada en nombroses aplicacions de processat de senyal, analisi
espectral o filtratge lineal, entre d’altres

e Estimacions més precises del temps continu (X(w)) es poden aconseguir
augmentant el nombre de mostres (N) o bé usant tecniques d’interpolacio

e Aquests processos (DFT i IDFT), només es poden practicar sobre
senyals amb un nombre de mostres no superior al de la
caracteristica frequencial (L <N)

e L’operacio H(k)-X(k) (convolucio circular) NO serveix en aplicacions de
filtrat lineal ( ) pero com veurem hi ha solucio

e EXxisteixen diversos algorismes de calcul rapid que es basen en la
transformacio lineal: FFT (Fast Fourier Transform), Goetzel, o ‘z’-chirp

‘:ﬁfé Departament d’Enginyeria Electronica
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Filtrat lineal amb la DFT

e Adherir a les sequiencies i(n) i x(n), é€s la solucio al problema de
discretitzacio i fa possible I'is de la DFT/IDFT en operacions de filtratge lineal

e Com posar els zeros?

Modificant A(n) i x(n) (de longitud M i L respectivament) de manera que les
noves seqiiéncies A(n)i x(n)siguin de longitud N, on:

i(n)zO, o N e e e i e S e ey
NZ2L+M-1] i 3~ ! X(n) i
ARG eyt ees . [T =
- - ; ' P(n) L (1) =y(n)

; : IDFT —‘_’:
s | ﬁ(n)% i
y(n)=h(n)*x(n) = Y(k)= H(k )} X (k) i -
Domini temporal Domint freqienesales o g =i b S NSRS File fnet:

e Aquest metode de filtratge lineal s'utilitza a la practica ja que, tot i ser indirecte
(2DFT’s + 1 IDFT), amb la FFT (molt més eficient) és una operacio mes rapida

gue la convoluci6 lineal

ipigd
R {c’
L
V 7
g A

- S
Trery

Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 12/33
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Filtrat lineal: Exemple

e Determineu la resposta y(n) del filtre h(n) = {1, 2, 3} amb entrada x(n) = {1, 2, 2,
1} utilitzant la DFT i la IDFT

Longitud minima de la DFT ha de ser de 6 zeros (N=L+M-1)

Com que el calcul de la DFT és més eficient amb un valor diadic (poténcia de 2),
agafen N = 8 ” Lk, )y
X(k)=> x(nye * =1+2e “+2e 2 +2e /4

n=0

x(0)=6  x(1)= 2442 It ,(4+3\/5 H(k): iH(n)'e_j'zgkhn = 1+2-eijﬂ% +3'e7jﬂ%
% SaTg e =g =
e X(3)=2_ﬁ+j Y Y(k)=H(k)X(k), k=01,..7
| 2_2\5 4_15 HO)=6  H()=1++2— j3++2)] Y(0)=36 Y(1)=-14.07-17.48
x{4)=0 " XY= i HQ2)=—2-j2 HB)=1-2+3-+2)] Y(2)=j4 Y(3)=0.07+,0.515
: 3 XxX(@)=2  H()=1-+2-j3-2)| ¥4)=0  ¥(5)=0.07-;0.515
X(2)=—-1+j “x(7)=2 2ﬁ+j : ;ﬁ H(6)=-1+; H(7)=1+v2+,3+2) Y(6)=-j4 ¥(7)=-14.07+ j17.48

IDFT de 8 punts: y(n):éfy(k)-eﬂ”k'"/g, n=01..7=>ym)={1,4,9, 11, 8, 3,0, 0}

e Elresultat és el mateix que amb la convolucid lineal: y(n)=h(n)*x(n)

@ Universitat Politécnica de Catalunya 13/33



Filtrat lineal: Efecte del ‘aliasing’

e Sien I'exemple anterior s'utilitza N = L = 4, la sortida y(n) queda
distorsionada en les seves primeres mostres

; _amk , o o
X(k):Zx(n)e T :1+2°e_]ﬂk +2;€ Jﬂ% N J3ﬂ% .
iyt k=0,1,2,3
4 2k A |
Bt Hia)e i % s

T8 2041 A0e Bl bl Mg Heea ) Sl ?(1.)=j4}

H(2)=2 HQ)=-2+;2]"72)=0 7(3)=-j4

y(n)leY(k)-ejz’d‘M, n=01.3 =» 3n)={9,7,9, 11}

—> Mostres afectades per I'efecte de ‘aliasing’

e Aquest problema dificulta el calcul de la DFT i IDFT de seguencies
llargues

@ Universitat Politécnica de Catalunya 14/33



Filtrat de seqliencies llargues (1)

o Metode de i MR S
Quan limitacions de memoria

N— obliga a segmentar I'entrada i
Y AT R DR Pt i processar-les per separat
%, _ _ x(n) _ |
o B Amb la uni6 dels els blocs es
A < 177 forma una seqiiéncia a
M-1 I L q :
zeros I, la sequiencia unica.

% i | s G R s B PN oty e T s LS R A S e
7/ x5(1) Ko (n) | Filtre lineal

Mostres finals del bloc precedent
son també [’inici del segiient

' i Sl
(solapament i desa) M == = : IDFT ——» ym( )

hm) | i e g
Longitud M s’allarga
amb zeros fins a N R\ e
i
5 Atl'] b §‘% Ys(n)
: : unts am - -
N=L+M- 1, L>M ‘aliasing’ \\T\ ys(n)
v v v
y(n) ~—

Departament d’Enginyeria Electronica
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Filtrat de seqliencies llargues (ll)

° Metode de i

|<— L > L :I: L —>|

* . .
zeros
| xm 4B >\ . _
: X, (n) e

x(n)

”

x3(n) ) _5_> i — Filtre lineal i
YAty e | brr | 2oy P(n)
% . !
hm) | 0 —~
AN R A S S e S A e Mostres finals del bloc precedent
iy P ane : . es sumen amb les del inici del segiient
amb zeros fins a N f
v;(n) S (solapament i suma)
S\EERTIN
N=L+M-1, L>M N 751 N
pe e S s D
y(n) ~— : ! Punts amb

‘ . . )
aliasing
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Analisi frequencial amb la DFT

e Per calcular I'espectre d’un senyal, s6n necessaris els seus valors en
tots els instants de temps.

e Enun calcul ', €s possible utilitzar totes les mostres del senyal
original (k=N), si el nombre no es excessiu i el temps de mostreig és
coherent.

e En aplicacions de * ' resulta inviable utilitzar tots els instants

de temps del senyal original i, per tant, I'espectre es determina nomeés
amb una part de les mostres d’entrada (finestres)

e Consequencies del enfinestrament de senyals:
Perdua de resolucio freqtencial

‘Leakage’ (Perdues de l'especitre)

Y 7 SRS QNI Jorla Botes @ Universitat Politecnica de Catalunya 17/33



Augment de la resolucio frequencial

e Millora si s'Tamplia la finestra (w)

Y Finestra

7 lar & _[T-

o VI o=l il i
0 T, 0, Ls=ns<N 1'- Temps de mostreig

e Exemple: x(n) =cos(w,; n)+ cos(w,,n) + cos(w,;n)

@y = 0.2, 0, = 0.22°1, @y, = 0.6, T=1, N = 2048

0 6 U 0

‘Leakage’ Fregqiiéncia

o | 1=25 | Ll | B e

s / \ ﬂ o 0
Nt (yRpYe VD
o ﬂ\z\y : Mﬂ Mwmﬂ e al MWW WWWWWWW&M ] me

) %2 José Antonio Soria Pérez y . T T
A b ; L Universitat Politecnica de Catalunya
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Reduccio del ‘Leakage’

e Es pot reduir utilitzant finestres mes suavitzades (p.e:

)

I 1 27
P ~I'1=cos n 0<n<L-1
w(n).: IS k .
> YN {2( E,L ) L<nsN
0 1
e Exemple: x(n) =cos(w,; n)+ cos(w,,n) + cos(w,;n)

@y = 0.2, 0, = 0.22°7, @y, = 0.6, T=1, N = 2048

Wo3

\ | L=50 I | 1= | B [

T e .
B (e N
i N JJ UL L

Magnitud /L X

2 3
Fregqiiéncia

1 L~
S ‘f’ 7 . . 7 ; : -] _
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Filtres analogics i digitals
(FEAD)

Implementacio de
Sistemes Discrets -




Introduccio

Implementacio ‘hardware/software’, (per mitja de PC, DSP o
estructura yP/ uyC) de 'equacio en diferencies del sistema

n
Z bk .Z_k =l —n
s Dbz e R D IR

b, x\n—k) H(z)= =
et ) 1+iak'2_k l+a-z" +..+b z
k=1

y(n)= —kﬁ, a, y(n—k)+

1M

m

e Organitzacio de recursos segons complexitat
computacional

Estructura FIR/IIR (Diagrama de blocs) a utilitzar?

Nombre de multiplicadors, sumadors, posicions de memoria
necessaries?

Longitud de paraula (Nombre de bits necessari)? .

e Disseny dels coeficients (a,, b,) i nombre de valors (¥, M) segons aplicacio
(No es considera en aquest capitol)

. %) Departament d’Enginyeria Electronica
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Contingut

1. Configuracions i estructures basiques
(Diagrama de blocs)

FIRIIIR

2. Representacio sistematica en
3. Representacio numerica de paraules digitals

Avantatges i inconvenients de 'aritmetica de punt fixe i
punt flotant

Truncat | arrodoniment

4. Conseqguencies en la quantificacio dels
coeficients en sistemes digitals

@ Universitat Politecnica de Catalunya 3/33



Estructures

Formes

FIR: Basica i Fase Lineal
lIR: Tipus I, Il i formes transposades

Mostreig en frequencia (FIR)

Connexio de

Cascada (o serie)
Paral-lel

Estructura (0 en creu)

Configuracio basica (FIR i lIR)
Amb graons (lIR)

7] José Ant P A
2 Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 4/33
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Estructures directes (FIR)

e Obtinguda directament de I'expressioé general

b, 0<n<M-1 S by
h(n)={" = h(kyx(n Lk
B OB W OGN

Estructura basica (Filtre transversal):

x(n) o 1 ol -1 . ] Recursos computacionals

Z Z Z ]
| Posicions de memoria: M-1
| h(0) h(1) h(2) h(3) h(M-2) h(M-1) Multiplicacions: M
y(n) Sumes.: M-1
> \i-/ >

Fase lineal (Si h(n) compleix condicions de simetria /(n)= +h(M-1-n), amb M senar)

x(n)

A

Z—I > Z—I > Z—I Z—I
Recursos computacionals
Posicions de memoria: M-1
Multiplicacions: (M-1)/2
Z-I >, Z-I _ Z-I Z-I \ Sumes: M-1
M —1
h(0) h(l) h(2) h(3) 3) L h| ——
y(n) 3 2
44— 4+ )= K—D: @:

@ Universitat Politecnica de Catalunya 5/33




Estructures directes (lIR)

Tipus Il (Forma canonica)

w(n) bo= n y(n)

AL el

-9—0——0
A
Y
A
_|_

=

ay.g b M-

4>@_
b & A ;
=
N |
~
Y~
\i
e

by

Recursos condputacionals

Posicions de memoria: M+N+1
Multiplicacions: M+N+1
Sumes: M+N

Recursos C‘Ol’l’lb”l‘dCiOl’lCllS

Posicions de memoria: M+N+1
Multiplicacions: max{M,N}
Sumes: M+N

José Antonio Soria Pérez

Departament d’Enginyeria Electronica
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Grafs | estructures transposades

e Intercanviant sortida per entrada i invertint les direccions de totes les
branques, la funcio de transferéencia es manté inalterada. Aixi és
possible aconseguir estructures transposades

x(n b n
plge=l o Y
} x(n) W
z1 A B
a, b, SR
—+ - »>( -+
1
-a, b
y(n) b, x(n) :
y(n) 1 2 3 x(n)

@ Universitat Politecnica de Catalunya 1133



Estructures transposades (FIR | lIR)

e FIR

! bM bM—] bz bl b0
y(n)
el Z—I s FTRRACY i Z—I panll Z—I L 3
e Bidireccionalitat de les estructures |IR
y:(n) ®< 190 X(n) X(I’l) l:o =®= =y(n)
¢ t
Z'I z'I
b, !wz -a; -
M (O)N8]
by “Ay g
> »>( + gl =ttt
Z—I
(2] 4
b]:V :ET}—\/:N :aM
@ Universitat Politecnica de Catalunya 8/33




Moduls de 2on. ordre

e Les estructures presenten problemes de sensibilitat degut a
limitacions en la quantificacio dels coeficients (longitud de bits finit)

e (a,)i(b,) son valors petits i una petita variacio provoquen un canvi
considerable en els pols i zeros del sistema H(z), sobre tot si €s
d'ordre elevat

e Per evitar aquests problemes s’utilitzen (IR, FIR) o
(només FIR)
e Implementacions FIR: x(n) by - @ I
Estructures en (série) i
x = b
e Implementacions IIR: D (¥
Estructures en 0 L,
2 Z

= -
:b0+b1'z +b,z
2,

H
(Z) l+a,z" +a,z

; JUC I Jorld Beto @ Universitat Politécnica de Catalunya 9/33



Connexio en cascada FIR

e EXxpressions generals 2on. i 4rt. ordre (fase lineal)

£ 2on.H (z)=by+b, 2 +b,z70, k=12..K
H(Z):HHk(Z) 4 : )_ i kl. 2] kz' iz Rt e At e SR SR ) e SRR
Tt rt. Hk(z)— By e S BRI E e re e 7 ks ck0<1 e Xl DLy Xl z /Zk Xl z /zk)

e Realitzacio:

x(n)=x,(n) y(n)
e Bilocs: ST 1 1
: e -
xk(n) Z_I o Z_I
\2 b b
kO ki k2 Z_[ = Z-I
=@ - Y ¢ {Ckz Y s
2on. ordre 4rt. ordre
| o— 0"

K, enter més proxim a (M+1)/2.
b,=b,yb,y - by, 0 bé pot ser assignat a un dels blocs
Sempre és millor utilitzar per a que b,; siguin reals. (Agrupacio arbitraria)

@ Universitat Politecnica de Catalunya 10/33




Connexio en cascada lIR

x(n)=x(1) | o e
; ol
L T
H(z)=[]H,(z) . k=1iN+1)2} iN>M
K1 ¥ h
b,+b,z +b -z
B e by g Tt )=
= z! S . Mo (n) = x(n) .
— et a)k(n): —a;- a)k(n 1) akz'wk(n_2)+yk—1(n)
. v (n)=byo (n)+b, -0 (n=1)+b, 0 (n-2)
2 b : Yn :yK( )

e Existeixen moltes combinacions de realitzacié equivalents en cascada
depenent de com s’agrupin pols i zeros en cada bloc

e No obstant, a la practica no son equivalents perqué limitacions en la precisio
dels coeficients (finita) altera els pols i zeros de cada bloc

@ Universitat Politecnica de Catalunya 11/33



Connexio en paral-lel

° Requerelx expand|r la funcio de transferenma en
C+ZH C+Z

C.- Constant (C=b,, /ay)
A,.- Coeficients (o residus) en I’expansio
P~ Pols del sistema

lpk

xy(n) bk‘l ' Y ”l) Xp1(n)

@

Y.

® A by Vi (”) =by o, (n)+ b, (n 7 1)
o 3
y(n)=Cox(n)+ 3 H,(2)
P

| kelfl,K]

Com que 4, pot ser complexe, per evitar multiplicacions amb aquests es combinen parells de pols
conjugats. D’aqui els dos pols de la funci6 de transferéncia

A, b,y +b,z

1-p,z” _ 1+ak1-z_1+ak2'_z

@ Universitat Politecnica de Catalunya 12/33
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Exemple

e Determineu la realitzacié cascada i paral-lel deI sistema caracterltzat
per la seguent expressio: -

e

A T

e Cascada. Una possible combinacio de H(z) és:
20153 L JErk e

1_52 1+EZ" e

HE=10HHLE), )b B2
e p e it

8 32 2

o ImplementaCIO
I H,(2) é 10 y(n)

By igd
L -/’

é' fss QR Sors Seter Universitat Politécnica de Catalunya 13/33
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Exemple (Cont)

En la realitzacié , S’ha d’expandir préviament H(z) en fraccions
simples ~14.75-12.92""
4 =293 HlEl e e d
. L g ettty
o)Ay kT A, e 4, Ay=Z1768 g2 "33°
et e 1_[1+ jlj.zl 1_(1_ jl}zl - 4, =12.25- j14.57 | 24.5+26.827"
4 8 2 3 2 2 72 A; =12.25+ j14.57 S
A
Realitzaci6
-14.75
—— (1)
z1 _ : y(n)
7/8 -12.9
x(n) + - > >
z! : 24.5
-3{32 i + Y :
Z—]
1 26.82
—+ - >
Z—]
112

Departament d’Enginyeria Electronica
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Mostreig en freqlencia (FIR)

e Parametres determinats per la resposta en frequencia discreta. Simplifica

el disseny de si H(k) conté pocs valors
: n i3
Mostreig CE J Ha)
H(k+a)= Z h(n ye2rtierenian =0 S Eey z!
y : H(l+a) *
h(n)=ﬁ;H(kJra)-eﬂﬂ(km)n/M) —><+? J -t
x(n) ]/=M o+ )—]| sy z!
a-m ta
Funci6 de transferéncia LZ-M -7 . H(2+ )G)
1 £ LAt 3 - J
HI(Z):ﬁ(l‘Z el ) . gt z :
s | AO=HEHE | =
H2(2)= 2n(kra)M -1
i l—e 'z H(M-1+a) y(n)
—( + (|
o
ejZn'(M—] +a)/M
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Mostreig en frequencia (Cont)

e Amb les propietats de simetria dels filtres amb es pot
mes |'estructura.

Propietat de simetria: H(k+a) = H*(M-k-a)

Pera=0
H(O (M-1)/2 ( )+B(k) =1
H P s 8
2 e o ,Z‘ i ZCOS(Ziz'k/M)Z +z7 M senar
M/2) o
H,(2)= H(o_ (M/lz) A(k)+ B(k)z™ M b

1+z"' & 1-2-cosrk/M}z" +27

Alk)= H(k)+H(M k)
B(k)=H(k)e 7™ + H(M —k ye' 7™

o= .

‘;ffz Departament d’Enginyeria Electronica
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Estructures ‘Lattice’. FIR

Etapa basica

ft)  fua) Sour (1) In(®)
x(n)_
g () &2 () &1 () i
""" L gu(m)
Estructura ‘Lattice’ FIR !
s Domini temporal discret e Domini‘Z
fm(n):iam(k)-x(n_k), e (0)=1 F () = A4 ()XE) Am(z)=§am(k)-z"‘
gm(n)=iﬂm(k)-x(n—k), B,(m)=1 - Gy2) =By X)  B,(2)=2 f(k}z"
Bul) = aul), =0, 1, com — Tensiedraen | B(e)=Dla(n ke =)
F(z)=G,(z)= () - A4(2)=B,(z)=1 | |
FD= PP K Gl = a)e k@ = [0 L el ) ]
Gm(z):KmF ( )+z G, (Z) : B ( ) K. ‘4. 1( )+Z_1'Bm_1(Z) : i , i

e f,.,(n) és la sortida del sistema i g, ,(n) és I'estimacié (o ‘prediccid’) de I'entrada
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Conversio ‘Lattice’ (K,,) — F. directa (o, (k))

e Els coeficients a, (k) s'obtenen amb un metode
Ao(Z):Bo(Z):l
Am(z): Am_l(z)+ Km'Z_1°Bm_1(Z) , m=12,. . M-1
B,(z)=z""4,(z")

e Exemple: Estructura ‘Latice’ de 3 etapes (K, = 1/4, K, = 1/4, K, = 1/3)

o m=
Al(Z):AO(Z)+K1'Z_1'B0(Z):1+%'Z_l e m=2
2,(0)=1, o,(1)= % =K, | A,(z)=A4(z)+K,z"B/(z)= 14—%-2_1 +%-z‘2
. X 0{2(0)21, az(l)zy, 052(2):%

m =3
2 (z) =4, (z)+ K,z7B, (Z) =1+ E-Z_1 + é-z‘2 + l'2_3

0)=L w)=1%,~ a0)=3. a6l ¥

e EXxpressio per al metode recursiu

a, (0)=1, a,(m)=K, o, k)=a, (k)+a, (m)e, (m-k) 1<k<m-1

ipigd
SR, |
L
V 7
g A

- S
Trery
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Conversio F. directa (a,,(k)) — ‘Lattice’ (K,)

e Amb els coeficients o, (k) (0 equivalentment, 4, (z) ) els parametres K, es
determinen amb la seguent

A K ‘B
A(2)=4 ()+K, B (2)-K, 4 ()] —— 4,.(z)= ()1+_Km2 (), m=M—-1,M-2,..]
e Exemple: H(Z)=A3(Z)=1—|-£-Z_l—|—§-Z_2+l-z_3
24 8 3

e m=3 e m=2 @ =]

v A,\z)-K,'B 1
BE-Lia B, Az(z):A3(Z)1 1{‘;233(2):1+§Z—1+_Z—2 A= B L

WPy 2

U=
K3—a3(3)—4 Kzzaz(z)zé Kl—al(l):%
3

e EXxpressio per al métode recursiu:

(k)= L (k)-a,(m)a, (m—k)

am(O)zl, am(m):Km’ am—l & l_az(m) 1 SkSm—'l
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Estructures ‘Lattice’. lIR

e [Estructura . Els parametres es determinen amb el mateix métode que

I'estructura FIR (tot zeros) Gl

____________________

x(n)

S () L) fim) L=y  f.@m) ¢
Iy -

gy () : 1 () :

24 i 047 g | i)
Estructura ‘Lattice’ IIR (amb tot pols) '
e Domini temporal discret e Domini ‘7’
£,0)=a, (yy(n-k), a,(0)=1 Fo2)=d,0) Yz 4 (z)=;am(k)z‘k
k=0 =
0,()= 38, )=k 4, (m)=1 OB B R e
k=0 o =
Bull) = apfm, k=0, 1, ...,m — WO At depena B,(2)= Za (m-k)z" =z"4,(z")
FN(Z):X(Z) AO(Z):BO Z):l
F (z)zG Z):Y(Z) : : i A4 (Z) LR 7l _1(2)
; { > A ()2 A2 Ko B (2)rm | T = 2 i
Fm_1(Z sz(z —Km-z_1 Gm—l(Z) Bm_(l ) % mA ( j_ vy Bm_l ) Bm(Z) N Z Bm—l(Z)
Z)= = Z zZ Z

/A ey e T 3T @ Universitat Politécnica de Catalunya 20/33
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Estructures ‘Lattice’. [IR (Cont)

(Estructura amb graons):

e Estructura amb

Etapa basica

x() 1> () fo () 56,
oW & (" 2 (W 7
A e e it gn(M) 8n-1()
el
@ -G . o
N>M
M
ZCM (k)Z_k (Z) M
H)-—2 = Cu(2)= 20,8, (2)
l+ZaN(k)Z_k N\Z m=0

e Els parametres K, es determinen agafantAN(z) i utilitzant el métode recurS|u

descendent (vist a les estructures ‘Lattice’ FIR)

e Els parametres v, tambeé es calculen recursivament amb B, (z) i CM(z)

per m=0,1,..,.M

C,.(z2=C.()-v, B, (z) amb v =c, (m),

= !_."‘ ’ . . r
fi  Josc Antonio Soria Pérez, e @ Universitat Politécnica de Catalunya 21/33




Comparativa de recursos computacionals

e Estructures , amb M la longitud de A(n) o H(k) )

Posicions de

Estructura Multiplicadors Sumadors ", Comentaris
memoria
Directa M Us didactic
Fase lineal M/2 (M parell) M-1 M-1 Quan el sistema presenta fase lineal (A(n)
(M-1)/2 (M senar) Siee)
Mostreig en Util en respostes freqiiencials de ;
s 20D 7K B e Nl s ol o) ot
multiplicacions en sistemes de fase lineal
Lattice 2:(M-1) 2«(M-1) M-1 La caracteristica principal és la

e Estructures (N.- ordre del sistema, M.- ordre de la part FIR)

Directa | M+N+1 No s’utilitza

Directa II (i La que menys recursos de memoria necessita.

transposada) M+Nt1 M+N max{M,N} Amb la versio6 transposada es redueix el nombre
de sumadors. Aquesta ultima és la que més
s’utilitza
Lattice (N> M) 2-N+M+1 2-N+M N Bastant estesa a la practica (processat de veu i

filtres adaptatius) tot i el nombre elevat de
multiplicadors*. Robustes en aritmética de punt
fize

Jos¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 22/33
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Implementacio Software. Un ultim apunt

e En el disseny, interessa que el dispositiu programable realitzi el calcul
amb la - maxima rapidesa possible ( ) despres d’haver adquirit
el valor de I'entrada (x(n))

e Per aquest motiu, la programacio de les estructures es reorganitzen en
un I un

-1 =
_atarz tayz

1+b,z" +b, 'z~

e Exemple en una estructura de 2on. ordre:  H(z)

w(n) =x(n)+D, Aoty A5 s
ey y(n) = ay;x(n)+D i) e y(n) =ayx(n)+ w,(n-1)
w,(n) =a;x(n)-b;y(n)+w,(n-1)
Post-pro.: Cap Cap w,(n)=a,x(n)-byy(n)
Pre-pro.: D =a,x(n-1)+a,x(n-2)- D, =-b,wn-1)-bywn(n-2) Ca
byy(n-1)-byy(n-2) D, =a;om-1)+ayon-2) =
E. Directa Tipus 1 E. Directa Tipus 2 E. Directa Tipus 2 transposada

e En el pre-processat es realitzen els calculs que no requereixen x(n)
e EIl post-processat es realitza al inici del bucle
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Analisi en I’espai d’estats

o Les
Sistema LTI
.X(n ) ’lll F ‘lll VI (n) \\‘i d \\“ y (n)
> | | Vz(”) ! 1 >
vs(n) B
/ """" A \
Relacio de les variables Relacio de les variables
d’estat amb [’entrada d’estat amb la sortida

Proporcionen informacio sobre els senyals interns del sistema

Caracteritzacio del sistema més detallada que no pas la descripcio
entrada-sortida

Util en l'analisi (sistemes amb més d’'una entrada i/o
sortida)

| GeCuityiy Jon ey @ Universitat Politécnica de Catalunya 24/33
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Descripcio de I’espai d’estats

Realitzacio tipus I

;).A.,(n+1) =-ayvin) - ay ;v,(n)-... —a;vy+ x(n)

y(n) =byvy(ntl) + byvi(n) + by (n)vy(n) + ... +byvy(n) =
=(by—byay)v,(n) + (by,—byay )vyn) + ...+ (b, —byay) vy+ byx(n)

0 0 |[ vl(n) 2

1 0 vz(n)

0 Bliss)
L5 M S L7 g [ VN(”) N

X b @Y e v
. vy(ntl) =v;(n)
.
e A,
@ A 1 va(n) 5 V@
.
a b B TEvEl-
. . e (F Y (n T 1) 0
t A e s
i | E 2
e (b)N-i A |V (n s 1) Il 0
y Vo(n
; Z Vy (l’l i 1) =y aN
~ . 0 1)
ax i A
v,(n) :

F Vl(n) !
VZ(.n)

y(n)z [(bN _b()'aN) (bN—l _bo'aN—1> / (bz _bo'az) (bl —byq )]

Eqiiacio d’estat: v(n+l) = F-v(n) + qx(n)

gt
Eqiiacio de sortida: y(n) = gl~v(n) + *x(n)

B VN(”) £ g

Gl 7

k()

@ Universitat Politécnica de Catalunya
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Descripcio de I’espai d’estats (Cont)

e Realitzacioé

i vl(n+l) 1 [0----0 0 ~a, | i vl(n) el by —bya, 3 i vl(n) g
Vz(n+1) Ieee 0 Uy Vz(”) by, —byay, v, (n)
el hbi i Sl i e S B bl ol 20 e 0 e S by )
VN—1(”+1) Uil i0i=a, VN—l(") b—bya, Vna (n)
_VN(n+1)_ RUSAE S By __VN(n)_ - b-bya | i VN(”) i

e Descripcio general de I'espai d’estats

d

x(n)

o =C+ y(n)

L’eleccio de les variables d’estat no és Unica. Quines s’han d’agafar depéen de
la informacid i el problema a tractar en cada cas.

5 %) Departament d’Enginyeria Electronica
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Solucio de y(n) en I'espai d’estats

e Dos metodes: o mitjancant
Recursiu: Donades les equacions i les condicions inicials de les variables
d’estat:
;’;Z)—'_i) gt:.VF(];‘)’(Z) -I:x(;:)c(n) Condicions inicials: v(n,)
Pern > n,

v(nyt1) =F-v(n) + qx(n)
v(n,+2) =F-v(n,+1)+ qxn,+1) = F*v(n, + Fq:x(ny) + qx(n,;+1)

n—l
v(n) = D (n-ny)-v(n,+ Z D (n-1-k)-qx(k), ®d(i-j) = FJ , F¥ — Matriu identitat N x N

k=}’lo n—1
y(n) = g-®(n-ny)v(n-n, + Z gD (n-1-k)-q'x(k) + d-x(n) oEo
k=n, T atriu de
sl gadhd transicio d’estats
Resposta amb entrada nul-la: v..(n) = g-®(n-ny)v(ng)
n—1

Resposta amb condicions inicials nul-les:  y_ () =Z g'-®(n-1-k)-q=x(k) + d-x(n)

k:no

@ Universitat Politecnica de Catalunya 27/33

Resposta total:  ym) =y, ) +y.(n)




Solucio de y(n) en I'espai d’estats (Cont)

e Al existir moltes possibilitats d’elegir les variables d'estat es poden
obtenir infinitat d’estructures diferents mitjancant transformacions:

Si P és una matriu NxN i existeix P-1, una nova realitzacié s’obté de la manera
seguent:

V(n) = Pv(n)

V(i) = PA(n) V(n+1) = PFP1Y(n) + Pqx(n)

) =g P + da() Yot 1) = F90) + Gx(n)
y(n) = gv(n) + dx(n)

v(ntl) = F-v(n) + qx(n)

B Ayl e
y(w) = gv(w) + ox(n) el e

e Resposta impulsional: hm) = g-d(n-1)-q-um-1) + d-é(n)
e Sistema transpost
Si: - : : -

o S Jin o Sa I v’(n+l) =F «v’(n) + gx(n)
o VAT 2 Jon el A S S Sz - | Y'(m) =q*V’(n) +.dx(n)
S S v Jiv  fow v Sl

‘;f'-:z Departament d’Enginyeria Electronica
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Solucio de y(n) en I'espai d’estats (Cont Il)

e La solucio de y(n) és més facil d’obtenir si F es pot transformar en una
matriu (metode del sistema diagonal):

Es necessita una matriu P per tal que F=pPFp! sigui diagonal ( i

)

VAPS (Valors propis): S’obtenen calculant les arrels del polinomi caracteristic
det (F— A1) =0, on 11 es la matriu identitat (NxN). N — ordre del sistema F

VEPS (Vectors propis): vectors ortogonals que es determinen amb els VAPS
calculats previament

F-u, = A-u,, on ult. w; =0, peri#j

P s’obté creant una matriu U on cada columna la formen els VEPS calculats

previament
*Matriu inversa de U:
P s i S
U=lu u, " uy F=U“F-U, P=U"! U= i(U))
I \: det(U)
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Solucio de y(n) en I'espai d’estats (Cont Ill)

e Exemple:

Determineu la resposta impulsional 4(n) de la sequéncia de Fibonacci {1, 1, 2,
3, 5, 8, 13, ...} que es genera mitjancant el sistema seguent expressat en

I'espai d’estats: 03 g
v(n+1) Z{ } ‘v(n) —i—{ } x(n) y(n)=[1 1}v(n) +x(n)
Solucio: s 1
ES Py 4
det (F-)-T) = dez[ 1 I_J =)2-1-1=0. VAPS: 4 :“f ek :#

¢ : 0 1 1 1
Calcul dels VEPS associats: L J'“i: /R SRR TG LJ el {J

‘ & | SR AT Tl 1 Apniveel
Matriu P: U= P=U"= T LN

A A
1
VAN O 4 )
Sistema diagonal: F = U-l-F-U = B | } : a= Pq = /\/g , B = gi-pl= {3+«/§ 3 «/1
: ) A

Resposta impulsional: ~(n) = g‘F-q-u(n-1)+d-o(n)

e \15 [(32\@}(12@)"1(32\6}[1 2\/5]”1:|-u(n1)+5(n)

S { , 5 2 Z
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L’espai d’estats en el domini ‘7’

e Transformacio: I K((z))'
2V(2) = FV () + q:X() Z @) =Fvm) tax) oy - |2

Vo) oV ) Xt T ) B ) A ) &2 ( )

Vulz |

e Espai d’estats i matriu de transicio:

Senyals interns

V(z) =zl - F)! -q-X(z) ®n) =F' = Z1{z(zZI-F)!}
Espai d’estats Matriu de transicio

e Funci6 de transferencia:

Y(2) = [g-E1- F)' -q + d]-X(2) e e) g(z1 - F)' -q+d

(condicions inicials nul-les) X (Z )

e Resposta total del sistema:

Condicions inicials del sistema

Y(z) = égt-(ZI - F) v(0) A [g-(zI - F)! -q.+ d]-X(2)
Y, () Y (2)

‘: HECYIIGIG Sota boten @ Universitat Politécnica de Catalunya 31/33
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L’espai d’estats en el domini ‘7’ (Cont)

e Exemple:

Determineu H(z) i resposta impulsional /(n) del sistema que genera la
sequéencia de Fibonacci

Solucio:

ety R
det(ZI'F)_lz |:_1 Z_1i| = ZZ—Z—1|: 1 Z:|

3 1 Zihz 4
4

e s ey

-1 1
Funcio de transferéncia: H(z) = g-(zI-F)!q+d= ! 1 ]{Z Hﬂﬂ =

1 2

_Z_

Resposta inpulsional: S’obté amb la anti-transformada ‘z’ de H(z)

)= [[”f]’m (1f”(>
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Estructures basades en I’espal d’estats

e Connexio en paral-lel (Forma normalitzada):

F ¢és diagonal 2e SN !
0; ipyasati 0 1
| L s e VOREL) =2 S N G V) T ()
Hlz)=CE Yt e il et |
T A ey £ _ 2 wlt
v+l = [B, B, - By] v(n)+ Cx(n)
e Connexio cascada (Forma acoblada): by

Seccio de 2on. ordre

A A% Molt baixa sensibilitat als
H(Z) at bo T Z—p - Z—p « Efectes de longitud de
p=a,+ja, Paraula digital o

A=q;+jq,

Gl q, |
v(ntl) = L v(n) + 5 "x(n)

2

yit1) = [2 0]-v(n) + byx(n)
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Representacio numerica en punt fixe

e Representacio binaria

Nombres enters: b~ Valor de digit (0 0 1)

r.- base o'-nombre de valors diferents que

B
X :..., b.i; by by, ._.. — Zbi"”__l, 0<b <r-1 pot adquirir &, (2)
Ty A.- Nombre de digits enters (n-1)
MSB LSB

B.- Nombre de digits fraccionaris (0)

(Most Significant Bit) (Least Significant Bit)
Nombres decimals (<1): 4 =0, B=n-1 1
B . Keap bt wria bt = 0ee0
Valors positiu: X=0.b,, b,, ..., by =Zbl.-2", X <0 DI ;
\ _ = B _ Format de Signe i Magnitud
Valors negatius: X =-0.b,, by, ..., by= — »_b2" &3
i=1
2 bibse B 3

bi=1-b X, = 1.bi,bs,...,bs +00-01
B .
6y :1-2°+Z(1—b1.)-2" =2-2"-|x| b TR e 2—\X\

Format de Complement a 1 Format de Complement a 2

-0.75
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Representacio numerica en coma flotant

e Format de dos nombres binaris: (M) i (E)
Format: X = M -2F

M.- Fraccié numerica (rang: 72 < M < 1) amb bit de signe
E.- Valor enter amb bit de signe que treballa com exponencial

e Exemples:

e . |M,=0.101000 M, =0.110000
D { E =0.11 Xp =318 { E, =101
Multiplicacio:
X, X,= M,"M,25"% =(0.011110)}2°'° =(0.111100)}2°' = %5
Suma:

Els exponents han de ser iguals per poder sumar les mantises. Aquesta operacio requereix
un dels exponents (per igualar a 'altre) i desplacgar la seva mantisa

X;+X,=(0.101011)-2%11 =43/8

M, =0.110000 M, =0.000011
X, =378 =
E, =101 E,=0.11

=]

os¢ Antonio Soria Pérez @ Universitat Politécnica de Catalunya 35/33

epartament d’Enginyeria Electronica



Punt fixe i coma flotant (Comparativa 32 bits)

e Punt fixe:

Rang: 2°-1 valors:

e Coma flotant

Representacio

Rang de X

Resolucio

Valors enters

232-1 = 4,294,967,295

1

Amb bit de signe

-(231-1) = -2,147,483,647

(231-1) = 2,147,483,647

1

Decimal (3 digits) i bit

de signe

-(2%1-1)-2-10= -2,097,151.999
(231-1)-2-19= 2,097,151.999

2-10

E.- 8 bits (7 + bit de signe)

M .- 24 bits (23 + bit de signe, rang: 2 < M <1),
M E Valor
Notacio s 23 bits S 7 bits A tg
Rang de X Valor minim 0 100:--0 1 1111111 0.3-1038
Valor maxim 0 111---1 0 1111111 1.7:1038
N 1 bit &8 bits 23 bits
Estandar IEEE 754:
10000010 1010:--:00
S E M

X = (-1)S-2E127(pp)

X = .10 2130-127. (1 1010--0)= 23-(13/8)= 13

Bastant complicat de
representar el valor ‘0’

-Si E =2551 M+ 0, Xnb és considera un nombre
-SiE=255iM=0,X=(-1)52E127-(1.M)
-Si0<E <255, X =(-1)S-2E126 -(0.M)

“SiE=M=0,X=(-1)%0

José Antonio Soria Pérez
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Punt fixe vs. Coma flotant. Consideracions

e Coma flotant

Desplacaments en la mantisa resulta en perdua de precisio en cas de
rebassar el nombre de bits

Revessament: succeeix quan es supera el marge dinamic de I'exponent al
multiplicar dos valors

Resolucio (distancia entre dos valors consecutius) variable en coma flotant: A

major (nombres elevats) pitjor resolucio
Millor resolucio per (perd pitjor per nombres elevats) en
comparacio amb el format de ‘punt fixe’
e Punt fixe
En ‘punt fixe’, el rang de X amb b bits: Resolucié maxima en coma fixa
Format de nombres enters: rang = [0, 2°- 1] SRR
Fraccions: rang = [0, 1 — 2°] | | A b _i

molt més petit en comparacié amb el rang en ‘punt flotant’
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Punt fixe vs. Coma flotant. (Cont)

e Generals

Tant les DSP’s de ‘punt fixe’ com ‘flotant’ utilitzen el format numeric de

(Tecnicament valors mixtes son dificils de multiplicar i els valors enters no es poden
reduir mitjangant técniques d’arrodoniment. Per aixo no s’utilitza el format de valors enters)

Les DSP’s de ‘punt fixe’ utilitzen aritmetica de mentre
gue en ‘punt flotant’ aguesta és utilitzada en { , }

Els errors de quantificacié (arrodoniment o truncament) en ‘punt fixe’
son molt més elevats, en comparacio amb el ‘coma flotant’.

Aquests errors provoquen que el sistema tingui comportaments no

lineals: oscil-lacions, inestabilitat, revessament, etc... (Pols i zeros del sistema
canvien de lloc)

A més de la disponibilitat de recursos, el fet d’utilitzar una representacio
numerica determinada és un altre factor diferencial en el cost de les
DSP’s

Departament d’Enginyeria Electronica
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Errors de quantificacio: Arrodoniment i truncament.

e Procés de quantificacio: Model del
quantificador Q(x)

S S 0@ =(0.101-1,

? b.- bits utilitzats durant la
2 conversido A/D dels valors

x =(0.1011---01,
|

b,.- bits necessaris per representar
exactament el valor original (o)

E - — Truncament

Qx)=x+¢ €=
E AT Arrodoniment

e Errors de quantificacio
Valor

A Qr(x) _7'deal de x ‘A Qt(x) ; A Qt(x)
Arrodoniment | ] T Truncamentt | ] EFn Truncament | ] B
_____ S Ca? AT - MS ERT oY 3
Epl St | S S R gy |betde e e
2 X 2 X = 2 : X
9-b % b = b 3
___________ 3 4 & ST 2 Ttk S il 2
____________ Er:Qr(x)'x ey g g Et: Qt(x)'x S AN N Et Qz(x)'x
AP FLr i S v gl Ak Ao AR P Y 2P<E <0 SN W e L ] 2P<E <0
A <F < A t
e Caracteritzacio estadistica
Truncament
: : : e L it :
Arrodoniment At p(EV) A=D-b C @ At p(E,) et run;/c[l?en 1 p(E) Rt
1/2A
:E’t Er =L
-A/2 - 0 A2 - -A -0 - -A 0 - A
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Sensibilitat als errors de quantificacio

e Sistemes IIR

TEu Sensibilitat en el sistema

M M
bz 1—ziz™! N N—k N Nk
A== AN Gl H( I el e o
1+Zakz k ;/_ZA-’-AZI( 1+25k-z"‘ H(]—;k Z_l) E l;l(pl_pl) = l;l[(zz_zl)
L5 ;A = Py +Ap; Ly ag Erd fed

Interessa que el denominador de Ap; sigui elevat (a pols separats, minima

sensibilitat). Aix0 s’aconsegueix combinant estructures de amb
Cascada: Paral-lel:
E Ik Lp iz b et = Cli +€,.°27
H tes kO k1l k2 kO kl
Cascada o paral-lel? ) H l+a,z" +a,z7 H1+aklz +a,,2

Cascada: Hi ha control directe sobre els pols i zeros del sistema (a, i b, es
calculen directament).

Paral-lel: Només hi ha control directe sobre els pols del sistema (¢, no
especifica la posicié dels zeros).

L’estructura en cascada és més indicada quan s’utilitza format numeric en
‘punt fixe’.

En I'estructura paral-lel, els problemes de la quantificacio de coeficients
es solucionen utilitzant ‘coma flotant’
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Sensibilitat als errors de quantificacio (Cont)

e Sistemes FIR
Els efectes no son tan acusats com en els sistemes |IR;

Només afecten a la magnitud de la caracteristica frequencial (no la

)
No obstant, també és correcte utilitzar el criteri de moduls de dels
sistemes IIR
La configuracio en és la més apta (a diferéncia de les IIR on es pot

utilitzar tant la configuracié cascada com paral-lel )

Quan més gran és la longitud del filtre (#(n)) major tindra que ser el nombre de
bits necessari per representar els coeficients (10 bits per longituds h(n)
moderades)

Per un increment de 4-M mostres de i(n) s’ha d’'incrementar 1 bit per mantenir

la desviacio de I'error: R G  CE)
i o Op = M= M
i 12 3
hn)=h(n)+e,(n) AR Y ()= Zeh (n)e” — -(b+2)
264 < ¢,m) < 2-(b+1) S
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Efectes de la quantificacio en filtres digitals

e Principalment en la quantificacié de coeficients preocupen els cicles
limit:

Inestabilitats indesitjades a la sortida del sistema. Preséncia de components
continues o oscil-latories amb absénbcia de senyal d’entrada

Nomeés en els sistemes recursius

No linealitats degudes al revessament

Es produeix per nivells d’entrada elevats i en sumes de complement a 2

e En general, és bastant dificil analitzar i avaluar aquest fenomens de
manera determinista

La caracteritzacié més adoptada en la practica es basa en I'us de

e Els estudis d'aquests fenOmens nomeés té sentit en realitzacions de ‘punt
fixe’ on agauests acostumen a ser importants
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Cicles limit

e Exemple de components continues i oscil-latories: (Sistema 1er. ordre)
S'utilitza aritmética de ‘punt fixe’ de 4 bits

La quantificacié arrodoneix el resultat a I’'al¢ca

B " v(w) x(1) ; = v
Y \]
= . L =+
Ideal: 7 A SO eal: o7
' x(n)=15/16-0(n) : or]
a | a
v(n) = Qlay(n-1)] + x(n)
n a=0.1000 Valor a=1.1000= Valor a=0.1100 Valor a=1.1100 Valor
=1 decimal = 5% decimal =% decimal =-% decimal
0 0.1111 15/16 0.1111 15/16 0.1011 11/16 0.1011 11/16
1 0.1000 8/16 1.1000 -8/16 0.1000 8/16 1.1000 -8/16
2 0.0100 4/16 0.0100 4/16 0.0110 6/16 0.0110 6/16 Banda morta:
3 0.0010 2/16 1.0010 -2/16 0.0101 5/16 1.0101 -5/16 1/2 2_,,
4 0.0001 1/16 0.0001 1/16 0.0100 4/16 0.0100 4/16 ‘V(”_IX < 1_“4
5 0.0001 1/16 1.0001 -1/16 0.0011 3/16 1.0011 -3/16
6 0.0001 1/16 0.0001 1/16 0.0010 2/16 0.0010 2/16
7 0.0001 1/16 1.0001 -1/16 0.0010 2/16 1.0010 -2/16 . 7t
Cicle limit
8 0.0001 1/16 0.0001 1/16 0.0010 2/16 0.0010 2/16
José Antonio Soria Pérez 43/33
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Cicles limit (Cont)

L'estudi del cicle limit en sistemes d’ordre superior es més complexe:

P.e: en sistemes de 2on. ordre es pot demostrar que existeix una banda morta

fi7 9050

2] <

1Ja pero existeixen mes modes de C|cle limit

Estructures IIR paral-lel: el cicle ‘global’ és la suma dels cicles |nd|V|duaIs de

cada seccio.

Estructures IIR cascada: cicles d’etapes precedents es filtren en etapes
posteriors. S’ha d’evitar un cicle precedent en una possible ressonancia

posterior

e Cicles limits per revessament:

y(m) = glayy(n-1) + ayy(n-2) + x(n)]

x(n) £ 3}(11) &)
- 7 - 1
7 /
a; /
7! -1
a, ‘

Comportament de la
addici6 en complement a 2

o

Prevencio del revessament amb
aritmética de saturacio per evitar cicles limits

-1
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Escalament

e Toti eliminar els cicles limits del revessament, I'aritmetica de saturacio
genera distorsio. Aquesta distorsio s’evita escalant x(7) dues maneres:

.. y . 7 y Nyt g = 5 Ax
Mitjancant I'eleccié d’un valor maxim (4,) per x(n) —— X(n)—X(")maX x(n)
: Ax<oo; g Ax<max‘[1{ (a)x 3 Ax<M—1;

Z‘hk(m} OS(DSkn Z‘hk(’”)‘

m=0
La opcid 1 evita el revessament i és la més severa de les tres

La opcid 2 és util en senyals de banda estreta, mentre que I'opcid 3
es per sistemes FIR

Escalat en base a l’energia de x(n).- Es una opcié encara més pessimista
que les anteriors

0

Z‘yk(nxz = CZ.EX 00

Sr | < masi o) S

n=—00 n=—00
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Analisi dels efectes de quantificacio

e Com que és dificil modelar efectes de quantificacio i/o escalat en sistemes
grans, un altre opcio consisteix en realitzar un amb

e En aquest cas, els errors de quantificacio es representen con un error o

soroll e(n) Sistema de 2on. ordre
x(n) y(n)
Sistema de ler. ordre i @ 5
L) e > V(n) i z1
! v(n) = Q,la;v(n-1)] + O,[la,v(n-2)] +x(n)
. Q0 )i a2 it el o)
Aﬁl_f_ v(n) = Q,[av(n-1)] + x(n) .
i) v(n) =av(n-1) + x(n) + e(n) <a_2<_|

e Dues components: senyal util y(n) i error e(n)

ler. ordre v(n) =y(n) + q(n) 2on. ordre
y(n) = a-y(n = 1)+ x(n) Senyal util y(n) =aq, 'y(n & 1)+ a, -y(n = 2)-|— x(n) Senyal util
q(n): a-q(n —1)+ e(n) Soroll q(n): a1~q(n—1)+ az-q(n —2)+ & (n)+ e, (n) Soroll

R ’ 7 . 3 7
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Analisi dels efectes de quantificacio (Cont)

e Consideracions sobre l'error e(n):

Distribucié uniforme en el rang {-1/2-2-%, 1/2-:2-5}
-2b

<e(n)> =0 (Valor mig) o= 05 (Varianga)

e(n) és un soroll blanc (e(n) i e(m) estan incorrelades per n # m)

e(n) esta incorrelada amb I'entrada x(n) R {al = 2-r+c08 0
on. ordare e
e Estudi comparatiu: Ter. ordre AT
o’ 1+7° 1
Error de : = O, — h ol = 0'2
quantificacio O- 12 a =i Z ( i el +1 2:r%-cosd j
Efectes del 0-2 = G gﬁ :—( —‘CZD O'i = O'f(zhz(n)j O-i r 1 2
Escalament (A, = I-a) NSRS a2 3 e L
o, Gi 52 ~2(b+1) 3 Z‘h(n)‘
Relacié senyal-soroll ) FE ( ‘Cl‘) )% (b+1) - = ’; = : n=0
e = TS
o2 (varianga) també denota la poténcia del senyal 0
1 o’
< h 20+1) (1 _ V¥ < 2 < n20+1) (1 _ )2
(1 ’” sm Z‘ )‘ l—r)\/1+r2—2r-cos(2(9) z (1 r) o= 55 S (1 r) (1+V)




Conclusions en I'analisi dels efectes

e 1er. Ordre

El soroll s'amplifica a la sortida en relacié amb I'entrada (aj >0o’) enun
factor 1/(1-a). EL SNR es redueix

Nombre de hits:

Es més important en sumes que en les multiplicacions

Depen del pol (a): tindria que ser més elevat quan més a prop estigui el pol del
cercle unitari

e 2on. Ordre

Els efectes de la quantificacio encara sén mes severs respecte al 1er. Ordre

Estructures paral-lel: els efectes de soroll global correspon a la suma
d’efectes de cadascuna de les seccions individuals

Estructures cascada: Soroll en etapes posteriors queden filtrats en etapes
posteriors. Importa I'aparellament de pols (reals). Dues postures a adoptar

Pols propers al cercle unitari emparellats amb zeros propers
les seccions (primera) (ultima)
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Exemple numeric sobre els efectes d’arrodoniment

e El seguent exemple il-lustra la importancia d’utilitzar una organitzacio
adequada en una realitzacio cascada

Determineu la variancga del soroll causat per I'arrodoniment que hi ha a la
sortida de les dues realitzacions cascada seguents

Al -® v H()=HGYH() 0

, L H)—
z1 z! 1+ 5 5% z1

®
1 Ya Ya l V2
‘?<—<— 4?4—4— Hz(Z)Z : 4?<—<— ‘@4—4—
13— z7
e(n) e(n) 4 e(n) e(n)

Solucio: hy(n) = (1/2y u(n), hym) = (/& um),  hin) = 2:[(1/2)" - (1/4)"]-u(n)

y(n)

>
>

A 4

ihf(n)ZL:% ihf(n)=;—l6 S 12 (n)= 41+ i LR
n=0

n=0 1_1 n=0 l_i 15 = - Y, 1_1 l_i
=i 4 E 16 4 8 16
051 =G th(n)+ Zhlz(n) =2.90"
LA=0 i - La potencia de soroll en la segona realitzacio
Z Z és 9% superior a la primera
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Resum final

e Existeixen diverses realitzacions de sistemes en temps discret. Aquestes
son equivalents amb precisio infinita, perd no amb precisio finita

e Tres factors que determinen la seva eleccié: Complexitat de calcul,
memoriailongitud (bits) de paraula

e Les expressions del sistema en ‘espai d’estat’ proporcionen una
en funcid dels senyals interns del mateix

e Efectes de quantificacido son importants en sistemes d’ordre elevat
(especialment |IR) i es minimitzen utilitzant

e Addicionalment, filtres optimitzats de variable d’estat d’ordre 2 minimitzen
els efectes de I'arrodoniment. Aixo permet obtenir filtres robustos de banda
ample i estreta

e Les estructures ‘Lattice’ son les més indicades en aritmética de ‘punt fixe'.
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Filtres analogics i digitals
(FEAD)

Disseny de Filtres Digitals




Punt de partida

Implementacio (PC, DSP o estructura uP/ uC) de I'equacio en
diferencies del filtre, segons especificacions d’aplicacio

Zb'z_k = .
7 _b+bz++bz”F1R

1+Zak 4 | l+aqz' +..+b z

—-m

:_kﬁ;ak-y(n_k){zobk-x(n—k) H(z)=

e Organitzacio de recursos segons complexitat computacional

(Vist)
e Disseny dels coeficients (a,, b,) | nombre de valors (N,M)
segons (Obtencio de la ):

Especificacions frequencials de magnitud i fase

Eleccio del tipus de filtre: [IR o FIR (N=0)

& et G LT @ Universitat Politécnica de Catalunya 2/33
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Causalitat | les seves implicacions

e Els filtres ideals no son causals i, per tant, no es poden implementar
fisicament (en temps real)

Exemple: Filtre ‘passa-baixes’ ideal

h
7 _ _ s (n)

A (w) . [ ]

! Son necessaries infinites
e monstres de A(n) per a la

A . ’ $ ot T implementacio, inclus
-0, 0. o R Y per n<0
i n=0
Lo of<o, hn)=1 . %
oy e i ECEI S

T'n
e Consequencies de la no causalitat:

Resposta frequencial H(w) no pot ser nul-la, excepte en punts separats

Compromis entre caracteristiques desitjables de modul (|H(w)|) constant i
transicions abruptes a la banda d’atenuacio.

Modul i fase (O(w)) no es poden dissenyar individualment
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Filtres aproximats

e Les aproximacions dels filtres ideals son en molts casos

Exemple: Filtre ‘passa-baixes’ truncat N mostres:

' o ' il ' Y sin(w.n) i
hy(n)= sin(w,_n) —  Hylo)= 2 S
£ 2. —=Nx<n<:N,(n#0) n=-N TN
wn
o= 7?/4 : ‘ | | : S :
il /\\//\ | 1 m/\/\/\/\/\] ] 1 [pvimmmsmnnv]
ol | I | \ N=30 | . . N=70
3 | ] | fe |
i 0:47 / 4 0:4— “ B 0:4
5l | el . e
LIRS o o BN
. gl Oa) i z 3 I, Oa) 2 3 2 E 0 1 2 3
L'arrissada en |H(w)| es deguda al truncament (fenomen de Gibbs)
La longitud de i(n) ha de ser 'adequada segons especificacions
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Especificacions dels filtres

143,
1_61

d,.- Arrissada a la banda de pas
_________________ d,.- Arrissada a la banda d’atenuacio
AR a1 bandz:; ®,.- Limit de la banda de pas
de pas ! : o,.- Limit de la banda d’atenuacid

1
1
'‘Banda dé& Banda d’atenuacio
| — >\«
1 trans1010:
1

1

____________________________________________________

e Ample de banda:

v

e Les magnituds s’expresen en dB’s: 6,4, = 20 -logy, (6,)

e Especificacions

e Parpametres de disseny:
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Contingut

1. Disseny FIR
i (basics)
Aproximacio de Chebyshev (optimitzacio de la resposta frequiencial

Diferenciadors
Transformada de Hilbert

2. Disseny amb especificacions analogiques (lIR)

| adaptacié de la

‘transformada Z’
Filtres Butterworth, Chebyshev, El-liptics, Bessel, ...

3. Transformacions en freqlencia
Domini i

4. Disseny amb especificacions digitals (Minims quadrats)
i

~ Departament d’Enginyeria Electronica
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Disseny FIR: Aspectes generals

e Sistema FIR:

Zb x\n 5

Simetrica: h(n)=h(M-1-n) H a)): H

r

Amplitud:

(M-3)/2

Hr(w)zh(M2_1j+2 Zh n cos{a)(Mz_l

ol o{51)

Fase:

- L2 H ()0

M/2-1

2Zh

2

(M—l
—dd)
2

@(a)) =

j+7r, H,(0)<0

e L'objectiu consisteix en determinar A(n) per n=0,1,...,

kzz(;hk x(n—k)

(@)e "MV Anti-simétricaz hin)=-h(M-1-n) H(o)=H

M-l
N
h,z

k=0

M3/2

Mj2-1

—y

b, = h(k)

Amplitud:

* Sl o5

H ()= Zh(n)-sin{a)(Mz_l _nﬂ

M-1 per mitja

7

(a)) o /meM=1)2+7/2]

M.- senar

M.- parell

d’especificacions del filtre (¢, J,, w,, »,) i amb ajuda d’expressions basades en la

resposta frequencial (H (w) i O(w))

e La condicio d’anti-simetria no serveix en el disseny de filtres FIR passa-baixes

José Antonio Soria Pérez
Departament d’Enginyeria Electronica
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Disseny FIR mitjancant finestres

e Amb l'especificacio en frequéncia del filtre H (w) desitjat, primer s’obté la
resposta impulsional % ,(n) per despres truncar-la a un nombre de mostres
finit

H
il FFT! LB u h(n) = h(n)-w(n)
w(n) o

El resultat també esta condicionat per la finestra w(n)
, n=0L.M-1" FFT ()= sin(c-M/2)

Finestra rectanqular: L = ;
. g 2 {O, altrament _ ‘sin(a)/2x :

10\ | | | | /\‘/1231

Vo1 Suavitza la caracteristica H,(w) (Interessa M gran)

= 1 TavavAY: Lobuls laterals provoquen efectes indesitjables en
3 | u‘ ~[ I ;‘ i U n‘\“" la resposta frequiencial
B 5 ‘\ \‘\ ‘\ | “ I ‘W ““\ | \"“ ‘HH m “M | M
. | J J ‘ Els Iobuls laterals es redueixen amb finestres que
( , no presentin grans discontinuitats
w

| JicEattqnig Rond baies @ Universitat Politecnica de Catalunya 8/33
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Tipus de finestres w(n)

Nom de la
finestra

Barlett
Blackman
Hamming

Hanning

T ukey

Sequencia del domini temporal
h(n),0<n<M-1

Observacions

M-1
A T |
M-1

L v M i A e R
M-1 M—1

2

n—

=

0545 (A das
M—1

(i)

o) L

O<a<1
L>0
e Al A
priE D
2 oM
2 DI )
0<a<l

1, .- Funcié de bessel modificada, classe 1

José Antonio Soria Pérez
Departament d’Enginyeria Electronica
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Comparativa finestres
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Comparativa finestres (i Il)
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Consideracions generals

e Respecte als dominis

L’analisi de sistemes en el domini del temps (n) planteja I'is de
0 bé elements de (Domini z), a diferéncia
del domini que utilitza les derivades (Domini s)

e Respecte a les metodologies

A la practica, les tecniques de disseny es basen en I'analisi de prototips
analogics per despres realitzar una conversio a filtre digital IR o FIR

Tres métodes de conversio segons caracteritzacio del filtre analogic:
: i

Ier. pas 2o0n. pas N M
Hs) | — | HR) | —>  yn)=-2a,yln-k)=3 b, xn-m)
Conversio Equacions en k=1 m=0
SHIg diferéncies
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Pas 1.- Aproximacio per derivades

e Es una aproximacio de I'equacié per mitja
d’'una
i 7 - . |
Bs o !
=5 d t M dk {
lesgm D
a,s =0 =0
k=0 !
dy(t) ; y(nT)_y(nT ir T) : y(n) - Transformaf:ié T s
dt i T 3 a realitzar
t=nT
—y(n- (n-1) 2
:y(n) y(n 1) G ezl y l—Z 1
ol oAy B T A
yin—a)=y(z)z" t T
| B |
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Pas 1.- Invariancia Impulsional

e Es basa en l'obtencid d’un sistema que és la de la
resposta impulsional del filtre analodgic (hA(n) = h(nT) pern =0,1, 2,...)

e Per fer la transformacio, s’expressa la funcié de transferéncia del filtre

analogic en
Nt Mostreig N C
H = ¢ H == k
ORI e B O

e {p,} representen els pols del filtre analogic, mentre que {c,} son els
coeficients d’expansio en fraccions simples.

e EXxpressio a utilitzar en la transformacio:

T -1
e P ‘
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Pas 1.- Transformacio bilineal

e Descriu una correspondencia entre el plasi el pla z. L'eix jo es
transforma en el cercle unitat del pla z

N b t=nT
Hlaoo s dfi—g)mk Wo)=box(t) = y'(nD)=- aymD)+bxnT) (1)
y(nl)

L )= [+ ,)
y(T-T) el

wrr| e A =TTy G- T T -T) (@)

el e =

e La transformacio ‘s’ — ‘z’s’obté mitjangant I'equacio en diferéncies que
resulta de substituir (1) en (2)

'_M_N Ui s S:2'1—Z_1
ECEE = A,

—1
T'\l+z
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Exemple

e Feu la conversio del filtre analdgic del pla s al pla z

s+0.1

H,(s)=

Aproximacio per derivades: s=(1-z)/T

) 2
g 72/(1+0.27+9.0177)

14027490172 - T13027+9.017° -

s N ! T
Variancia impulsional: s—p, =1-¢e”* -z

(s+0.1F +0.9

—= - H(z)

21+01T) ., 1 o 704

-1

0.009:z7*

T 1-1.8197z" +0.9008 2

1/2 1/2 1/2 12
H A =
a(S S+0.1—3j+S+0.1+3j oy H(Z) P Bt A T A R a3 e
— . _l
H(z)= 1-0:9048z

Vs L) <)
iy 1-1.8096:z +0.8187:z

Transformacio bilineal (per T=0.5).

. _1 et . _2
H(z)z 0.2974+0.119-.z" -0.1785z

1-1.9024-z7" +0.9048-z >

T

¢ Antoni ia Pé : 3 b
| Jddse uquio So’rla Sl ol Universitat Politécnica de Catalunya
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Conversio ‘s’-'z’. Consideracions

e Estabilitat:
Es imprescindible que I'eix jQ del pla s tingui una correspondéncia
completa amb el pla z, dintre del cercle unitari en z

Cel.fcle. jQ jQ
Unitari % L&
3n/T
/T
o N o
N
— -/T
o - -37/T
Aproximacio per derivades s Invariancia Impulsional
(Correspondencia incompleta) (Aliasing)
T
/2
10 -5 5 10
: > QT

-1t/2
Transformada bilineal

- (Correspondencia no lineal)
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Conversio ‘s’-'z’. Consideracions (Cont)

e Les tres metodologies garanteixen del sistema discret
desprées de la conversio, ...pero amb matisos

Aproximacio per derivades

Nomes es practic en sistemes | una classe
limitada de sistemes

Els métodes basats en la k-esima derivada (s¥=/(1-z! )/T*] ) son
molt complexes de realitzar

Variancia impulsional

Mateixes limitacions que el metode d'aproximacio per derivades
degut al problema de solapament del pla s amb el z

Tot i la correspondéncia no lineal de l'eix frequencial amb el
domini continu, és el metode més utilitzat a la practica
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