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NOTA INICIAL

El que teniu a les mans és una col-leccié d’exercicis corresponents a l'assignatura de Probabilitat i
Estadistica dels graus d’enginyeria industrial de ’Escola d’Enginyeria de Terrassa.

Molts professors i professores del Departament de Matematica Aplicada III els han anat compilant al
llarg dels anys. La novetat d’aquest recull és la introduccié de diverses anotacions per poder resoldre
els exercicis amb 'ajut de MINITAB.

Si detecteu alguna errada us estarem agraits si ens el comuniqueu a qualsevol dels professors i profes-
sores de l'assignatura.

Santiago Forcada, Immaculada Galvez, Josep Gibergans,
Maria José Jiménez, Victor Manosa i Enric Monso.
Departament de Matematica Aplicada III

Escola d’Enginyeria de Terrassa






1 ESTADISTICA DESCRIPTIVA

1.1 Exercicis

1. Els preus de 21 pisos en venda en una determinada zona venen donats per les segiients dades
(en milers d’euros): Preu= {213, 222, 240, 155, 261, 251, 221, 212, 235, 241, 253, 240, 279, 223,
231, 242, 234, 252, 235, 243, 248}

(a) Feu el diagrama de tija i fulles.

(b) Feu la segiient la segiient taula de freqtiencies (al vostre full).

’ Classe ‘ Freq. Abs. ‘ Freq. Rel. ‘ Freq. Rel. Ac. ‘

Preu<210
Preu€(210,220]
Preue(220,230]
Preue(230,240]
Preue(240,250]

( ]
( ]
( ]

Preue (250,260
Preuc (260,270
Preuc (270,280

Quin és el percentatge dels pisos arriba, com a molt, a un preu de 240.000 Euros?
(¢) Indiqueu quins sén els valors dels quartils Q1 i @3, la mediana, i el rang interquartil-lic.

(d) Feu el Diagrama de Caixa, i indiqueu quines dades poden ser considerades anomalies mo-
derades, o extremes.

(e) Feu servir la calculadora per determinar la mitjana X i la desviacié tipica S,_1.
2. A una sabateria de Barcelona s’ha fet un estudi sobre les vendes de sabates per senyors distri-

buides per talles durant el mes passat. Els resultats s’han recollit a una taula pero s’han esborrat
accidentalment. Disposem per tant només de les dades segilients:

Talla (X) | Freqiiencia | Freqiiencia acumulada | Freqiiencia relativa | Freqgiiéncia relativa acumulada

37 0.01

38 25 0.015

39 70

40 234

41 366

42 229

43 0.97

44

45 0.01

a) Completeu les dades que falten a la taula anterior indicant quins raonaments heu fet.

(c

(d) Trobeu la desviacié tipica, la variancia i el coeficient de variacié.

(a)
(b) Representeu el poligon de freqiiéncies absolutes.
) Trobeu la mitjana, mediana i moda.

)



3. Les dades referides al nombre d’alertes ambientals produides ’any 2003 a 20 paisos sén:
{93,105, 116, 110, 109, 87,117,104, 116, 131, 111,90, 92, 102, 105,110, 92, 116,99, 117}.
(a) Construiu la taula de freqiiencies relatives acumulades, prenent classes de longitud 10,

comencgant per 80 i acabant per 140. Quin percentatge de paisos superen les 110 alertes
ambientals?

(b) Feu I'histograma.

—~
o
~

Feu el diagrama de tija i fulles. Indiqueu els quartils, la mediana, i el rang interquartil-lic.

(d) Feu el Diagrama de Caixa, i indiqueu quines dades poden ser considerades anomalies mo-
derades, o extremes.

(e) Feu servir la calculadora per determinar la mitjana X i la desviacié tipica Sy_1.

4. En el grafic segiient, cada BoxPlot correspon a les mesures diaries, preses al llarg d’un mes, de
concentracié (en ppb) de SOz en 'atmosfera de la ciutat de Nova York des d’el novembre de
1969 fins l'octubre de 1972.

(a) En quins mesos la concentracié de SOy ha estat més variable.

(b) En quins mesos, més de la meitat dels dies s’ha mesurat una concentracié superior a 50
ppb?

(c) Com s’explica que en els mesos de marc i abril de 1971 es considerin dades anomales
concentracions que als mesos de gener i febrer de 1970 sén considerades del tot normals?

(d) L’efecte de lestacionalitat té una influéncia important en la concentracié de S057?

(e) Quina conclusié podem extreure de la comparaci6 dels resultats de 1’evolucié de la concen-
tracié de S057?
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5. El seglient diagrama de barres correspon a la representacio grafica de la taula de freqiiencies de la
variable que comptabilitza el nimero d’avaries diaries en una planta industrial comptabilitzades
al llarg de n dies.
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(a)
(b)
()
(d)
()

Quin és el niimero de dies n?

Construiu la taula de freqiiencies relatives acumulades.
Calculeu els quartils @1, Q2 1 Q3.

Construiu el Boxplot.

Quin és el percentatge de dies en els que s’han produit més de 8 avaries?

6. En una ocasié un diari* va publicar aquest “histograma” amb els resultats de les notes d’un
concurs public (les notes van de 0 a 20). Es demana:
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(a) Calculeu els quartils, la mediana, el rang i el rang interquartilic.

(b) Feu el diagrama de caixa i indiqueu quines dades poden ser considerades anomalies mode-

rades, o extremes.

Indicacio: considereu que totes les dades estan representades per la seva marca de classe:
0.5,1.5,2.5,...,19.5, i les classes son en realitat intervals semioberts [k, k + 1).

7. (a) Tenim un fitxer amb els sous dels 500 empleats de 'empresa TRD. Sabem que la mitjana

dels sous mensuals és de 2000 euros amb una variancia de 400. Digueu si sén certes o falses
les seglients afirmacions i expliqueu breument el vostre raonament:

al
a2

(al) Si augmentem tots els sous un 10%, aleshores la mitjana sera de 2200 euros.
(a2)
(a3) Si augmentem tots els sous un 10%, aleshores la moda no variara.
(ad)
(a5)

Si augmentem tots els sous un 10%, aleshores la variancia sera de 440.

ad
ab

Si decidim un augment lineal de 100 euros, aleshores la variancia sera superior a 400.

Si decidim augmentar 300 euros només el sous del 100 empleats que més cobren, ales-
hores la mediana no variara.

*El Periédico, 3/10/2014.



8.

10.

(b) El treballador A té un sou de 2000 euros a una empresa on la mitjana dels sous és de 1800
euros i la desviacié tipica de 200 euros. El treballador B té un sou de 2400 euros a una
empresa on la mitjana dels sous és de 2100 euros i la desviacié tipica de 400 euros. Si
els graus de responsabilitat dins de les empreses sén similars, quin dels dos esta més ben
pagat?

(c) A l'empresa TRD2 agafem una mostra de 400 empleats. La mitjana dels seus sous és de

1800 euros i la desviacié tipica de 100 euros. Demostreu que més del 75% dels treballadors
tenen un sou entre 1600 i 2000 euros.

D’una determinada mostra sabem que la seva mitjana és & = 40.5, i la seva desviacié tipica és
s = 3.1. Per quin dels seglients valors del parametre 0 podem afirmar que més del 80% de les
observacions estan a U'interval [40.5 — ¢, 40.5 + ¢]:

(A) 0 =2.236, (B) § =6.932, (C) 6 =2.48, (D) cap dels anteriors.

. Es vol construir tubs cilindrics per envasar un lot de IV boles d’acer. S’ha calculat la mitjana i la

varianca de les longituds dels radis d’aquestes boles, que expressats en mil-limetres sén: X = 30
i 82 = 9. Calculeu el radi minim que han de tenir els tubs per tal que es puguin envasar el 75%
de les boles.

Durant 20 dies s’ha fet un estudi del promig de tares que contenen les peces de camiseria que
produim, obtenint les dades segiients:

{9.6,7.1,3.5,4.4,0.5,1.3,3.1,4.3,5.5,6.0,15.0,8.5,9.6,6.3,6.1,4.5,4.4,5.3,5.6, 5.9}.

a) Feu el diagrama de tija i fulles. Indiqueu els quartils, la mediana, i el rang interquartil.lic.

b) Feu el Diagrama de Caixa, i indiqueu quines dades poden ser considerades anomalies mo-
derades, o extremes.



1.2 Solucions

1. (a)

15 | 5

16

17

18

19

20

21 3 2

22 |12 1 3

23 |5 1 4 5

24 |0 1 0 2 3 8

25 |1 3 2

26 |1

27 |9

(b)
’ Classe ‘ Freq. Abs. | Freq. Rel. | Freq. Rel. Ac.
Preu<210 1 0.0476 0.0476

Preue(210,220] 2 0.0952 0.1428
Preue(220,230] 3 0.1429 0.2857
Preue(230,240] 6 0.2857 0.5714
Preue(240,250] 4 0.1904 0.7618
Preuc(250,260] 3 0.1429 0.9047
Preuc(260,270] 1 0.0476 0.9523
Preue(270,280] 1 0.0476 | 0.9999~ 1

El percentatge de pisos els preus dels quals arriba, com a molt, a 240 és el 57.14%.

(c)

f fac
15 | 5 171
16 01
17 0|1
18 0|1
19 0|1
20 0] 1
21 |3 2 213
22 |12 1 3 3| 6
23 |5 1 4 5 4| 10
24 10 1 0 2 3 8 |6|16
25 |11 3 2 3119
26 |1 1120
27 19 1] 21




El @1 esta en la posicié 6, la mediana en la posicio 11 i el Y3 en la posicié 16. Directament
del diagrama de tija i fulles tenim: Q1 = 223, M = 240, Q)3 = 248.

(d) Donat que el RIQ = Q3 — Q1 = 248 — 223 = 25 les fronteres de la zona de normalitat vénen
donandes per

fi=Q1 —1.5RIQ = 185.5
f3=Q3+ 1.5RIQ = 285.5
Fy = Q; — 3RIQ = 148
F3 = Q3+ 3RIQ = 323

Observem que les fronteres de la zona d’anormalitat extrema estan fora del rang dels valors
observats i no les tindrem en compte. Pel que fa a les iltimes dades normals estadisticament
(els adjunts) tenim que

adj; = minima obs. a [f1, Q1] = 212
adj; = maxima obs. a [@s3, f3] = 279

Per tant

Grafica de cajade C1

275

250

225

[} §

200 4

175

150

Observem que no tenim cap anomalia estadistica extrema i una de moderada 155.

(e) Una vella calculadora Casio fz — 180P de comencament dels anys 80 déna: X = 234.8095,
S = S,_1=0p_1 = 24.2768, que coincideix amb el resultats de Minitab.

(a) Per iniciar el procés podeu fixar-vos en el segiient: Si diem X = f,(37), Y = f,(38) i N el
total de sabates. Aleshores

X+Y =25
X/N =0.01
Y/N = 0.015

Per tant dividint les darreres equacions obtenim

Y
—==15=Y=15X.
X



Substituint ara aquesta expressié a la primera equacié tenim

X+15X=25X=250= X=10,Y =151 N = 1000.

A partir d’aqui la resta surt directament.

Talla (X) | Freqiiencia | Freqiiencia acumulada | Freqiiencia relativa | Freqiiéncia relativa acumulada
37 10 10 0.01 0.01
38 15 25 0.015 0.025
39 45 70 0.045 0.07
40 234 304 0.234 0.304
41 366 670 0.366 0.67
42 229 899 0.229 0.899
43 71 970 0.071 0.97
44 20 990 0.02 0.99
45 10 1000 0.01 1
(b) Trivial.
(c) La mediana s’obté de la segiient manera:
M— Posso0 + Possor _ 41 + 41 41
2 2
Com que les dades vénen agregades, tenim:
X =) wifr(x;) =37-0.01+38-0.015+ -+ 45-0.01 = 41.062.
classes
La moda és 41
(d) Com que les dades vénen agregades tenim:
S22 f;
2 1 n >\ 2
Sn—lzca:eil _’n—l(X) .
On f; aqui és freqiiencia absoluta. Per tant,
D affi=377-10+---45% - 10 = 1687646.
classes
Per tant:
1687646 1000
S = — 41.062)% = 1.559715 = S, = 1.248885503.
"1 999 909 | ) e
El CV = S’}—(_l = 1‘2321;?08652503 = 0.0304146, el que indica que les dades presenten una

variacié del 3% respecte de la mitjana.

3. La filosofia és la mateixa que la de I'exercici 1. Fer el diagrama de tija i fulles i a partir d’aqui,
obtenir el boxplot.

4. (a) Els quatre primers mesos de I'estudi, per exemple.

(b) Mireu en el grafic segiient els mesos en els que la mediana supera 50ppb.

10
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(c) Perque les anomalies estadistiques que detecta el Boxplot ho sén només respecte del seu
propi grup de dades.

(d) Si, observeu les petites oscil-lacions.
(e) Hi ha una tendéncia a una reduccié i una menor dispersio.
5. (a) n=43.
(b) Directament del grafic de I'enunciat tenim
Avaries [Freq. Freq. Freq. Freq. Relativa Freq. Relativa
Relativa Acumulada |Acumulada Acumulada 100%
0 0 0,00 0 0,00 0,00
1 4 0,09 4 0,09 9,30
2 3 0,07 7 0,16 16,28
3 6 0,14 13 0,30 30,23
4 1 0,02 14 0,33 32,56
5 6 0,14 20 0,47 46,51
6 7 0,16 27 0,63 62,79
7 3 0,07 30 0,70 69,77
8 5 0,12 35 0,81 81,40
9 2 0,05 37 0,86 86,05
10 2 0,05 39 0,91 90,70
11 2 0,05 41 0,95 95,35
12 1 0,02 42 0,98 97,67
13 1 0,02 43 1,00 100,00
Total: 43

(¢) El @1 és la mitjana de la posicié 11 1 12 , la mediana esta en la posici6 22 i el Q3 és la
mitjana de la posicié 32 i 33. Directament de la columna de freqiiencia relativa acumulada
tenim: Q1 =3, M =6, Q3 = 8.

11



6.

7.

(d) Donat que el RIQ = Q3 — Q1 = 5 les fronteres de la zona de normalitat vénen donandes
per

fi=0Q1—15RIQ =—-45

f3=Q3+ 1.5RIQ =15.5

=0, —3RIQ =-12

F3 =Q3+3RIQ =23
Observem que totes les fronteres estan fora del rang dels valors observats i no les tin-
drem en compte. Totes les dades sén estadisticament normals i els adjunts, doncs, sén les
observacions minimes i maximes respectivament.

adjs = 13

(e) el percentatge de dies amb més de 8 avaries és el complementari de dies amb nim. menor
o igual a 8 avaries, és a dir (100 — 81)% = 19%.

(a) Disposem d'un conjunt X = {x1,x9, - ,x487} de n = 487 dades, per tant la mediana
correspondra a la dada en la posicié ”7“ =244, és a dir M = Q2 = 1944 = 6.5.

Similarment s’obté Q1 = 4.5 1 Q3 = 8.5, per tant el el rang interquartilic és RIQ) = 8.5—4.5 = 4.
Per 1ltim, com que estem suposant les dades centrades en cada interval, el rang és 18.5—0.5 = 18.

(b) Per dibuixar el diagrama de caixa necessitem calcular els segiients nombres:

fi=Q1—-3/2-RIQ=-15 f3=Q3+3/2- RIQ = 14.5
Fi=01—-3-RIQ=-T75 F3=Q3+3-RIQ =205
adj; = minima obs. a ([f1,@1]) = 0.5 adj; = maxima obs. a ([Qs, f3]) = 12.5.

Aleshores, el diagrama de caixa és:
6.5

0.5 _ 12.5

4.5 8.5

KKK**
*

17.5 18.5

Per tant, hi ha 6 anomalies moderades (5 amb valor 17.5 i una amb valor 18.5), i no hi ha
anomalies extremes.

(a) Per respondre als apartats (al)—(a3) primer hem de tenir clar que vol dir augmentar en un
10% els sous. Si el sou inicial era x; ara es cobra

10
yi:l‘i—i-.%'im =ux;-1.1

Aixidoncs, denotarem per Y els nous sous i X els antics, assumint la relacié Y = X - 1.1.

(al)

S 1 < 1 & _
Y:n;yi:nlei1.1:1.1n;xi:1.1X.
1= K3 1=

Per tant,
Y = 1.1-2000 = 2200.

CERT.

12



(a2)

St = > Y

i=1

—1.1X)? = (1.1)? ! Z(xi_X)2:(1'122

H
-
I
—

Per tant,
SZ = (1.1)%- 400 = 484.
FALS.

(a3) En cas que la moda existeixi, la nova moda sera 'anterior multiplicada per 1.1, per
tant varia: FALS.

(ad) Si augmentem els sous en 100, tenim: Y = X + 100, per tant

S I n100
V=- i == -1 i = X + 100.
- ;y - ;( 00) Zx +100
Aleshores,
1 - _ _ 1 n B
— D Wi- (2i+100— X =100 = 3" (2;— X)? = %.
i=1 = i=1
Per tant,
S% =400
FALS.

(ab) No varia, perque la mediana és la mitjana de les observacions 250 i 251 i per tant no
es veu afectada. CERT.

Recordeu que en general, si Y = aX + b aleshores Y =aX +b i S%, = a2S§(.

(b) Fixem-nos que

X4 = 1800 )
S4=200=X4=2000=X4+S54
Xp = 2100

SB=400:>XB=2400<XB+SB

En termes absoluts la resposta és obvia: 2400 euros és més que 2000 euros. Ara bé, en
termes relatius, és a dir el context de la seva propia empresa, el treballador A esta en una
franja més alta respecte la mitjana que el segon.

(c) La desigualtat de Txebixev garanteix que a [X —k S, X +& S], hi ha més del (1—1/k?)-100%
de les observacions. Per k = 2 tenim doncs un 75% de les observacions. Si X = 1800 i
S = 100 tenim que a [X — 25, X + 2.5] = [1600,2000], hi ha, efectivament un 75% de les
observacions.

8. La desigualtat de Txebixev ens garanteix que l'interval [T — ks, , T + k s;] conté com a minim
el (1 — 7) per cent de les dades de la mostra.

Imposant 1 — 5 = 0.8 obtenim k = /5, i per tant § = ks, = /5 - 3.1 = 6.932.

Per tant lopmo correcta és (B).

9. Aplicarem la desigualtat de Txebixev segons la qual a I'interval [X — kS, X + &S], hi ha més
del (1 — 1/k?%)-100% de les observacions.

Si trobem k de manera que més del 75% de les dades estiguin a [X —k S, X +k S], podrem agafar
com a radi X + k5. Imposant 1 — 1/k? = 0.75 = k = 2. Per tant, X +25 =30+2-3 = 36.

13



10. La filosofia és la mateixa que la de 'exercici 1. Fer el diagrama de tija i fulles i a partir d’aqui,
obtenir el boxplot.

Algunes dades per obtenir el Boxplot sén:

El Q1 és la mitjana de la posicié 51 6 , la mediana és la mitjana de la posicié 101 11 i el Q3 és
la mitjana de la posicié 151 16: Q1 = 4.35, M = 5.55, 3 = 6.7.

Donat que el RIQ) = Q3 — Q1 = 2.35 les fronteres de la zona de normalitat vénen donandes per

fi=Q1 —1.5RIQ = 0.825
f3 =Q3+ 1.5RIQ = 10.225
Fi=Q1—-3RIQ =-27
F3 = Q3+ 3RIQ = 13.75

adj; = minima obs. a [f1, Q1] = 1.3
adj; = maxima obs. a [@Q3, f3] = 9.6

Hi ha una anomalia moderada a 0.5 1 una d’extrema a 15.

14



2 REGRESSIO LINEAL

2.1 Exercicis

1. Les dades segiients son les mesures de la velocitat de 'aire i el coeficient d’evaporacié de gotes
de combustible en una turbina de propulsié:

X: velocitat de I'aire (em/s) | Y: coeficient d’evaporacio (mm?/s)
20 0.18
60 0.37
100 0.35
140 0.78
180 0.56
220 0.75
260 1.18
300 1.36
340 1.17
380 1.65

(a) Representeu el diagrama de dispersid.
(b) Trobeu la recta de regressio.

(c) Es raonable suposar que hi ha una relacié lineal entre els coeficients d’evaporacié la velocitat
de laire.

(d) Estima el coeficient d’evaporacié d’una goteta quan la velocitat de I'aire és 190cm/s.

2. S’ha fet un estudi per veure si existeix qualque relacié lineal entre el temps (X) i el nombre
de missatges spams rebuts en una compte de correu (Y) durant X hores. Durant 20 dies s’han
comptabilitzat el nombre d’hores que estava engegada la compte de correu i el nombre de spams
rebuts i s’han obtingut els resultats segiients:

D wi =102, 5 =292, ) a7 =588, 7 =4526, wy; = 1620.

(a) Determineu la recta de regressié del nombre de missatges spams rebuts en funcié del temps.
(b) Calculeu el coeficient de correlacié i el coeficient de determinacid.
3. S’ha fet un estudi de la peérdua de pes (és a dir, la corrosid) d’un determinat aliatge en funcié
del temps que ha estat submergit en aigua de mar.

Amb els 50 parells de valors observats s’ajusta una recta de regressié que expressa la perdua
de pes, y, de laliatge en funcié del temps en dies, x, d’exposicié a l'aigua de mar. L’equacid
de regressiéo de minims quadrats és y = 3.67 + 1.77x. Sabem que les variancies de = i de y sén
respectivament 2.064 i 6.8. Es demana:

(a) Calculeu els coeficients de correlacié i de determinacio. Es un bon ajust?
(b) Interpreteu correctament el fet que y(9) = 19.6.

(¢) Quina és la velocitat de corrosié (expressada en grams per dia)?.

15



4. Es fan uns estudis de resistencia a la tensié d’un tipus de fibra, en funcié del PH de la solucié on
es tinta. La variable Y recull l_es dades (_ie resistencia i la variable X les dades del PH. Després de
molts experiments obtenim: X =1.5, Y = 9.6, Sx = 0.7, Sy =4.5,1 Sxy = —3.1. Es demana:

a) Es pot afirmar que hi ha correlacié lineal entre “la resisténcia a la tensié” i el PH? Raoneu
la resposta.
b) Calculeu la recta de regressié de minims quadrat, per a predir la “resisténcia a la tensié”en

funcié del PH. Feu una prediccié de resisténcia de la fibra, per un PH: z = 1.

5. Es fan uns estudis sobre contaminacié d’un riu. La variable Y recull les dades de mortaldat
de peizos, (peixos recollits en un dia en un tram d’ 1Km), i la variable X les dades del PH.
Després de molts experiments obtenim: X = 5.5, Y =40, Sy = 0.5, Sy = 1,1 Sxy = —0.49.
Es demana:

(a) Es pot afirmar que s’observa una correlacié lineal alta entre les dades de de mortaldat de
peizos i el PH? Raoneu la resposta.

(b) Calculeu la recta de regressié de minims quadrat, per a predir la mortaldat de peizos en
funcié del PH. Feu una prediccié de mortaldat per un PH: z = 4.

(¢) Per quin PH la mortaldat és nul.la? Aquest resultat no té gaire sentit, (penseu que el PH
de " NHj3 és 10). Doneu una explicacié de com pot produir-se aquest resultat.

6. Dues variables X i Y tenen associades les rectes de regressio Y =0.89 X +3.821Y =0.76 X +
4.29. Es demana:

(a) Calculeu que val X, Y.
(b) Calcula el coeficient de determinacié de R?.

(¢) Quin signe tindra el coeficient de correlacié lineal?
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2.2 Solucions

(a)

Scatterplot of Y vs X

1,84
1,6
1,44
1,2
1,04
0,8
0,6
0,4

0,2

0,0+

300

400

(b) Considerem la segiient taula:

X Y X"2 YN2 XY

20 0,18 400 0,0324 3,6

60 0,37 3600 0,1369 22,2

100 0,35 10000 0,1225 35

140 0,78 19600 0,6084 109,2

180 0,56 32400 0,3136 100,8

220 0,75 48400 0,5625 165

260 1,18 67600 1,3924 306,8

300 1,36 90000 1,8496 408

340 1,17 115600 1,3689 397,8

380 1,65 144400 2,7225 627

SUMA 2000 8,35 532000 9,1097 2175,4
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D’aqui obtenim:
n =10

X = Zi=ii 2000 _ 9

Y = ZizL¥ _ 835 _ (835
Syy = Zi=tf¥ _ gy — 20185 _ 900 0.835 = 50.54
Sg( _ Zi:l x? _ XQ _ 5312000 _ 2002 = 13200

§2 = Xzl y2 — 01097 _ (8352 — ().213745

Per tant, obtenim

y =55 (2 X))+ = 25 (5 - 200) + 0.835

Sk
= 0.00383(z — 200) + 0.835 = 0.00383z + 0.069.

La recta de regressio és y = 0.00383x + 0.069.

Fitted Line Plot
Y = 0,0692 +0,003829 X

1,8 s 0,159052

° R-Sq 90,5%
1,64 R-Sq(adj) 89,3%

1,4
1,2
1,0
0,8
0,6

0,4

0,24

0,0

(c) El coeficient de determinacié és

R Skv 50.54?
5252 13200 -0.213745

= 0.9053,

la qual cosa es pot interpretar com un 90.53% de correlacié lineal, i per tant si que es pot
afirmar.

(d) y(190) = 0.7967.
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2. De les dades del problema tenim:

§% = L=t ¥2 339

Sz —Ze=¥_y2oq31
Per tant,

(a) La recta és

y =2 (2-X)+Y =8(x—51)+146

=1.9292(z — 5.1) + 14.6

(b) El coeficient de determinacié és:

52 6.542
R? = XY _ = 0.96019.
5252~ 3.39-13.14

Com que Sxy és positiva el coeficient de correlacié lineal és
R = +V R? = +0.97989.
3. (a) Observem que el coeficient de correlacio lineal i el de determinacié sén, respectivament:

_SXY R Sy .
S S, 52 52

r

Observem que 'expressio de la recta de minims quadrats és

_ Sxvy

(z— )+ 7 = 177z + 3.67,

per tant:
Sxy _ Sxv
S2 2.064

Finalment, doncs, el coeficient de determinacid és

=1.77 = Sxy = 3.65328.

S3 (3.65328)2
2 __ XYy _ —
= S22 2.064-6.8 0-9509-

.6532
~ Sxy  3.65328  0.9752

"8 8, T V2064628

Noteu que el signe de r és positiu perque la covarianca ha sortit positiva.

Efectivament, és un bon ajust. El coeficient de determinacié indica que hi ha un 95.09%
de correlacié lineal.
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(b) El fet que y(9) = 19.6 indica que en mitjana la pérdua de pes (corrosié) d’una mostra
d’aliatge submergida 9 dies és de 19.6 grams. Es molt important entendre que és una
estimacié en mitjana, i que no vol dir que cada vegada que submergin una mostra durant
9 dies es perdran exactament 19.6 grams. Aquesta darrera interpretaci6 és erronia.

(c¢) La velocitat de corrosié (expressada en grams per dia) és exactament la derivada de la
corrosid, que es correspon amb el pendent de la recta, per tant és 1.77.

4. (a) De les dades obtenim que el coeficient de determinacié és:

SQ
R? = XY —0.9685059210
2 02
Sx Sy
que és alt i per tant hi ha correlacié lineal. Com que Sxy és negativa el coeficient de
correlacio lineal és

R =—VR? = —-0.9841269842.

(b) La recta de regressié és

y =23 (- X)+Y = —6.326530612 2 + 1908979592

S%
i y(1) = 12.76326531.

5. Aquest exercici és igual que I'anterior. (a) R?> = 0.9604 alt i per tant hi ha correlaci6 lineal;
R=-0.98. (b) y=—1.96x + 50.78; y(4) = 42.94 (c) Igualant y = —1.96 x + 50.78 = 0 obtenim
un PH 25.9081 la qual cosa és un absurd (el pH, en les dissolucions aquoses, té una escala que va
del 0 al 14). Es molt probable que hi hagi un comportament optim per la mortalitat i que superat
aquest PH la mortalitat empitjori. Aix0 correspon a un minim, i per tant a un comportanent
no lineal. Es doncs probable que fora del rang de dades que conformen I’estudi el comportament
sigui fortament no-lineal.

6. Les dues rectes de regressié sén

_ Y (LX) 4y,
SX

que serveix per a predir Y en funcié de X perque, parlant en termes informals, minimitza la
suma dels quadrats dels “errors verticals”, i
$2
=——(r—X)+Y,
Sy &%)
que serveix per a predir X en funcié de Y perqueé minimitza la suma dels quadrats dels “errors
horitzontals”.

(a) Les dues rectes de regressié passen pel punt (X,Y). Buscant el punt de tall de les dues

rectes
{ Y =0.89 X + 3.82,

Y = 0.76 X +4.29,
obtenim que aquest punt és (X,Y) = (3.6154,7.0377).

(b) El coeficient de determinacié és

Sxy

2 Vs W0 S5

R? — Sxy _ 5%
2 g2 2
%% 8

XY
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Per tant és el quocient del pendent les dues rectes. Ara bé, no sabem quina de les dues
rectes donades Y = 0.89 X +3.821 Y = 0.76 X + 4.29 té pendent Sxy quina té pendent

2

2 SX
S ;s . . . N

SXYY ... Doncs bé, és igual ja que si consideressim

R? = % =1.17...

és a dir, que obtindriem un nimero major que 1 la qual cosa no pot ser (recordeu que
R% € [0,1])! Per tant:
5 0.76

= —— = 0.8539.
0.89

FEl signe tindra del coeficient de correlacié lineal sera positiu ja que Sxy és positiva perque
els pendents de les rectes ho sén.
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3 PROBABILITAT ELEMENTAL

3.1 Exercicis

1. Una empresa substitueix el reductor d’engranatges d’una turbina cada cert periode de temps.
L’experencia permet assegurar que la probabilitat que el reductor d’engranatges estigui aquest
periode sense fallar és de 0.8. Solament es poden produir dos tipus de falla. Esta comprovat que
les del primer tipus es produeixen el triple de cops que les del segon i que no es poden produir
els dos tipus de falla de manera simultania. Quines sén les probabilitats de cada tipus de falla?

2. Es disposa de quatre mostres de diferents tipus de fibra. Només un dels quatre tipus té la
resistencia que es necessita, perd no se sap de quin tipus és. La resistencia es determina mit-
jancant proves destructives. Si realitzem les proves seleccionant les mostres en ordre aleatori i
sense reposicid, quina és la probabilitat que siguin necessaries com a minim tres proves per a
detectar quin tipus de fibra és 'adequat?

3. Si B és un esdeveniment amb probabilitat 0.3, aleshores calculeu les segiients probabilitats:

(a) P(B|B)
(b) P(B|B)
(c) P(B|BUB)
(d) P(BNB | B)

4. Quan un DVD falla, en un 60% dels casos es detecten funcionaments defectuosos del motor, i
en un 50% dels casos hi ha funcionaments defectuosos dels lectors. Tenint en compte que en
un 65% de les vegades que el DVD falla es detecta un o altre mal funcionament, quina és la
probabilitat que en obrir un DVD defectués a l'atzar ens trobem que:

(a) El motor funcioni correctament.
(b) Tant el motor com els lectors funcionen correctament.
(c¢) Elmotor funciona incorrectament pero el lector funciona bé. Indicacié: feu-vos un diagrama

de Venn.

5. Tenim barrejats 200 components fabricats en dues linies de producci6 A i B. Sabem que la
quantitat d’articles correctes i defectuosos per cada linia es:

Art. Correctes | Art. Defectuosos
Linia A 90 10
Linia B 80 20

Es demana:

(a) Quina probabilitat assignarfeu al succés {s’escull un article a Uatzar i resulta que prové de
la linea A}?

(b) Quina probabilitat assignarieu al succés {s’escull un article a Uatzar i resulta que és defec-
tuds}?

(¢) Quina probabilitat assignarieu al succés {s’escull un article a Uatzar i resulta que prové de
la linea A i és defectuds}?
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6.

10.

11.

12.

13.

(d) S’escull un article a I’atzar i resulta que és defectués. Quina és la probabilitat que provingui
de la linea A?

En una xarxa d’aeroports, la probabiltat que un vol regular surti puntual és 0.83, la que arribi
puntual és 0.82, i la que surti i arribi puntual és 0.78. Calculeu la probabilitat que: (a) Arribi
puntual si surt puntual i (b) Hagi sortit puntual si ha arribat puntual.

Els estudis experimentals posen en evidéncia que quan s’avaria una maquina del nostre taller:

e El 50% de les vegades esta avariat el dispositiu hidraulic (DH, en endavant).
e El 70% de les vegades s’ha avariat o el DH o la targeta integrada (TI, en endavant).
e P(avaria en TI) = 0.3.

Es demana: Determineu si els successos “quan s’avaria la maquina, hi ha una avaria al DH” i
“quan s’avaria la maquina, hi ha una avaria a la TI” sén o no independents.

. Un nou dispositiu de frenat dissenyat per impedir que els cotxes derrapin conté una quantitat

considerable de peces electroniques, hidrauliques i mecaniques. Tot el sistema global es pot des-
composar en tres subsistemes que operen en serie i de forma independent: un sistema electronic,
un sistema hidraulic i un actuador mecanic. En un cert tipus de frenada les confiabilitats de
cada una d’aquestes unitats son aproximadament 0.995, 0.993 i 0.994 respectivament. Estimeu
la confiabilitat del sistema global.

. Un aparcament té dos compartiments; en el primer hi ha quatre cotxes i en el segon cinc. En el

primer compartiment hi ha dos cotxes espatllats i en el segon només hi ha un cotxe que funcioni.
a) Quina probabilitat d’escollir un cotxe que funcioni té una persona que escull primer una
compartiment i després un cotxe?. b) Si el cotxe escollit funciona, quina és la probabilitat que
el compartiment escollit hagi estat el primer?.

Una empresa compra el 80% del que necessita a un proveidor que subministra un 1% dels
articles defectuosos. La resta de les compres es fan a un segon proveidor que subministra el 2%
defectuds. Quina és la probabilitat que una peca escollida a I'atzar en el magatzem de I’empresa
sigui defectuosa?. Sabent que la peca és defectuosa, quina és la probabilitat que procedeixi del
primer proveidor?.

En un determinat procés industrial s’ha de fer unes determinades analisis. Aquesta labor es pot
realitzar mitjancant dos procediments: A i B. Normalment A s’utilitza el doble de cops que B.
El 75% de les vegades que es fa servir A el temps necessari per a realitzar les analisis és com a
maxim de tres hores. En canvi fent servir B, el temps necessari és de tres hores o menys només
en el 60% dels cops. Si es fa una analisi i el temps empleat ha estat de tres hores i dos quarts,
quina és la probabilitat que el metode utilitzat hagi estat el B?.

Una analisi quimica té per objectiu detectar la preséncia de ’element A en un determinat
producte. En dur a terme l’analisi, la probabilitat de detectar A en un producte que realment
conté aquest element és 0.8. La probabilitat de no detectar A en un producte que no el conté és
0.9. La probabilitat que un producte qualsevol contingui A és 0.4. Si es realitzen tres analisis
independents i en dos d’ells es detecta A, quina és la probabilitat que A sigui realment present?.

Els clients de dues consultories A i B provenen de la Industria Mecanica (M), la Industria
Electronica (E) i la Industria Quimica (Q). Les consultories no comparteixen clients. Se sap
també que:

o E1 30% dels clients sén de la consultoria B.
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La probabilitat que “si un client és de la consultoria A, sigui de la Indistria Mecanica” és

del 0.5.

La probabilitat que un client “sigui de la consultoria A i de la Industria Electronica” és de
0.14.

La probabilitat que un client “sigui de la consultoria B i de la Indistria Quimica” és de
0.24.

La probabilitat que “un client sigut de la consultoria B i de la Industria Mecanica”és de
0.03”.

Es demana:

(a) Quina és la probabilitat que un client “sigui de la Indistria Mecanica™?

(b) Els successos “ser de la consultoria A” i “ser de la Indistria Mecanica”, sén successos
independents? Per que?

(c) Quina és la probabilitat que un client “sigui de A i de la Indistria Quimica”?; Quina és la
probabilitat que un client “sigui de la Industria Quimica”?; Quina és la probabilitat “ser
de consultoria A, si és de la Indiustria Quimica”?

(d) Quina és la probabilitat que un client, que “se sap que NO és de la Indistria Electronica,
sigui de la consultoria B”?
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3.2 Solucions

1. La idea és que la probabilitat del primer tipus de falla és 3z si la del segon tipus de falla és x.
Com que “la probabilitat que el reductor d’engranatges estigui aquest periode sense fallar” és 0.8,
la probabilitat que “es produeixi una falla” és 0.2.

D’altra banda, a frase “Solament es poden produir dos tipus de falla” indica que els esdeveniments
fallada de primer tipus i de segon tipus sén disjunts (i per tant la probabilitat de la unié és la
suma), per tant:

r4+3r=02 = 4 =02 = z=0.05 = 3z =0.15.

Les probabilitats sén doncs 0.05 i 0.15 respectivament.

2. La probabilitat és 0.5.
P(BNnB) P(B)

5. () PBIB) = 5 = pd =1
—= o P(BNB) PO 0
Y PUIB) ==y = B(B) =~ P(B) "
(¢) P(B|BUB) = P(B|Q) = P(]lj(g)m _ P(lB) _ P(B)=03. v P(BNB | B) = P(0B) =

P(ONB) P 0

P(B) — P(B) P(B)

I
e

4. Si anomenem A =“defecte al motor” i B =“defecte al lector”, les dades del problema indiquen
que P(A) =0.6, P(B) =0.51 P(AU B) = 0.65. Aleshores

(a) P(A°)=1—-P(A)=04.
(b) P(A°N B = P((AUB)) =1 — P(AUB) =1 — 0.65 = 0.35.
(c) Observem que P(AN B¢) = P(A) — P(AN B). Com que

P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AUB) = 0.6 + 0.5 — 0.65 = 0.45,

tenim P(AN B¢) = P(A) — P(AN B) = 0.6 — 0.45 = 0.15.

5. (a) A té 100 articles d’un total de 200, per tant P(A) = 100/200 = 0.5.
(b) Hi ha 30 articles defectuosos d’un total de 200, per tant P(def) = 30/200 = 0.15.
(c) Hi ha 10 articles defectuosos fets a la linia A, per tant: P(A Ndef) = 10/200 = 0.05.
(d)

P(Andef) 0.05
P(def) — 0.15

P(A]def) = = 0.3333.

6. (a) 0.939759; (b) 0.9512195.
7. Les dades sén: P(av. DH) = 0.5, P({av. DH} U {av.TI}) = 0.7, P(av.TI) = 0.3. Per determi-

nar si sén o no independents els successos que ens demanen aplicarem si és cert o no que

P{av.DH}N{av.TI}) = P(av.DH) - P(av.TI)?
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10.
11.

12.

Observem que
P({av. DH}{av.TI}) = P(av. DH)+P(av.TI)—P({av. DH}U{av.T1}) = 0.5+0.3—0.7 = 0.1.

Per altra banda
P(aw.DH) - P(av.TI) = 0.5-0.3 = 0.15.

Per tant NO s6n independents.

. La confiabilitat total és la probabilitat que funcioni cadascin dels dispositius (treballen en serie).

Aix0 es la interseccio i es pot calcular com el producte degut a la independencia 0.982106790.
(a) 0.35; (b) 0.714286.

(a) 0.012 (b) 0.6667.

0.4444.

Les dades indiquen que P(A) = 0.4, P(+|A) = 0.8, P(—|A) = 0.2, i per tant P(A¢) = 0.6,
P(—|A) =0.2, P(+]A°) =0.1.
Farem servir la notacié {4+ + —} per designar que s’han produit dues deteccions i una no-deteccié

sense tenir en compte 'ordre i la notaci6 (+,+, —) (tenint en compte l’ordre!)

Usant la férmula de Bayes, tenim:

_PAN{++-}) P({++—}4) P(4)
P =D = "5~ PO + 314 PQA) + P(+ + 1A% P(A7)

Per calcular P({+ 4+ —}|A) (i anadlogament P({+ + —}|A°)), primer observem que
{++-}=H,+,-)U(+,—,H)U(—+,+)
i que aquesta unié és disjunta, per tant
P({++ —}A) = P((+,+, )[A) + P((+, = H)[4) + P((—, +, +)[A) = 3P((+, +, —)|4).

Ja que els successos (+,+,—), (+,—,+), 1 (—, +,+) tenen la mateix probabilitat. Ara observem
que

(+; +, —14) = {+|A} n {+][A} N {4},
per tant fent servir la independencia dels diferents analisis tenim:
P({++ —-}|A) =3P((+,+,—)|A) =3 - P(+|A) - P(+]A)- P(—|A) =3-0.8-0.8-0.2 = 0.384.
Analogament
P{++ —}|4A°) =3 P(+]A°) - P(+]A°) - P(—]A°) =3-0.1-0.1-0.9 = 0.027.

Per tant:

P({++ —}A4) P(4) 0.384- 0.4

PARF+ =1 = i+ 314 P(A) + P+ + —J|A%) P(A%) ~ 0.384-0.4 4 0.027 0.6

= 0.9045936396.
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13. A partir de ’enunciat, tenim les segiients probabilitats:

(a)

P(B)=0.3, P(M|A) =05 PANE)=0.14
P(BNQ)=0.24, P(BNM)=0.03
A partir del Teorema de la Probabilitat Total:
P(M)=P(ANM)+ P(BNM)

Ens cal calcular P(ANM). Donat que P(M|A) = 0.5ique P(A) =1-P(B) =1-0.3 =0.7,
tenim que P(AN M) = P(A) - P(M|A) =0.7-0.5 = 0.35. Aixi doncs,

P(M)=PANM)+ P(BNM)=0.35+0.03 =0.38.
No s6n successos independents ja que:
P(ANM) # P(A)- P(M)
jaque P(ANM)=0.351 P(A)- P(M)=0.7-0.38 = 0.266.
Observem que
P(A)=P(ANE)+PANM)+P(ANQ)= P(ANQ)=0.7—(0.14+0.35) = 0.21
de manera que
P(Q)=P(ANQ)+ P(BNQ)=0.24+0.21 = 0.45.
Per tant, a partir de la definicié de probabilitat condicionada:

(ANQ) 0.21

P{Q) 045 = 0.467.

P =~

Ara es demana la probabilitat P(B|E). A partir de la definicié de probabilitat condicionada,
es té: o
— P(BNE
P(E)
on E = E° denota el complementari del succés E. Com que E és la unié disjunta de M i Q
tenim:

P(BNE)=P(BNM)+ P(BNQ)=0.03+0.24 =0.27

P(E)=P(M)+ P(Q) =0.384+0.45 = 0.83.
Per tant: o
P(BNE) 027

= 2L 0325
P(E) 083

P(B[E) =
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4 MODELS DISCRETS

4.1 Exercicis

1. La distribucio de probabilitat d’una variable aleatoria discreta X és P(X =1) = 0.1, P(X =
2) =02, P(X =3)=0.3, P(X =4) =0.25, P(X =5) = 0.15. Calculeu:

(a) La probabilitat que al dur a terme ’experiment en el que es mesura X s’obtingui un valor
mes gran que 1 sense superar 4.

(b) E(X)1V(X)
(c) La funcio de distribucio Fx(x).

2. La funcié de distribucié de la variable aleatoria discreta X és

0 six <95

01 sib<z<7
025 si7<z<9
0.65 si9<ax<10
095 sil0<x<15
1 sixz>15

Calculeu

(a) La probabilitat que X prengui un valor superior a 8.
(b) La distribucié de probabilitat de X.

3. Enviem un codi format per 15 bits. La probabilitat d’enviar un bit erroni és del 20%. Calculeu la
probabilitat dels segiients successos. Feu servir les taules de la distribucio binomial als apartats

(b) i (d).
(a) No es rep cap bit erroni.

(b) Es rep un nombre menor o igual que 5 bits erronis.
(c) Es reben exactament 5 bits erronis.

(d) Es rep un nombre major o igual que 5 bits erronis.

4. La probabilitat que un cert dispositiu tingui una durada de mes de 500 hores és 0.6. Seleccionem
a l'atzar 10 d’aquests dispositius. Es demana:

(a) Calculeu el nimero esperat de dispostius d’aquest grup que superaran les 500 h de vida, i
la probabilitat que cap d’ells duri més de 500 h

(b) Quina és la probabilitat que com a minim 3 d’ells superin les 500 hores de durada.

(c) Es realitza una seqiiéncia d’inspeccions. Tenint en compte que la probabilitat de trobar un
dispositiu que superari les 500 h de vida al k-essim intent és de 0.0384, digueu quin és el
valor d’aquest k.

Als segiients exercicis, si un cop plantejats els calculs aquests sén molt feixucs, podeu usar Minitab
com a calculadora de probabilitats fent Calc— Distribuciones de probabilidad (i escollint la
distribuci6 adient), on trobareu una pantalla similar a aquesta:
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& Probabidad
" Probabidad agurudads
T Probabidad scumidads imersa

Probabdidad del gvento: I

C Cobmnadeentada: [
Amscenansento opoonal: I—
@ Copstantedeentrada: [
Amscenamientoopconat: [

_Seleccorwr | =
Ayuda | Aceptar | Cancelar |

Segons sigui la distribucié escollida, la finestra pot variar una mica. Fixeu-vos que heu d’escollir si
voleu calcular una probabilitat, una probabilitat acumulada o bé una inversa. Altres dades que es
demanen seran els parametres de la distribucié i el valor d’entrada (aquell sobre el que voleu calcular la
probabilitat), que el podeu donar en el full de calcul (columna de entrada) o directament a la finestra
(constante de entrada).

A les seglients preguntes escolliu quin dels segiients models és 'adequat per a respondre el problema
d’entre els models Binomial, Geometric, Binomial negatiu, Hipergeometrica, Poisson.

5.

10.

Un examen tipus test consta de deu qiiestions. Cada pregunta presenta quatre possibles respos-
tes, de les quals només una és correcta. a) Quina probabilitat d’aprovar ’examen té un estudiant
que contesta totes les preguntes a l’atzar? b) Quin és el nimero esperat de respostes correctes?

. S’envia un codi format per 16 bits. La probabilitat d’enviar un bit erroni, que és independent

per cada bit, és del 25%. Calculeu la probabilitat dels segiients successos. a) No es rep cap bit
erroni. b) Es rep un nombre menor o igual que 4 bits erronis. c¢) Es reben exactament 4 bits
erronis. d) Es rep un nombre estrictament major que 4 bits erronis.

En el context de ’exercici anterior quina és la probabilitat que el primer bits erroni enviat sigui
el cinque?

. Tenim un lot de N = 5000 unitats. N’inspeccionem 300 i si d’aquestes no n’hi ha més de 10 de

defectuoses donarem el lot per bo. a) Si un lot conté un 2% d’unitats defectuoses quina és la
probabilitat que, amb aquesta regla de decisid, el donem per bo? b) I si conté el 5% defectuos?

. En un procés de fabricacié la probabilitat que una pega sigui defectuosa és 0.03. a) Quina és la

probabilitat que la primera peca defectuosa s’obtingui més enlla de la cinquena pega? b) Quina
és la probabilitat que les tres primeres peces defectuoses s’obtinguin més enlla de la cinquena

peca?

Quan un sistema falla s’emet un senyal de so que es repeteix cada minut. La probabilitat que
el centre de control capti el senyal de so quan aquell s’emet és 0.85, de forma independent per
cada emissié. a) Quina és la probabilitat que la falla no es detecti fins el tercer avis? b) Quants
senyals s’hauran d’emetre en mitjana teorica perque el centre de control detecti la falla?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Un procés de fabricacié té 100 comandes en espera de ser servides. Cada comanda necessita
un component que es compra a un altre proveidor. Normalment aquests components presenten
un percentatge d'un 2% d’unitats defectuoses. L’estat de cada component és independent del
dels altres. a) Si al magatzem hi ha 100 components quina és la probabilitat que es puguin
servir totes les comandes pendents sense haver de demanar més components? b) Contesteu a
la pregunta anterior en el suposit que el magatzem disposi actualment de 102 components. d)
Contesteu el mateix que abans pero ara per a 105 components en el magatzem.

El nimero de trucades que rep una centraleta, durant el mati, segueix una llei de Poisson. Es
sap que en un periode cinc minuts es reben, en mitjana, 3 trucades. a) Quin és el niimero esperat
de trucades en un quart d’hora? b) Quina és la probabilitat que en un quart d’hora es rebin més
de 10 trucades?

El ntimero de clients que arriben, al llarg d’un dia, a un determinat taller de reparacions segueix
una distribucié de Poisson de parametre A = 5: a) Quants clients s’espera per dia, en mitjana?
b) Quina és la probabilitat que al llarg d’un dia no hi vagi cap client?

En una partida d’una determinada peca de roba s’ha observat un cert tipus de defecte. En
mitjana es presenten tres defectes per m?. a) Quin és el niimero de defectes esperat en una peca
de 10m2? b) Quina és la probabilitat que en una peca de 10m? hi hagi més de 50 defectes?

Un procés produeix un 4% d’unitats defectuoses. Les unitats produides es disposen en caixes de
60 unitats. a) Quina és la probabilitat que una caixa contingui més de dues unitats defectuoses?
b) Si s’agafen 10 caixes a l’atzar, quina és la probabilitat que més del 50% de les caixes contingui
més de dues unitats defectuoses?

Un inspector esta buscant soldadures defectuoses en una canonada de conduccié d’aigiies lineal
en la que cada trenta metres hi ha una soldadura. La probabilitat que té cada soldadura de ser
defectuosa de 0.05. Suposem que els defectes a les soldadures sén independents. L’inspector esta
decidit a continuar la inspeccié fins a trobar tres soldadures defectuoses. Quina és la probabilitat
que l'inspector hagi de caminar més d’un quilometre?

30



4.2 Solucions

1. (a) PA<X<4)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=02+0.3+0.25=0.75
b) p=E(X)=Ya; P(X =2;)=1-01+...4+5-0.15 = 3.15,

?=V(X)=EBEXY)-p2=> 22 P(X =2;)—p? =12-0.1+...+52.0.15—(3.15)% = 1.4275.

(c)

0 siz <1
01 sil<z<?2
03 si2<zxz<3
06 si3<x<4
085 sid<z<5bH
1 six>5H

2. (a) P(X >8)=P(8< X <15)=P(X <15)— P(X <8) = F(15) — F(8) =1 — 0.25 = 0.75.
(b) P(X =5)=0.1, P(X =7)=0.15, P(X = 9) = 0.4, P(X =10) = 0.3, P(X = 15) = 0.05

3. Com que es tracta de la repeticié n = 15 vegades de forma independent de la transimissié d’un
bit i la probabilitat que sigui erroni és p = 0.2, la variable que fa el recompte de respostes
encertades és una variable binomial, X ~ Bin(15,0.2).

15!
P(X =0) = ( 105 > 0.2°0.8'° = i 0.2°0.8'% = 1.1.0.03518437 = 0.03518437 ~ 0.03518.

(b) Mirarem directament les taules, buscant n = 15, p = 0.2.

cn=15

001 005 010 020 025 030 040 050

0 .860 463 206 .035 .013 .005 .000 .000
1 .990 829 549 167 .080 .035 .005 .000
2 1.000 964 816 398 236 .127 .027 .004
3 1.000 .995 944 648 461 297 091 .0I8
4 1.000 999 987 836 .686 515 217 .059
5
6
7
8

1.000 1.000 998 939 852 .722 402 .15l
1.000 1.000 1.000 982 943 869 .610 .304
1.000 1.000 1.000 99 983 950 .787 .500
1.000 1.000 1.000 999 996 985 905 .696
9 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 996 .966 .849

10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .991 .941
11 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998 .982
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .996
13 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Tenint en compte que les taules indiquen P(X < k) obtenim

P(X < 5)=0.939.
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P(X =5)= ( 155 ) 0.2°0.810 = 455.0.250.810 = 15:141312:11 () 95 () 10 —

= 0.1031822943 ~ 0.1032.

(d) Tenint en compte que les taules indiquen P(X < k) i que la variable és discreta, obtenim:
P(X>5)=1-P(X<5)=1-P(X <4)=1-0.836 = 0.164.

4. Considerem X = nombre de dispositius amb durada de mes de 500 hores, la probabilitat que un
dispositiu tingui una durada de mes de 500 hores és p = 0.6 i seleccionem de forma aleatoria n =
10 dispositius. La variable aleatoria discreta X segueix una distribucié binomial de parametres
n=101p=0.6.

(a) Elvalor esperat d’una variable aleatoria X que segueix una distribuci6 binomial de parametres
nipés E(X)=n-p. En el nostre cas sera E(X) =10-0.6 = 6. La funcié de probabilitat
d’una distribucié binomial de parametres n i p ve donada per:

n!

PX=k=——"p"(1—p"F
( ) k!(n_k)!p( p)
Aixi doncs,
10!
P(X=0)=———0.6°0.4' = 0.0001
( ) 0!(10 — 0)!

(b) Ara ens demanen:
PX>3)=1-P(X<2)=1-[P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)]
=1—1[0.00010 + 0.00157 4+ 0.01062] = 0.98771

Per descomptat, aquest calcul també es pot fer fent servir les taules.

(c) En aquest apartat considerem que inspeccionem dispositius fins trobar el primer amb durada
superior a les 500 hores (exit). la variable aleat oria Y = nombre de fracassos fins a trobar
el primer éxit, segueix una distribucié geometrica de parametre p = 0.6. Si

P(Y =k—1)=041.0.6 =0.0384

hem de resoldre I’equacié anterior per trobar el valor de k. Observem que:

0.0384
0.4k 1 = =~
0.6
prenem logaritmes i aillem k:
0.0384 (20384
k—1)In(04) =In| ——— k=14 —096_7 —y
(k=1n(0.4) =1 ( 0.6 ) T Tn(0.4)

5. Farem servir distribucions binomials. Com que es tracta de la repeticio n = 10 vegades de
forma independent d’una pregunta i la probabilitat d’encertar és p = 0.25, la variable que fa el
recompte de respostes encertades és una variable binomial, X ~ Bin(10,0.25).

(a)

10 10
P(Aprovar) = P(X >5) =Y P(X =k) =) ( 1k;0 ) 0.2580.7519~% — 0.0781269 ~ 0.0781.
k=5 k=5

Aquest calcul és tedids i es pot fer de diverses maneres:

32



e A ma...si disposeu de 'energia vital suficient.

e Amb taules, buscant n = 10, p = 0.25, i tenint en compte que 1 es taules indiquen
P(X < k) ique X és una variable discreta que pren valors enters des de 0 a 10:

P(X>5)=1-P(X <5)=1-P(X <4)=1-0.922 = 0.078.

e Amb MINITAB, tenint en compte que X és una variable discreta que pren valors enters
des de 0 a 10:
P(X>5)=1-P(X <5)=1—-P(X <4)

Aleshores seguint els passos que s’han indicat anteriorment introduint:
Distribucién binomial
" Probabilidad

1% Probabilidad acumulada
i~ Probabilidad acumulada inversa

Nimero de ensayos: 10
Probabilidad del evento: 0,25

" Columna de entrada: l—
Mmacenamientoopdional: [

@ Corstantedeentrada:  [4

Seleccionar Almacenamiento opcdonal: l—

e -
amb la qual cosa obtenim:
Distribucién t ﬂ

I(-‘ Constante de entrada: [0,875 |
Almacenamiento opcional:
o

(" Densidad de probabiidad
ral a
a dad 0,0
= Probabil i mver:
 Columna de entrada:
Almacenanien toopdonal: [
Ayuda

Per tant:
P(X>5)=1-P(X<5)=1—-P(X <4)=1-0,921873 = 0,078127.
e Amb MAPLE amb la instruccid

> sum(binomial(10,k)- 0.25%k- 0.75°(10-5) ,k=5..10);
(b) E(X)=mnp=10-0.25 = 2.5.

6. Farem servir distribucions binomials. La variable que fa el recompte de bits erronis és una
variable binomial, X ~ Bin(16,0.25).

(a) P(X =0)= ( 106 > 0.25°0.7510 = 18 - 1-0.0100226 = 0.0100226 ~ 0.0100.
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(b)

4 4
P(X<4)=> P(X=k)=>_ ( 1; ) 0.25%0.75'%"% = 0.6301861752 ~ 0.6302
k=0 k=0

Podeu usar MINITAB o bé MAPLE amb la instruccié

> sum(binomial (16,k)- 0.25%k- 0.757(16-5) ,k=0..4);

(c) P(X =4) = ( 146 ) 0.25% - 0.75!2 = [18,0.25 . 0.7512 = 0.2251990652 ~ 0.2252
(d) P(X >4)=1-P(X <4)=1-0.6302 = 0.3698.

7. Farem servir la distribucid geometrica. p = 0.25, la variable Y que el niimero d’assajos fins a
obtenir el primer bit erroni és una variable geometrica. Per tant:

P(Y =5)=(1-p)* 'p=0.75"-0.25 = 0.0791016 ~ 0.0791.

8. Farem servir la distribucid hipergeométrica. Tenim un conjunt total format per N = 5000
unitats.

(a) Si hi ha un 2% d’unitats defectuoses aleshores en el conjunt total hi ha K = 100 unitats
defectuoses. si X és la variable que compta la quantitat d’unitats defectuoses d’una mostra
aleatoria de n = 300 unitats aleshores té una distribucié hipergeometrica, per tant fent

ooy L) ()

N
n
Fent servir MINITAB o MAPLE obtenim
100 \ 4900
<\ 300 — k
P 5000
300

Com que 300 és petit respecte de 5000 podem aproximar la variable X usant una variable
binomial X ~ Bin(300,0.02), per tant

servir que

= 0.9639492966 ~ 0.9639.

10

P(X <10)~ ) ( 320 ) 0.0250.98390* — 0.9590379409 ~ 0.9590,
k=0

la qual cosa representa un error del 0.5095% respecte del resultat real calculat anteriorment.

(b) Si conté 5% d’unitats defectuoses, K = 250 i per tant
250 \ 4750
R\ K 300 — k
i 5000
300

9. Farem servir distribucions geométriques a l’apartat (a) i binomial negativa al (b).

= 0.1050317314 ~ 0.1050.
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(a) Si'Y compta el nombre d’assajos fins a obtenir la primera pega defectuosa, és una variable
geometrica amb p = 0.03:
5
PY>5)=1-PY <5)=1-— (ZP(sz:)) =
i=1

=1-(0.97"-0.03+0.97" - 0.03 + - -- +0.97* - 0.03) =
=1-10.03(1+0.97+0.97% 4+ 0.97% + 0.97%) = 1 — 0.03 - 4.70886581 = 0.858734025 ~ 0.8587.

(b) La variable X que compta el nimero d’assajos realitzats fins a obtenir 3 peces defectuoses
és una variable binomial negativa. Fent servir que

Px=n=( 121 )a-nt
obtenim que
P(X>5)=1-P(X<5)=1- iP(X:k) =

=3
=1- << g > 0.9790.033 + ( ;’ > 0.9710.033 ( ;1 ) 0.9720.033> = 0.9997420042 ~ 0.9997

10. Farem servir la distribucio geomeétrica. Si X compta el nombre d’assajos fins captar el so, és
una variable geometrica amb p = 0.85:

(a) P(X =3) = (1 — 0.85)20.85 = 0.019125 =~ 0.0191.
(b) E(X)=1/p=1/0.85 = 1.17647.
11. Farem servir distribucions binomials. (a) 0.13262 (b) 0.66575 (c) 0.98076.

12. Farem servir distribucions Poisson. Considerem

3 trucades
= ——— = 0.6 trucades/minut,
5 minuts

(a) En 15 minuts esperem 15 - 0.6 = 9 trucades.

(b) La variable que compta el niimero de trucades en un quart d’hora és una variable Poisson
P(9) i per tant:

10
P(X>10)=1-P(X<10)=1- Y 9% =
k=0

=1—e 9,7’; =1—10.7059883204 = 0.2940116796 ~ 0.2940.
El calcul el podeu fer amb MINITAB o amb MAPLE.

13. Farem servir distribucions Poisson. Si C' és la variable que compta els clients al llarg d’un dia
C ~ P(5), per tant: (a) E(C) =51 (b) P(C =0) =e55°/0! = e = 0.0067379.

14. Farem servir distribucions Poisson. La variable que compta els defectes cada 10m? és una
variable Poisson X ~ P(30), fent servir MINITAB o MAPLE obtenim que

P(X >50)=1—P(X <50) =1— Y50 e 3080 —
=1 — ¢80 Y220 13981 _0.9997019870 = 0.00029800130 = 0.0003.
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15. Farem servir distribucions binomials. (a) 0.4324 (b) 0.2255.

16. Farem servir la distribucio binomial negativa. L’inspector caminara més d’un kilometre si la 3a
falla es troba més enlla de I'intent ntimero 34 ja que 1000m/30m = 33.3333. Si X és la variable
que compta el numero d’inspeccions fins a obtenir 3 defectes, aleshores X té una distribucié

binomial negativa
P(X>34)=1-P(X<33)=1—-(P(X=3)+4P(X=4)+---+P(X=33) =

33 —
=1- <E < K 9 1 ) O.95k30.053> =1-0.2271931304 = 0.7728068696 ~ 0.7728.
k=3
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5 MODELS CONTINUS I DISTRIBUCIONS MOSTRALS

5.1 Exercicis

1. La funcié de densitat de probabilitat de la variable aleatoria X és

[ 2(1l-2) si0<z<],
Ix(@) = { 0 altrament.

Calculeu:
(a) La probabilitat que al dur a terme l'experiment en que es mesura X s’obtingui un valor
superior a 2/3.
(b) E(X)1iV(X)
(c) La funcié de distribucié Fx(z) de X.

2. La funcid de distribucié de la variable aleatoria X és

0 sixz <0,
Fx(z) = { 1—e® sixz>0.
(a) Calculeu P(X < 2).
(b) Calculeu la funcié de densitat de la variable X.

3. El temps de durada, 7" de la bateria d’un dispositiu electronic segueix una distribucié exponencial
amb temps de vida teoric de 100 setmanes. Es a dir

Xe ™Mt >0,

T ~exp(A), tal que t) =
p(A) que fr(t) {O L <0

amb A = 1/100.

(a) Quina és la probabilitat que la bateria duri menys de 50 setmanes?
(b) Quina és la probabilitat que duri més de 100 setmanes?
(¢) Quina és la probabilitat que duri més de 100 setmanes si sabem que ha durat més de 507

Investigueu que és la propietat de carencia de memoria de les variables exponencials. Hi ha
alguna altra variable aleatoria que tinguin aquesta propietat?

4. Fabriquem resistencies de 10€). Les resisténcies no sempre surten igual, pero podem pensar que
segueixen una distribucié normal tal que la mitjana de la nostra produccié és de 102, amb una
desviacio tipica de 19.

(a) Calculeu la probabilitat que si agafem una resistencia a l'atzar, aquesta tingui una re-
sisténcia major que 9.5).

(b) Calculeu la probabilitat que si agafem una resistencia a l’atzar aquesta tingui una resisténcia
entre 82 i 9.502.
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(c) T Si els lots de resistencies contenen 100 unitats, quina és la probabilitat que a 1’escollir un
lot a l’atzar, la mitjana de les resisténcies sigui menor de 9.57

5. Comprem unes lents per a fabricar lectors optics.

(a) Siassumim que la mitjana del diametre de les lents es pot modelitzar com una V.A. normal
amb mitjana p = 0.25, i desviacié tipica ¢ = 0.03. Quina proporcié de lents té un diametre
entre [0.24,0.26].

(b) Canviem el métode de fabricacié. Assumim que la mitjana del diametre de les lents és
u = 0.25 i que la variable continua sent normal. Quin valor hauria de tenir la desviacid
tipica o, per tal que la proporcié de lents amb un diametre entre [0.24, 0.26] sigui el 90%

6. L’amplada d’una pega de duralumini es distribueix normalment amb g = 0.9000 i ¢ = 0.0030.
Els limits d’especificacio (limits dintre dels quals una peca no es considera defectuosa) sén
0.9000 =+ 0.0050.

(a) Quin percentatge de peces resultara defectuds?

(b) Si es vol que no es produeixi més d'un 1% de peces defectuoses, fins a quin valor s’hauria
de reduir, com a minim, la varianca o2 de la variable amplada?

7. La longitud d’un estoig de cintes magnetiques mollejat per injeccid, té una distribucié normal
amb mitjana 90.5 mm i desviacio tipica 0.1 mm.

(a) Quina es la probabilitat que la longitud d’un estoig sobrepassi els limits d’especificacié
90 £0.3 mm?

(b) Sila desviacié tipica es manté a 0.1, a quin valor s’ha d’ajustar la mitjana del procés per tal
que el maxim nimero d’estoigs tinguin longitud compresa entre els limits d’especificacié?

(c) Si es desestimen els estoigs amb longituds fora de l'interval d’especificacions, quin es el
rendiment del procés per al valor de la mitjana determinat a 'apartat anterior?

(d) El procés s’ajusta a la mitjana de l'apartat (b) i es mesuren les longituds de deu estoigs
produits de forma independent. Quina es la probabilitat que les deu longituds es trobin
entre 89.7 1 90.3 mm?

(e) En les condicions de I'apartat anterior, quin numero d’estoigs, del total de deu, esperem
que presentin una longitud dintre dels limits d’especificaci6?

8. En un procés es fabriquen tubs de 15 cm mitjancant la connexié de dos trams de 5 i 10 cm
respectivament. Els trams es fabriquen en processos independents i les seves longituds L1 i Lo
son variables normals amb pr, = 5, or, = 0.245, ur, = 10, i o, = 0.316. El tub final només
és utilitzable si la seva longitud, L és tal que 14 < L < 16. Calculeu el percentatge de tubs que
resulten no utilitzables en aquest procés.

9. Es fabriquen independentment uns determinats cilindres i uns determinats pistons. Cada pist6
s’ha d’ajustar dintre d’un cilindre. L’assignacio d’un pist6 a un cilindre es fa a ’atzar. Es sap que
tant el diametre dels pistons com el dels cilindres segueixen una distribucié normal. El diametre
extern del pisté té mitjana 99.7 mm i desviacié tipica de 0.15 mm, mentre que la mitjana del
diametre intern del cilindre es de 100.2 mm i la seva desviacié tipica de 0.20 mm.

a) Sis’escull a ’atzar un pisté i un cilindre, quina es la probabilitat que el pist6 no entri dintre
Sis’ 11 alat pisto i ilindre, qui la probabilitat g 1 pistd tri dint
el cilindre?

TFeu-ho un cop hagueu estudiat la propietat reproductiva de les variables normals.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(b) Si es considera que per tenir un ajust acceptable la diferéncia entre el diametre interior del
cilindre i el diametre exterior del pisté no pot ser superior a 0.5 mm, quina sera la proporcié
de parells de pistons i cilindres que ajustaran correctament?

(¢) Quina hauria de ser la tolerancia maxima per la diferéncia entre diametres per tal de tenir
un ajust de com a minim el 95%?7

El procés d’emplenament automatic d’ampolles d’un determinat tipus de beguda es fa mitjancant
I’abocament independent de dos compostos liquids A i B, que es barregen per donar el producte
desitjat. El volum X4 de A abocat, en centimetres cibics, segueix una distribucié normal amb
ix, = 201 o0x, = 2.5 mentre que el volum, Xp de B abocat, també en centimetres cubics,
segueix una distribucié normal amb px, = 10 i ox, = 1.5. Una ampolla plena es considera
correcta sempre que el volum abocat de A sigui a l'interval [15,25] i el de B no sigui superior
a 12. En cas que algun d’aquests dos requeriments falli, ’ampolla es considera defectuosa. Les
ampolles un cop plenes s’emmagatzemen en caixes de 8 unitats.

(a) Cada ampolla té una capacitat maxima de 38 centimetres cibics. Independentment de si
una ampolla resulta defectuosa o no, es vol saber si és molt frequent el fet que la quantitat
total abocada superi els 38 cm®. Calculeu la proporcié d’ampolles per les que no hi ha
vessament de liquid per excés.

(b) Calculeu la proporcié d’unitats defectuoses que genera aquest procés.

(c) Quina es la probabilitat que en una caixa de 8 unitats, emplenades de forma independent,
es trobi més d’una ampolla defectuosa?

(d) Si el procés permet ajustar la desviacié tipica de la quantitat de A abocada, calculeu fins
a quin valor s’hauria de reduir el valor de ox, sense modificar Xp per tal que la proporcié
d’unitats defectuoses generada pel procés es reduis a 0.10.

La probabilitat d’efectuar erroniament una operacié concreta en un procés de produccié d’una
unitat AE35 és de 0.015. En aquest procés de produccié 'operacid es repeteix de forma indepen-
dent 1000 vegades. Calculeu aprozimadament, la probabilitat d’efectuar menys de 20 operacions
erronies en el procés de produccié de la pega AE35.

La proporcié de xips defectuosos en la planta experimental de produccié d’industries ACME és
de 29%. Si a la produccié “en fase experimental”es formen lots de 1000 xips fabricats de forma
independent, quina és la probabilitat que en un lot hi hagi més de 250 xips defectuosos?

Volem fer una inspeccié ambiental. Prenem mostres de l'aigua d’un riu a la sortida d’una
empresa que estem auditant. Suposem que el nombre de particules per cm® d’un determinat
residu toxic és pot modelitzar com una variable de Poisson amb mitjana 1000. Prenem 1cm?
d’aquesta aigua, quina és la probabilitat de trobar com a minim 950 particules?

En una partida de cable de fibra optica observem un cert tipus de defecte que es presenta de
forma aleatoria i independent. En mitjana es presenten tres defectes per metre. Quina és la
probabilitat que en un tram de 3m hi hagi més de 10 defectes?

Per fabricar un teixit que recobrira un enginy espacial, s’usa una fibra sintetica. La resistencia
a la tensié d’'un fil d’aquesta fibra té una distribucié N(75.5,3.5) (les xifres venen donades en
unitats de tensi6é u.t.). Agafem una mostra aleatoria de 9 espécimens de fibra. Quina és la
probabilitat que la mitjana de la resisténcia a la tensié a la mostra sigui major que 75, 75u.t.?

Fabriquem resistencies de 10€2. Les resistencies no sempre surten igual. Desconeixem com
modelitzar la distribucié aleatoria dels valors de la resistencia, pero la mitja la nostra produccié
és de 1082, amb una desviacié tipica de 1€2. Si els lots de resistencies contenen 100 unitats. Quina
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és la probabilitat aproximada que si escollim un lot al atzar, la mitjana de les resistencies sigui
menor de 9,807

17. Donada una poblacié X de dades normals amb mitjana p i desviacio tipica o, es pren una mostra
{X1,..., X9} ies calcula la mitjana X i la desviacié tipica mostral S. Per estudiar la variable
X—p

S/v20

(A) T-Student amb 20 graus de llibertat. (B) x? amb 19 graus de llibertat. (C) N(0,1)
(D) T-Student amb 19 graus de llibertat.  (E) x? amb 20 graus de llibertat.

aleatoria haurem de consultar les taules de la distribucio...

18. Donada una poblacié, es pren una mostra X, ..., Xog. Un estimador sense biaix del parametre
o2 és
20 _ 20 _
> (Xi—X)? 20 _ 9 > (X —X)?
(A) =5— (B) /> |Xi— X|" (C) =245 (D) La variable x3, (E) Cap de les anteriors.
i=1
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5.2 Solucions

L () P(X >2/3) = [ fx(@)dz = [52(1 —2)dz = (22— 2%|,,, = 1/9

00 1 2%3 1
EX) = / z fx(x)dr = / 2z(1 — x)dx = (x2 -3 | = 1/3
—00 0 0
i
o0 1 1 2
V(X) :/ 22 fx(2)da — (B(X))? :/ 222(1 — 2)dz — (3) _
—00 0
A Y CA
U3 2 |, 3) 18
(¢) Fx(z) = [*_ fx(z)dx per tant facilment tenim:
0 siz <0
Fx(z)=¢ 2z—-2% si0<ax<1
1 siz>1
2. (a) P(X <2) = Fx(2) = 0.86466.
(b) fx(z) = F%(z) per tant:
0 siz <0
fx(z) = { e sizx>0
3. (a)
P(T 50 50 1 —t/lOOd —t/100 50 —0.5 1 1 —0.5 0.3934
(T < )—/0 100° t-—(e ’0——(e —1)=1-e""~0.
(b)
P(T > 100) = / o L troogy (e_t/ 100)+°° = —( lim e /10 ¢ 1) =1 ~0.3678
100 100 100 t—+00 -
()

P(T'>100NT >50)  P(T > 100)
P(T > 100|T > 50) = _ _
( | ) P(T > 50) P(T > 50)
e’ e ! —0.5
T 1-(1—e08) 05 e ~ 0.6065

Fixem-nos que també P(T > 50) = e~%5 i que per tant, P(T" > 100|T > 50) = P(T > 50) la
qual cosa és sorprenent (penseu si aix0d també ens passa a nosaltres, les persones!).

Aquesta és una propietat general, és coneguda com la propietat de caréncia de memoria de les
variables exponencials,

P(X >s+tX >t)=P(X >s) per tot s,t > 0. (1)

D’altra banda la propietat de carencia de memoria és una caracteristica unica d’aquestes vari-
ables, ja que tota variable continua! que satisfa equacié (1) és una variable exponencial per
algun parametre A > 0. Busqueu, si voleu, alguna referéncia a on es demostri aixo.

La distribucié geometrica, que és discreta, té una propietat analoga: Si X ~ G(p) aleshores P(X > s +t|X > t) =
P(X > s) per tot s,t € N.

41



A partir d’ara denotem Z ~ N(0,1) i ® la seva funci6 de distribucié.
4. Considerem R ~ N(10,12).

(a) Tipificant tenim:

P(R>95) =

R—-10 _ 95-10
(

> > = P(Z>—-05)=1—®(—0.5) ~ 0.6915

8§—-10 R-10 9.5-10
P(8<R<9.5):P< T < ):

T
=P(-2< Z < —0.5) = ®(—0.5) — &(—2) ~ 0.2858

(c) Aqui no ens pregunten pel comportament de R siné pel de la variable aleatoria R, hem de
fer servir una conseqiieéncia de la propietat reproductiva de les variables normals segons la
qual si R ~ N(p, 0?) aleshores R ~ N(u, (0//n)?) (vegeu I'equaci6 (3) més avall). Per tant
R ~ N(10,0.1%), i tipificant tenim:

P(R<95) =P

R—10 _ 9.5 —10
0.1 0.1

> = P(Z < —5) = &(-5) ~ 0.

Observeu que P(R < 9.5) = 0.3085. Es clar, R té menys dispersié que R!
5. Considerem D ~ N(0.25,0.03?).

(a) Tipificant tenim:

24-025 D-025 026-02
p(0_24<D<0_26):P(0 0.25 025 _0.26 05>:

< <
0.03 0.03 0.03
~ P(—-0.33 < Z < 0.33) = $(0.33) — ®(—0.33) ~ 0.2586

024—-025 D—025 0.26—0.25
P(0.24 < D < 0.26) = P < < < ) =

g g g

~p (—0.01 <7< 0.01> _ 3 <O 01) 3 (—0.0l)
o o o

P(0.24 < D < 0.26) = ® <W> ( —0. 01)

g

)

Per tant

Per la simetria de ® respecte a I’eix d’ordenades obtenim que <I> = 0.95, o equivalent-
ment ¢ ( (3701) = 0.05, i per tant mirant a les taules

.01
0.0 ~ 1.645 i per tant ¢ = 6.079 - 1075.
o

6. Considerem A ~ N(0.9,0.0032).
(a) Tipificant obtenim:

P(defectués) = P(A < 0.895 U A > 0.905) = 1 — P(0.895 < A < 0.905) =

~1—P(—-167<Z<167)=1— (®(1.67) — ®(—1.67)) ~
~1— (0.9525 — 0.0475) = 0.0969
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(b)
0.895—-0.9 0.905 — 0.9>
—_— << — | =

g g

P(defectuds) =1 — P(0.895 < A < 0.905) =1—P (

-1-P <_0'OO5 <7< 0005) < 0.01.
o

g

Per tant,

p <—0.005 <7< 0.005) _ <0.005> % (—0.00S) > 0.99,

g g g o

i per la simetria de ® tenim,

d (0'(0705> > 0.995,

1 mirant les taules obtenim:

0.005
o

~ 2.58 i per tant o = 1.938 - 1073,

7. Considerem L ~ N(90.5,0.12)

(a) Tipificant obtenim P(sobrepassi) = 1 — P(89.7 < L < 90.3) ~ 0.9773, molt alta.

(b) Si feu un esbog de la grafica de la funcié de densitat veureu que convé “centrar”el procés a
©=90.

(c) El rendiment vol dir la proporcié de correctes, si ara prenem L ~ N(90,0.12), i tipifiquem
tenim P(89.7 < L < 90.3) ~ 0.9973.

(d) Considerem L ~ N(90,0.1%). Prendre 10 mesures de forma independent, vol dir considerar
10 variables independents L1, ..., L1g amb distribucié N (90, 0.12).

Recordem que quan tenim n variables independents X1, . .., Xp, i I és un intervald, aleshores
PXielInXeelIn---NX,el)=P(Xy1€l)---P(Xoel)---P(X, eI
Per tant, si I = [89.7,90.3],
PlLyeInlyelIn---NLpel)=P(Lyel)--P(loel)---P(Lipel)=
= P(L € 1! =0.9973' ~ 0.9733

(e) Fixem-nos que Y és el nimero d’estoigs dins els limits d’especificacié, aleshores Y ~
Bin(10,0.9973), i.e. n =101 p = 0.9973. Per tant,

E(Y)=np=10-0.9973 = 9.973.
A partir d’ara, hem de tenir en compte la propietat reproductiva de les variables normals que diu:

SiX=c1 X1+ -+ Xy on X; ~ N(u, 012) son variables independents, aleshores

X ~N(u,0%) ambp=cipg+ -+ cafin, 10> =30t +---+ o2 (2)

§de fet qualsevol conjunt mesurable de R.
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Una conseqiiencia important d’aquesta propietat és
Si X =(X1+-+X,)/n on X; ~N(u,o0?) sén variables independents, aleshores

X ~N(u, (0/vn)?). (3)

O, equivalentment, ~
X—p
o//n

8. Si L1 ~ N(5,0.2452) i Ly ~ N(10,0.3162) sén variables independents, aleshores per la propietat
reproductiva, vegeu equaci6 (2), tenim L ~ N(u, 0?), on

~N(0,1).

p=5+10=15i o = 1/0.2452 + 0.3162 ~ 0.3999.

Considerem, doncs, L ~ N(15,0.3999?).

<7<

P(no utilitzable) =1 - P(14< L <16)=1—-P 14 —-15 16 —15Y) _
0.3999 0.3999

=1— P(=2.5009 < Z < 2.5009) ~ 1 — (®(2.50) — ®(—2.50)) ~ 0.0124

9. Siguin P ~ N(99.7,0.15%) i C ~ N(100.2,0.22) les varaiables que mesuren els diametres dels
pistons i dels cilindres, respectivament.

(a) P(no entri) = P(C < P) = P(C — P < 0). Considerem, doncs, la variable Y = C — P ~
N(p,0?), on

p=100.2—-99.7=0.5 i 0 = /(1)2(0.2)2 + (—1)2(0.15)2 = 1/(0.2)2 + (0.15)2 = 0.25.
Per tant

Y —-05 - 0—-0.5
0.25 0.25

P(C—P<0):P(Y<0):P< >:P(Z<—2):0.0228

P(acceptables) = P(0< C —P <05)=P(0<Y <0.5) =

_p 0—0.5 _ Y —05 _ 0.5—0.5
- 0.25 0.25 0.25

> =P(-2<Z<0)=o(0) - ®(—-2) ~0.4772

(c) Busquem la tolerancia ¢ tal que P(0 < C'— P < ¢) > 0.95. Tipificant

e—0.5
Pl2<z > 0.95
( <4 705 >—

per tant

e—0.5 e—0.5
0] —®(-2) >0.95 )] > (0. .0228 = 0.972
( 095 > (—=2) > = ( 095 >_095—|—00 8 =0.9728

Mirant les taules tenim:
e—0.5

0.25

10. Considerem X 4 ~ N(20,2.52)i Xp ~ N(10,1.5%). L’ampolla es considera correctament omplerta
si16 < X4 <251 Xp <22

~1.93 = € ~0.9825
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(a) Observem que X = X4 + Xp ~ N(i,02) on

pu=204+10=30 i o = 2.52 + 1.52 ~ 2.9155.

Per tant

XA+XB—30<38—30

< =
P(Xa+Xp < 38) P< 2.9155  — 2.9155

) ~ P(Z < 2.74) ~ 0.9969

(b) Farem servir que els processos d’abocament dels dos liquids sén independents
P(defectuoses) = 1 — P(correctes) =1 — P(15 < X4 <25 N Xp <22) =
=1-P(15 < X, < 25) P(X5 < 22).
Calculem ara, tipificant
P(15 < X, <25)~0.9545 i P(Xp < 22) ~0.9082.

Per tant,
P(defectuoses) ~ 1 —0.9545 - 0.9082 = 0.1331

(c) La variable X que mesura el nimero d’ampolles defectuoses en una caixa de 8 unitats té
distribucié Bin(8,0.1331). Per tant,

P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)+P(X =1) =

= 1—( g ) 0.1331° 0.866910—< 513 ) 0.133110.8669% = 1—0.23971214—0.294434752 ~ 0.2895

(d) Imposem ara
P(defectuoses) =1 — P(15 < X4 < 25) P(Xp < 22) =0.1.
Recordem que P(Xp < 22) ~ 0.9082. Per tant

0.9

= 09082 ~ (0.9910.

1—P(15< X4 <25)-0.9082 =0.1 = P(15 < X4 <25)

Per altra banda

15 — 20 25 — 20 5 -5
P(15<XA<25):P( Z < ):@()—@():0.9910.

g g g g

IN

5
Fent servir la simetria de ® obtenim ® <> ~ (0.9955, i consultant les taules obtenim
o

~ 2.61 = o ~1.9157

Qe

Per fer els seguents exercicis heu de fer servir que les variables binomials i Poisson es poden aproximar
per variables normals. Resumint, tenim? :

YLa segiient informacié la podreu trobar a la Seccié 4-7 del llibre D.C. Montgomery & G.C. Runger, Probabilidad y
Estadistica aplicadas a la Ingenieria, Mc. Graw-Hill 1994. També a la Seccié 4.3 del llibre J. Devore, Probabilidad y
Estadistica para Ingenieria y Ciencias, 4a ed. International Thomson 1998.
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Sigui X és una variable aleatoria amb distribucid Bin(n,p), aleshores si n és prou gran i la funcié de

probabilitat de X no esta massa esbiazada, tenim que X ~ N(np, /np(1 — p)), o equivalentment:
X —

2T L 7 N, 1). (4)

np(l — p)

I també

Sigut X és una variable aleatoria amb distribucid P(X\), aleshores si X\ és prou gran s’obté X ~

N(\ V), o equivalentment:
X -

7\5 ~ 7 ~N(0,1). (5)

En alguns llibre trobareu com a regla practica, que aixo ho podrem fer servir si n és gran, np > 5, i
n(1 —p) > 5 en el cas Binomial, i A > 5 en el cas Poisson.

També cal tenir en compte una tecnica molt senzilla coneguda com a correccid per continuitat o cor-
reccio de Yates que sol millorar els resultats de ’aproximaci6 de les variables discretes per continues.

Per exemple: sigui X una variable discreta que pren valors enters, i volem calcular P(X < k), per
k € Z. Si'Y és una variable continua que ’aproxima, aleshores

P(X<k)=P(X<k+05)~PY <Ek+0.5).
De la mateixa manera podem fer servir:

P(X <K =PX<k-1)=P(X<k-1+05=)P(X <k—05)~P(Y <k—0.5),
Pk<X)=Pk—05<X)~P(k—05<Y),

on k, ki i ks € Z.

Per exemple, si X té distribucié Bin(100, 0.5), podem aproximar-la amb una variable Y amb distribuci6
normal N(50,5). Aixi, si volem calcular P(X < 40), podem fer el segiient:

P(X <40) = P(X <40.5) ~ P(Y < 40.5) = P(Z < (40.5 — 50)/5) = P(Z < —1.9) ~ 0.0287.

11. Si X compta el nimero d’operacions erronies X ~ Bin(1000,0.015), per tant

19
P(X <20)=)_ ( 10;0 ) 0.015"% 0, 9851000
k=0

Un cami, doncs, feixuc. Provem d’aproximar X amb una variable normal: com que np =15 > 5
in(l—p)=985>5, considerem X ~Y on Y ~ N(np,/np(1 — p)) = N(15, 3.84382). Aplicant
doncs l'equacié (4) i la correccié de Yates:

Y —15 195-15
P(X <20)=P(X <19)=P(X <195) ~ P(Y <19.5) = P ( ) ~

3.8133 ~  3.8433
~ P(Z < 1.1707) = 0.879.
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12. Si X compta el nimero de xips defectuosos, aleshores X ~ Bin(1000,0.29), per tant:

(1000
P(X >250)=1-P(X <250) =1~ ) ( L ) 0.29% 0.711000-F,
k=0

Provem d’aproximar X amb una variable normal: com que np =290 > 5in(l —p) =710 > 5,
considerem X ~ Y on Y ~ N(np, /np(1 — p)) = N(290, 14.3492%). Aplicant doncs 'equaci6 (4)
i la correccié de Yates:

P(X >250) =1— P(X <250) =1 — P(X < 250.5) ~

Y —290  250.5 — 290
~1—P(Y<250.5):P< )~

14.3492 < 14.3492
~1— P(Z < —2.7876) ~ 1 — 0.0026 = 0.9974.

13. Si X compta el nimero de particules, aleshores X ~ P(1000), per tant:

949
P(X >950) =1—P(X <949) =1— )
k=0

o—1000 1000
Kl

Aproximarem X amb una variable normal Y ~ N(1000, v/ 10002): com que A = 1000 > 5 podem
aplicar ’equaci6 (5) i la correccié de Yates, obtenint

P(X>950)=1—P(X <949) =1 — P(X < 949.5) ~ 1 — P(Y < 949.5) =

Y —1000  945.5 — 1000
—1-r(

<
+/1000 +/1000
~1—P(Z < —-1.60) =1—0.0548 = 0.9454.

) ~1— P(Z < —1.5969) ~

14. Si D mesura els defectes cada 10m?, aleshores D ~ P(9) ~ N(9, 3%). Per tant

P(D>10)=1-P(D<10)=1-P(D<105)~1— P(Z < 0.5) ~ 1 —0.6915 = 0.3085.

Per fer els segiients exercicis cal que recordeu, que si X = (X1 +--- + X,,)/n on X; ~ N(u,0?) son
variables independents, aleshores

_ X —pu
X ~N H = ~ N(0,1). 6
(1 (o/VAY) = 5 ~N(O.1) ()
Aixo és, de fet més general: Si Xq, Xo, -+, X, €és una mostra aleatoria d’una variable X amb
qualsevol distribucié, amb mitjana p i desviacid tipica o, aleshores: (a) E(X) = ugx = p; (b)

V(X) = 03—( = 0?/n; (c) la desviacié tipica de X és o5 = o/\/n.

Perd principalment cal que tingueu present aquesta versié del Teorema del limit centrall, que anome-
narem TCL d’ara en endavant:

Si Xy, Xo,---, X, €s una mostra aleatoria d’una variable X amb qualsevol distribucié (per exemple

Vn

ILa segiient informacié la podreu trobar a la Seccié 6-5 del llibre d’en Montgomery & Runger op. cit., o a la Seccié
5.4 del llibre J. Devore, op. cit.

2
. o
desconeguda), amb mitjana p i desviacid tipica o. Aleshores, sin és prou gran, X ~ N (,u, <> )
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15. Considerem que la resisteéncia ve donada per la variable R ~ N(75.5,3.52), és a dir u = 75.5 i
o = 3.5. Si considerem mostres de tamany n = 9 aleshores

R~N <u7 <\;ﬁ)2> = N(75.5,1.16672).

Per tant:

R —75.75 - 75.75 — 75.5
1.1667 1.1667

—1— P(Z<0.2143) = 1 — 0.58317 = 0.4168

P(R>75.75) = P ( > = P(Z >0.2143) =

16. Sigui R la variable que mesura la resisténcia. Desconeixem la seva distribucié, pero sabem que
w=FEX)=10i0 = /V(X) = 1. Si considerem que la mostra de tamany n = 100 és prou

gran, pel TCL obtenim
2
— g
X ~N — = N(10,0.1%).
(u, ( \/ﬁ> ) (10,0.1%)

R—10 _98-10
0.1 0.1

Per tant,

P(R<98)=P ( ) ~ P(Z < —2) = 0.0228.

17. (D) T-Student amb 19 graus de llibertat.

18. L’estimador sense biaix del parametre o2 és i:T? que es sol denotar com a ngl, 52,8 i

anomenar varianga mostral corregida. La resposta és (C).
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6 INTERVALS DE CONFIANCA I CONTRAST D’HIPOTESIS

6.1 Exercicis

6.1.1 Intervals de confianga.

1. Un fabricant de fibres sintetiques vol estimar la tensié mitjana de ruptura d’ una fibra. Dissenya
un experiment en el que s’observen les tensions de ruptura de setze fils del procés, seleccionats
aleatoriament. Les tensions sén 20.8, 20.6, 21.0, 20.9, 19.9, 20.2, 19.8, 19.6, 20.9, 21.1, 20.4,
20.6, 19.7, 19.6, 20.3, 20.7.

(a) Comproveu que si és possible suposar que la tensié de ruptura esta distribuida normalment
amb desviaci6 tipica 0.45, llavors (20.1608,20.6018) és un interval de confianca del 95% per
al valor mitja, u, de la tensié de ruptura de la fibra.

(b) Comproveu que si no es pot suposar coneguda la desviacié tipica, I'interval del 95% per u
és (20.1025,20.66)

(¢c) Compareu els resultats.
(d) Comproveu que (0.38669,0.80959) és un interval de confianca del 95% per o.

(e) Quin error es comet, com a maxim, en l'estimacié de p, per una confianca del 95%, al
prendre p = 20.3813, si es considera o coneguda i igual a 0.457 I si no es pot considerar o
coneguda?

(f) Quin error es comet, com a maxim, en l'estimacié de o al prendre o = 0.45, per una
confianca del 95%7

(g) Quin tamany de mostra minim és necessari per tal de poder estimar g amb un error maxim
de € = 0.1 amb una confianca del 95%7?

2. En el gruix de les lamines de plastic produides per una certa maquina es detecta una variacié
aleatoria. Per tal d’esbrinar els limits d’aquesta oscil.lacid, es seleccionen cada dia, de forma
aleatoria, dotze lamines i se les mesura el gruix. Les dades obtingudes sén 12.6, 11.9, 12.3, 12.8,
11.8, 11.7, 12.4, 12.1, 12.3, 12.0, 12.5, 12.9.

(a) Si aquest gruix es una variable que es pot suposar normal, comproveu que l'interval de
confianca del 99% per a la desviaci tipica desconeguda del gruix és (0.247762,0.794357).

(b) Sino és acceptable una desviacié tipica superior a 0.9 mm, té el fabricant, en base a aquesta
evidencia, prou raons per a preocupar-se?

(c) Comproveu que Uinterval de confianca del 95% per a que s’obté a partir d’aquesta mostra
wés (12.0295,12.5205).

(d) Quin error es comet, com a maxim, suposant x4 = 12.275? I suposant p = 12.57

3. Es pot suposar, en base a I'experiéncia, que la resisténcia a la tensié X, per a una determinada
fibra sintetica es distribueix de forma aproximadament normal. Es selecciona una mostra ale-
atoria de setze trossos de fibra i es determina, per a cada cas, la seva resisténcia. La mitjana
i la desviaci6 tipica mostrals, per a aquesta mostra, sén X = 49.86 i S = 1.66 respectivament.
En base a aquesta informacié es calcula, (48.9754,50.7446), l'interval de confianga del 95% per
E(X).
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4.

10.

(a) Hi ha evidencies estadistiques que permetin assumir que F(X) = 50 amb una confianca del

95% 7
(b) Si la resposta és afirmativa, quin és l'error maxim comes, amb probabilitat 0.95, al fer
E(X)=507

La durada mitjana d’un determinat tipus de pneumatic s’estima en uns 35759.6 Km, amb una
desviacio tipica de 59.8 Km.

(a) Si aquests valors s’han calculat en base a una mostra de 10 pneumatics, comproveu que els
intervals de confianga del 95% per a aquestes dues caracteristiques sén (35716.8,35802.4) ,
i(41.1325,109.171) respectivament.

(b) Si aquests valors s’han calculat en base a una mostra de 100 pneumatics, comproveu que els
intervals de confianga del 95 % s6n (35747.7,35771.5) , 1 (52.5048, 69.4682) respectivament.

. Una maquina esta ajustada de manera que la quantitat de liquid que expulsa es distribueix

aproximadament segons una llei normal amb desviacié estandar igual a 0.15 decilitres. Una
mostra de 36 expulsions ha donat una mitjana de 2.25 decilitres.

(a) Comproveu que (2.201,2.299) és un interval del 95% per a la quantitat mitjana teorica, u,
expulsada.

(b) Quin hauria de ser el tamany de la mostra si es vol assegurar amb una confianga del 95%
un error inferior als 0.02 decilitres?

. En una mostra de cent peces, escollida a ’atzar d’entre tota la produccid, hi ha 55 que presenten

un determinat tipus de defecte. Determineu els limits de confianga del 95%, per a la proporcio,
p, de peces defectuoses en el total de la produccié.

Quin sera el tamany de mostra apropiat per a estimar la proporcié d’individus que tenen una
determinada caracteristica en una poblacié concreta, de manera que ’error comes sigui com
a maxim 0.01 amb una confianca del 90%? Respon la mateixa pregunta perd ara sabent que
s’ha fet una prova pilot i en una mostra de 100 individus n’hi havia quinze que presentaven la
caracteristica anterior.

. El consum X d’una determinada maquina es comporta practicament com una variable normal.

Per estimar el consum mitja teoric es mesura el consum de 77 maquines que operen de forma in-
dependent obtenint-se X = 22.5468. i S? = 14.3094. En base a aquests resultats, el departament
d’analisi emet un informe on diu: es pot assegurar que p = 22.5468 amb un error de +0.85855 i
una fiabilitat del 95% i que o = 3.78277 amb un error maxim de 0.5175 i una fiabilitat del 95%.
Expliqueu el significat exacte d’aquestes afirmacions.

. En la situacié de l’exercici anterior s’han fet una serie de proves i finalment s’ha determinat

que o és exactament 3.75. Tenint en compte aquesta informacié, calculeu quin és el tamany de
mostra més petit que es pot fer servir per tal d’estimar g amb un error maxim de 0.2 per una
confianca de 95%.

La resistencia d’un determinat cable, en ohms, és una variable normal i es sap que les dues
maquines que produeixen el cable presenten la mateixa variabilitat. Per tal de comprovar si
el cables produits per dues maquines diferents presenten les mateixes resisteéncies mitjanes es
prenen dues mostres, una de cada maquina, obtenint-se els resultats segiients: 0.136, 0.141,
0.140, 0.142, 0.139, 0.145, 0.141 per a la primera maquina i 0.136, 0.135, 0.143, 0.138, 0.140 per
a la segona.
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(a) Comproveu que 'interval de confianca del 95% per a la diferencia de mitjanes que donen
aquestes mostres és 195 (1 — p2) = (—0.00167,0.00602)

(b) Hi ha realment diferencia significativa?

(c) Es acceptable en aquest cas suposar que les variancies son iguals sabent que l'interval del
95% pel quocient de desviacions tipiques és Ipg5 (01/02) = (0.0804272,4.60632)7

6.1.2 Contrast d’hipotesis.

1. El director de recursos humans d’una empresa esta interessat en ’eficacia d’un curs de seguretat
en el treball dissenyat per tal que els treballadors tinguin cura de seguir les normes de seguretat
establertes

(a) Quines hipotesis estara contrastant aquesta persona si comet un error de tipus I al concloure
equivocadament que el curs sobre seguretat no és eficacg?

(b) Quines hipotesis estara contrastant aquesta persona si comet un error de tipus II al con-
cloure equivocadament que el curs de seguretat és eficag?

2. Una gran empresa manufacturera ha estat acusada de discriminacié pel que fa a la contractacio.

(a) Quines hipotesis s’estaran contrastant si un jurat comet un error de tipus I al trobar que
I’empresa és culpable?

(b) Quines hipotesis s’estaran contrastant si un jurat comet un error de tipus II al trobar que
I’empresa és culpable?

3. La variable X ~ N(u, 0?) correspon a la resisténcia en psi d’un determinat aliatge. Establiu el
contrast d’hipotesis adequat per contrastar que p supera els 155 psi i decidiu quina decisié es
prendra a partir de la mostra de X seglient:

105, 97, 245, 163, 207, 134, 218, 199, 160, 196, 221, 154, 228, 131, 180, 178, 157, 151, 175, 201,
183, 153, 174, 154, 190, 76, 101, 142, 149, 200, 186, 174, 199, 115, 193, 167, 171, 163, 87, 176,
121, 120, 181, 160, 194, 184, 165, 145, 160, 150, 181, 168, 158, 208, 133, 135, 172, 171, 237, 170,
180, 167, 176, 158, 156, 229, 158, 148, 150, 118, 143, 141, 110, 133, 123, 146, 169, 158, 135, 149.

Nota: Aquesta és una bona ocasié per fer servir Minitab. Podeu fer D'assistent de contrast
d’hipotesis per a obtenir informacié™. Només cal fer:

Asistente— Pruebas de hipétesis— Comparar una muestra con un objetivo— t de 1

muestra.

4. El temps de reparacié d’una font d’alimentacié és una variable distribuida normalment amb
u = 3 hores i ¢ = 0.6 hores. Ultimament s’han modificat alguns elements d’aquest model de
font amb la intencié de facilitar les reparacions i poder estalviar temps de reparacié.

(a) Plantejeu el contrast d’hipotesis que s’haura de dur a terme per tal verificar que les modi-
ficacions realitzades han tingut exit.

(b) Quin és estadistic de prova?

(¢) Quina és la regié critica per a = 0.05 i tamany de mostra n = 257

**També podeu fer el segiient, tot i que obtindreu molta menys informacié: Estadisticas— Estadistica basica—
1t t de 1 muestra.
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(d) Si els temps observats en una mostra de mida n = 10, en hores, han estat 3.04, 2.74, 2.28,
3.2, 2.8, 2.52, 2.99, 2.19, 2.45, 1.89, podem concloure que les modificacions han estat un
exit?

5. El rendiment d’un procés quimic és una variable X ~ N(u,o?). La mitjana teorica del rendiment
no pot ser inferior al 90%, de manera que periédicament es fan proves de control. L’dltima prova
s’ha fet en base a una mostra de tamany n = 5 per contrastar les hipotesis amb una confianca

del 95%.
Ho : i = 90,
Hy - p < 90.
(a) Quin és lestadistic de prova?
(b) Hi ha motiu per preocupar-se si s’obté ¢ = —4.6041 que correspon a un valor p (p—value)

de 0.005?

6. S’esta desenvolupant una maquina per tallar automaticament barres d’acer. La longitud de
les barres és aproximadament normal Es volen contrastar les hipotesis Hy : u = 175 contra
Hy : p > 175 amb una mostra de tamany n = 10.

(a) Digueu quin és 'estadistic de prova i quina la regié critica per a o« = 0.05.
(b) La corba de poténcia del test és
Power Curve alpha=0,05

1E ~———T -

0.9 F E
08¢ E
0.7 E E
0,6 f
0,5 L
0,4 E
03¢ |
0,2 F =
0.1E ]

[
|

Power

0k " =
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True Mean

uin és el risc de segona especie si 1 = 190 mm?.
g p 2
(c) A quina conclusi6 es pot arribar si X = 190 mm i S = 20.17

(d) Quina regié critica s’haura d’agafar si es vol que el risc de primera especie sigui 0.017

7. La quantitat de calor, en calories per gram, que despren una determinada combinacié de pro-
ductes es distribueix aproximadament segons una llei normal. S’ha comprovat que ¢ = 2 i es
vol contrastar les hipotesis Hq : p = 100 contra H; : u # 100 amb una mostra de tamany n = 9.

X — 100
\/§‘ < 2.95.

Per fer-ho es fixa la regi6é d’acceptaci6 |Z| =

(a) Comproveu que la regié d’acceptacio és la definida per 98.5 < X < 101.5 Esa dir, rebutjar
Hj si la mitjana mostral és més petita que 98.5 o més gran que 101.5.

(b) Trobeu el risc de primera especie del test.

(c) Calculeu el risc de segona especie si el valor real de la quantitat de calor despresa té una
mitjana teorica de 103. Calculeu-lo també quan la mitjana teorica és 105.
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8. Tenim les variables X ~ N(u1,0%) i Xa ~ N(ug,03). Plantegeu el contrast d’igualtat de o i o9
amb P(rebutjar Hy|loy = o2) = 0.05, a partir de I'observaci6é de dues mostres independents de
X1 1 X9 de mides n; i ng respectivament, i digueu a quina conclusié s’arriba quan:

(a) ng =11,n9 = 16 i s’obté S; =9.71 Sy = 15.9.
(b) ny = 100,n2 = 100 i s’obté S; = 10.6 i S = 15.9.

9. Volem saber si podem suposar que els cilindres que ens subministren dos proveidors diferents
tenen les mateixes especificacions. Suposarem que els dos proveidors fabriquen els cilindres amb
un diametre que varia segons una distribucié normal. Per poder decidir, amb una confianga del
95%, prenem una mostra de 30 cilindres de cadascun dels proveidors, obtenint: X; = 5.0951,
S1 = 0.087, X9 = 4.8817, So = 0.053. Es demana:

(a) Quin contrast d’hipotesi plantejarieu per decidir sobre la igualtat, o no, de les variancies?
Quin estadistic de contrast farieu servir? Descriviu quina és la regid critica.

(b) Respecte de I'anterior contrast, amb un ordinador s’ha obtingut que 'estadistic de contrast
adequat val 2.69. Quina decisié preneu?

(c) En coheréncia amb l'apartat anterior, quin contrast d’hipotesi per a comparar les mitjanes
escollirieu. Sense calcular-lo, digueu quin estadistic de contrast farieu servir? Deixeu
indicada quina és la regié critica?

(d) Respecte de I'anterior contrast, amb un ordinador hem obtingut que el valor p val ~ 0.000.
Quina decisié preneu?

10. A partir de les dades presentades i els estadistics calculats a ’exercici 10 d’intervals de confianca,
feu servir Minitab per a aplicar el contrast d’hipotesis que considereu adequat per comparar les
mitjana de resistencia del cable fabricat per les dues maquines.
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6.2 Solucions

6.2.1 Intervals de confianga.
1. Com que treballarem amb una confianca del 95%, tenim 1 — a = 0.95 = a = 0.05 = 1 —

a/2 = 0.975. D’altra banda, n = 16 i amb una calculadora facilment obtenim: X = 20.38125;
S = 0.52309177 (i per tant S? = 0.273625).

(a) Com que o és coneguda, tenint en compte que zpg75 = 1.96, 'interval és (I, u), on:

_ 0.45
I =X — 20075 —— = 20.38125 — 1.96 —— = 20.16075 ~ 20.1608,

Ve V8
w=X+ 20_975% — 90.38125 + 1.96 \/TTS — 90.60175 ~ 20.6018.

(b) Com que o és desconeguda en aquest cas, tenint en compte que t150.975 = 2.1314, 'interval
és (l,u), on:

523091
=X — t15’0'975\5f = 20.38125 — 2.1314 0532277 = 20.1025,
n
— S 0.52309177
u=X+t —= = 20.38125 + 2.1314 ———=——— = 20.65998 ~ 20.66.
15,0.975 \/’E \/E

Potser és un bon moment per a recordar com obtenir intervals de confianca amb Minitab.
Una manera és fer: Estadisticas— Estadistica basica— 1t t de 1 muestra.

T de una muestra: pil

Error
estandar
de la
Variable N Media Desv.Est. media IC de 95%
pil 16 20,381 0,523 0,131 (20,103; 20,660)
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Una altra manera de fer és: Estadisticas— Estadistica bdsica— Resumen grafico.

Resumen para pil
Prugha de normalidad de Anderson-Darling
A-cuadrado 0,48
Valor P 0,203
Mediz 20,381
Desv.Est. 0,523
 ariznzs 0,274
Asimetriz -0,30343
Kurtasis -1,40223
M 16
Miniima 15,600
ler cuartil 19,825
=1 Mediznz 20,500
Jer quadty L B75
1950 1975 000 2035 IS0 2075 2100 Mo ;
Intervalo de confiznza de 95% para |2 medid’
— F— 20,103 20,660
Intervzlo de confianza de 95% parz |z medianz
19,876 20,824
Intervalo de confianza de 95% pars |z desviacion estandar
Intervalos de confianes de 55%
\ 0,38 0.810

02

04 20,

(c) L’interval de l’apartat (b) és menys precis. Tot i que no sempre sera aixi (al cap i a la fi
depen del valor de S), és forca raonable que passi aix0 ja que hi ha més incertesa, i d’altre

(d)

banda sempre t,,_1 1_q/2 > Z1—qa/2-

Tenint en compte que X%5,0.9025 =6.262 i X%5,0,975 = 27.488, l'interval és (I,u), on:

—-1)s? /15 -0.273625
l= (n2 ) = = 0.3866946506 ~ 0.38669,
X15,0.975 27.488
—1)5? /15 -0.273625
(n2 ) = = 0.8095934487 ~ 0.80959.
X15,0.025 6.262
(e) Els errors sén
o 0.45 o 0.52309177
Z — =196 — = 0.2205, i t150.975—— = 2.1314 ———— = 0.27873,
0.975 NG V16 15,0.975 Jn /16
respectivament.

2. Tenim n = 12 i amb una calculadora facilment trobem: X = 12.275:

Observem que |0.45—1| = 0.06331 1 |0.45—u| = 0.359593, per tant max(|0.45—|, |0.45—u|) =

0.359593.

Si suposem o = 0.45 tenim

0.45
N4

0.4

<0.1=1.96 <01= 1.960—15 <+/n=T77.79...

0.45\ 2

o
20.975%

Per tant n > 78.

S

= 0.386417108 (i per

tant S? = 0.149318181).

(a) Com que treballarem amb una confianca del 99%, tenim 1 — «

099 = a = 001 =

1 — /2 =0.995. Tenint en compte que x7; 05 = 2-603 1 X3} 0,905 = 26.757, I'interval és
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(l,u), on:

J— 2 .
I (n—1)S \/11 0.149318181 _ 0.2477615808 ~ 0.247762,
X11 ,0.995 26.757
— 2 .
- (n—1)8* \/11 0.149318181 _ o ararmea o (704357,
X11 ,0.005 2.603

(b) No, al contrari. Com que u = 0.794323 < 0.9 no hi ha evidencies estadistiques per poder
afirmar que o > 0.9.

(c) Com que treballarem amb una confianga del 95%, tenim 1 — a = 0.95 = o = 0.05 =
1 — /2 =0.975. Tenint en compte que t11,0.975 = 2.201, obtenim:

= S 0.386417108
=X — t11,0,9757 = 20.38125 — 2.201 ————— = 12.02048063 =~ 12.0295,
n
- S 0.386417108
U= X + 110075 = 20.38125 4+ 2.201 ————""C _ 12.52051937 ~ 12.5205.
VR V12
(d) L’error maxim si suposem pu = 12.275, és
S 0.386417108
t11,0.975—= = 2.201 ————— = 0.2455193726 ~ 0.2455.
Jn V12

Si suposem g = 12.5, error és max(|l — 12.5], |u — 12.5|) = 0.4705.

3. (a) Deixem clar que la probabilitat que F(X) = 50 és zero. Ara bé com que 50 € (48.9754,50.7446),
podem dir que no hi ha evidencies estadistiques per afirmar el contrari, i per tant, es pot
assumir que E(X) = 50 amb la confianca indicada.

(b) L’error maxim és max(|l — 50|, |u — 50]) = max(]|48.9754 — 50|, |50.7446 — 50|) = 1, 0246.

4. Tant a ’apartat (a) com (b) heu de procedir igual que a I’apartat (b) de 'exercici 1, ja que no ens
han donat o, les dades de I’enunciat corresponen a X = 35759.6 i S = 59.8. Recordeu que heu
de treballar, doncs, amb les distribucions 7" de Student i x> amb 9 graus de llibertat a I’apartat
(a) 1 99 graus de llibertat a apartat (b), per trobar els intervals per p i o respectivament.

Com que no teniu la taula per Tyg haureu de fer servir Tigp com a aproximacié. Es a dir
199,0.975 = t100,0.975 = 1.9840. També podeu calcular el nombre exacte amb Minitab fent: Calc—
Distribuciones de probabilidad— t..., omplim el menu segiient

Distribucion t

{" Densidad de probabilidad
~ Probabilidad acumulada

1} 0,0
I f* Probabilidad acumulada |nversa|

Grados de libertad: a9

(" Columna de entrada: ]—H
Almacenamiento opdonal: ]—h
{* Constante de entrada: 10:9757
Almacenamiento opcional: I—H

Ayuda Aceptar | Cancelar J
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O.

Obtenint t99,0.975 = 1,98422.

Funcion de distribucion acumulada inversa

Distribucidén t© de Student con 9% GL

P{ X <= x ) x

0,975 1,98422

Jo01a4

(a) Aqui podem fer servir que o = 0.15, tenint en compte que zg 975 = 1.96, Uinterval és (I, u),

on:

(b) Imposem

— o 0.15
=X - Z20.975—F— — 2.25—-1.96 — ~ 2.201,
n V36
— \/; 0.15
0.15
20,975% =196 <002

Afillant, obtenim n > 216.09, per tant:

n > 217.

6. Com a d’altres casos 1 — a/2 = 0.975. De les dades, tenim p = 55/100 = 0.55. L’interval de

7.

confianca és:

[ =

u =P+ 20975

~

p

p(1—p 0.55 - 0.45
N Ut DY 1.96\/7 — 0.4524912312,
n 100

p(l1 —p .55 0.4
pL=p) = 0.55 + 1.96 % = 0.6475087688.

(a) Aqui la confianga és del 90%. Per tant 1 — /2 = 0.95. Tindrem, doncs en compte que
20.95 =~ 1.645. Aqui no coneixem p, per tant si imposem:

o -
Error — 29951/ 2L P) _ 1 a5 \/u <0.01
n n

no podem aillar n/!

Acotarem, doncs, el nimero (desconegut) p(1 — p). Es facil veure que la parabola y(p)
p(1 —p) té un maxim a p = 1/2 que val y(1/2) = 1/4.
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0.25

0.20

0.15

0.104

0.051

Per tant, si imposem

5(1—p (l—p 0.25
Error = zo_gm/u — 1645/ PLD) o g5 \/7 <0.01,
n n n

i aillem obtenim n > 6765.06..., per tant n > 6766.

(b) Si fem servir la informaci6 de la prova pilot i considerem p ~ 0.15, tenim:

Ip(1 —p /0.15-0.85
Error = zp.95 u =1.6454/ ——— < 0.01,
n n

obtenint n > 3451.

8. Aquestes afirmacions sén una altra manera d’expressar el que s’ha obtingut quan s’han calculat
els corresponents intervals de confianga en base al estadistics mostrals X = 22.54681 5 = 3.78277.

9. Imposem
o 3.75

Error = 20'975ﬁ = 196% < 02,
obtenint:
n > 1351.

10. Les dades de les mostres sén:
Mostra 1: n; =7, X1 = 0.14057, S; = 0.00276.
Mostra 2: ns = 5, Xo = 0.13840, So = 0.00321.

(a) Observem que o7 i 0y s6n desconegudes, pero ens diuen que presenten la mateixa variabi-
litat, per tant podem assumir que o7 = 09, i per tant, farem servir I'interval de confianca

_ _ 1 1
X1 —Xo & by 4ny—21-2 Sp " + .
on ) )
92 — (n1 —1)S7 + (n2 — 1)53
= .

ny+no —2
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Calculem ara cada element de la féormula: X; — X9 = 0.00217, t10,0.975 = 2.2281, Sg =
6 - (0.00276)2 + 4 - (0.00321)?

= 8.6922- 1076 i per tant Sp = 0.00294825. Per tant:

10
- = 1 1
Xl - X2 :l: tn1+n2_271_% Sp nil + 9 =
1 1
= 0.00217 £ 2.2281 - 0.00294825 - - + 5= 0.00217 £ 0.003846414958,

per tant:
I.C. (u1 — p2) ~ (—0.00167,0.00602) .

(b) No, donat que I'interval conté el 0, no tenim evidéncies per afirmar que hi hagi una diferéncia
significativa.

Tot i que en aquesta part de la llista no demanem contrastar hipotesis, mireu si us plau, la
resolucié de I'exercici 10 de contrast d’hipotesis.

(¢) Es acceptable, donat que 1 € 1.C.(01/03).

6.2.2 Contrast d’hipotesis.

1. Recordem que l'error de tipus I és rebutjar Hy quan és certa, i que 'error de tipus II és “acceptar”
Hj quan és falsa. Per tant:

(a) Si concloure que no és eficag és un error de tipus I vol dir que estem acceptant Hy, per tant:

Hy : eficag,
Hy : no eficag.
(b) Idem.
2. (a)
Hj : innocent,
Hj : culpable.
(b)

{ Hj : culpable,

H; : innocent.

3. Volem contrastar
Hy : p =155,
Hi @ p > 155.

X — 1o X -
S/\/n =Vn—g

de rebuig de la hipotesi nul-la és ¢ > t,_1,1-q, ja que és un contrast unilateral.

Introduint les dades a una vella calculadora obtenim: n = 80, X = 162.6625, S = 33.77323626,
per tant

Prenem o = 0.05. L’estadistic de contrast és t = 'uo, on pug = 155. La regid

X — po

t=+/n 5

= 2.029.
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El valor t790.95 no surt a les taules, pero t790.95 = 1.6669 i tg00.95 = 1.6641. El valor que
busquem esta entre aquests dos valors. Com que clarament ¢t = 2.029 > 79 0.95, tenim evidencies

estadistiques per a rebutjar Hy, i acceptar que p > 155.

Potser aquesta sigui una bona ocasio per fer servir Minitab. Primerament podeu fer I’assistent

de contrast d’hipotesis per a obtenir informacié. Només cal fer:

Asistente— Pruebas de hipétesis— Comparar una muestra con un objetivo— ¢ de 1

muestra

Aleshores omplirem aquest menu:

ivo Editar Dates Calc Estadisticas Grifica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente

& o Bl riasOe ABEOEE | GEE z
e
Sesion =)=
Prueba t de 1 muestra
28/01/2015 21:38:14
Datos de la muestra
7 Columna de datos: resisten
Configuracién de la pruba
<Con cul objetivo desea probar la media?
Objetivos: 155
ZQué quiere determinar?
@+ {Eciamedia de resisten mayor que 1557
€ iFsla medis de resisten menor que 1557
/ € iFsla media de resisten diferente de 1557
o |[@
Qué rivel de riesgo st dispuesto a aceptar usted en caso de llegar a s condusién anterior =i
c1 / [=] (] c5 cuando no sea derta? 5 C16 ci cis €19 &
resisten Nivel de sgnificancia: [0,05 =l ;
105
Potencia y tamafio de |a muestra (opcional)
97 Cuanta diferencia deberia haber entre la media y l objetivo para que tenga implicaciones
245 pracicas?
163 Diferencia:
207 Aceptar Cancelar
134
218
199
160
NN
stz opci6n para encontrar diferencias entre una muestra y un objetivo, entre dos muestras o entre muiltiples muestras. Editable
=l o - ca | & g I [ BB - -

obtenint tres pantalles. A la primera pantalla observem el resultat “Usted puede concluir que
la media es mayor que 155 en el nivel de significancia de 0,05”. També veiem un resum dels

estadistics i el valor p:
p =0.023 < 0.05 = a.

Prueba t de 1 muestra para la media de resisten
Informe de resumen

edia mayor que 1557 Estadisticas
0 005 01 >05 Tamafio de la muestra 80
si No Media 162,66
IC de 90% (156,38; 168,95)
P =0,023 Desviacion estandar 33,773
La media de resisten es significativamente mayor que el Objetivo 155

objetivo (p < 0,05).

Distribuci6n de los datos
Dénde se encuentran los datos con respecto al objetivo?

mentarios

155
3"." -- Prueba: Usted puede concluir que la media es mayor

que 155 en el nivel de significancia de 0,05.

-- IC: Cuantifica la incertidumbre asociada a la estimacion

de la media a partir de los datos de las muestras. Usted

puede tener una seguridad de 90% de que la media

verdadera se encuentra entre 156,38 y 168,95.

-- Distribucién de datos: Compare la ubicacién de los datos

con el objetivo. Busque datos poco comunes antes de /

interpretar los resultados de la prueba.

v

80 120 160 200 240

A la segona pantalla es mostren que alguns valors de la mostra sén anomals. Potser I'investigador
haura de valorar d’incloure’ls, o no, a la mostra i tornar, o no, a repetir el contrast. També ens
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mostra la potencia, és a dir, el valor de 1 — 3, és a dir la probabilitat de trobar que la diferencia
és significativa, quan realment ho és. En aquest cas és del 60%.

Prueba t de 1 muestra para la media de resisten
Informe de diagnéstico

Orden de los datos en la hoja de trabajo
Investigar valores atipicos (marcados en rojo).

250

2004

1504

1004

Potencia

Cublesla (o0 E e Gl e ¢Qué diferencia puede detectar con un
oot 60% 20% 100% ’ lan.'mﬁo de muestra de 80? .
Diferencia Potencia
7,2296 60,0
7,2296 11,146 8,2620 70,0
Para nivel de signif. = 0,05 y tamafio de la muestra = 80: 90,4703 80,0
Sila media verdadera fuera mayor que el objetivo por 11,146 90,0

7,2296, usted tendria una probabiidad de 60% de detectar la
iferencia. Sifuera 11,146 mayor, tendria una probabildad
0,

La potencia es una funcién del tamafio de la muestra y de la desviacion estandar. Para detectar una diferencia menor que 9,4703, considere
aumentar el tamafio de la muestra.

A la tercera pantalla se’ns torna a informar de 'existencia de valors anomals i també que no ens
hem de preocupar per si podem assumir o no que les dades sén normals.

Prueba t de 1 muestra para la media de resisten
ade in
Verificar ado  Descripcion

ii Algunos de los puntos de los datos son poco comunes en comparacion con los otros. Debido a
que los datos poco comunes pueden tener una fuerte influencia sobre los resultados, usted
deberfa intentar identificar la causa de su naturaleza poco comun. Estos puntos estan marcados
en rojo en el Informe de diagndstico. Usted puede colocar el cursor del ratén sobre un punto o

utiizar la caracteristica de destacado de Minitab para identificar la fia de la hoja de trabajo.
Corrija cualquier error de ingreso de datos o de medicion. Considere eliminar los datos que esté
jados con causas especiales y repetir el analisis.

Poco comunes

Normalidad u Debido a que el tamafio de su muestra es de por lo menos 20, la normalidad no es un problema.
La prueba es exacta con datos no normales cuando el tamafio de la muestra es suficientemente
grande.

Tamario de la “ La muestra es suficiente tar una diferencia entre la media y el objetivo.
muestra

(a) Volem contrastar
H() U= 3,
Hy:p<3.

(b) Compte! com que s’han modificat elements per tal de reduir el valor de x, no sembla sensat
assumir que o es manté constant. Per tant, pensarem que és desconeguda i treballarem
amb l'estadistic de contrast .

f X-3
= 75/\/5 =

(c) Quan o = 0.05 i n = 25, la zona de rebuig és t < —tp_11-a = —t24,0.95 = —1.7109.

X-3

V=g
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(d) Tenim n =10, X = 2.61, S = 0.417372735, i
2.61 — 3
— —2.95488464 < —1.8113 = —t
S 04lT3Torsy | 2 9pAssa6e < —18L13 = —lo 0.5,

per tant rebutgem Hy, i considerem p < 3. Hi ha evideéncies estadistiques per afirmar que
els canvis han estat efectius.

t =

§

5. (a) L’estadistic de prova (o de contrast) és

X —90 X —-90
t= = Vnt——.
si7n Vs
La regi6 critica és t < t40.05 = —t4,0.95 = —2.1319.

(b) Recordem la “regla” del valor p:

p < a = hi ha evideéncies per rebutjar Hy (rebutgem Hy),
p > « = no hi ha evidéncies per rebutjar Hy (“acceptem” Hyp).

Si p = 0.005 hi ha evidencies estadistiques per rebutjar Hy ja que p = 0.005 < 0.05 = «
i, per tant, per afirmar que g < 90. En conseqiiencia hi ha raons per preocupar-se ja que
voliem que el rendiment no fos inferior a 90%. Noteu que convé no confondre p = 90% i el
95% de confianga. Veurem que la decisié sera la mateixa per valors més alts de la confianga.
Observeu que sempre que fixem una o > 0.005 rebutjarem Hy. En altres paraules, que
sempre que treballem amb una confianga inferior a 99,95% rebutjarem Hy. Per tant hi
ha raons per preocupar-se, ja que normalment es treballa amb confiances del 90%, 95%,
99%. Per totes aquestes confiances rebutjarfem Hy. Quan treballem amb una confianga
superior a 99,95% no rebutjarem Hj, perd no perque aquesta sigui certa, sino per que cal
que la diferencia entre X i 90 sigui excessivament gran per tal que el contrast la consideri

significativa.
6. Volem contrastar
Hy:p =175,
Hy:p>175.
(a) L’estadistic de contrast és
‘ X —175

S/+/10
La regi6 critica si « = 0.051 ést > t,_11-a = t9,0.95 = 1.8331.
(b) La corba de poteéncia del test és

II(p) = 1 — B(n) = P(rebutjar Hylel valor real de la mitjana és p).

Recordem que 8 = P(escollir Hy|H; és certa), i que per tant 1—3 = P(escollir H1|H; és certa).
Observem que en aquest cas I1(190) = 1 — 5(190) = 0.7, per tant 5(190) = 0.3.

Power Curve alpha=0,05

1F L LA

E P i
0.9 F o

=z

08F v x

r
0.7 ¢ .
06 2 ]
05 F
0.4 ]
03 -
0,2 [ S =
0.1F e .

Power

0K " E
160 165 170 175 180 185 190 195 200 205 210

True Mean

62



(c) L’estadistic de contrast és
190 — 175

= 20.1/v/10
Com que t = 2.3599 > t,_1,1—a = t90.95 = 1.8331. Rebutgem, doncs, Hy, i considerem
w > 175.
(d) Sies vol a = 0.01 aleshores com que ¢ = 2.3599 < t,_11_ = t9,0.99 = 2.8214, amb aquest

nivell de confianca la diferéncia entre 190 i 175 no és prou significativa, i no tenim prou
evidéncies estadistiques com per a rebutjar Hy.

~ 2.3599.

(a) Fixem-nos que en aquest cas el parametre o és conegut. L’estadistic de contrast és

X —po X —po
_0/\/71_\/5 o

on o = 100, i la regié d’acceptaci6é de Hy és |Z] < 2.25. Per tant

Z

X —
1Z| < 2.25 = —2.95 < =10
a/v/n

aillant X, obtenim que la regié d’acceptacié de Hy és

< 2.25,

g - g
—22—=<X < 2.25 —,
Ho NG Ho + 7n

que en el nostre cas, com que oy = 100, 0 = 2 i n =9, déna, efectivament
98.5 < X < 101.5.

(b) El risc de primera especie és o = P(escollir H;|Hp és certa). Observem que com que el
contrast és bilateral, la regié d’acceptacié de Hq és |Z| < z1_o/2. Per tant

Zl—a/? = 2.25.
Mirant les taules de la distribucié normal estandard tenim doncs que

1— % — 0.9878 per tant o = 0.244.

(c) El risc de segona especie és f = P(escollir Hy|H; és certa). Per tant, si p = 103, tenim:

B = P(escollir Hy|H; és certa) = P(98.5 < X < 101.5|u = 103).

—H , obtenim:

X—p
o/

> =P(—6.75 < Z < —2.25) =

Recordeu que X ~ N(u,0?/n), per tant tipificant, és a dir: considerant

g p 98.5 — 103 - X —103 - 101.5 — 103
N 2/3 2/3 2/3
= ®(—2.25) — ®(—6.75) ~ 0.0122 — 0 = 0.0122.
(d) Analogament, quan p = 105 obtenim

3 = P(escollir Hy|Hy és certa) = P(98.5 < X < 101.5|u = 105) =

_p(985-105 X —105 1015105
B 2/3 2/3 2/3
= ®(—5.25) — ®(—9.75) ~ 0.

) = P(~9.75 < Z < —5.25) =

Obviament, quan el valor real de la p s’allunya del valor que volem contrastar pg, la
probabilitat d’acceptar erroniament Hy disminueix.
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8. Primerament, notem que P(rebutjar Hop|o1 = 02) = 0.05, vol dir que a = 0.05.

(a)

El contrast d’igualtat de desviacions tipiques és

{Ho! 0'1/0'2 =1
H1: 01/0'2 7& 1

2
L’estadistic de prova és F = S—; que quan Hy és certa segueix una distribucié de Fisher

Fyi—1ny—1 = Fip,15. La regi6 critica o de rebuig per al nostre contrast bilateral és F' <
f10,15,0.025 1 F' > f10,15,0.975. De les taules, obtenim:

1 1

= = (.2841.
fi5,10,0975  3.06

f10,15,0.975 = 3.06 1 f10,15,0.025 =

Com que
9.7

T 15.92
no tenim evidencies estadistiques per rebutjar Hy.

= 0.3722 € (0.2841, 3.06),

Ara T'estadistic de prova, quan Hy és certa, segueix una distribucié de Fisher Fygg9. La
regi6 critica o de rebuig per al nostre contrast bilateral és F' < fg9.99.0.025 1 ' > f99.99.0.975-
Com que no tenim a les taules 99 graus de llibertat, farem servir la més propera, 120 graus
de llibertat:

. 1 1 1
£99.99,0.975 = f120,120,0.975 = 1.43 1 f99.99.0.025 = o~ = = 0.6993.
f99,99.0.975  f120,120,0.075  1.43
Com que
= 10.62 =0.4444 ¢ (0 6993, 1 43)
1592 ‘ D

per tant, amb aquest nivell de confianca, rebutgem Hy.

Observeu que aixo no contradiu el resultat de ’apartat (a). A un cert nivell de confianca, la
diferéncia entre les desviacions tipiques mostrals no és prou significativa i a un altre nivell
si.

Observeu també que podeu calcular el nombre exacte de fgg 99,0975 amb Minitab fent:
Calc— Distribuciones de probabilidad— F..., obtenint

f99,99,0.975 = 1,48623 1 f99,99,0.975 = 0.672842.

Recordeu d’activar 'opcié “Probabilidad acumulada inversa”. En qualsevol cas, amb
els valors exactes la decisié és la mateixa.

El contrast d’igualtat de variancies és
Hy: o}/o3 = 1
Hy: o2/o3 # 1

2
L’estadistic de prova és F = S% que quan Hy és certa segueix una distribucié de Fisher

Fr—1n,—1 = Fog29. La regi6 critica o de rebuig per al nostre contrast bilateral és F' <
J29,.20.0/2 1 F' > [29.291-a/2- Per a a = 0.05 tenim, directament de les taules,

f29,29,0.975 = 2.1 1 f29.29.0.025 = = 0.4761904762.

1
2.1
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(b) Com que F' = 2.69 > f29.29,0.975 = 2.1 es rebutja Hy amb risc o, és a dir, es pot afirmar
que les variancies de les dues poblacions analitzades sén diferents.

(c) A la vista de les mitjanes de les dues mostres, el contrast per a la igualtat de mitjanes més
adient és:
{ Hy: pr—p2 = 0
Hy: pp—pay > 0

amb o1 # o9 i1 desconegudes. L’estadistic de contrast és
X -X,
- [z s
VE+2
que si Hy és certa segueix una distribucié aproximada T-Student amb k graus de llibertat

on k és 'enter més proper a
2
(5 +5)
ni no

(s3/m)” | (83/ma)’
n1+1 ng+1

La regi6 critica és t > 1}, 9.95.

(d) Que I'ordinador digui p = 0.000 vol dir p < 1073. Com que « = 0.05 > p hem de rebutjar
la hipotesi nul-la del contrast de ’apartat anterior, ja que en la practica aixo implica que
lestadistic de contrast esta a la regi6 critica t > 1 0.95.

10. Com que només necessitem el valor p per decidir, per demanar a Minitab que faci el contrast

{Hofﬂl—ﬂ2:07
Hy:py —pg #0.

només cal fer: Estadisticas— Estadistica basica— 2t. t de 2 muestras, obtenint:

Resultados para: Hoja de trabajo 3
Prueba T e IC de dos muestras: pil0_1; pil0_2

T de dos muestras para pilO_1 vs. pil0_2

Error

estandar

de la

N Media Desv.Est. media

pil0_1 7 0,14057 0,00276 0,0010
pil0_2 5 0,13840 0,00321 0,0014

Diferencia = mu (pil0_1) - mu (pil0_2)
Estimado de la diferencia: 0,00217

IC de 95% para la diferencia: (-0,00167; 0,00602)
Prueba T de diferencia = 0 (vs. no =): Valor T = 1,26 (Valor P = 0,237 )GL = 10
Ambos utilizan Desv.Est. agrupada = 0,0029

Com que el valor p és p = 0.237 > 0.05 = «, aixo vol dir que l'estadistic de contrast esta en la
regié d’acceptacié de Hp, és a dir que no tenim evidéncies per a rebutjar que p; = pa, és a dir
que la diferéncia no és significativa. Noteu que aquests resultats s’han obtingut sense assumir
que o1 = 09, el que és més realista.

Evidentment, si anem a ’assistent obtindrem molta més informacié (vegeu, per exemple, Iexer-
cici 3). Heu de fer:

Asistente— Pruebas de hipétesis— Comparar dos muestras entre si—t de 2 muestras.
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