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Resumo: Regressdo Linear. Neste relatorio, pretende-se construir e trabalhar os

modelos de regressao linear simples e multipla.

O relatério inicia-se com a minha reflexéo global acerca do Mestrado em Ensino
da Matematica no 3° Ciclo e no Ensino Secundario, e também, de como decorreu o0 meu

estagio na Escola Jodo Goncalves Zarco no ano letivo 2019/2020.

Este trabalho divide-se em duas partes estruturantes. Na primeira é elaborada
uma parte didatica para alunos do 11° ano, com o objetivo de estes aplicarem o método
dos minimos quadrados com 2 e 3 variaveis num problema de contexto real. Nesta
parte, sdo ainda introduzidas as funcbes reais de variavel vetorial, para que os
estudantes entendam melhor como funciona o método dos minimos quadrados aplicado

a 3 variaveis.

Na segunda parte € dado um exemplo com 2 variaveis, que serve como
motivacdo para a construcdo e analise do método dos minimos quadrados. Enquadrado
no mesmo exemplo, mas agora com 3 variaveis, introduz-se o método dos minimos
quadrados multivariado com a utilizacdo de matrizes. Por Ultimo, mostra-se porque o
método dos minimos minimiza os desvios verticais das estimativas dos modelos lineares

estudados.

Palavras-chave: variavel, método dos minimos quadrados, regressao linear

simples, regressao linear multipla, aplicacoes.






Abstract: Linear Regression. In this report, it is intended to build and work the

simple and multiple linear regression models.

The report begins with my global reflection on the Master's degree in Mathematics
Teaching in the 3rd Cycle and Secondary Education, and also, how my internship at

Jodo Gongalves Zarco School took place in the academic year 2019/2020.

This work is divided into two structuring parts. In the first, a didactic part is
elaborated for 11th grade students, with the objective of applying the least squares
method with 2 and 3 variables in a real context problem. In this part, the actual functions
of vector variable are also introduced, so that students understand better how the least

squares method applied to 3 variables works.

In the second part is given an example with 2 variables, which serves as
motivation for the construction and analysis of the least squares method. Framed in the
same example, but now with 3 variables, the multivariate least squares method is
introduced with the use of matrices. Finally, it is shown why the least squares method

minimizes the vertical deviations of the estimates of the linear models studied.

Keywords: variable, least squares method, simple linear regression, multiple

linear regression, applications.
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INTRODUCAO
Este trabalho mais do que o fim de mais uma etapa da minha vida foi o inicio de

uma etapa de aprendizagem constante e infinita no mundo do ensino.

O tema que decidi desenvolver no meu relatério de estagio foi a regressao linear,
por considerar este um assunto muito interessante a que na minha opinido nao é dado
o devido valor. A razdo pela qual eu considero que o tema carece de algum foco, é
porque por norma este é lecionado no ultimo capitulo, a estatistica, do programa
nacional de estudos do 11° ano. Como o programa é tdo extenso, acontece que 0s
professores ficam com pouco tempo para falar devidamente acerca da regressao linear,

trabalhando este assunto muito aguém das suas potencialidades.

Este relatério esta estruturado em 3 partes. Na primeira refleti acerca de como
decorreu 0 ano letivo de 2019/2020 em que estive colocado como professor estagiario
na escola secundaria Jodo Gongalves Zarco em Matosinhos. Nesta parte abordei ainda
0S aspetos positivos e negativos do estagio, do que gostei e ndo gostei, a minha
evolugéo, o que aprendi e o que tenho de melhorar, bem como alguns aspetos do ensino

gue a meu ver deveriam ser reformulados.

Na segunda parte do relat6rio desenvolvi uma atividade didatica relacionada com
o tema deste relatério, que se destina a alunos de Matematica que tenham concluido ou
estejam prestes a concluir o 11° ano. A atividade didatica divide-se em trés pontos. No
primeiro aplica-se o método dos minimos quadrados com 2 variaveis num problema real
em gue os alunos tém de efetuar medi¢des e chegar a conclusées. No outro ponto da
atividade didatica introduzi muito superficialmente funcdes reais de variavel vetorial,
para que faca sentido finalizar a atividade didatica com uma aplicagdo do método dos

minimos quadrados para 3 variaveis numa situacao real.

A terceira e Ultima parte do relatério foi dedicada a parte cientifica onde explorei
detalhadamente a regressao linear, o contexto de aplicagdo da mesma, a demonstracao
do modelo, a posterior analise do enquadramento do modelo linear, bem como alguns

outros resultados e observagoes.



REFLEXAO

O ano escolar 2019/2020 teve inicio no dia 18 de setembro na escola Jodo
Goncalves Zarco, onde tive a oportunidade de estagiar com a orientacao da professora
cooperante Dilma Tuna. A organizacdo dos periodos letivos nesta escola é bastante
diferente do que acontece na maioria das outras, o ano escolar divide-se em dois

semestres, em que € feita uma avaliacdo dos estudantes no final de cada semestre.

Cada semestre divide-se em dois periodos existindo uma pausa de trés dias
entre eles, nesta interrupcdo ndo existe avaliacdo dos estudantes. Esta diferente
organizacao do ano escolar, do meu ponto de vista, tem as suas vantagens bem como
as suas desvantagens, considero que para os professores é muito melhor pois tém de
dar notas apenas 2 vezes por ano, em janeiro e no fim do ano letivo. Como nesta
organizacdo a primeira avaliacdo é realizada mais tarde, sera assim a meu ver mais
sensata e refletida. Outro fator que também contribui para uma avaliacdo mais
ponderada, é o facto de as reunibes de avaliacdo serem realizadas durante as
interrupcdes letivas, pois os professores estdo menos ocupados podendo assim

ponderar melhor a avaliagdo de cada estudante.

Por outro lado, estas interrupgdes letivas tém uma influéncia negativa no estudo
de alguns alunos, pois estes vém estas pequenas pausas como miniférias onde ndo tém
de estudar, o que pde em causa 0 seu progresso no estudo. Estou de acordo com esta
estruturacdo do ano letivo, mas penso que as pausas letivas deveriam ser ponderadas,

na medida do seu beneficio.

As turmas atribuidas a professora Dilma Tuna foram duas do sétimo ano, 0 7° 1
e 0 7° 2, e duas do décimo primeiro ano, 0 11° 1 e 0 11°7. A experiéncia que adquiri com
estas turmas foi muito diversificada. Por serem turmas todas muito distintas umas das
outras, contribuiram para alargar o meu campo de estratégias e de conhecimentos no

mundo do ensino.

Com as turmas do 7° ano percebi que ensinar vai muito para além de
conhecimentos matematicos. Principalmente na turma do 7° 1 existiam muitos alunos
com dificuldades de aprendizagem e de concentracdo, bem como um comportamento
muito pouco adequado para a sala de aula. A primeira aula que lecionei a esta turma
fez-me perceber que a atencdo de um professor na sala de aula tem de ser a 100%,
este deve estar atento a tudo e a todos. Numa sala de aula acontecem bastantes
situagOes distintas, que o professor tem de ter em conta e agir em conformidade. Esta

turma fez-me aprender a lidar com alunos que estdo sempre agitados e com pouca
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vontade de trabalhar, conseguindo assim controlar e manter a ordem numa sala de aula

com alunos com estas caracteristicas.

Considero que foi fundamental para a minha progressao no ensino contactar com
turmas do 7° ano, pois sem esta experiéncia e a orientacdo da professora Dilma para
conseguir lidar com estes estudantes, no futuro iria ter dificuldade a ensinar a turmas do
basico. Na minha opinido, se possivel, todos 0os novos estagiarios de matematica

deveriam ser colocados numa turma do 7° ano.

Em relacdo as turmas do 11° ano, estas ndo poderiam ser mais distintas. O 11°
1 era maioritariamente constituido por alunos de exceléncia, em que para entrar nesta
turma era necessario ter notas acima da média e ser entrevistado, de modo a selecionar
apenas alunos com o objetivo de ingressar em cursos de prestigio no ensino superior.
Esta foi a turma que me deu mais vontade e motivagdo para lecionar, visto que 0s
estudantes eram bastante trabalhadores e interessados. Nesta turma existia um 6timo
ambiente de trabalho, o que me permitia ao apresentar novos conteldos fazer as
respetivas demonstracdes. Os estudantes gostavam das demonstracdes, pois assim
percebiam de onde surgiam os conteddos, e que as propriedades e os teoremas da

matematica tinham uma origem e nao eram simplesmente “caidos do céu”.

Pelo contrario, na turma do 11°7 os estudantes eram desinteressados e
desmotivados, poucas eram as vezes em que o0s alunos realizavam as tarefas propostas
para casa, 0 que comprometia bastante o trabalho diario e a sua aprendizagem. Nesta
turma existia um caso particular de um aluno que a tinha negativa do 10° ano, e
acrescentava o problema de ndo querer ser ajudado. Com a indicagdo da professora
Dilma, eu e 0 meu colega de estagio Nuno Ferreira nos primeiros meses tentamos
motivar este aluno, sentdvamo-nos alternadamente na mesma secretaria que o aluno
com o objetivo de explicar melhor a matéria e ajuda-lo a resolver os exercicios. Este
acompanhamento em nada resultou, pois, o aluno ndo colaborava, tinha de ser forgcado
a trabalhar, o que nao trazia resultados. Este caso fez-me perceber que num nivel de
ensino do 11° ano o professor algumas vezes tem de ponderar quanta atencéo deve dar

a um aluno, porque a turma pode acabar por ser prejudicada.

A diversidade de estudantes com que contactei e as grandes diferencas de
atitudes das turmas foram uma mais valia para mim como futuro professor. Esta
diversidade exigiu que eu optasse por diferentes tipos de estratégia de acdo, para
arranjar forma de conseguir manter a ordem na sala de aula e conseguir proporcionar

um bom ambiente, propicio a aprendizagem.
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Ao longo destes meses a acompanhar a professora Dilma diariamente, senti a
verdadeira importancia do professor. Para fazer um bom trabalho e de facto ensinar
Matematica, o professor tem de fazer muito mais do que simplesmente lecionar a
matéria, tem de ser um elo entre o conhecimento e os estudantes. O que mais evidenciei
na postura da professora Dilma, foi a sua diversificacdo e adaptabilidade a cada
situacao, agindo com diferentes estratégias de turma para turma, matéria para matéria
e aluno para aluno. Senti que a minha evolucdo em termos de adaptacdo a cada
situacao foi gradualmente melhorando, percebendo ao longo do ano qual a melhor forma

de agir em determinado momento.

Relativamente ao programa nacional de estudos, no 7° ano na minha opinido,
enquadra-se perfeitamente, sendo simples e claro. Considero apenas que o tema de
figuras geométricas estd muito extenso e confuso, defendo assim que este tema deveria

ser reestruturado.

No 11° ano penso que o plano de estudo é demasiado extenso, comprovado pelo
facto de que muitas vezes este ndo ser todo lecionado, o que acaba por prejudicar as
aprendizagens do 12° ano, pois o professor tem de ensinar o que nao foi ensinado pela
falta de tempo. Tudo isto complica ainda mais a tarefa do professor do 12° ano, visto
que o programa deste ano também ele é muito extenso e agrava mais por ser um ano

de exame nacional.

A escola secundaria Jodo Gongalves Zarco é uma escola que inclui alunos muito
distintos, uma vez que esta abrange uma grande area metropolitana, 0 municipio de
Matosinhos. Considero a escola excelente em todos os parametros, a nivel de
transportes, existe uma grande afluéncia de metros e autocarros com paragens muito
proximas da escola. As instala¢des da escola sdo muito recentes o que proporciona um
ambiente muito agradavel, tornando o exercicio de apreender e ensinar muito mais
reconfortante. Os profissionais que la trabalham s&o todos muito prestaveis, desde os
professores aos funcionarios, que me acolheram a mim e ao meu colega Nuno da
melhor maneira. E de salientar a biblioteca da escola, com 6timas instalagbes, um
arquivo vasto, diversificado e atualizado. Apesar destas excelentes condi¢des, constatei
que durante o ano letivo vi poucos estudantes a usufruir do que este espaco tem para

oferecer.

Foi gratificante ser colocado como estagiario da professora Dilma Tuna, visto ser
uma professora com uma solida e vasta experiéncia de ensino, conseguindo assim
transmitir os melhores valores do ensino a mim e ao meu colega Nuno. A professora

tem bastante experiéncia na formagéo dos seus estagiérios, visto ja o ter feito varias
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vezes. A professora criou um 6timo ambiente para o meu estéagio, dando-me a liberdade
para lecionar as aulas que quisesse e me sentisse mais confortavel, o que me motivou
muito, pois pude lecionar os contelidos que mais gosto. A professora deu-me autonomia
total para lecionar as aulas, corrigindo e melhorando os planos de aula feitos por mim,

0 que contribui imenso para a minha confianga durante as minhas prestacées.

As professoras orientadoras foram muito prestaveis tanto no estdgio como no
desenvolvimento do relatorio, constantemente me motivavam para eu fazer um bom
trabalho e avancar desde cedo na construcdo do relatério ndo Ihe dando menor
importancia. Ter duas professoras orientadores foi 6timo pois permitiu-me ter opinides
diferentes e diversificadas, visto que cada uma era de uma area cientifica diferente.
Gostei muito de ter as professoras Maria Jodo Costa e Maria Jodo Rodrigues como
orientadoras e queria agradecer pela forma como me trataram e por todo o apoio

prestado.

Em relagcdo ao Mestrado em Ensino da Matematica para Professores do 3° ciclo
e Ensino Secundario, considero que o primeiro ano deveria ser reestruturado pois senti-
me desmotivado. Na minha opinido o trabalho que realizei nesse ano nao contribui muito
para a minha formacdo enquanto professor de Matematica. JA o segundo ano foi
excelente para mim, um ano exigente, mas em que pude vivenciar diariamente o que
era 0 ensino em Portuga. Pude por em pratica os conhecimentos e técnicas da
metodologia de ensino que conhecia, consolida-los e aprender outras técnicas durante

pratica da docéncia.

O covid-19 teve implicagBes muito fortes e rapidas na vida de toda a gente do
mundo, uma experiéncia surreal para todos, que ninguém imaginaria viver. Foi muito
marcante ver de perto o que um pequeno virus pode fazer a uma sociedade e perceber
a sua fragilidade. Quando se deram os primeiros casos em Portugal é que as pessoas
comecaram a levar a sério este pequeno microrganismo, na escola o panico era geral,
todos os que a frequentavam tinham uma sensagéo de medo e suspeita uns dos outros,
pois estdvamos a enfrentar algo que ndo sabiamos de onde poderia vir. Os professores
seguiam arisca as indicacdes que eram dadas, tentando passar a informacéo da melhor
maneira para os estudantes e de forma a ndo causar mais panico. Decretado o estado
de emergéncia e a obrigacdo de confinamento, os professores tiveram de se
consciencializar de que os alunos ndo voltariam mais a escola este ano. Para que o
ensino ndo estagnasse os professores foram obrigados a arranjar novas ferramentas
para poderem trabalhar a distancia com os estudantes. Foi uma experiéncia muito

desafiante o ensino a distancia. Adaptar os contetdos a aulas online é muito exigente

13



sendo necesséario simplificar e clarificar ao maximo, visto que a distancia h4 mais
dificuldades em passar as ideias de forma esclarecedora. Sendo assim, o programa néo
pdde ser cumprido, o nivel de exigéncia baixou imenso e as avalia¢cdes foram muito
mais simples. Neste periodo de quarentena todos tivemos tempo para refletir acerca de
tudo um pouco, penso que todos chegaram a concluséo da vulnerabilidade da vida, de
que existem diversas ameacas no mundo que nao estamos prontos para lidar. Com
estes acontecimentos conclui que é necessario termos um espirito bastante aberto e
uma autodisciplina exigente, para quando as dificuldades surgirem cada um de nés

tenha motivacéo e capacidade para as superar.

Este foi 0 ano mais importante para mim como futuro professor de matematica,
foi 0 ano em que comecei a construir a minha identidade docente, no fundo autoconstruir
o professor que quero ser. Percebi que esta autoconstrucao nao € facil, pois a imagem
que cada um tem de si proprio muitas vezes ndo corresponde a realidade, os contetdos
que queremos ensinar e 0 modo como o queremos fazer ndo acontece como
desejamos. Os objetivos que estéo definidos no papel e na minha mente para lecionar
uma aula, na pratica ndo sdo muitas vezes atingidos como realmente gostaria. No fundo
percebi que se quero ser um professor de exceléncia, um professor a 100%, tenho de

fazer um trabalho muito superior, um trabalho a 1000 %.
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CAPITULO |- ATIVIDADE DIDATICA: METODO DOS MINIMOS
QUADRADOS
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1.1. INTRODUCAO, PUBLICO ALVO, OBJETIVOS

A atividade didatica estéa dividida em trés. A primeira parte consiste em estudar
um exemplo pratico da aplicacdo do método dos minimos quadrados, num problema
onde existe a necessidade de estimar um parametro. A segunda parte da atividade tem
dois objetivos, incentivar os alunos a alargar os seus horizontes da matemética e
prepara-los para o ultimo exercicio didatico. Assim, introduzi de forma muito simples
funcdes reais de variavel vetorial, para melhor entenderem o novo conceito da aplicacéo
do método dos minimos quadrados quando existem 3 variaveis, uma variavel que
depende das outras duas, ou seja, uma fungdo f: R? - R. Relativamente as funcdes
reais de variavel vetorial os alunos irdo contactar com alguns exemplos e propriedades

muito simples.

Por ultimo é introduzido o algoritmo do método dos minimos quadrados quando
temos uma variavel que depende de duas, estabelecendo-se aqui a ligacdo com as
funcdes f:R? - R. Os estudantes terdo de aplicar o método dos minimos quadrados

com 3 variaveis num exemplo pratico, onde os dados sédo fornecidos.

Na minha opinido considero pertinente introduzir outro tipo de fungbes, mesmo
gue seja de forma muito simples com alguns exemplos. Isto pelo facto de os alunos no
secundario estarem habituados, mas sem perceber o porqué, a ouvir os professores
nomear uma funcao dizendo “dado f uma funcéo real de variavel real, que podem
abreviar por f.r.v.r’. O que me deixa alarmado é os alunos ndo se questionarem acerca
da natureza da funcdo, acabando por aceitar o que a professora diz sem se

questionarem: Sera que existe outro tipo de funcdes?

A atividade tem como publico alvo os estudantes que ja terminaram a disciplina
de matematica do 11° ano ou que estejam prestes a termina-la, pois esta atividade
envolve principalmente o método dos minimos quadrados, tema este que normalmente
€ abordado no ultimo capitulo do programa, a estatistica. Certamente, os alunos do
curso de ciéncias irdo estar mais motivados para a resolucdo da primeira parte que
envolve medi¢cbes de massas e volumes, e 0 conceito de densidade, visto que estes
estudantes tém a disciplina de fisica onde normalmente trabalham estes conceitos. Os
estudantes de outras &reas ndo terdo qualquer desvantagem na resolucdo deste

exercicio, pois 0s conceitos estédo explicitados.

Esta atividade seria para ser aplicada num contexto de sala de aula,
acompanhada por um professor de Matematica, para que seja possivel tirar dividas e
esclarecer qualquer questao que surja a algum dos estudantes. A atividade tem também

como objetivo que os alunos explorem um pouco as funcionalidades da calculadora. Em
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particular, € necessério efetuar o célculo de varios somatorios, que com a utilizagcao de
listas na calculadora se tornam muito mais simples. No livro do 11° “Novo Espaco” da
Porto Editora, existe o tutorial de como fazer calculo de somatérios com listas que os
alunos devem consultar. O professor também devera ajudar os alunos a perceber como

trabalhar estes conceitos com a calculadora grafica.
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1.2. APLICACAO PRATICA DO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS:
PROBLEMA DO SENHOR JOAQUIM

O senhor Joaquim é proprietario de uma frutaria, e nos ultimos tempos 0s seus
clientes queixam-se das laranjas, afirmando que nao sdo boas, pois ndo tém muito

sumo.

O senhor Joaquim decidiu assim mudar de fornecedor de laranjas, pois sabia
que normalmente as laranjas que possuiam mais sumo eram as mais densas. Tinha
diferentes fornecedores de laranjas, mas como estava decidido a agradar os clientes,
gueria escolher o fornecedor com as laranjas mais densas. Para isso teria de realizar
um estudo acerca da densidade das laranjas de cada um dos diferentes fornecedores.
Como o estudo ndo ia ser assim tao facil, decidiu pedir ajuda ao seu filho Jodo, que
frequentava o 11° ano do curso de ciéncias, e que por isso tinha bons conhecimentos

de matematica e fisico-quimica.

O Joao iria desenvolver um estudo com 8 laranjas escolhidas aleatoriamente de
cada um dos fornecedores, para perceber qual dos fornecedores tinhas as laranjas mais
densas. Para o estudo o Jodo precisava da massa e o0 volume de cada laranja, pois

sabia que a densidade pode ser calculada pelo quociente entre a massa e o volume.

Para medir a massa das laranjas em gramas o Jodo utilizou uma balanca de

cozinha.

Para o volume o Jodo iria mergulhar cada uma das laranjas num recipiente com
adgua, com marcacoes volumétricas, e através da deslocagédo da dgua medir 0 volume
das laranjas. Nesta etapa o Jodo teve dificuldades, visto que as laranjas quando
mergulhadas em &gua flutuavam, o que impedia o célculo do seu volume. Refletindo
melhor, a solucdo para o problema seria obter o volume de cada laranja por uma

aproximacao ao volume da esfera, para isso o Jodo mediu o didmetro de cada laranja.
Etapas do estudo do Jodo para cada fornecedor:

1. Pesou e mediu o didmetro de cada uma das 8 laranjas, em gramas e
centimetros;

2. Calculou uma aproximacdo do volume de cada laranja a uma esfera em
centimetros cubicos, com arredondamento as unidades;
Calculou a densidade de cada laranja, conservando 3 casas decimais;
Calculou a densidade média das 8 laranjas;

Representou os pontos volume/massa num referencial,
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6. Aplicou, manualmente, o método dos minimos quadrados para estimar a reta
gue passa nos pontos do referencial representado na etapa anterior;

7. Adicionou o ponto (0,0) aos pontos representados na etapa 5;

8. Aplicou novamente de forma manual o método dos minimos quadrados, para

estimar a reta que passa no novo conjunto de pontos;

1.2.1. ESTUDO DO JOAO

Deves agora simular o estudo que o Joéo realizou para um dado fornecedor.
Para isso deves:

e Escolher aleatoriamente 8 laranjas provenientes do mesmo fornecedor;

¢ Realizar as etapas do estudo do Jodo;

e Completar a tabela abaixo;

e Utilizar o método dos minimos quadrados descrito e apresentar cada um
dos passos que realizares para a obtengéo das duas retas dos minimos
quadrados;

¢ Representar numa folha quadriculada, com cores distintas, as retas e o
conjunto de pontos obtidos num referencial cartesiano adequado;

o Responder, justificando, a cada uma das seguintes questoes.
Questdes:

1. Qual a férmula que relaciona o didmetro de uma esfera e o seu volume?

2. As densidades das 8 laranjas escolhidas sdo muito distintas? Sera uma
solucdo plausivel para o problema do senhor Joaquim comparar a

densidade média das 8 laranjas escolhidas dos diferentes fornecedores?

3. O declive da reta dos minimos quadrados obtida na etapa 6 do estudo do
Jodo ndo sera também um ponto de partida razoavel para a comparacéo

da densidade das laranjas dos diferentes fornecedores?

4. No contexto do problema faz sentido o que o Joédo fez na etapa 7,
adicionar o ponto (0,0)? D& uma explicacdo do que significa adicionar o
ponto (0,0) e averigua o0 que acontece a reta dos minimos quadrados com

a adicao desse ponto.
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5. Se aplicarmos o método dos minimos quadrados na calculadora obténs
0s mesmos resultados que obtiveste a mao? Para isso deves aplicar o
método dos minimos quadrados na calculadora aos pontos das etapas 5
e’.

Massa

(gramas)

Diametro

(centimetros)

Volume
(centimetros

cubicos)

Densidade
(gramas por
centimetros

cubicos)

Tabela 1- Tabela a utilizar pelos estudantes ao aplicarem o Estudo do Jodo.
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DESCRICAO DO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS
Dado um conjunto de n pontos, ne N, do plano {(x;,y1), .., (x,,¥n)}, a reta
obtida aplicando o método dos minimos quadrados sera a reta de equagédo y = ax + b

que minimiza as somas dos quadrados das distancias de cada um dos pontos a reta.
Seja x = {xq, ..., X }.
Sejay = {y1, ... yn}-
O algoritmo é dado por:

Calcular a média de x;

Calcular a média de y;
2.

Calcular 31, x;%;

Calcular S, = Y, x;2 — nx?;

o M w D PE

Calcular X1, x; yi;
A reta é dada por:

Xiq X Y — nxy
SS,

b=y—ax
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1.2.2. SIMULA(;AO DO ESTUDO DO JOAO: RESOLUQAO
Massa
200 203 207 227 257 265 269 275
(gramas)
Diametro
. 7,8 7,9 8 8,2 8,4 8,5 8,6 8,8
(centimetros)
Volume
(centimetros 248 258 268 289 310 322 333 357
cubicos)
Densidade
(gramas por
) 0,806 0,787 0,772 0,785 0,829 0,823 0,808 0,770
centimetros
cubicos)
Tabela 2- Tabela a utilizar pelos estudantes ao aplicarem o Estudo do Jodo (Resolugéo).
Densidade média = p,,
0,806 + 0,787 + 0,772 + 0,785 + 0,829 + 0,823 + 0,808 + 0,770
Pm = = 0,798 g/cm?

Reta dos minimos quadrados obtida utilizando os pontos da tabela:

Reta dos minimos quadrados obtida utilizando os pontos da tabela com (0,0):

y = 0,806x — 2,544

y = 0,799x — 0,265
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Representagéo do conjunto de pontos (volume/massa das laranjas) e das duas

retas obtidas com a aplicagdo do modelo de regresséo linear, com e sem o ponto (0,0).

Densidade das laranjas

275
265
255

245 Pontos

235 Reta regressdo linear com (0,0)

Reta regressao linear sem (0,0)
225

215

Massa das laranjas (gramas)

205
Volume das Laranjas (centimetros cubicos)

195
245 265 285 305 325 345 365

Resposta as questdes:

1. Qual a formula que relaciona o diametro de uma esfera e o seu volume?

d - didmetro

r = raio
d=2r <=>r=E
2
4 4 d\® 4 d&® =
Vesrera = 377" =37(5) =37 =5

2. As densidades das 8 laranjas escolhidas sdo muito distintas? Sera uma
solucdo plausivel para o problema do senhor Joaquim comparar a
densidade média das 8 laranjas escolhidas dos diferentes fornecedores?

variacdo da densidade = pmaxima — Pminima = 0,829 — 0,770 = 0,059

As densidades das 8 laranjas ndo sdo muito diferentes, a laranja mais
densa tem uma densidade de 0,829 e a menos densa de 0,770 uma
diferenca de apenas 0,059. Acho que sera uma solucdo possivel para o
problema do senhor Joaquim considerar a densidade média das 8 laranjas,
e escolher o fornecedor com a maior densidade média das laranjas

estudadas.
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3. O declive da reta dos minimos quadrados obtida na etapa 6 do estudo do
Jodo nao sera também um ponto de partida razoavel para a comparacao
da densidade das laranjas dos diferentes fornecedores?

O declive calculado na etapa 6 foi de 0,806 e o valor da densidade média
das 8 laranjas € de 0,798, a diferenca entre estes valores € de apenas
0,008. Este valor é bastante pequeno, portanto se consideramos que a
densidade média é uma possivel solugdo entdo o declive da reta dos
minimos quadrados obtida na etapa 6 do estudo do Jodo também serd uma

solucdo admissivel para o problema do senhor Joaquim.

4. No contexto do problema d& a tua opinido acerca se faz ou nao sentido
fazer o que o Joao fez na etapa 7, adicionar o ponto (0,0)? Da uma
explicagcdo do que significa adicionar o ponto, e averigua o que acontece a
reta dos minimos quadrados com a sua adi¢cao aos valores da tabela.

Faz todo o sentido no contexto do problema adicionar o ponto (0,0) pois
uma laranja que tenha volume 0 ter4 obviamente massa 0.

A nova reta dos minimos quadrados ira enquadrar-se melhor no
problema, pois a ordenada na origem fica mais proxima da origem do
referencial, passa de —2,544 para —0,265. Isto favorece a situagéo de uma
laranja ter volume nulo, visto que a sua massa também deveria ser nula.

O declive da reta dos minimos quadrados também melhora no contexto
do problema pois como o declive pode ser visto como uma aproximacao da
densidade das laranjas daquele fornecedor em estudo. Com a adi¢do do
ponto (0,0) o declive da reta fica mais proximo da densidade média que é
de 0,798, passando de um declive de 0,806 para 0,799, sendo agora a

diferenca entre o declive e a densidade média de apenas 0,001.

5. Se aplicarmos o método dos minimos quadrados na calculadora obténs os
mesmos resultados que obtiveste a mao? Para isso deves aplicar o método
dos minimos quadrados na calculadora aos pontos das etapas 5 e 7.

Sim obtemos exatamente os mesmo resultados com 3 casas decimais.
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1.3. PARA LA DA FUNCAO REAL DE VARIAVEL REAL

Desde o 7° ano tens vindo a falar e a estudar fun¢gdes, um dos principais e mais
importantes temas da Matematica. E de notar que dentro do universo da Matematica as
funcdes ocupam um significante espaco, uma galaxia, e dentro desta galaxia tu apenas
tens vindo a estudar um sistema solar. Nesta atividade, teras a oportunidade de

conhecer um novo sistema solar e assim alargar os teus horizontes.

As fungdes que conheces sdo denominadas de fungdes reais de variavel real,
“f.r.v.r’, que no fundo representam uma correspondéncia entre nimeros. Por exemplo a
funcdo f(x) = x2, é a fungdo que ao nimero x faz corresponder o seu quadrado. Para
podermos caracterizar corretamente a funcdo temos de apresentar o seu dominio e o
conjunto de chegada. A funcéo f ficara corretamente definida da forma:

ffR->R
2

XX

Podemos pensar no conjunto R, dos nimeros reais como uma reta, que apenas

tem 1 dimenséo, assim o0 conjunto dos nameros reais terd também 1 dimenséao.

Existem espacos com mais dimensdes, como é exemplo o plano, que tem 2
dimensdes. Definimos o plano como R2. Ja o espaco tem 3 dimensdes, que serd assim

definido como R3.

As funcdes que conheces, estabelecem correspondéncias entre espacos de uma
dimensao, mas existem outro tipo de funcbes que estabelecem correspondéncias entre
espacos de diferentes dimensdes e com mais de uma dimens&o. As fungdes que iremos
analisar a seguir sdo fungbes que estabelecem correspondéncias entre espagos de

duas dimensfes com espacos de apenas uma dimenséo. Alguns exemplos:

g:R? > R

xy)—x+y

h:R* xRt > R

(x,y) — x¥

25



X
(x;y) i
y

Estes tipos de fungdes denominam-se por fungdes reais de variavel vetorial, pois

a um vetor do plano, a fungéo faz corresponder um namero.

Estas funcdes tal como as funcdes reais de variavel real, tém um dominio e um

contradominio, podem ser injetivas e/ou sobrejetivas.
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1.3.1. PARA LA DA FUNCAO REAL DE VARIAVEL REAL: EXERCICIOS

Sejam f, g e h as fung¢des indicadas acima.

1. Completa os espacos em branco:
11. g@1,2)=
12. g(,)=4
1.3. h(12) =
14. h(,)=8
15, f@QD=
16. f(22)=
2. No exercicio anterior calculaste f(1,1) e f(2,2) e reparaste que eram iguais.
Podemos concluir que a funcdo f néo é injetiva, pois existem objetos diferentes

(1,1) # (2,2) que tém a mesma imagem f(1,1) = f(2, 2).

2.1.  Com um raciocinio semelhante prova que as fungbes g e h também néo

sao injetivas.
3. D& um exemplo de uma fungdo j:R? > R.

4. Existe algum ponto de R? que n&o tem imagem? Sera que o dominio da funcdo
f (Df) pode ser R??
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1.3.2. PARA LA DA FUNCAO REAL DE VARIAVEL REAL: EXERCICIOS-
RESOLUCAO

Sejam g, h e f as fungbes indicadas acima.
g:R? > R

(xy) —x+y

h:R? >R

(x,y) = x¥

f:RZ >R

X
(x;}’) = -
y

1. Completa os espagos em branco:
1.1. g(12)=1+2=3
12. g(22)=4
13. h(12)=12=1
1.4. h(2,3) = 8por exemplo, existem outras solugdes.
15 fA1)=:=1

1.6.  f(2,2) = ; =1

2. No exercicio anterior calculaste f(1,1) e f(2,2) e reparaste que eram iguais,
podemos concluir que a fungdo f nao € injetiva, pois existem objetos diferentes

(1,1) # (2,2) que correspondem a mesma imagem f(1,1) = f(2,2).
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2.1.  Com um raciocinio semelhante prova que as fungdes g e h também néo

sao injetivas.

g néo é injetiva, pois existem objetos diferentes (1,2) # (2,1) que

correspondem a mesma imagem g(1,2) = g(2,1) =3

h n&@o é injetiva, pois existem objetos diferentes (1,2) # (1,1) que

correspondem a mesma imagem h(1,2) = h(1,1) =1

3. D& um exemplo de uma fungdo j:R? - R.

j:R?Z > R

(x,y) —x

4. Existe algum ponto de R? que nédo tem imagem? Sera que o dominio da fung&o
f (Df) pode ser R??

Os pontos da forma (x, 0), com x € R, ndo tem imagem pela funcao f pois
nao faz sentido dividir um ndmero por 0. Assim, como ndo podemos calcular
f(x,0) para nenhum valor de x € R temos que 0 maior subconjunto onde a

funcéo f pode estar definida é R? \{(x,0)}.
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1.4. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS APLICADO A 3 VARIAVEIS

No capitulo de estatistica do 11° ano tens trabalhado o conceito da reta dos
minimos quadrados, uma reta que relaciona duas variaveis representadas por x e y
através de um modelo linear. Para construir o modelo linear temos como base n
observacdes de cada uma das variaveis {(x; ,y1), ..., (x5, y,)}. Podemos ver cada par

de observacdes como um ponto do plano.

O nosso objetivo € encontrar uma relacao linear entre as variaveis x e y, da
forma y = ax + b. A variavel y é designada como dependente e a variavel x como
independente. Se pensarmos em termos de funcdes, a reta dada pelos minimos
quadrados serd& uma fungcdo real de variavel real da forma:

y:R->R

x+—ax+b

Pensemos agora no caso de ter de trés varidveis x,y e z
e n observacgdes destas, {(x; ,V1,21), .., (Xn , Yn,2,)}. Podemos ver cada uma das

observagdes como um ponto do espago.
Seréa que também se pode obter um modelo linear que relacione estas variaveis?

Sim, se designarmos a variavel z como dependente e as variaveis x e y como
independentes, podemos ver entdo a variavel z como uma fungdo que depende das
variaveis x e y. Temos aqui uma funcao real de variavel vetorial, pois a cada par (x,y)
corresponde um valor da variavel z.

zzR? > R

(x,y) = z(x,y)

Ao aplicarmos o0 método dos minimos quadrados a 3 variaveis obtemos ndo uma
reta, mas sim um plano, porque o modelo de regressao linear passa a ser da forma z =

ax + by + c, em que 0S numeros reais a, b e ¢ S0 0s parametros a determinar.
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DESCRICAO DO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS APLICADO A 3
VARIAVEIS

Dado um conjunto de n pontos ,n € N, do espaco {(x1,y1,21), -, (X, ¥n, Zn)}, O
modelo linear obtido aplicando o método dos minimos quadrados serd o plano de
equacao z = ax + by + ¢ que minimiza as somas dos quadrados das distancias de cada

um dos pontos ao plano.

O algoritmo tem varias etapas e envolve muitos calculos, mas com o auxilio da
calculadora conseguimos simplificar a tarefa. Com esta € possivel realizar todos os
somatorios pretendidos. O teu professor deve ajudar-te a perceber como realizar

somatorios utilizando a calculadora.
Seja x = {xq, ..., Xn}.
Sejay = {y1, .., ¥n}-
Seja z = {z, ..., Z,}.

As etapas para encontrar o modelo linear a 3 variaveis sdo as seguintes:

1. Calcular a média da variavel x (x);

2. Calcular a média da variavel y (y);

3. Calcular a média da variavel z (2);

4. Calcular ¥, x;%;

5. Calcular ¥, y;?;

6. Calcular ¥, z;%;

7. Calcular Y7 x; yi;

8. Calcular Y7, x; z;;

9. Calcular X1\ y; z;;

10. Calcular SSy,, = Y, x;2 — nx?;

11. Calcular SS,, = ¥, y;? — ny?;

12. Calcular SS,, = Y, z;* — nz?;

13. Calcular SSyy, = 55, = Y1 Xy — Y Xie1 X — X X, Y + nky,
14. Calcular §S,, = Y1 Xz — Z Y= X; — X N1 Z; + NX Z;

15. Calcular SS,, = ¥ yizi — ZX 1y —V Xie1Zi + Y Z,
O plano é dado pela solucao do sistema:

a SSyx + b SSxy = S5y,

aSSyy + b SSy, =SS,

c=Z7Z—ax —by
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1.4.1. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS APLICADO A 3 VARIAVEIS:
EXERCICIO PRATICO

Um grande hipermercado Portugués implementou um novo sistema de fila de
espera para o pagamento das compras dos seus clientes, o sistema de fila Unica, em
que existe apenas uma fila e cada cliente tem de aguardar pela sua vez, posteriormente

serd encaminhado para uma das caixas que esteja livre.

O gerente do hipermercado queria perceber como é que o tempo médio de
espera na fila, depende do numero de pessoas que estao nesta e 0 nimero de caixas
abertas nesse momento. Para isso considerou a variavel tempo médio de espera como
variavel dependente das variaveis independentes nimero de clientes na fila e nimero

de caixas abertas no momento.

Os dados apresentados no quadro seguinte representam o tempo de espera na
fila do hipermercado, em minutos, cronometrados a 10 clientes em alturas distintas de
um mesmo dia, o nimero de pessoas na fila e o nimero de caixas abertas nesses

mesmos momentos do dia.

NuUmero de ) _ Tempo de espera
_ _ Numero de caixas _ _
Cliente pessoas na fila y na fila em minutos
y abertas (variavel Y) y
(variavel X) (variavel 2)
1 6 3 9
2 5 2 6
3 3 2 4
4 1 1 3
5 4 1 3
6 3 3 5
7 6 3 8
8 2 1 2
9 4 2 7
10 2 2 4

Tabela 3- Tabela de observagdes do nimero caixas abertas, do nimero de pessoas na fila e do tempo de espera na

fila de um hipermercado.

Pretende-se determinar se o tempo médio de espera na fila pode ser medido em
funcéo das variaveis independentes, nimero de clientes na fila e nimero de caixas

abertas no momento, através de um modelo linear.
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Exercicios:

1. Com o auxilio da calculadora aplica as etapas descritas anteriormente no
método dos minimos quadrados aplicado a 3 variaveis, indicando os valores
obtidos em cada etapa. No final deves indicar o modelo na forma z = ax +
by + c.

2. Para os valores das variaveis x (numero de pessoas na fila) e y (nUmero de
caixas abertas) da tabela, calcula os valores da variavel z (tempo de espera
na fila em minutos) dada pelo modelo linear com um arredondamento de
duas casas decimais. Representa os dados numa tabela semelhante a
apresentada acima, adicionado uma coluna onde tera os valores tempo de
espera na fila em minutos estimado pelo modelo de regressao linear.

3. Calcula, arredondando as décimas, os valores de varidvel z obtido pelo
modelo para 0s seguintes pares (x,y), (0,1),(2,3),(2,4). Comenta os
resultados obtidos de acordo com o problema. Sera o modelo linear obtido
um bom modelo para o problema? Serd que se podia fazer algo diferente
para melhorar 0 modelo? Faz um comentéario geral do problema e da sua

resolucdo, atenta nos valores da tabela para a chegares as tuas conclusoes.

1.4.2. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS APLICADO A 3 VARIAVEIS:
EXERCICIO PRATICO - RESOLUCAO

1. Com o auxilio da calculadora aplica as etapas descritas anteriormente no

método dos minimos quadrados aplicado a 3 variaveis, indicando os valores

obtidos em cada etapa. No final deves indicar o modelo na forma z = ax +

by + c.
Aplicacdo do modelo linear a 3 variaveis:

1. Calcular a média da variavel x (x);

_ 18
*=%
2. Calcular a média da variavel y (¥);
y=2
3. Calcular a média da variavel z (2);
_ 51
=10
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4. Calcular ¥, x;%;

5. Calcular ¥, y;?;

6. Calcular X, z;?;

n
Zzﬂ = 309
i=1
7. Calcular Y7, x; y;;
n
Exi yi =80
i=1
8. Calcular X, x; z;;
n
in z; =214
i=1

9. Calcular 1%, y; z;;

10. Calcular SSy, = Y-, x;% — nx?;

11. Calcular S, = ¥, y;? — ny?;

12. Calcular SS,, = ¥*, z;* — nz?;
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13. Calcular SSyy, = S5, = Y1 Xy — Y Xie1 Xi — X Xio, yi + nky,

14. Calcular §S,, = Y1 Xz —Z X1 X; —X i1 Z; + NX Z;

n
§ XiZi —

n
i=1 i=1 i

~ 152
xl—szi+nxz=?
1

15. Caleular SS,, = X1 yizi —ZX1=1 Vi — Y Xi=1Zi t ny Z

n n n
SSyz = Zylzi _Z_Eyi —yZZl +nyz =14
i=1 i=1 i=1
Resolucéo do sistema
132 152
@SSz + b SSyy =SSy, —a+7h=—
aSSy, +bSS,, =55, ={ Ta+6b=14
¢c=Z—a%—by 51 _18
= _—q-2
=10 542
14 — 6b
132a + 35b = 152 132( )+ 35h = 152
14 — 6b
a= 14 — 6b
= 7 (=4 a = =
>1_18 2b 51 18?
c=———a-—
10 5 =———a-—2b
ERET O
(1848 —792b + 245b = 1064 { 547b = 784
_ 14 — 6b _ 14 — 6b
= a= 7 = a= 7 =
_ 51 18 2b _ 51 18 2b
BET “T10 5 ¢
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784

547

122
=547
1565
c=——
1094

O modelo de regressao linear é dado por:

7z =

122 784

1565

244x + 1568y + 1565

547" 75277 T 1094~ 1094

Para os valores das variaveis x (nUmero de pessoas na fila) e y (nUmero de

caixas abertas) da tabela, calcula os valores da variavel z (tempo de espera na

fila em minutos) dada pelo modelo linear com um arredondamento de duas casas

decimais. Representa os dados numa tabela semelhante a apresentada acima,

adicionado uma coluna onde tera os valores tempo de espera na fila em minutos

estimado pelo modelo de regresséo linear.

Cliente

NuUmero de
pessoas na fila
(variavel X)

Ndmero de
caixas abertas
(variavel Y)

Tempo de espera na fila

em minutos (variavel Z)

Tempo de espera na fila
em minutos estimado
pelo modelo de

regressao linear

7,07

5,63

4,97

3,09

3,76

6,40

7,07

3,30

O©| O N O O] | W| N|

Nl P W W | P N N W

~N| N 0f O W Wl M~ OO ©

5,19

[EEN
o

N & N O W & | W O O

2

4

4,74

3.

Tabela 4- Dados da Tabela 3 e estimativa do tempo de espera segundo o modelo linear multiplo obtido.

Calcula, arredondando as décimas, os valores de variavel z obtido pelo modelo

para os seguintes pares (x,y), (0,1),(2,3),(2,4). Comenta os resultados obtidos

de acordo com o problema. Ser4d o modelo linear obtido um bom modelo para o

problema? Sera que se podia fazer algo diferente para melhorar o modelo? Faz
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um comentério geral do problema e da sua resolugéo, atenta nos valores da

tabela para chegares as tuas conclusées.

122 784 1565 244x + 1568y + 1565

f = + + =

206Y) = 527% T 5477 Y 1002 1094
(01)_244><0+1568x1+1565_3133 o

2L = 1094 T 1094 L0
(23)_244><2+1568><3+1565_6757 o

2las) = 1094 ~ 1094 oM

244 % 2 + 1568 X 4 + 1565 8325 _
z(2,4) = =~ 7,6min

1094 ~ 1094

Ao calcularmos z(0,1) obtemos um tempo de espera de 2,9min, podemos pensar
neste tempo de espera como uma estimativa do tempo que cada cliente demora a pagar
as suas compras. Isto porque estd apenas uma caixa de atendimento a trabalhar e
nenhuma pessoa na fila, concluimos que esta apenas uma pessoa a pagar as suas

compras.

Com o célculo de z(2,3) e z(2,4) percebemos uma contradicdo do modelo, pois
para o mesmo numero de pessoas na fila, 2 pessoas, com 3 caixas de atendimento
obtemos um tempo de espera de 6,2min e com 4 caixas de atendimento obtemos um
tempo de espera de 7,6min. Seria de esperar que se estiverem o mesmo numero de
pessoas numa fila mais caixas de atendimento a trabalhar deveriamos obter um tempo
de espera menor. Isto explica-se, pois, nos dados obtidos na tabela resultantes da
andlise de alguns clientes, obtemos essa mesma contradi¢cdo, para 0 mesmo numero
de pessoas nafila, 3 pessoas, obtemos um tempo de espera maior com 3 caixas abertas

do que com 2.

O modelo linear é adequado para certos casos. Percebemos que para 0 mesmo
namero de caixas de atendimento a trabalhar, se aumentarmos o nimero de pessoas
na fila aumentamos o tempo de espera na fila, 0 que seria de esperar. Por outro lado,
com o modelo chegamos a contradi¢do ja referida, isto acontece porque talvez os
clientes analisados ndo séo os melhores para elaborar o modelo. Para chegarmos a um
modelo mais eficaz deveriamos analisar mais clientes e eliminar alguns casos que se

afastem do que é costume acontecer.
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CAPITULO II- CIENTIFICA: REGRESSAO
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2.1. REGRESSAO LINEAR

2.1.1. MOTIVACAO

O senhor Joaquim, dono da frutaria, tem uma vida muito preenchida por isso nédo
consegue manter sempre o mesmo horério de trabalho. Assim, queria perceber como o
namero de horas semanais que mantinha a sua frutaria aberta afeta a sua faturacao.
Para isso, registou ao longo de 10 semanas, o numero de horas semanais que mantinha

0 seu estabelecimento aberto e a respetiva faturagéo.

Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ndmero de horas

de trabalho

_ 50 46 | 54 |525| 48 | 57 | 54 | 48,5 | 55 | 49

semanais (horas
h)

Faturacéo

621 | 599 | 652 | 633 | 607 | 667 | 640 | 603 | 665 | 600

semanal (euros €)

Tabela 5- Tabela de observagdes do nimero horas de trabalho semanais e a respetiva faturagdo semanal na frutaria
do senhor Joaquim.
Se designarmos a variavel nimero de horas semanais em que a frutaria esta
aberta por x e a variavel faturagdo semanal por y, queremos estudar a forma como se
relacionam as duas variaveis. Ou seja, como a variavel y(faturacdo semanal) depende

da variavel x (nmero de horas semanais que a frutaria esta aberta).

Designamos y por variavel dependente e x por variavel independente. Este
relacionamento pode ser representado por um modelo que associa a variavel
independente & variavel dependente. O modelo é designado por modelo de regressao
linear simples, se define uma relagéo linear entre as variaveis, ou seja, se existe uma

reta que represente bem as observacoes.

Vamos perceber como o modelo de regressao linear simples funciona no caso

geral e para isso consideremos 0s seguintes pares de observacgoes:

(xl ,3’1), (x2 ,}’z), ey (xi :yi): [y (xn Jyn)
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Para avaliar se existe uma relagédo linear entre as variaveis, constroi-se 0
diagrama de dispersdo com o conjunto de n pontos do plano. Este deve exibir uma
tendéncia linear para que se possa usar a regressao linear, ou seja, 0s pontos tém de
estar agrupados em redor de uma reta imagindria. Assim, a representacao do diagrama
de dispersdo permite determinar empiricamente se existe um relacionamento linear
entre as variaveis x e y, deste modo decidir se sera correto aplicar o modelo de

regressao linear simples.

Figura 1 X Figura 2 X

Os diagramas de dispersdo representados pelas figuras 1 e 2 sugerem uma

relag@o néo linear, pois o conjunto de pontos nédo fica bem representado por uma reta.

Com a construgdo do diagrama de dispersdo podemos também analisar a
correlagdo linear entre as variaveis, que consiste em medir o grau de relacionamento
linear entre as duas variaveis. Conseguimos também concluir empiricamente se o grau
de relacionamento linear entre as variaveis é forte ou fraco, conforme o modo como os
pontos se situam em redor da tal reta imaginaria que passa através do enxame de
pontos. A correlacdo € tanto maior quanto mais proximos estdo os pontos, com

pequenos desvios, em relacdo a essa reta.

Figura 3 Figura 4 X

Os diagramas de dispersdo representados pelas figuras 3 e 4 sugerem uma
relacdo linear, os conjuntos de pontos ficam bem representados por uma reta.
Evidenciamos ainda que a correlacdo entre as variaveis x e y € maior no diagrama de
disperséo da figura 3 pois € visivel que os pontos ai representados estdo mais préximos

da reta.
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Se o declive da reta imaginaria for positivo, concluimos que a correlacao entre x
e y é positiva, os fendmenos variam no mesmo sentido, se x cresce y também cresce.
Por outro lado, se o declive da reta for negativo, entdo a correlacdo entre x e y é

negativa, os fenomenos variam em sentido contrarios, se x cresce y decresce.

Figura 6 x
Figura 5

Os diagramas de dispersao representados pelas figuras 5 e 6 sugerem também
a existéncia de uma relacéo linear, os conjuntos de pontos ficam bem representados
por uma reta. O diagrama de dispersao da figura 5 sugere uma correlagéo positiva entre
as variaveis x e y, se uma cresce a outra cresce, ja o diagrama de disperséo da figura
6 sugere uma correlacdo negativa entre as variaveis x ey, se uma cresce a outra
decresce.

Observagdes do Senhor Joaquim

680
670
660
650
640
630
620
610
600
590
580

40 42 44 46 48 50 52 54 56 58

Numero de horas semanais (horas h)

Faturagdo semanal (euros €)

Com a construcdo do diagrama de disperséo, utilizando os dados da tabela,
notasse uma tendéncia linear, o conjunto de pontos fica bem representado pela reta a
vermelho. Podemos ainda concluir que existe uma correlagéo forte e positiva entre as
variaveis, visto que os pontos se localizam relativamente proximos da reta, nota-se
também que se o ndmero de horas semanais aumenta 0 mesmo acontece com a

faturagéo.
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2.1.2. O MODELO
O objetivo € arranjar uma Unica reta que aproxima o conjunto de n pontos do

plano.
Considere-se o conjunto de n pontos do plano:
{Cer, y1), ez, ¥2)s ooy (1, Y1), oees (0, V)3

O modelo de regressao linear é dado por:
y=ax+b

x — variavel independente, sem erro

a,b — valores estimados pelo modelo

y — variavel dependente

y; = obervacgdo i da varidvel y

¥y; = valor de y; estimado pelo modelo linear

&=y~ Vi

Vamos analisar trés possiveis estratégias para encontrar a reta de regressao

linear.
12 Estratégia

A primeira estratégia para encontrar a reta ser4 minimizar a soma dos valores

dos erros &;.

€i=Z)’i—axi—b

n n
i=1 i=1

Esta estratégia ndo funciona, como se evidencia na figura 7, em que estao
representados apenas dois pontos, qualquer reta que passe no ponto médio servira para

minimizar a soma dos erros ¢;, visto que os erros cancelam.

PM

Figura 7
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22 Estratégia

A estratégia passa agora por minimizar a soma dos valores absolutos dos erros

(l&l)-

n n
Dl = Y lyi - ax; — bl
i=1 i=1

Esta estratégia também né&o funciona. Como se verifica na figura 8, em que estéo
representados 4 pontos (em que cada dois tém a mesma abcissa), com estes pontos
conseguimos obter duas retas, a reta a vermelho e a reta a cinzento, que minimizam a
soma dos valores absolutos dos erros (|¢;|). Como obtemos duas retas, esta estratégia

nao ird funcionar porque o objetivo é encontrar uma Unica reta.

Figura 8
32 Estratégia

Uma udltima estratégia que supera as deficiéncias das abordagens anteriores,

sera minimizar a soma dos quadrados dos erros (g;2).

n
zfiz = ) (yi —ax; — b)?

n
i=1 i=1

Com esta obtemos uma Unica reta que relaciona as variaveis linearmente.
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2.1.3. DETERMINACAO DOS PARAMETROS a E b

O objetivo passa agora por minimizar Y™ ,(y; — ax; — b)?, podemos entender
este somatdrio como uma fungéo S que depende das variaveis a e b, S(a, b). Minimizar
a funcdo S é encontrar 0os seus minimos, para achar os seus minimos temos de calcular
as derivadas parciais da funcéo e iguala-las a zero. Mais a frente este método sera
explicado e demonstrado detalhadamente quando se abordar a regressao linear multipla
(Seccdao 2.2.).

S

a "
(Sistema 1) 05 .

ob

Resolvendo o sistema, encontramos os valores de a e b.

n
-2 Z(yi —ax;—b)x; =0
) =l PN

n
—2 Z(J/i —ax;—b)=0
i1

n
Z yixi —ax;x; —bx; =0
i=1
n

z(% —ax;—b)=0

=

S
S
3

l=1n i:ll Tll= PN
XEDREOXE
i=1 i=1 i=1
n n n
< i=1 i=1 i=1 =
b: ?=1Yi_a2?=1xl'
\ n
n n n
Z”"“Z”Z_ Yi1Yi —aXig X Zx:o
{2 ’ it - i n - i =
1= 1= 1=
b=y—ax



n n
n n 2
Z)"x' —azx.Z _Zi=1yixi +a2i=1xi —0
< o l n n =
=1 i=1

b=y—ax

n n
n n n n
2 Zi:lyi Zi:l‘xi a2i=1‘xi Zi:l‘xi
Yixi —a p X" — + =0
=1 i=1

n n (=

b=y—ax

n n
2 (Zz 1xl) _ Yit1 Vi Nima Xi 0
Je\ 2 =y T =0
i=1 i=1
\ b=y-ax
— Zl 1ylxl —nxy _ l 1X{Yi —NXy
n L x2 —nx?)
) < %2 — >
=y—ax

Os coeficientes a e b do modelo sao dados por:

n __

_ Xis1 XY —NXy

—yn 2 _ 2
X2 —nx

b=y—ax
Obtemos o modelo linear simples de equagéo:
y=ax+Db

Vamos aplicar o método dos minimos quadrados as variaveis x (nimero de

horas de trabalho semanais) e y (faturacdo semanal) da tabela 5.

10

inyi = 323980

i=1

y = 6287

_ X% Xy, —nxy 323980 —10 x 51,4 X 628,7  828,2
T Y0 x2-nx2  265355-10x51,42 1159

~ 7,15
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b=y—ax=6287—7,1458 x 51,4 =~ 261,41

Com os dados da tabela 5 obtemos o modelo linear simples de equacéo:
y =7,15x + 261,41

Vamos agora aplicar o modelo linear simples obtido a variavel x (ndmero de
horas de trabalho) da tabela 5 para obter uma estimativa da variavel y (faturacédo

semanal). Com estes dados contruimos a tabela 6.

Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

NUmero de horas
de trabalho

_ 50 46 54 52,5 48 57 54 48,5 55 49

semanais (horas h)

Variavel x

Faturacdo semanal
(euros €) 621 | 599 | 652 633 607 667 640 603 665 600

Variavel y

Estimativa da
618, | 590, | 647, | 636,7 | 604, | 668,9 | 647,5 | 608,1 | 654,6 | 611,7
faturag@o semanal

91 31 51 9 61 6 1 9 6 6
¥;(euros €)
Residuo
&=y — 9 209 | 869 | 449 | -3,79 | 239 | -1,96 | -7,51 | -5,19 | 10,44 | -11,76

Tabela 6- Dados da Tabela 5, a estimativa da faturagdo semanal na frutaria do Senhor Joaquim utilizando o modelo

linear simples e os residuos do modelo.
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2.1.4. QUALIDADE DO AJUSTAMENTO
O modelo de regressao linear obtido pode ser visto como uma tentativa para
explicar como as variacdes na variavel dependente y resultam das alteracbes da

variavel independente x.

Uma medida util associada ao modelo de regressao linear € comparar se as
predicbes baseadas na reta de regresséo linear superam as predicdes baseadas no
valor médio y. Para isso, analisemos os 3 tipos de variagbes que encontramos no

sistema.
Variacao total (SST)

Podemos definir a variagdo em torno de y, dar o nome de variacdo total e

denominar por SST como:
n
SST =) i =37
i=1

Variacdo ndo explicada pelo modelo (SSE)

Podemos também definir a variacdo em torno de y, dar o nome de variacdo em

torno da reta de regressao e denominar por SSE como:
n
SSE = ) v = 9)?
i=1

Variacdo explicada pelo modelo (SSR)

Podemos também definir a variagdo do modelo de regressdo em relagédo a y e

denominar por SSR como:

n
SSR= ) @i - )’
i=1

Podemos concluir que a variacdo total sera a soma da variagdo que o modelo de
regressao ndo consegue explicar mais a variacéo explicada pelo modelo de regresséao.

Ou seja,

SST = SSE + SSR
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Demonstragéo:

n

SST = Z(Yi -y = Z(Yi —Jit9 -9 = Z[(Yi =W+ @i - =
i=1 i=1 ;

=1

= ) =90+ 205 = )G~ ) + O — 9 =
i=1
= Z(}’i — 97+ Z(}A’i -+ z 20i =90 —y) =
i=1 i=1 i=1

n
= SSE + SSR+ ) 20— 90 — )

i=1

Temos agora de mostrar que:
n n
D 20i- 9B - =09 ) G- —7) =0
i=1 i=1
Comoy; =ax;+b,i €{1,..,n}

D Gi=90@ —7) = ) i - ax; — b)(axi + b~ ) =
i=1 i=1

= Z(}’i —ax; — b)lax; + (b —y)] = Z(Yi —ax;—b)ax; + (y; —ax; —b)(b—y) =
i=1 i=1

n n
= az(}’i —ax;—b)x; + (b —}7)2(3’1' —ax; —b)
im1 i=1

Observando que no método dos minimos quadrados, quando resolvemos o

Sistema 1 obtemos na primeira etapa:
n n

(—2 Z(}’i —ax; = b)x; =0 (Z(yi —ax; =b)x; =0
l=711 PN =1

n
_ZZ(Yi_axi_b):O Z()’i—axi—b)=0
i=1 i=1
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Voltando a
n n
aZ(yi—axi—b)xi+(b—37)2(yi—axl-—b)=a><0+(b—37)><0=0
i=1 i=1

Logo temos que
SST = SSE + SSR+0=SSE+SSR c.q.m.

Um critério Util para decidir se o modelo linear calculado é melhor do que utilizar
simplesmente y, é analisar os erros associado a reta de regressao (SSE) e o erro
associado a y (SST). Se a variagdo ndo explicada pelo modelo de regresséo, o erro
associado a reta, for muito menor que a variagdo total, o erro associado a y, podemos

concluir que as previsdes baseadas na reta serdo melhores que as baseadas em y.
O ajustamento sera tanto melhor quanto mais pequeno for SSE em relacdo a SST.
Vamos analisar as variagdes das observagdes do senhor Joaquim.

Variag&o total: SST =¥2.(y; — ¥)* = 6370,10

Variagdo ndo explicada pelo modelo:  SSE = Y12, (v; — 9,)? = 454,59

Variag&o explicada pelo modelo: SSR=Y12,(9; — y)? = 5915,51

Analisando as variagdes, percebemos que a variagdo ndo explicada pelo modelo
de regressao linear € muito menor do que a variacao total, podemos assim concluir que

as previsbes do modelo se enquadram bem.
Coeficiente de determinacéo (r?)

O quociente entre SSR e SST da-nos uma medida da quantidade de variacao total

que pode ser explicada pelo modelo de regressio linear e representa-se por r2.

_SSR SST —SSE  SST SSE SSE

2 _ —1_0"
SST SST ~ SST  SST SST

r

r? = 0 (valor proximo de 0) significa que grande parte da variagdo da variavel y
ndo pode ser explicada linearmente pela variavel independente x, o modelo de

regressao linear néo se ajusta.

r? = 1 (valor proximo de 1) significa que grande parte da variacdo da variavel y
pode ser explicada linearmente pela variavel independente x, fica bem ajustado pelo

modelo de regressao linear.
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Esta propriedade do coeficiente de determinacdo € explicada faciimente pela

analise da férmula do seu calculo, pois se grande parte da variacdo nao for explicada

SSR

pelo modelo de regress&o linear isto indica que SSR = 0 o que implica que 72 = So7 = 0

, OU seja, 0 modelo linear ndo se enquadra. Se por outo lado grande parte da variacdo

for explicada pelo modelo de regresséo linear isto indica que SSE = 0 o que implica que

SSE
r2=1->=>=1.
SST

Nas observacoes do Senhor Joaquim obtemos um coeficiente de determinacéo

2 _ SSR _ 591551
T SST ~ 6370,10

de r ~ 0,93. Este valor é relativamente proximo de 1, mais uma vez

concluimos que as observacgfes do Senhor Joaquim ficam bem ajustadas pelo modelo

de regresséo linear.
Coeficiente de correlagéo (r)

A raiz quadrada do coeficiente de determinag&o da-se o nome de coeficiente de

correlagéo e representa-se por r.

Este coeficiente € uma medida do grau de associacao linear entre o modelo de

regressao linear e o conjunto de variaveis xy, x5, ..., X,.

=77 = SSR _ | X0 —)?
SST i — )2

Definindo SS, como sendo a variagdo da variavel x relativamente a sua média

(x) e calculado por:

n

55y = ) (i = D)

i=1
Definindo SS,, como sendo a variacdo da variavel y relativamente a sua média

(¥), ja anteriormente denominado por variacdo total e designado por SST.

n
SST =S, = Z(yl- _5)?
i=1

Temos que:
_ =1 (9 — y)? _ 21 (Y — )2 _ i=1(ax; + b —y)? _
Z?=1(yi - }_})2 SSy SSy
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Z?=1(axi +y—ax— }7)2 _ Z?=1(a(xi - f))z _

SS,, SS,,

a? X (O —x))? a SSx

SS,, SS,,

r =

Sendo a o declive da reta dada pelo modelo de regressao linear concluimos que

. .. ~ L, . SS
o sinal do coeficiente de correlacdo sera o mesmo de a pois ’# > 0.
y

Podemos fazer assim uma analise semelhante a ja feita para o coeficiente de
determinacéo, percebendo ainda, se a correlacdo entre as variaveis x e y € positiva ou

negativa.

= —1 (valor préximo de 1) significa que o modelo de regressao linear se
adequa, existindo uma correlacdo negativa entre as variaveis x ey, se uma das

variaveis aumenta a outra diminui.

r = 0 (valor proximo de 0) significa que o modelo de regresséo linear ndo se

adequa, nado existindo uma correlagado entre as variaveis x e y.

r = 1 (valor préximo de 1) significa que o modelo de regressao linear se adequa,
existindo uma correlagéo positiva entre as variaveis x e y, se uma das variaveis aumenta

a outra também ird aumentar.

Concluimos assim que o modelo de regresséo linear se ajusta as variaveis x e y,

guanto mais proximo o valor do coeficiente de correlacéo estiver de -1 ou 1.

Nas observagfes do Senhor Joaguim obtemos um coeficiente de correlacéo de
r = 0,96. Este valor é ainda préximo de 1 do que o valor do coeficiente de determinacgao.
Para além de concluirmos que as observac¢des do Senhor Joaquim ficam bem ajustadas
pelo modelo de regressado linear, concluimos também que existe uma correlagdo

positiva entre as variaveis.
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2.2. REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

2.2.1. MOTIVACAO
A frutaria Senhor Joaquim tem um horario fixo de 58 horas semanais, mas como
ja vimos este dificilmente consegue cumpri-lo, chegando muitas vezes atrasado e por

vezes saindo mais cedo.

Este, para melhor perceber se seriam o0s atrasos ou as saidas que afetam a
faturacao da frutaria, decidiu verificar nas mesmas 10 semanas qual o total do tempo
dos atrasos, qual o total do tempo das saidas mais cedo do que o previsto e a respetiva

faturacdo da semana.

Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ndmero de horas
de trabalho 50 46 54 | 525 | 48 57 | 54 |48,5| 55 | 49

semanais (horas h)

Tempo semanal
total de atrasos 268 | 420 | 60 | 134 | 356 | 34 | 52 | 298 | 32 | 248

(minutos m)

Tempo semanal
total de saidas
_ 212 | 300 | 180 | 196 | 244 | 26 | 188 | 272 | 148 | 292
antes do previsto

(minutos m)

Faturacdo semanal
621 | 599 | 652 | 633 | 607 | 667 | 640 | 603 | 665 | 600
(euros €)

Tabela 7- Tabela de observag8es do nimero horas de trabalho semanais, tempo semanal total de atrasos, o tempo
semanal de saidas antes do previsto e a respetiva faturagdo semanal na frutaria do senhor Joaquim.

Se designarmos a varidvel tempo semanal total de atrasos por x;,a variavel
tempo semanal total de saidas antes do previsto por x, e a variavel faturagdo semanal
por y, queremos estudar a forma como se relacionam as trés variaveis. Ou seja, como
a variavel y (faturacdo semanal) depende das variaveis x; (tempo semanal total de

atraso) e x, (tempo semanal total de saidas).

Designamos y por variavel dependente, x; e x, por variaveis independentes.
Este relacionamento pode ser representado por um modelo que associa as variaveis
independentes a variavel dependente. O modelo é designado por modelo de regressao
linear simples se define uma relacdo linear entre as variaveis, ou seja, se existe neste
caso um plano que representa bem as observagbes. Um plano porque agora como

temos observacdes de 3 variaveis passamos para R3.
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2.2.2. O MODELO
O modelo de regressao linear multipla é uma extensdo do modelo de regressao

linear simples.

7

O objetivo é arranjar um modelo linear que melhor relaciona uma variavel

dependente y com um conjunto de j variaveis independentes, (x;, ..., x;), em que temos

n observacdes dessas variaveis.

No fundo temos n pontos de R/*1

{(xn: ---:xj1:Y1)i (x12' ---»sz»3’2); s (X1 s Xy )’n)}
Xim — Observac¢do m da variavel independente x;

O modelo de regressao linear multipla:

Y =a3x; +azx; +--+ajxj+b

x; = variavel independente
¥; = valor estimado de y; pelo modelo linear
& =Yi— i
ay, -, Qj, b — valores estimados pelo modelo
y — variavel independente

De forma semelhante ao que acontece no método dos minimos quadrados para
duas variaveis, sendo este uma generalizacdo, a estratégia utilizada para encontrar os

parametros a, ..., a;, b € a mesma, minimizar o quadrado dos desvios, «;.

n n
Z('Si)z = Z(}’i — A1X1; — ApXp; — = — A;Xj; — b)?
=1 =1
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2.2.3. DETERMINAGAO DOS PARAMETROS ay, ..., aj, b

O objetivo é minimizar Y7L, (y; — a;%y; — azXxy; — - — a;x; — b)* que pode ser
visto como uma func&o S que depende das variaveis ay, ..., a;, b, S(ay, ..., a;, b). Minimizar
a funcdo S é o mesmo que encontrar 0s seus minimos, para achar 0s seus minimos
temos de calcular as derivadas parciais e iguala-las a zero como fizemos anteriormente

no método dos minimos quadrados para duas variaveis. Este método sera explicado

posteriormente.

Para determinar a4, ..., a;, b de modo a minimizar S tem de se resolver o seguinte

sistema de equacdes:

aS_O/\aS_O/\ /\65_0/\65_0@
da; da, 7 0a; ob
( n
(—Z)Z(}’i — Xy — AyXp — - — AiXj; — b) Xy, = 0
i=1
n
(=4 (SiStema 2)< (_Z)Z(yl — QX1 — AyXp; — =+ — ajle. — b) xji =0
i=1
n
L (—Z)Z(J’i — QX1 — ApXp — = @Xj; —b) =0
i=1

A Ultima equagédo permite determinar o valor do estimador b, que € idéntico ao

que foi definido para o modelo de regresséo linear simples.

n
(—Z)Z(}’i — ayXy; — QX — - — aix; —b) =0 &
i=1
n
Z(yi — @ Xy — AyXy; — - — ;X —b) =0 &
i=1
n n n n n
ZJ’i—%lei—az Xpi == Qn xji—zb=0‘:)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
Zyl- —allei —aZszl- — e — a]-Zxﬁ =nb &
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
o p= =1 Vi~ Qq Nieq Xqi — A Xjoq Xgj — 1 — a; izt Xji
n

Obtemos:
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b=y —a;X3—aX; = — a;X

Desenvolvendo as restantes equacdes, obtém-se 0 seguinte sistema cuja

resolugdo permite obter os parametros aj, ..., a;.

(A1Sx,x, T A2Sx

a15x2x1 + azsx

+ o Sy x; = Sayy
+ot Sy, =S

1X2

2X2 X2y

\alejx1 + aszij + -+ aijjxj = ijy
Onde:

Sy = Xi=1(Xki — X)) (g — Xp) parak, f €{1, .../}
Sxry = 2ie1(Xki = X)) (v —¥) parak € {1,...,}

Xy; = observacio i da varidvel x;,

X, — média aritmética da variavel x;,

y; = observacao i da variavel y

y - média aritmética da variavel y

Vamos aplicar o método dos minimos quadrados as variaveis x; (tempo semanal
total de atrasos), x, (tempo semanal total de saidas antes do previsto) e y (faturacdo

semanal) aos dados da tabela 7.

% = 190,2
x; = 205,8
y = 628,7

Sxyzy = Bz (y; — 7)? = 189947,6

Sxix, = 121y — X)) (o — Xr) = 84180,4
Sy, = 2oy (X2 — %7)* = 58931,6

Sxyy = 2i=1(x1; — %) (y; —y) = —32013/4

Sxyy = i=1(x2i = %) (i —¥) = —17678,6

{a15x1x1 + a25x,x, = Sxyy - {189947,6 a; +84180,4 a; = —32013,4 _

@Sy v + A3y x. =S 84180,4 a, + 58931,6 a, = —17678,6

2X1 2X2 X2y
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2766731

28524835
9209817

" 57049670

a, = —
(=1
a, =

2766731 9209817

58524835 1 = X =
28524835 - 2 57049670 < 20>8 ~ 6804

b=)7—a1x_1—a2x_2=628,7+

Obtemos o modelo linear multiplo de equagéo:
y=aiX; +ax, +b &

2766731 9209817

S 16804
285248351 T ~ 570496702 *

Sy =

Vamos agora aplicar o modelo obtido as variaveis da tabela 7, x; (tempo semanal
total de atrasos) e x, (tempo semanal total de saidas antes do previsto) para obter uma

estimativa da variavel y (faturagdo semanal). Com estes dados contruimos a tabela 8.

Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

Tempo semanal total
de atrasos 268 | 420 | 60 134 356 34 52 298 32

x4 (minutos m)

248

Tempo semanal total
de saidas antes do

. 212 | 300 | 180 196 244 26 188 272 148

previsto

x5 (Minutos m)

292

Faturacdo semanal
621 | 599 | 652 633 | 607 | 667 640 603 | 665
y(euros €)

600

Estimativa da

faturacdo semanal
620, | 591, | 645, | 635,7 | 606, | 672,9 | 6450 | 607,5 | 653,

18 23 52 6 48 0 1 9 40

utilizando o modelo
linear multiplo

y;(euros €)

609,2

Residuo do modelo

linear multiplo
~ 082|777 | 6,48 | -2,76 | 0,56 | -5,90 | -5,01 | -4,59 | 11,6
& =Yi— )i

-9,21

Tabela 8- Dados da Tabela 7, a estimativa da faturacdo semanal na frutaria do Senhor Joaquim utilizando o0 modelo
linear mdltiplo e os residuos do modelo.
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2.2.4. DETERMINACAO DOS PARAMETROS a;, .., @j, b UTILIZANDO MATRIZES
Para determinar os coeficientes a,,...,a;,b do modelo de regressao linear
através do processo anterior temos de fazer bastantes contas, visto ser necessario

calcular todos os S

xixy Para todas as variaveis x; e x;. Mas podemos resolver o sistema

inicial através de matrizes, o que torna a solu¢do mais simples se tivermos algum meio

de calcular produtos e inversas de matrizes facilmente.

Voltando ao sistema:

( n
Z(Yi — @yXq; — QpXp; — - — @xj; — b) xy; = 0
i=1
n
) Z(J’i — @y — GpXp — = @iXj; — b) x;; =0 <
i=1
n
Z(J’i — @1y — ApXp —  — @X;; — b) =0
\i=1
n
Z YiX1i — QX X1 — ApXpiX1; — * — AjXjiXq; — bxq; =0
i=1
n
= Z}’ixji — Q1 X1 Xji — QX Xji — - — QXX —bx; =0 <
i=1
n
Z}’i —QyXq; — ApXp; — = X —b =0
. i=1
f n n n n n
YiX1i = a4 Z X1iX1; + ap z X2iX1; t -+ qj Z XiX1; + b Z X1i
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
=9 Z yile- = aq Z Xlini + a, z xzixji + -+ aj Z XZini + bz in
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
zyi = allei + aZZxZi + -+ aijZi + bn
\ i=1 i=1 i=1 i=1

Podemos agora escrever este sistema em forma matricial, para isso

consideremaos as seguintes matrizes:
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n n n n
E X1iX1i E X2iX1j szixli qu

1=

[y
~
1l
[y
~
1l
=
~
1l
=

n

n n n
X1iXji Z X2iXji Z X2iXji Z Xji
1 [ i=1 i
n n n

n
i=1 =1 i=1 i=1

i=

Obtemos o sistema:
Y=XA

Convém realgar que as dimensdes das matrizes estdo coerentes, sendo X uma
matriz quadrada com j + 1 linhas e j + 1 colunas e A uma matriz coluna de j + 1 linha,
temos que o produto da matriz X pela matriz A sera também uma matriz coluna com j +
1 linha, o0 que acontece com a matriz Y.

Através de operagBes com matrizes conseguimos resolver o sistema acima

isolando a matriz A que nos ird dar os valores do modelo linear que queremaos estimar,

ay, ..., aj, b.

Considerando:
XT a matriz transporta de X.
X1 a matriz inversa da matriz X.

I; como a matriz identidade com d linhas e d colunas.

KT TXT = XT(AT) T = 4y,
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Y=XA
XA é uma matriz coluna com j + 1 linha

Podemos multiplicar por XT dos dois lados da equacio pois € uma matriz

quadrada,j + 1 linhas e j + 1 colunas. Obtemos:
XTy=XxTXxA
Em cada lado da equacéao temos matrizes colunas com j+1 linhas.

A matriz XX é uma matriz quadrada, com j + 1 linhas e j + 1 colunas, portanto
a sua inversa, (XTX)™1, terd as mesmas dimensdes. Podemos multiplicar a esquerda

de ambos os lados da equac&o por (X7 X)~1. Obtemos:
XTX)" 1 XTYy=XTX)"1XTX A
Como (X"X)'XT X =144
XTX)XTY =14, A
Comol A=A

XTX)1XTy=A4

A= XTX)"1xTy

Obtém-se os coeficientes do modelo de regresséao linear pelo calculo da matriz
XTX)"1xTy

A= | =&Tx0)TXTY
b

Apesar de se conseguir encontrar uma féormula que se chegue a solugéo A%, esta
devido a inversdo da matriz XT X pode ser numericamente instavel, isto €, pode levar a

aproximacoes pouco exatas de A*.
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2.2.5. QUALIDADE DO AJUSTAMENTO

O estudo que se faz para a qualidade do ajustamento na regressao linear
multipla é semelhante ao ja feito para a regresséao linear, as variacdes sao calculadas
da mesma forma. Comparar os erros associado ao modelo de regressao (SSE) com o
erro associado a y (SST), se o erro associada ao modelo for muito menor que o erro
associada a y, podemos concluir que as previsdes baseadas no modelo serdo melhores

gue as baseadas em y.

Tal como acontece no modelo linear simples o ajustamento seré tanto melhor

guanto mais pequeno for SSE em relacéo a SST.

Vamos calcular as variagdes das observac¢des do senhor Joaquim.
Variag&o total: SST = ¥% (y; — %)% = 6370,10
Variagdo ndo explicada pelo modelo:  SSE = Y12, (y; — )% = 411,33
Variagéo explicada pelo modelo: SSR =Y1%,(9; — y)? = 5958,77

Nota-se que SSE = 411,33 é bastante menor do que SSR = 5958,77, podemos

assim concluir que o ajustamento € bastante adequado.
Coeficiente de determinacgéo e de correlacéo
Estes coeficientes sdo definidos da mesma forma que na regresséo linear.

O coeficiente de determinacéo é representado por 2, resulta do quociente entre
SSR e SST e da-nos uma medida da quantidade de variagéo total que pode ser explicada

pelo modelo de regresséo linear.

_ SSR
~ SST

2

A raiz quadrada do coeficiente de determinac&o da-se o nome de coeficiente de

correlacéo e representa-se por r.

L |SSR_ X O -)? B0 -9
SST X1 (i = )2 SSy

Analisando os coeficientes das observa¢cfes do senhor Joaquim, obtemos que

2 _ SSR _ 595877

T SST T 6370,10

~ 09354 er = 0,9671.

Tanto o coeficiente de determinacdo como o de correlacao estdo préximos de 1,

o que indica que o modelo de regressao linear multipla se ajusta as variaveis.
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2.2.6. PROCURA DO MINIMO DA FUNCAO §

Teorema 1

Se f:R" — R for uma fungéo derivavel e admitir o extremo (xy, x, ..., x,) entdo

cada derivada parcial de primeira ordem da funcdo f anula-se para esses valores das

variaveis independentes. Ou seja, Vi € {1, ...,n} §—£ =0
il Gy 20, 0)

Consideremos a fungéo S: R/** — R definida por:
n
S(as, ., a;,b) = Z(Yi — QX1 — ApXgp — v — axj; — b)? =
i=1
= (V1 — QX1 — ApXpq — -+ — AXjg — D)2 + -+ (Y — X1y — ApXpp — =+ — @jXjy — b)?

Para simplificar podemos escrever a fungdo S em notagdo matricial, para isso

consideremos as seguintes n fungdes R;: R"™ - R definidas por:
Ri(al, ey aj, b) =y — XLA

em que A e X; sao definidos por:

a;
a,
A= @
\%/
b
Xi=(xy xp - Xi )Viefl..,n}

Temos entédo que:

n n
S(al, . aj,b) = 2[}/1 — Xl'A]z = Z[Ri(al, ...,aj,b)]z
i=1 i=1

Para aplicarmos o teorema 1 & funcdo S temos de garantir primeiro a sua

derivabilidade.

Sabemos que cada uma das funcdes R; é derivavel em R/*! em relacdo a cada
uma das variaveis a,, ...,a;, b e que a fungéo f(x) = x* definida de R em R também é
derivavel em R. Utilizando o teorema que afirma que a composta de fungfes derivaveis

é derivavel obtemos que as funcdes R;? séo derivaveis.
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A fungdo S é obtida através da soma das n funcdes R; 2. A soma de funcbes
derivaveis resulta em uma funcdo derivavel. Concluimos assim que a fungcdo S é

derivavel em relagédo a cada uma das variaveis ay, ..., a;, b.

Aplicando o teorema 1 a fung&o S obtemos o sistema:

as_OAas_OA AOS_OAaS_O
da, da, T 0a; ob

Este sistema j& foi resolvido na sec¢ao 2.2.4., onde se encontrou como solugéo

a matriz:

Que pode ser vista como o ponto a* = (a4, ay, ..., a;, b) que pelo teorema 1 sera

um candidato a ponto extremo da fungéo S.

Temos agora de garantir que o ponto a* se trata de um ponto minimo da fungéo

S, para isso consideremos h € R/*! um vetor arbitrario n&o nulo definido por:

Calculamos S(a* + h).

n

S@ +h) = ) [Ri@ + W = > [y = Xi(@ + W = ) [y = Xia" = X; hl? =
=1

i=1 i i=1

= > [Ri(a") = X; h]* =
=1

i

[R;(a)]* =2 ) Ri(a)X;h+ ) (X; h)?

i
Temos que Y-, R;(a*) X; = 0, este resultado vem da Ultima equagéo do sistema

quando se calcula as derivadas laterais

aS . BZ?=1[Ri(a1, ...,aj,b)]z
al,. = 0% ab

n
=0(=)—22Rl(a*)Xl=O(:)

a* =1
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n n
= —th Ri(a*) Xi =0 —ZZRL(G.*) Xi h=0
i=1 i=1

Logo,

n n

S(@ +h) = Z[Ri(a*)]z 0+ Z(Xi h)?
i=1

i=1

Como as matrizes X; e h sdo ndo nulas temos que:

n
Z(Xi h)? >0
i=1

Assim, podemos afirmar que:

n

S(@ +h) > ) [Ri(@)]? = 5@

=1
Obtemos que:
Vh € RIF,  S(a) < S(a*+h)

Estamos deste modo em condi¢des de garantir que a* € um ponto minimo da

funcéo S.
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