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Wstep

,Wszystko jest powigzane ze wszystkim innym, ale w poblizu rzeczy sg bardziej powigzane niz
odlegte rzeczy”.

Waldo R. Tobler?

Matematyka przez wielu uwazana jest za przedmiot trudny, ktdrego zrozumienie

wymaga zdolnosci do abstrahowania i formalizowania. By¢ moze wynika to z przekonania,

iz matematyka szkolna oderwana jest zupetnie od rzeczywistosci, a umiejetnosci
dokonywania obliczen, ktore wykorzystujemy na co dzienl, zdobywamy poza lekcjami. Zadania
z elementami ,,otaczajgcej nas rzeczywistosci” postrzegane sg przez uczniow jako udziwnione
twory czysto matematyczne, niemajgce przetozenia na ich praktyczne wykorzystanie. Dlatego
proby wplatania tresci z innych dziedzin wiedzy do zadan matematycznych tez mogg skonczy¢
sie niepowodzeniem. Z tego powodu warto tak przygotowywac ¢wiczenia interdyscyplinarne,
aby wymuszac szukanie odpowiedzi na postawione pytania. | na tym polega miedzy innymi
mistrzostwo pedagogiczne — tak sformutowac problem, aby zainteresowac nim wszystkich.

Ciekawie przygotowany materiat, przekonanie uczniéw, ze nauczyciel chce w atrakcyjny
sposob przekazac im swojg wiedze, ze poprowadzi ich przez cierniste Sciezki edukacyjne,

a zarazem doceni ich wysitki, wptywa dodatnio na twdrczy charakter zajeé. Stajg sie one dla
ucznidéw oczekiwanym momentem dnia. Nauczyciel, planujgc niebanalng lekcje, czuje sie jak
rezyser teatralny, ale tez jak aktor, ktérego zadaniem jest aktywne zaangazowanie widzéw do
spektaklu, co bedzie miato kluczowy wptyw na powodzenie przedstawienia.

Niestety to, co sprawdza sie w klasie X, moze nie udac sie w klasie Y. Dlatego perfekcja
edukacyjna polega na uwzglednianiu réznych opcji, tak by w krytycznym momencie
wyciggnaé, niczym krolika z kapelusza, odpowiednie motywatory i stymulatory.

Przekonanie uczacych sie, ze nauczyciel jest po to, aby przekaza¢ im umiejetnosci potrzebne
w zyciu, a nie tylko Scisle teoretyczne fakty ubrane w eleganckie dowody, uaktywni uczniow
i pozwoli im na zdobywanie wiedzy ,,mimo woli”. Przy okazji rozwigzywania niebanalnych
problemow, dzieki wpleceniu do tresci matematycznych elementéw geograficznych, warto
wykorzysta¢ wiedze ucznidw, ktérzy czesto duzo podrdzujg, znajg inne krajobrazy, zwyczaje
panujgce w roznych krajach, ich strukture geograficzng i ekonomiczng. Odwotujac sie do

ich doswiadczen, pozwalajgc na przygotowanie fragmentéw zajeé, tworzymy sytuacje
edukacyjne sprzyjajgce klimatowi wzajemnego uczenia sie, dyskusji i wymiany obserwacji.

Gdy przygotowuje sie lekcje matematyki z elementami geografii, trzeba mieé sSwiadomos¢
tego, po co to robimy i co chcemy osiggngé. Na przyktad wyswietlenie filmu o Mount
Everescie nie moze stuzy¢ tylko pokazaniu kilku ciekawostek dla roztadowania nudy

1 Waldo R. Tobler — amerykanski geograf i kartograf, prekursor wykorzystania komputeréw w badaniach

geograficznych. Jego powiedzenie jest okreslane zartobliwie jako pierwsze prawo geografii.
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lekcyjnej, ale powinno by¢ przyczynkiem chociazby do rozwazan na temat podobienstwa (jak
zmierzono wysoko$¢ Mount Everestu bez wchodzenia na jego szczyt?).

Cel zaje¢ interdyscyplinarnych skupia sie na wyposazeniu uczniéw w narzedzia, ktore
pozwolg im na postugiwanie sie jezykiem matematyki i jej metodami w formutowaniu oraz
nazywaniu problemdw nalezgcych do innych dziedzin wiedzy, a takze na wykorzystywaniu ich
w zyciu codziennym. Matematyczne ujecie problemdw geograficznych stwarza mozliwosci
wykorzystania logicznego myslenia, wyciggania wnioskdw, stawiania i obalania hipotez,
znajdowania analogii oraz dostrzegania sprzecznosci.

Celem niniejsze]j publikacji jest zainspirowanie nauczycieli do tworzenia niebanalnych zaje¢
korelujgcych tresci matematyki i geografii. W tak krétkiej pracy nie jest mozliwe omdwienie
wszystkich aspektéw z tym zwigzanych. Zaprezentujemy wiec tylko wybrane pomysty

na to, w jaki sposdb sprawic¢, aby uczniowie przekonali sie o rzeczywistej przydatnosci
wiedzy matematycznej (na przyktad w czasie zagranicznych podrdzy), a zarazem rozwijali
umiejetnosci matematyczne. Bank zadan to tylko przyktadowe typy zadan geograficznych.
Nauczyciel musi sam nadac im atrakcyjng forme, tak aby byty przydatne na zajecia danego
rodzaju.

Geografia w matematyce i matematyka
w geogrdfii

Rozwdj nauk matematycznych w duzej mierze byt odpowiedzig na potrzeby nauk
przyrodniczych. Wielu wybitnych matematykdw przyczynito sie do wzbogacenia teorii
geograficznych i dostarczyto narzedzi do rozwoju tej dziedziny wiedzy. | odwrotnie —
naukowcy, ktérych dzisiaj uwazamy za geograféw, byli twércami teorii matematycznych.
Wszechstronnos¢ dawnych uczonych oraz ich holistyczne spojrzenie na przyrode pozwolity

im na dostrzeganie harmonii praw rzgdzacych swiatem, opisywanie jej i wykorzystywanie.

Wspotczesny aparat matematyczny jest tak wyabstrahowany, ze tylko nieliczni sg w stanie
w petni zrozumiec jego niuanse. Na szczescie w szkolnej edukacji matematyczno-
geograficznej nie wykorzystuje sie az tak zaawansowanych struktur.

Niewielkie sg tez umiejetnosci matematyczno-geograficzne, ktére wykorzystujemy

na co dzien. Potrzebna jest orientacja w kwestiach zwigzanych z czasem, kalendarzem,
odczytywaniem mapy (skalg, planem), szacowaniem wynikdw, interpretowaniem diagramow.
Zaawansowana technologia multimedialna wyrecza nas w okreslaniu potozenia obiektu

na kuli ziemskiej czy obliczaniu dtugosci drogi z A do B. Zatem oczywiste jest, ze lekcje
matematyki z elementami geografii muszg by¢ ilustracjg i Srodkiem do osiggniecia
zaktadanych celéw, a nie celem samym w sobie. Takie podejscie do korelacji przedmiotowej,
zaplanowanie ciekawe;j lekcji z wiasciwie dobranymi srodkami dydaktycznymi, pomoze

w ksztattowaniu postawy badawczej, sprowokuje do poszukiwan, dostarczy okazji do pracy
samodzielnej, ale tez do dyskusji i wymiany doswiadczen.




Wielcy matematycy, ktérzy byli tez geografami:

Eratostenes (276—194 p.n.e.) — oszacowat srednice Ziemi, podat sposéb wyznaczania
liczb pierwszych (sito Eratostenesa).

Tales z Miletu (ok. 620-540) — przewidywat za¢mienie Storica, podat szereg twierdzen
dotyczacych katéw w wielokatach.

Carl Gauss (1777-1855) — geodeta, twdrca geometrii nieeuklidesowe;j.

Leonard Euler (1707-1783) — kartograf, twdrca teorii graféow.

Obliczenia kartograficzne
Elementy kartografii na zajeciach matematycznych

Kartografia to, najprosciej méwigc, nauka o mapach, a takze o przekazywaniu informacji
dotyczacych przestrzeni geograficznej zakodowanych w formie graficznej lub cyfrowej.

Z mapa i planem uczen spotyka sie juz na lekcjach przyrody, wiadomosci te sg pogtebiane
w podzniejszych latach nauki. Mtodzi ludzie chetnie uczestniczg w lekcjach poswieconych tej
tematyce, gdyz widzg jej uzytecznosé w praktyce.

Najwazniejsze zagadnienia, ktére obejmujg tresci geograficzno-matematyczno-kartograficzne,
to:

e skala —rodzaje, obliczanie, przeliczanie skali, map i plandw,

e obliczanie rzeczywistej odlegtosci/rzeczywistego pola powierzchni na podstawie skali,

e obliczanie wysokosci wzglednych i bezwzglednych przy wykorzystaniu rysunku
poziomicowego,

e obliczanie przewyzszenia profilu topograficznego,

e spadek terenu, spadek rzeki,

e odczytywanie informacji z map poziomicowych,

e azymut — obliczanie, wyznaczanie.

Wohplatanie w tok zaje¢ matematycznych elementow kartograficznych daje uczniom mozliwosé
poszerzania horyzontéw myslowych poprzez wykorzystanie uzyskanych umiejetnosci

w praktyce. Wielu mtodych ludzi skarzy sie na ztg pamiec¢, uwaza, ze nie potrafi zapamietac
najprostszych pojec czy definicji. Rozwijanie pamieci wymaga ¢wiczen pobudzajgcych
odpowiednie powierzchnie moézgu, aktywizujgcych pamieé krétkotrwaty i dtugotrwata.

Na przechowywanie informacji w pamieci dtugotrwatej wptywa wiele czynnikdw,

a najbardziej uniwersalne to zainteresowanie, powtarzanie i wizualizacja. Doskonale

przydaje sie tu budowanie ¢éwiczen na bazie tresci kartograficznych. Dajg one bowiem




i& Zeszyt 2

okazje do graficznej interpretacji problemow (na przyktad dotyczgcych zamiany jednostek),
dyskusji i aktywnego zaangazowania (choc¢by w przypadku zajec opartych o ciekawostki czy
symulujgcych podréze do niezwyktych miejsc).

W pamieci diugotrwatej informacje przechowywane s3 przez dtugi czas, ale cze$¢ z nich
bywa pozornie utracona — uczen nie moze sobie ich przypomniec. Trenowanie pamieci
dtugotrwatej to przypominanie faktow i rozwigzan, ktére juz byty stosowane. Pomocne moze
okazac sie tu rozpatrywanie problemow obliczeniowych, ktére byty wczesniej omawiane

na geografii. Ogladanie ich w nowym, matematycznym kontekscie pozwoli na rozwiniecie
nabytych umiejetnosci, a przyktady ich zastosowania rozwing pamiec sytuacyjna.

Pomyst na... prace z eksperiem

Ksztattowanie umiejetnosci zwigzanych z obliczeniami ,,mapowymi” (skala, rzeczywista
odlegtosé, wysokosé, powierzchnia itp.) warto poprowadzi¢ metodg pracy z ekspertem.

Jak to moze wyglagdaé w praktyce? Ustalamy tematyke problemow, nad ktorymi uczniowie
bedg pracowad, i okreslamy, jakie powinny by¢ efekty. Powotujemy ekspertéw, ktérzy zajma
sie dang tematyka (jeden temat to nie wiecej niz dwdch ekspertéw, ktérzy bedg wspdlnie
pracowac). Eksperci w domu ,,rozpracowujg” dane zagadnienie, obudowujg je w atrakcyjne
¢wiczenia, wzbogacajg o efekty wizualne (mapy, zdjecia, prezentacje) bgdz zwigzane

z wykorzystaniem multimediow (na przyktad komputeréw).

Eksperci majg tydzien lub dwa na opracowanie zagadnien — w tym czasie mogg kontaktowac
sie z nauczycielem, ktory wspiera ich i monitoruje przebieg prac. W ustalonym dniu na lekcji
matematyki (najlepiej zaplanowac zajecia dwugodzinne) uczniowie przekazujg swojg wiedze
kolegom i kolezankom. Ich zadaniem jest zainteresowac innych problemem i zapoznac klase
ze sposobami rozwigzywania danego typu zadan. Uczniowie mogg siedzie¢ przy stolikach

w matych grupach — kazdy ekspert pracuje po kolei z kazdg grupa. Miarg efektywnosci
wysitkdw ekspertow moze byc test sprawdzajgcy dla ucznidw, jezeli bedzie to mozliwe,

z wykorzystaniem komputerdéw.

Taki sposdb pracy bardzo dobrze sprawdza sie w zespole szkdt, gdzie sg uczniowie ze szkoty
podstawowej i ponadpodstawowe]j. Wtedy dla ucznidw szkoty podstawowej ekspertami
mogg by¢ osoby ze starszych klas lub ze szkoty ponadpodstawowej.

Bank zadan

Ponizej przyktady typow zadan, nad ktérymi mozna pracowacd na lekcjach matematyki.

Aby byty atrakcyjne dla uczacych sie i odpowiednie dla danej grupy wiekowej, warto
przemodelowac ich tresc¢ i zaadaptowac je do potrzeb danej grupy uczniow. Mozna wzbogacié
zadania, dobierajac liczby odzwierciedlajgce ciekawostki geograficzne.

W ten sposdb uczacy sie mogg utrwalaé¢ umiejetnosci zwigzane z zamiang jednostek,
postugiwaniem sie duzymi liczbami, notacjg wyktadniczg, wykonywaniem dziatan pisemnych




i dziatan na potegach, odczytywaniem i interpretowaniem informacji oraz graficznym
przedstawianiem tresci zadania.

Efektem tych dziatann moze by¢ zaplanowanie trasy wycieczki klasowej lub wirtualne;j
wycieczki po ciekawych obiektach na swiecie, na przyktad historycznych.

Zadanie 1

Korzystajac z informacji przedstawionych na rysunku, okresl, czy dane zdanie jest prawdziwe,
czy fatszywe. W okienko wpisz P, jesli zdanie jest prawdziwe, natomiast F, jesli jest fatszywe.

P/F

Okreslajac skale liczbowg, zamiast 1:70 000 mozna zapisac¢ 1 = 70 000.

Okredlajac skale liczbowa, zamiast 1:20 000 mozna zapisaé

Mapa wykonana w skali 1:500 000 jest bardziej szczegétowa od mapy wykonanej
w skali 1:100 000.

Na mapie wykonanej w skali 1:300 jednemu centymetrowi odpowiada 30 cm
W rzeczywistosci.

Graficzny obraz skali wyrazony w postaci linii podzielonej na jednostki dtugosci to skala
liniowa.

Po przeksztatceniu skali liczbowej 1:6000 na skale mianowang otrzymujemy 1 cm —
6000 cm.

Zadanie 2

Park ma w przyblizeniu ksztatt prostokata. Na planie wykonanym w skali 1:5000 dtugosci
bokow tego prostokata sg rowne 8 cm 6 mm i 12 cm. Oblicz rzeczywiste wymiary parku i jego
rzeczywiste pole powierzchni. Wyniki podaj odpowiednio w m i ha.

Zadanie 3
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Odlegtos¢ mierzona na mapie miedzy miejscowosciami Stara Gora a Nowa Goéra jest réwna 5
cm. Rzeczywista odlegtosé miedzy tymi miejscowosciami wynosi 100 km. Oblicz skale mapy.

Zadanie 4

Oblicz rzeczywistg powierzchnie Jeziora Mroku, ktére na mapie wykonanej w skali 1:25 000
zajmuje powierzchnie 3 cm2. Wynik podaj w km?.

Zadanie 5

Okresl przyblizong odlegtos¢ miedzy stacjg t6dz Widzew a stadionem RTS Widzew, mierzong
w linii prostej. Skorzystaj z zamieszczonej ponizej mapy.

Rozumowanie intuicyjne i formalne

Na lekcjach matematyki warto zacheci¢ ucznidow do rozwigzywania zadan opartych
na interpretowaniu graficznych rysunkéw rzezby Ziemi. Jest to okazja do rozwijania zaréwno
rozumowania intuicyjnego, jak i formalnego uczacych sie.

Rozumowanie intuicyjne uczen bedzie mogt wykorzysta¢ w potgczeniu lub konfrontacji ze
znanymi mu obrazami powierzchni Ziemi (na przyktad pozyskanymi w czasie wakacyjnych
wedrdéwek lub zaobserwowanymi w telewizyjnych programach popularnonaukowych).

Rolg nauczyciela jest, aby przygotowat taki materiat, ktéry nakieruje uczgcego sie

na postugiwanie sie obrazami pojeé, ktére moze rozwazac niezaleznie od ich formalnych
definicji, i prowadzenie skrétowych rozumowan opartych na oczywistych przestankach. Uczen
moze wtedy formutowacd hipotezy oparte na dostrzeganych analogiach czy odwzorowaniach

i uzasadnia¢ je w oparciu o zminimalizowang rekurencje.




Rozumowanie formalne bedzie podsumowaniem dziatan intuicyjnych i kolejnym krokiem

ku matematyce strukturalnej. Mozna postawi¢ uczniom juz trudniejsze zadania, bardziej
zmatematyzowane, aby zdajac sobie sprawe z przyjetej postawy dedukcyjnej, starali sie
kazdy z kolejnych wnioskow ustali¢ precyzyjnie, wywies¢ z uznanych twierdzen i definicji.
Poznang terminologie beda stosowali poprawnie, ze zrozumieniem, ze nowe terminy mozna
wprowadza¢ do rozwazan po doktadnym wyjasnieniu ich znaczen. Po rozwigzaniu zadania
uczniowie sprawdzg, czy zostaty spetnione zatozenia.

Bank zadan
Zadanie 1
Oblicz wysokos¢ wzgledng miedzy potozonym na wysokosci 1,5 m n.p.m. lustrem wody

Jeziora Zarnowieckiego a szczytem Goéry Zamkowej, na ktérej znajdujg sie punkt widokowy
i grodzisko. Zapisz obliczenia.

Fragment mapy topograficznej Okolice Jeziora Zarnowieckiego w skali 1:50 000 zatgczonej do arkusza
maturalnego z geografii w maju 2007. Zrédto: CKE

Zadanie 2

Rdznica wysokosci miedzy dwoma punktami rzeki wynosi 2400 m, a odlegtosé w terenie
miedzy tymi punktami to 600 km. Oblicz spadek rzeki.

Zadanie 3

Dtugos¢ rzeki wynosi 200 km, a odlegtos¢ w linii prostej od zrédet do ujscia jest réwna 150
km. Oblicz rozwiniecie rzeki.
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Zadanie 4

Na podstawie mapy poziomicowej okresl, ktéry z punktéow — A, B czy C — lezy najwyzej,
a ktéry najnizej.

Zadanie 5

Okresl wysokos¢ bezwzgledng, na ktdrej rosnie drzewo.

Kodowanie na siatce kartograficznej

Lewopotkulowe myslenie matematyczne

W lewej potkuli mézgowej odbywa sie pordwnywanie nowych informacji z danymi, ktére
zostaty wczesniej przyswojone. Dzieki niej mozliwe jest przetozenie abstrakcyjnych symboli
na kody opisujgce rzeczywistosc. Obie potkule mdzgowe preferujg odmienne strategie
rozwigzywania problemoéw. Powszechnie uwaza sie, ze to zdolnosci bedgce domeng lewej
potkuli mézgu odpowiadajg za sukcesy edukacyjne i zawodowe cztowieka. Dlatego w szkole




ktadzie sie zazwyczaj nacisk na rozwigzywanie konkretnych problemoéw. Aktywizacja lewej
potkuli pozwala na sprawne rozwigzywanie zadan algebraicznych, budowanie schematow

i instrukcji. Z tego powodu warto, aby nauczyciel dysponowat strategiami, ktore bedg
stymulowac¢ aktywnosci wydobywajgce ukryte zasoby lewej potkuli mézgu. Zadania powinny
by¢ tak konstruowane, aby kazdy uczen poczut satysfakcje z rozwigzania problemu.

Dobrym pomystem moze by¢ wykorzystanie analogii miedzy uktadem wspétrzednych
kartezjanskich a siatkg kartograficzng. Rozwigzywanie szerokiej gamy réznorodnych ¢wiczen
pozwoli uczniom na szybkie i skutecznie stosowanie nowych kodéw i strategii, w sytuacjach
praktycznych dotyczgcych okreslania wspétrzednych geograficznych obiektéw.

Uczniowie majg tendencje do poruszania sie utartymi szlakami, zatem sprowokowanie

ich do poszukiwania nowych wyzwan pozwoli na pobudzenie odpowiednich neuronéw

i uaktywnienie lewej pétkuli mézgu. Cwiczenia przygotowane do pracy samodzielnej
spowodujg, ze jesli nawet uczen nie zgtebi do korica danego problemu, to odczuje rados¢

i satysfakcje ze stosowania intelektualnych narzedzi poznania.

Bank zadan
Przyktadowe zadania wprowadzajgce

Zadanie 1

Odczytaj wspotrzedne punktow zaznaczonych na siatce kartograficznej.
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Zadanie 2

Zaznacz na siatce kartograficznej punkty:
A(10°N, 20°W), B(0° 40°E), C(50°S, 30°W).

Zadanie 3

Zapisz przyblizone wspotrzedne punktdw zaznaczonych na oczkach siatki kartograficznej.

Zadanie 4

Zaznacz potudniki i rownolezniki tak, aby wspoétrzedne punktu A byty réwne (60°N, 30°W).




Zadanie 5

Oblicz rozciggtosé potudnikowg i rownoleznikowg Polski

Czy wiesz, ze...

W Japonii zaprojektowano mape Ziemi sktadajacg sie z 96 trojkatéw rownobocznych,
ktorag mozna samodzielnie zwing¢ w papierowy glob.

Jak uaktywnic obie pétkule mézgu

Proponujac uczgcym sie zadania polegajgce na odczytaniu wspotrzednych geograficznych
danych punktéw, wyobrazamy sobie, Zze nie sprawi to im wiekszego ktopotu, gdyz

z podobnymi ¢wiczeniami zetkneli sie, kodujgc potozenie punktu w uktadzie wspotrzednych
na ptaszczyznie. Jednak moze sie okazaé, ze osoby wykorzystujgce gtownie prawg potkule
mozgowa podejdg do problemu tak, jakby nigdy wczesniej nie zetknety sie z czyms
podobnym. Natomiast uczniowie wyspecjalizowani w mysleniu lewopoétkulowym beda
proponowac rozwigzania dla nich oczywiste, nie dostrzegajgc istotnych réznic miedzy siatka
kartograficzng a uktadem wspdtrzednych, ktérym postugujg sie na lekcjach matematyki.
Taki sposéb patrzenia na zadanie moze spowodowac ,utkniecie” (efekt Einstellung),
niedopuszczajgce innego sposobu myslenia.

Aby zajecia przyniosty zamierzony efekt, warto zawrze¢ w nich elementy przyblizajgce

W sposob obrazowy omawiane zagadnienia. Mozemy wiec przynies¢ na lekcje kopie
oryginalnych starych i nowych map nawigacyjnych. Przydadzg sie takze przenosne urzgdzenie
GPS czy komputer, aby pokazaé, w jaki sposdb wspotczesnie mozna szybko wyznaczy¢
wspotrzedne geograficzne.

Pomyst na... wyprawe dookota swiata

Dobrym pomystem bedzie zaplanowanie zajec jako wedréwki przez wieki — ukazanie, jak
dawniej okreslano miejsce punktéw na powierzchni Ziemi (np. obserwujgc potozenie gwiazd
na niebie).
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Metodg stolikdw zadaniowych uczniowie mogg zapoznac sie z definicjg tukowg i kgtowg
szerokosci i dtugosci geograficznej, a takze niech sprébujg wyznacza¢ wspotrzedne
geograficzne obiektéw zaznaczonych na mapach w rdznej skali.

Jedno z ¢wiczen moze polegac na wytyczeniu na mapie i globusie trasy wyprawy Magellana
dookota sSwiata na podstawie podanych wspétrzednych punktéw charakterystycznych.

Uczniowie mogg przy tym postugiwac sie metodami stosowanymi w nawigacji, korzystajgc
z cyrkla i tréjkgtow nawigacyjnych.

Jako podsumowanie zaje¢ mozna zaplanowac okreslanie pozycji punktow za pomocg GPS
lub komputerdow i dyskusje na temat satelitarnych, globalnych metod okreslania potozenia
punktu.

Pomyst na... fatszywy dowadd

W 1850 roku botanik i matematyk Francis Guthrie, kolorujgc mape Anglii, zauwazyt, ze mozna
j3 pomalowac tylko czterema kolorami, tak by kazde dwa sgsiadujgce hrabstwa rdznity sie
barwa. Zaczat sie wiec zastanawiac, czy cztery barwy zawsze wystarczg do pokolorowania
nawet bardzo skomplikowanej mapy.

Zanim przypuszczenie Guthriego stato sie twierdzeniem (prawdziwos¢ dowodu znalezionego
za pomocg komputerdow ostatecznie potwierdzono w 2004 roku), zmagato sie z tg kwestig
wielu znamienitych matematykow.

W 1879 roku Alfred Kempe, londyniski prawnik, przedstawit rozumowanie, ktére miato
potwierdzi¢ hipoteze Guthriego. Niestety rozumowanie okazato sie nieprawdziwe i dzisiaj




uwaza sie je za jeden z najstynniejszych fatszywych dowoddéw matematycznych.
A przebiegato tak...

Przytoczona powyzej historia moze by¢ wstepem do rozmowy na temat dowoddéw
matematycznych, celowosci ich przeprowadzania, rodzajow dowoddw itp.

Opowiadanie moze dokoriczy¢ jeden z ucznidw (wczesniej poproszony przez nauczyciela
o to, by przygotowat informacje o historii odkrycia twierdzenia o czterech barwach

i kolejnych krokach prowadzacych do jego udowodnienia). Historie poszukiwania dowodu
twierdzenia o czterech barwach mozna znalez¢ na stronie Deltami.

Geograficzna geometria nieeuklidesowa
Geometria sferyczna

Geograficzna geometria nieeuklidesowa to oczywiscie geometria sferyczna. Jej powstanie
wigze sie z rozwojem astronomii i nawigacji. Metryka jest tu miara kata o wierzchotku

w srodku sfery i ramionach przechodzgcych przez punkty, dla ktdrych liczona jest
odlegtosé.

Geometria sferyczna zredukowana jest w edukacji szkolnej do opisu podstawowych
wiasnosci kuli. Powszechnie przyjmuje sie, ze Ziemia to w przyblizeniu kula, ale

w rzeczywistosci jej ksztatt jest zblizony do elipsoidy obrotowej. Uczniom wdrozonym do
myslenia kategoriami geometrii euklidesowej trudno zauwazy¢ zaleznosci zachodzace



http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/05/16/Cztery_barwy_wystarcza/
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miedzy obiektami potozonymi nie na ptaszczyznie. Cho¢ wydaje sie, ze powinno by¢
odwrotnie — przeciez chodzimy po powierzchni kuli i codziennie jg obserwujemy!

Myslenie przestrzenne

Badanie wtasnosci kuli wymaga dobrze rozwinietego myslenia przestrzennego. Jest ono
bardzo potrzebne przede wszystkim w zyciu codziennym, choéby po to, by odnalez¢
wiasciwy peron na dworcu kolejowym. Do treningu myslenia przestrzennego mozna
zastosowac zadania abstrakcyjne, czysto teoretyczne, albo te ciekawsze, ,wciggajgce”, jak
okreslajg je uczniowie, skompilowane z treSciami geograficznymi. Dzieki tym ostatnim
mozna zmniejszy¢ obawy mtodych ludzi przed trudnosciami w rozpoznawaniu wtasnosci
bryt, a zwtaszcza przed ich wykorzystywaniem. Aby osiggna¢ dobry wynik treningu, zadania
powinny dotyczyé zardwno przestrzennego wyobrazenia, jak i przyporzgdkowania.

Dazymy do tego, aby uczen wytworzyt sobie w wyobrazni tréjwymiarowy ruchomy obraz
danej bryty. Wtedy fatwiej mu bedzie w wyobrazni ustawiac jg odpowiednio, by zauwazy¢
pozgdane wtasnosci. Wyeliminuje to préoby zgadywania rozwigzan.

Na poczatek mozna zaproponowad uczniom rozwigzanie typowego zadania utrwalajgcego
umiejetnosci dotyczgce notacji wyktadniczej (mozna usungc¢ zapis o notacji wyktadniczej

i wtedy bedzie to zadanie ,na liczby wielocyfrowe”).

Bank zadan

Zadanie 1

Uzupetnij tabelke wymiardw Ziemi, liczby zapisz w notacji wykfadniczej.

Sredni promien Ziemi km

Dtugosc réwnika km

Masa Ziemi t

Powierzchnia ladéw km?

Ale mozna tez rozpoczg¢ od powszechnie znanego zabawnego zadania:
Zadanie 2
Wyszedtem z namiotu, poszedtem 1 km na potudnie, potem 1 kilometr na zachéd. Idgc

teraz stale na pdtnoc, wrdcitem do punktu wyjscia i ku swojemu przerazeniu zauwazytem,
ze niedzwiedZ wyjadt mi wszystkie zapasy zywnosci. Jakiego koloru byt ten niedzwiedz?




Pomyst na... prace w parach

Kiedy juz uczniowie otrzgsng sie z szoku spowodowanego niespodziewanym rozwigzaniem,
mozemy rozdac im karty pracy z zapisanymi nastepnymi zadaniami. Odpowiedzi do nich
przymocujmy na tablicy. Kazda para uczniéw po zakonczonych obliczeniach moze podejs¢ do
tablicy, sprawdzi¢ ich poprawnosc¢ i wystawic¢ sobie punkty (w skali 1-5) za rozwigzanie.
Zamieszczony ponizej zestaw przeznaczony jest dla ucznidow dobrze radzgcych sobie

z nietypowymi problemami matematycznymi, ale oczywiscie mozna go odpowiednio
przetworzy¢ i wykorzysta¢ w pracy z przecietng klasg. (oprac. na podst. Szurek M., Zadania

z Ziemig w tresci).

Kula ziemska widziana przymruzonym okiem

Tres¢ zadania Liczba punktow

Zadanie 1

Wyobraz sobie, ze Ziemia jest wzdtuz réwnika opasana szczelnie sznurkiem.
Zwiekszamy dtugosc sznurka o 10 metrow. W jakiej odlegtosci od powierzchni Ziemi
bedzie znajdowat sie teraz sznurek?

Dla chetnych — rozwaz analogiczng sytuacje dla Marsa i Saturna — co zauwazasz?



http://duch.mimuw.edu.pl/~aweber/zadania/geo/Zadania_o_Ziemi.pdf
http://duch.mimuw.edu.pl/~aweber/zadania/geo/Zadania_o_Ziemi.pdf
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Zadanie 2

Kula ziemska opasana jest drutem miedzianym wzdtuz réwnika. Nastgpito gwattowne
ochtodzenie i temperatura powietrza wszedzie spadta o 10°C. Drut sie kurczy i wpija
w powierzchnie planety. Na jakg gtebokos¢?

Przyjmij, ze przy ochtodzeniu o 10°C drut kurczy sie o 10 cm na kilometrze.

Zadanie 3

Wyobraz sobie, ze po opasaniu Ziemi sznurkiem dowigzalismy do niego jeszcze dwa
metry i naciggnelismy go tak, by utworzyt sie daszek ABH (patrz rysunek). Jaka bedzie
wysokos$¢ daszka? Czy przejdzie pod nim mysz?

Zadanie 4

Oblicz, jakg powierzchnie miataby kula ziemska, gdyby rzeczywiscie byta kulg

o promieniu 6371 km. Poréwnaj otrzymany wynik z rzeczywistg powierzchnia Ziemi,
réwng 510,066 min km?.

Zadanie 5
Oblicz, ile kilometréw dzieli cie w tej chwili od réwnika.

Nietypowa mapa Ziemi

Odwzorowanie kartograficzne polega na przeniesieniu potozenia punktow z powierzchni
odniesienia (powierzchni Ziemi) na ptaszczyzne mapy z zastosowaniem okreslonych regut
matematycznych. Istnieje wielka réznorodnos¢ odwzorowan kartograficznych, ktére majg
zaréwno pozytywne, jak i negatywne cechy, wynikajgce gtdwnie z wystepowania znieksztatcen
kartograficznych. W zadnym ze znanych odwzorowan nie uzyskano wiernego przedstawienia
odlegtosci na catej mapie. (na podst. Odwzorowania).

Dla matematyka najciekawsza bedzie tak zwana mapa Toblera, wykreslona na wstedze
Mobiusa. Na takiej mapie antypodyczne punkty znajdujg sie na odwrotnej stronie wstegi.

Dla uczniéw sSwietnym ¢éwiczeniem topologiczno-geograficznym moze by¢ samodzielne
wykonanie mapy Toblera.



http://uriasz.am.szczecin.pl/naw_bezp/odwzorowania.html

Wstega Mobiusa

Przyjemna geografia

Uczenie sie dla przyjemnosci

Juz uczniowie klas IV i VI na lekcjach przyrody spotykajg sie z problemami geograficznymi.
Sg one przyjemne, ciekawe, najczesciej badane doswiadczalnie. Proponowane na lekcjach
matematyki majg za zadanie nie tylko ksztattowac umiejetnosci arytmetyczne (na przyktad
dotyczace liczb catkowitych ujemnych czy odczytywania danych z wykresow), ale przede
wszystkim rozwijaé kreatywne myslenie. Kreatywnos¢ to zdolnos¢ do tworzenia nowych
pomystow, mysli i idei. Wéréd ucznidw mozna zaobserwowac kreatywnosé tworczg

i praktyczng. Aby pogodzi¢ te dwie opcje, waznym punktem w przygotowywanych
¢wiczeniach powinna by¢ czes¢ sktaniajgca uczniéw do wizualizacji i asocjacji. Bardzo istotne
jest stosowanie takich bodzcéw, ktére wptyng na pozytywne myslenie mtodych ludzi,
przekonajg ich, ze uda im sie znakomicie rozwigzac problem i odnies¢ z tego wymierne
korzysci (chocéby takie jak satysfakcja z wykonanego zadania). Kreatywnemu mysleniu
sprzyjajg odpowiednio zaaranzowane otoczenie oraz postawienie na poczatku zajec
interesujgcych pytan kluczowych.

Rozwigzywanie nawet prostych matematycznie zadan, ktdrych tres¢ nawigzuje do zjawisk czy
obiektéw geograficznych, wymaga omdwienia i ustalenia prawdziwosci hipotez postawionych
przez mtodziez. Dobrg metodg pracy jest tu skrzynka morfologiczna. Po podziale zagadnienia
na mate czesci, ktore sg pojedynczo rozpatrywane, fgczymy je w rozwigzanie catego
problemu.
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Bank przyjemnych zadan
Blok 1 - liczby catkowite ujemne
Zadanie 1

Rysunek przedstawia rozktad temperatury wody w pewnym jeziorze zanotowany 15 stycznia
2017 roku i 15 lipca 2017 roku

Przeanalizuj temperatury w poszczegélnych warstwach wody. Okresl w kazdym przypadku
temperature najwyzszg i najnizszg. Co zauwazasz?




Zadanie 2

Wykres przedstawia zalezno$¢ zmiany objetosci wody od temperatury.

a) zwykresu objetos¢ wody w temperaturze 2°C oraz w temperaturze 8°C. W ktorym
przypadku objetosc jest wieksza?

b) W jakiej temperaturze objetos¢ wody jest najnizsza? Co zauwazasz?

c¢) Omow efekt anomalnej rozszerzalnosci cieplnej wody.

d) Omow rozktad temperatur w zbiorniku wodnym w zimie.
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Zadanie 3

Rysunek przedstawia zmiany temperatury powietrza w Helsinkach w dniu 19 listopada 2017
roku.

e O ktdrej godzinie byto w Helsinkach najcieplej? O ktérej najzimnie;j?

e O ktdrej godzinie temperatura wynosita 3°C?

e QOile stopni wzrosta temperatura od godz. 8.00 do godz. 17.00?

e Notuj zmiany temperatury powietrza o godz. 16.00 w twojej miejscowosci.
Na podstawie zanotowanych danych sporzadz odpowiedni wykres i opisz, jak
zmieniata sie temperatura. Oblicz srednig temperatur.




Blok 2 — procenty

Zadanie 4

Diagram przedstawia procentowag strukture wieku mieszkaricow miejscowosci Stary Las.

e lle co najmniej mieszkancéw mieszka w tej miejscowosci?

e (Czy w tej miejscowosci moze mieszkaé 531 osdb?

e Wiedzac, ze w Starym Lesie mieszka 1500 oséb, sporzadz diagram stupkowy
opisujacy strukture wieku mieszkancow.

e W jakim wieku jest najwiecej osdb mieszkajgcych w Starym Lesie? A w jakim —
najmniej? Co o tym sadzisz?
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Zadanie 5

Diagram przedstawia udziat poszczegdlnych sktadnikéw w glebie.

Utéz dwa zadania tekstowe, korzystajgc z danych przedstawionych na diagramie, i daj je do
rozwigzania koledze/kolezance z tawki.

Interpretowac graficznie

Aby poznac obiekty geograficzne, nie wystarczy zaznajomic sie z ich nazwami i lokalizacja.
Trzeba je sobie wyobrazi¢ na podstawie znanych cech lub sprébowac je zobaczy¢, korzystajac
z kina, telewizji czy internetu. Nie ma wiec sensu uczyc sie na pamiec opisu danego zjawiska,
gdy mozna zobaczy¢, jak ono wyglgda. Nie wszystkie jednak cechy sg rozpoznawalne

za pomocg zmystow — poznanie niektérych wymaga stosowania odpowiednich przyrzagddw.

Do naukowego opisu stuzg narzedzia matematyki, co porzgdkuje nomenklature i pozwala
na poréwnywanie klasyfikacyjne. Okazuje sie, ze dla matematyka réwnie korzystne jest
opisywanie obiektéw w sposéb witasciwy dla geografa. Na przyktad uczniom, szczegdlnie
klas mtodszych, trudno sobie wyobrazi¢, dlaczego uwazamy, ze powierzchnia Polski liczaca
312 979 km?jest mniejsza od powierzchni Europy liczgcej 10 min 180 tys. km?. Przeciez 312
to liczba wieksza od 10! Matematycznie problem ten mozna sformutowac nastepujgco:
ktora z liczb — 312 979 czy 10 min 180 tys. — jest wieksza i dlaczego. W wyobrazeniu sobie




rozwazanych wielkosci moze pomadc ich graficzna interpretacja na mapie. Widac¢ z niej
wyraznie, ze ,,Polska jest mniejsza od Europy”.

Pomyst na.... prace projektowg ,,Rekordy Ziemi”

Jesli chcemy potaczy¢ wyobrazenia o wielkosSciach z wyobrazeniami o zjawiskach, mozemy
zaproponowac uczniom udziat w pracy projektowej ,,Rekordy Ziemi”. Rekordy majg dotyczy¢
obszaréow bedacych w gestii edukacji geograficznej, czyli na przyktad najwyzszych/najnizszych
szczytdw gorskich, najwyzszej/najnizszej temperatury powietrza, najwiekszej/najmniejszej
pustyni itp. Moga to byc¢ rekordy danego miasta, panstwa, kontynentu itp. Uczniowie sami
ustalajg obszar terytorialny i zakres tematyczny. Praca bedzie odbywa¢ sie w grupach.

Finatem pracy kazdej z grup ma by¢ krétka inscenizacja przedstawiajgca rekordy, ktorymi
dana grupa sie zajmowata. Musi by¢ jednak tak przygotowana, aby wymuszata uczestnictwo
przynajmniej dwdch—trzech obserwatordéw, ktorych zadaniem bedzie rozwigzanie,

pod kierunkiem ,,aktorow”, problemu/zagadki/szarady matematycznej, a to da informacje

o konkretnym rekordzie.

Wszystko ptynie, czyli zadania czasowe

Panta rhei

Panta rhei — trudno nie zgodzi¢ sie z powiedzeniem Heraklita, gdy patrzy sie na zegarek ze
wskazéwkami. Niestety, mtodzi ludzie juz nie noszg takich zegarkéw. — | jak tu rozmawiaé

o zmianach czasu, jesli tego nie wida¢ — powiedziat niedawno jeden z moich ucznidw.
Zagadnienia zwigzane z pomiarem czasu sg wiec dla mtodziezy trudne, choé nadajg sie

do ksztattowania wielu umiejetnosci matematycznych — od najprostszych, polegajgcych

na odczytywaniu informac;ji lub wykonywaniu fatwych obliczen, do tych najtrudniejszych,
wymagajgcych analizowania, przetwarzania danych i wyciggania wnioskéw z kilku informaciji.
Dobrze zaplanowane zajecia pozwolg na rozwijanie réznorodnych zdolnosci poznawczych,
na przyktad tworzenia logicznych wypowiedzi, dostrzegania wzajemnych powigzan,
syntetyzowania. Zadania wymagajgce znajomosci termindw geograficznych dobrze jest
réznicowac, zaopatrywac we wskazéwki lub cate rozwigzania, ktdre uczen moze przesledzié
po probach dojscia do konsensusu.

Nawet przy wykonywaniu rutynowych zadan uczen moze trenowac¢ myslenie matematyczne,
a dzieki umiejetnym wskazoéwkom nauczyciela — wykorzystywaé¢ maksymalnie swéj potencjat.

W czasie zdawania egzamindéw zewnetrznych wielka role odgrywa szybkos¢ dziatania. Jest to
szczegolnie przydatne przy rozwigzywaniu zadan obliczeniowych, gdzie rachunki pamieciowe
poprawiajg efektywnosé. Ludzki mézg wykorzystuje wszystkie swoje obszary, gdy drazy dany
problem. Nie ma wiec sensu szufladkowanie zadan na typy czy rodzaje. Najwiekszg role
odgrywa kreatywnosé, konsekwencja, ale tez pamie¢ pomocna w odtwarzaniu potrzebnych
schematdéw czy podobnych zadan i ich rozwigzan.
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Aby zwiekszy¢ zdolnosci i sprawnosci mdézgu w danych obszarach, nalezy jednak wykonywac
konkretne ¢wiczenia. Do znalezienia skutecznej i najprostszej drogi rozwigzania problemu
potrzebne jest myslenie logiczne i holistyczne. Nie mozna go stymulowac tylko przez zadania
teoretyczne, ale tez praktyczne. W matematyce elementarnej za najistotniejsze dla dalszego
rozwoju uwaza sie zadania, przy ktorych z faktow trzeba wyciggnac logiczne wnioski.
Wszystkie te warunki spetniajg zadania, w ktérych trzeba dokona¢ obliczen kalendarzowych
zwigzanych z okreslaniem czasu. Nie sg one tatwe, wymagajg bowiem dobrej znajomosci
faktéw geograficznych, konstruowania analogii i postugiwania sie nimi, stosowania jezyka
symbolicznego oraz rozpoznawania struktur logicznych.

Interioryzacja czynnosci konkretnych umozliwia przejscie do czynnosci wyobrazeniowych,
ktore z kolei sg podstawg czynnosci abstrakcyjnych w procesie ksztattowania sie pojec.
Matematyka jest nauka dedukcyjng, z przyjetych przestanek i wczesniej wyprowadzonych
definicji oraz twierdzen wycigga wnioski. Ale te twierdzenia trzeba znac i wiedzie¢, w jakim
kontekscie je stosowac. Niektdre z klasycznych zadan ,,czasowych” wydajg sie uczniom
wydumane i mato przydatne (na przyktad ustalanie momentu gérowania Storica w danym
punkcie), niemniej jednak mozna je traktowac jako ustanawiajgce pewne algorytmy
obliczania wartosci wyrazen algebraicznych.

Kontekst geograficzny zadan

Obliczenia zwigzane z konsekwencjami ruchu obrotowego i obiegowego Ziemi sg
podstawowg umiejetnoscig geografa. Matematyk moze czerpac z puli tematéw dotyczgcych
wyznaczania miedzy innymi:

e czasu stonecznego (miejscowego) i strefowego okreslonego miejsca na Ziemi
na podstawie podanych dfugosci geograficznych,
e daty dla okreslonego miejsca na Ziemi w przypadku przekraczania linii zmiany daty,
e dtugosci geograficznej miejsca na podstawie podanego czasu stonecznego
na wybranych potudnikach geograficznych,
e wysokosci Storica w momencie gérowania (inaczej: kata padania promieni
stonecznych) w dniach 21 111, 23 IX, 22 VI, 22 XII,
e odlegtosci miedzy dwoma punktami lezgcymi na tym samym potudniku
geograficznym.

Bank zadan
Zadanie 1

W najkrétszym dniu 2017 roku, czyli 21 grudnia, Storice wzeszto o godzinie 7.42, a zaszto
0 godzinie 15.24.

a) lle godzin i minut uptyneto 21 grudnia 2017 roku od wschodu do zachodu Stonca?
b) Ole godzin i minut dzien byt wtedy krétszy od najdtuzszego dnia w 2017 roku?




Zadanie 2

Oblicz, ktéra godzina czasu stonecznego jest w Petersburgu, gdy Storice géruje w Londynie?
Ktdra godzina czasu stonecznego jest wtedy w Warszawie?

Zadanie 3

Oblicz, ktéra godzina czasu stonecznego jest w Krakowie, gdy w Paryzu wieza Eiffla rzuca
najkrotszy cien w roku.

Zadanie 4

Oblicz, ktéra godzina czasu stonecznego byta w Nowym Jorku, gdy w todzi 20 listopada 2017
roku byta godzina 8.00 czasu urzedowego.

Zadanie 5

Pani Ewelina 13 marca o godzinie 16.30 wsiadta do samolotu w Warszawie i poleciata do
Moskwy. Lot trwat 2 h 15 min. Na lotnisku w Moskwie czekata 3 h 45 min na przesiadke
na samolot lecgcy do Nowego Jorku. Lot trwat 9 h 50 min. O ktdrej godzinie i ktérego dnia
pani Ewelina przyleciata do Nowego Jorku?

Zadanie 6

a) Oblicz, na jakiej dtugosci geograficznej lezy miejscowos¢, w ktérej Storce géruje o 2 h
20 min pdzniej niz w Krakowie.

b) Oblicz szerokos¢ geograficzng miejsca, w ktorym Storice géruje w dniu 22 grudnia
na wysokosci 30°.

c) Oblicz szerokos¢ geograficzng miejscowosci potozonej na réwnolezniku, na ktorym
w dniu przesilenia letniego Stonce goéruje po potudniowej stronie nieba na wysokosci
50°.

Zadanie 7
Oblicz wysokos¢ gérowania Storica na rowniku w dniu 22 czerwca.
Zadanie 8

Oblicz (w km) odlegto$é miedzy punktami P (10°E, 30°S) i M (10°E, 60°N) potozonymi na kuli
ziemskiej.

Zadanie 9

Okresl, pod jakim kgtem obserwujg Gwiazde Pétnocng mieszkancy Londynu.
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Zdanie 10

1. Rdznica czasu stonecznego miedzy miejscowosciami A i B wynosi 4 h 4 min. Oblicz
réznice dtugosci geograficznej miedzy tymi miejscowosciami.

2. Rodinica dtugosci geograficznej miedzy miejscowosciami A i B wynosi 120°. Oblicz
réznice czasu stonecznego miedzy tymi miejscowosciami

Pomyst na... wspétczesng wyprawe dookota swiata

Tym razem pomyst na zaplanowanie wspodfczesnej wyprawy dookota swiata. | to wcale nie
wirtualne;j!

e Do wspotpracy trzeba pozyskac kilka klas — a najlepiej wszystkie klasy w danej szkole.

e Nalezy wybrac rezysera przedsiewziecia, ktory dobierze sobie wspdtpracownikdw.

* Przedsiewziecie bedzie polegato na zaplanowaniu i symulacji wyprawy dookota
Swiata.

* Po ustaleniu trasy podrdzy i czasu — najlepiej, zeby byt to jeden dzien, tak aby
podrdznik przekraczat linie zmiany daty oraz strefy czasowe — trzeba doktadnie
rozplanowac, gdzie turysta bedzie sie zatrzymywat.

* Przystanki bedg w salach szkolnych, mogg by¢ tez na korytarzu, w Swietlicy,
bibliotece. W miejscach tych nalezy przygotowaé odpowiednig scenerie — na przyktad
jesli ma to by¢ Paryz, to warto ,wybudowac” wieze Eiffla. Trzeba tez uwzglednic, czy
podréznik w danym miejscu wylgduje w nocy, czy w dzien, itp.

e Kazdy przystanek powinien mie¢ gospodarza, ktéry oprowadzi podrdznika
po miejscach wartych obejrzenia.

e Do tak przygotowanej scenerii zapraszamy uczniéw — podroznikéw. Ich
przewodnikiem bedzie rezyser wraz z asystentami.

Na lewo most, na prawo most

Zagadnienie mostow krélewieckich

Matematykowi sfowa popularnej niegdys piosenki: ,na lewo most, na prawo most” kojarza
sie oczywiscie z problemem, nad ktérym podobno tamali sobie gtowy mieszkancy Krdlewca:
,Czy mozna przejs$¢ kolejno przez wszystkie mosty znajdujace sie na Pregole tak, zeby kazdy
przekroczyc¢ tylko raz”. Problem ten rozwigzat jeden z najstynniejszych matematykéw swiata
Leonard Euler. Praca Eulera, opublikowana w 1741 roku i zawierajgca opis rozwigzania
zagadnienia, data podwaliny pod teorie grafow, ktdra odgrywa dzisiaj niebagatelng role

w zagadnieniach geograficznych.

Najwazniejsze osiggniecia teorii grafow byly rezultatem prob rozwigzania zadan praktycznych,
na przyktad wyznaczania najmniejszej odlegtosci sposréd wszystkich potaczen. Dzisiaj grafy
stosuje sie do przedstawiania prawie kazdej sytuacji, w ktorej wystepujg obiekty dyskretne




i relacje miedzy nimi zachodzace. Powszechnie wykorzystywane sg w urzgdzeniach typu
GPS do znajdowania drogi z jednego punktu do drugiego, z uwzglednieniem ograniczen

po drodze (na przyktad wynikajacych z przepiséw ruchu drogowego, jak ruch jednostronny),
z mozliwoscig obliczenia catkowitej dtugosci trasy oraz czasu przejazdu. Grafy mozna
zaimplementowad w postaci tablicy okreslajgcej rodzaj potgczenia oraz jego etykiete lub
dynamicznie skorzystac¢ ze wskaznikow?.

Zagadnienie mostéw krdlewieckich

Przez Krélewiec przeptywata rzeka Pregota, na ktérej znajdowaty sie dwie wyspy. Przez rzeke
przerzucone byty mosty, z ktorych jeden tgczyt obie wyspy, a pozostate mosty taczyty wyspy
z brzegiem rzeki.

Powstat problem: czy mozna przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, zeby kazdy
przekroczy¢ tylko raz.

Euler wykazat, ze jest to niemozliwe, a decyduje o tym nieparzysta liczba wylotow mostow
zaréwno na kazdg z wysp, jak i na oba brzegi rzeki.

Myslenie werbalne

W korelacji matematyczno-geograficznej grafy najczesciej wykorzystuje sie do znalezienia
najkrétszej drogi miedzy dwoma punktami znajdujgcymi sie na powierzchni Ziemi (przy czym
wykorzystana metryka moze by¢ metrykg miejskg!), a co za tym idzie — do rozwigzywania
zadan tekstowych.

Zadania takie prowadzg najpierw do wytworzenia modelu matematycznego opisanej sytuacji,
a nastepnie do ustalenia strategii rozwigzania. W zadaniach tekstowych najwazniejsze jest

ich uwazne przeczytanie. Trzeba koniecznie zwraca¢ uwage na to, aby uczacy sie niczego
sobie nie dopowiadali, lecz korzystali tylko z tego, co jest podane, i na tej podstawie wyciggali
whioski.

Zachecajmy, aby problemy rozpatrywali z wielu stron i nie pozostawali przy jednym
schemacie, nawet jesli jest on wyjgtkowo skuteczny. Prowokujmy dyskusje, ktéra rozwinie
myslenie werbalne, pomagajace w przektadaniu zagadnierht matematycznych na blizsze
uczniom zagadnienia praktyczne.

| odwrotnie, gdy zauwazamy, ze uczenie koncentruje sie na jezyku i konceptualizacji
werbalnej, warto wizualizowaé problemy i odejs$¢ od ich formalnego opisu, co jest szczegdlnie
wazne dla dyslektykow czy innych osdb majgcych trudnosci w uczeniu sie matematyki.

Mysleniu werbalnemu mogg towarzyszy¢ samodzielnie przez uczniow wykonane przyrzady
pomiarowe — na przyktad do pomiaru wysokosci gwiazd czy wysokosci Storica (laska Jakuba,
gnomon).

2 Na podstawie: http://docplayer.pl/15564156-Zastosowanie-teorii-grafow-w-geograficznych-systemach-

informacyjnych.html.
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Pomyst na... wykorzystanie teorii grafow w praktyce

e Dzielimy uczniow na szes¢ grup.

e Prosimy, aby kazda z grup 1, 2, 3 wytypowata jedno miasto lezgce nad rzekg, przez
ktorg prowadzg co najmniej trzy mosty. Zadaniem uczniow jest rozwigzanie dla
wybranego miasta (na przyktad Krakowa, Wroctawia) problemu analogicznego do
zagadnienia mostéw krolewieckich.

e Grupy 3, 4, 5 bedg pracowaty nad zadaniem zwanym problemem komiwojazera.
Najpierw kazda z grup sporzgdza tabelke odlegtosci drogowych miedzy wybranymi
czterema polskimi miastami (uczniowie mogg korzystac przy tym z réznych zrédet
informacji). Ich zadaniem jest znalez¢ najkrotszg trase zaczynajgcy sie w pierwszym
z wybranych miast, prowadzgcg przez wszystkie pozostate miejscowosci i powracajgca
do pierwszego miasta.

¢ Mozna zasugerowac uczniom, ze zadania, nad ktérymi pracujg, sg dobrze
opracowane teoretycznie, zatem aby utatwic¢ sobie ustalenie odpowiedzi, mozna
siegngc¢ do dostepnych zrdodet informacji (na przyktad encyklopedii tradycyjnej czy
multimedialnej).

Podsumowaniem zaje¢ powinna by¢ graficzna prezentacja omawianych zagadnien,
podbudowana czescig teoretyczng, ktdra pozwoli mtodziezy wykaza¢ nabyte umiejetnosci
geograficzne i matematyczne.

Zdumiewajace zasady logarytmoéw?

Myslenie liczbowe

Myslenie liczbowe rozwijane jest na kazdym etapie ksztatcenia. Okazuje sie ono niezbedne do
rozwigzywania mniej lub bardziej skomplikowanych problemdéw matematycznych, zaréwno
tych szkolnych, jak i tych z otaczajgcej nas rzeczywistosci. Wiele oséb uwaza myslenie
liczbowe za jeden z najistotniejszych czynnikéw warunkujgcych powodzenie w przedmiotach
szkolnych, szczegdlnie matematyczno-przyrodniczych. Ksztattowanie umiejetnosci zwigzanych
z mysleniem liczbowym nie musi opierac sie tylko na ¢wiczeniach wykonywania operacji
pamieciowych, lecz moze by¢ prowadzone w kontekscie myslenia logiczno-liczbowego,
pozwalajgcego na wykorzystanie kartki papieru, kalkulatora czy komputera. Dobrym
pomystem jest, aby skomplikowane dziatania wykonywac ,czgstkami”, czyli porzgdkowa¢é

je i dopiero scalac. Z kolei catosciowe patrzenie na zadanie lub wykonanie odpowiedniego
rysunku pomaga w znalezieniu logicznego ,,skrotu”, ktéry oszczedza pracochtonnego liczenia.

Trudne zadanie liczbowo-tekstowe z elementami realistycznymi warto obudowa¢ ciekawa
historyjka lub anegdotky. Zadania tego typu poddajg treningowi sektor odpowiedzialny
w modzgu za mowe, przekfadajg bowiem jezyk matematyczny na potoczny i odwrotnie. Gdy

3 Napis inspirowany tytutem epokowego dzieta Napiera ,,Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio” [tac. opis

zdumiewajgcej zasady logarytmodw].




tworzy sie ,,bank” takich zadan, warto siegnagé¢ po zadania matematyczno-geograficzne,
o duzej réznorodnosci i stopniowane] trudnosci. Do tych trudniejszych mozna zaliczy¢
problemy, ktdrych rozwigzanie wymaga uzycia logarytmaow.

W podrecznikach szkolnych znajdziemy niewiele przyktadéw zastosowania logarytmow

w obliczeniach geograficznych. Moze dlatego nawet z pozoru prosty problem zwigzany

z logarytmami nie jest tatwy do zinterpretowania przez przecietnego ucznia. Ponizej
pomyst na zajecia, ktdore mogg by¢ jednym z elementdw sesji poswieconej zastosowaniom
logarytmdéw w rdznych dziedzinach wiedzy, a zarazem utrwalg umiejetnosci zwigzane

z wykorzystaniem definicji i twierdzen zwigzanych z logarytmami.

Pomyst na... zajecia prowadzone metodg odwrdcone;j lekgcji
Krétki opis

e Porozmawiaj z uczniami o historii logarytmdw, zwracajgc uwage na niejako
,wymuszony” proces ich powstania. (W zwigzku z rozwojem astronomii, handlu
i nawigacji zaczeto wykonywac dziatania na coraz wiekszych liczbach. Mnozenie
liczb wielocyfrowych wymagato zmudnych obliczen, a wynik czesto obarczony byt
btedem. Dopiero odkrycie w XVI wieku logarytmow czesciowo rozwigzato problem.
Szkocki dyplomata John Napier zbudowat tablice umozliwiajgce mnozenie liczb
za pomocg dodawania innych liczb. Dzisiaj, dzieki rozwojowi elektronicznej techniki
obliczeniowej, znaczenie logarytmdéw bardzo sie zmniejszyto).

e Podziel uczniéw na dwie grupy.

e Popros, aby grupa pierwsza poszukata w domu odpowiedzi na pytanie: Co majg
wspolnego logarytmy z trzesieniami ziemi? Wrecz uczniom koperte zawierajgcg
zadania, ktérych rozwigzanie powinno by¢ punktem wyjscia do prezentacji dajace;j
odpowiedz? na postawione pytanie.

Zadania dla grupy 1
Zadanie 1*

5 maja 2014 roku w Tajlandii miato miejsce trzesienie ziemi o sile 6,2 w skali Richtera.

e Oblicz amplitude trzesienia ziemi w Tajlandii i rozstrzygnij, czy jest ona wieksza, czy
mniejsza od 100 cm. Przyjmij A = 10* cm.

e Dowiedz sig, co to jest magnituda, i oblicz, jaka byta magnituda trzesienia ziemi
w Tajlandii.

4 Na podstawie: Matura 2016, poziom podstawowy.




i& Zeszyt 2

Zadanie 2
e Oblicz, oile wzrosnie sita trzesienia ziemi, jezeli amplituda wzrosnie stukrotnie.

e Oblicz, oile wzrosnie amplituda, jezeli wartosc¢ skali Richtera wzrosnie o trzy
jednostki.

Popros, aby grupa druga poszukata w domu odpowiedzi na pytanie: Co majg wspdlnego
logarytmy z cisnieniem atmosferycznym? Wrecz uczniom koperte zawierajgcg zadania,
ktorych rozwigzanie powinno by¢ punktem wyjscia do prezentacji dajgcej odpowiedz
na postawione pytanie.

Zadania dla grupy 2

Zadanie 1

Oblicz przyblizong wysokos¢ szczytu gorskiego, wiedzac, ze u jego podndza ci$nienie
atmosferyczne wynosi 760 mm Hg, a na jego wierzchotku 740 mm Hg.

Zadanie 2

Oblicz przyblizong wartos¢ cisnienia atmosferycznego panujgcego u podndza szczytu
gorskiego, jezeli wysokos¢ gory wynosi 575 m, a ci$nienie atmosferyczne na jej wierzchotku
700 mm Hg.

Zadbaj o to, aby zajecia podsumowujgce samodzielng prace ucznidéw okazaty sie atrakcyjne
— mile widziane bedg efekty dZzwiekowe, ciekawostki dotyczgce problematyki, ktorg zgtebiali
uczniowie, fragmenty filmow itp.

Przygotuj pakiet zadan do rozwigzania w klasie. Zadaj pytania pogtebiajgce rozwazang
problematyke: Czy trzesienia ziemi zdarzajg sie na innych planetach? Czy cisnienie
atmosferyczne na innych planetach jest takie samo jak na Ziemi?

Materiat teoretyczny

Skalg logarytmiczng okreslajgcg wielkos$¢ trzesienia ziemi na podstawie amplitudy drgan
wstrzgsow sejsmicznych jest skala Richtera:

A — amplituda fali uderzeniowej wstrzgséw (w cm)

A, — stata zwana amplituda wzorcowa (cm).




Obecnie skale Richtera zaczeta zastepowac magnituda — liczbowa miara wielkosci trzesien
ziemi oparta na wielkosci momentu sejsmicznego.

Wysokos¢ h szczytu gérskiego (w m) mozna obliczy¢ ze wzoru:
h = 18400(logc,- logc,),
gdzie c, ¢, —cisnienie atmosferyczne (w mm Hg) odpowiednio u podndza i na wierzchotku.
Ciekawostka: juz w XV wieku zaczeto porownywac kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego
i geometrycznego. Zauwazono, ze iloczyn dwdch wyrazéw ciggu geometrycznego odpowiada
sumie odpowiednich wyrazow ciggu arytmetycznego, co w konsekwencji doprowadzito do

odkrycia logarytmow.

Tabelka przedstawiajgca wartosci cisnienia atmosferycznego na innych planetach?:

Ciato niebieskie Cisnienie atmosferyczne (hPa)

Wenus 93000

Ziemia 1013,25

Mars 7-9

Jowisz 70

Saturn 140

Tytan 1467

Uran 120 (poziom chmur)
Neptun ~ 10 (powierzchnia)

Obiekty o niezwyklych wymiarach

,Geometria fraktalna sprawi, ze inaczej spojrzysz na Swiat. Ostrzegam — zgtebianie tej
wiedzy wigze sie z niebezpieczennstwem. Ryzykujesz utrate czesci wyobrazen z dziecinstwa —
szczegolnie tych dotyczgcych chmur, lasdw, kwiatow, galaktyk, lisci, pior, skat, gér, potokdéw
i wielu innych. Twoja interpretacja przyrody zmieni sie catkowicie i na zawsze”®.

Michael F. Barnsley, brytyjski matematyk

Struktury o budowie fraktalnej s3 powszechnie spotykane. Przyktadem mogg by¢ systemy
wodne rzek, linie brzegowe, szczyty gorskie, chmury, turbulencje.

5 Na podstawie Wikipedii: https://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C5%9Bnienie_atmosferyczne, [online: dostep, dn.
10.11.2017].

6 Cytat na podstawie: http://mathspace.pl/matematyka/fraktalne-oblicze-natury-czyli-geometria-fraktalna-
czesc-1/, [online: dostep 20.11.2017].
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Cztowiek od zawsze probowat poznac i opisac otaczajgcy go Swiat. Geografowie
wykorzystywali w tym celu narzedzia matematyczne, a matematycy siegali do pojeé
przyrodniczych. Wiele zjawisk zachodzgcych w przyrodzie jest nadal niezrozumiatych i nie
daje sie ujgé¢ w formuty matematyczne. By¢ moze to fraktale sg kluczem do ich zrozumienia.
Rozwdj wiedzy o fraktalach i zastosowanie ich do opisu geometrycznego obiektdw w naturze
sprawity, ze pojawito sie wiele teorii zwigzanych z samopodobienistwem i jego wiasnosciami.

Czy wiesz, ze...

Linia brzegowa Wielkiej Brytanii jest bardzo poszarpana, zblizona w swym przebiegu do
krzywej Kocha, ktérej wymiar fraktalny wynosi 1,2618.

Polska linia brzegowa jest mato rozcztonkowana, jej wymiar fraktalny wynosi ok. 1,071.

W matematyczno-geograficzne meandry dobrze wpisuje sie teoria chaosu, ktorej
przestankami byty badania nad modelami przewidywania pogody. Atraktor Lorenza

czy zbiér Mandelbrota to atrakcyjne graficznie obiekty, ktére mogg stac sie tematami
prac projektowych, na przyktad wykonywanych metodg WebQuest. Dynamiczne uktady
deterministyczne (takie jak btyskawica) sg opisywane za pomocg uktadéw nieliniowych.
Z tego powodu w praktyce szkolnej ich wykorzystanie jest znikome.

Matematyk moze za to czerpac z bardziej ,przyziemnych” tresci geograficznych do:

e obliczania srednich (Srednia roczna temperatura powietrza, srednia gestos¢
zaludnienia, sredni wzrost gospodarczy itp.),

e obliczania wielkosci mianowanych (amplitudy dobowej i rocznej powietrza, wartosci
temperatury po obu stronach pasma gorskiego, wilgotnosci powietrza, cisnienia
atmosferycznego, wartosci zasolenia morza, wysokosci wzglednej i bezwzglednej),

e czytania map synoptycznych, rozpoznawania klimatu na podstawie tabel czy
wykresow,

e obliczania bilansu wodnego,

e zaznaczania na osi liczbowej kolejnych wydarzen geologicznych,

e odczytywania i interpretowania danych statystycznych zwigzanych z demografig
(przyrostem naturalnym, migracjami, liczbg ludnosci, gestoscig zaludnienia,
urbanizacjg, obliczaniem zbiordw i plondw, zaleznosciami komunikacyjnymi,
kwestiami dotyczgcymi przemian gospodarczych i politycznych).




Bank zadan

Zadanie 1

Rysunek przedstawia klimatogram Suwatk. Na jego podstawie omdéw cechy klimatu w tej
miejscowosci’.

Zadanie 2

Oblicz, jakie bedzie cisnienie atmosferyczne na Gérze Sosen (1200 m n.p.m.), wiedzgc,

ze na Przeteczy Brzéz (800 m n.p.m.) byto rowne 890 hPa, a na Przeteczy R6z (750 m n.p.m.)
wynosito 895 hPa.

Zadanie 3

Oblicz wilgotnos¢ wzgledng powietrza (w %), wiedzac, ze cisSnienie pary wodnej wynosi 25
hPa, a maksymalne cisnienie przy panujgcej tam temperaturze jest rowne 35 hPa.

Zadanie 4

W 4 kg wody morskiej jest rozpuszczone okoto 60 g soli. Oblicz zasolenie tego morza.

7 Na podstawie: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Klimatogram_SUWA%C5%81K_na_podstawie_
danych_GUS_i_IMiGW.jpg.




i& Zeszyt 2

Zadanie 5

W naszym miescie w tym roku urodzito sie 900 dzieci, a zmarto 600 oséb. Na koniec tego
roku liczba ludnosci byta réwna 40 000 oséb. Oblicz wskaznik przyrostu naturalnego
W naszym miescie.

Zadanie 6

Nasza miejscowos¢ zajmuje 6 km? i mieszka w niej 1200 osdb. Oblicz gestos¢ zaludnienia
W naszym miescie.

Zadanie 7
W populacji 8000 osdb znajduje sie 4200 kobiet. Oblicz wskaznik feminizacji.
Zadanie 8

W pewnej gminie w miastach mieszka 200 000, a na wsiach 60 000 osdb. Oblicz wskaznik
urbanizacji w tej gminie.

Zadanie 9

Oblicz temperature panujgcg na gtebokosci 2000 km, znajgc Sredni stopien geotermiczny
Ziemi.

Zdanie 10

Oblicz wspodtczynnik aktywnosci zawodowej w miejscowosci Nowe Wrota, wiedzgc, ze liczba
ludnosci aktywnej zawodowo wynosi 20 000 oséb i jest 1200 oséb w wieku produkcyjnym.

Rozpoznanie

Rozwigzywanie zadan takich jak powyzsze wymaga od ucznidw rozpoznania sytuacji
matematycznej, przypomnienia sobie potrzebnych twierdzen, wzordw i pojeé,
przegrupowania (potaczenia nowych elementéw ze znanymi) oraz wyizolowania danych
i szukanych.

Nauczyciel — mentor zadaje uczniom pytania i udziela wskazowek, tak aby wywotac u nich
odpowiednie czynnosci myslowe oraz sprowokowac pozgdane w danej sytuacji dziatania.
W efekcie uzyskane umiejetnosci powinny wystarczy¢é mtodziezy do samodzielnego
rozwigzania podobnych zadan z wykorzystaniem poznanych strategii.

W zadaniach trudniejszych warto zwrdci¢ uwage na potrzebe utozenia planu rozwigzania
— rozpatrywania problemu z réznych stron, badania szczegétow, wigzania ich w rézny
sposob. Uczniowie uwazajg, ze w pracy nad zadaniem najwazniejsze jest jego rozwigzanie.




Nic bardziej btednego — najistotniejsza jest refleksja: majgca odpowiednig strukture oraz
uwypuklajgca najwazniejsze (przetlomowe) momenty w pracy nad szukaniem rozwigzania,
czyli konkretyzacje i uogélnienie.

Konkretyzacja w zadaniach czysto teoretycznych rozpoczyna sie najczesciej od podania

przyktadow matematycznych, by lepiej zrozumieé pytanie oraz zeby przygotowacd i sprawdzié
uogdlnienie.

Podsumowanie

Za podsumowanie niech postuzg stowa osiemnastowiecznego angielskiego poety Williama
Blake’a:

»Zobaczy¢ swiat w ziarenku piasku,
Niebiosa w jednym kwiecie z lasu.
W $cisnietej dtoni zamkngé¢ bezmiar,
W godzinie — nieskoniczonos¢ czasu”.
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