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Wstep: natura , jest napisana” w jezyku
matematycznym

Prekursorem stosowania metod doswiadczalnych w badaniu zjawisk przyrodniczych, byt
Zyjacy na przetomie XVI i XVII wieku wioski uczony Galileo Galilei zwany Galileuszem. Aby

w petni pojmowac swiat, zgtebiat astronomie, filozofie, matematyke i astrologie. Poczynit
wiele odkry¢ w dziedzinie wiedzy zwanej dzisiaj fizyky. Gtosit nowatorskie poglady, wedtug
ktorych zagadnienia przyrodnicze nie powinny by¢ rozwigzywane w sposdb spekulatywny, ale
na drodze empirycznej, popartej rozumowaniem prowadzgcym do ustalenia prawidtowosci,
wspotistnienia i skutkéw zdarzen, a wszystko to powinno by¢ opisane jezykiem matematyki.

W przyrodzie matematyka jest dostrzegana wszedzie — w ksztattach organizmow zywych
i w zjawiskach dynamicznych. Zachwycajg nas kulista kropla rosy, symetryczny lis¢ czy
szeScienny plaster miodu.

W biologii wykorzystuje sie nie tyle pojedyncze twierdzenia matematyczne, ile aparat
matematyki, ktory jest jezykiem do opisywania otaczajgcego nas Swiata. Biolog siegnie

do wzorow matematycznych, gdy bedzie chciat okresli¢ liczebnos¢ populacji, tempo jej
przyrostu czy spadku. W genetyce matematyka jest przydatna do obliczania i przedstawiania
stosunkdéw fenotypowych oraz genotypowych. | o czym wie chyba kazdy — do obliczania
prawdopodobienstwa uzyskania potomstwa o okreslonych cechach.

Modelowanie matematyczne wspomaga symulacje komputerowe proceséw zyciowych,
pozwala zrozumiec dziatanie komarki lub ztozone procesy biochemiczne. Ma tez szerokie
zastosowanie praktyczne w inzynierii genetycznej roslin i bakterii. Obecnie mozna nawet
kupi¢ specjalny model matematyczny do modyfikowania i opracowywania nowych
antybiotykdw.

Niedawno powstata kolejna dziedzina biologii — biologia systemowa, ktéra stosuje
narzedzia matematyki (gtéwnie teorie graféw) do komputerowego modelowania systeméw
biologicznych: od komérek do catych organizmoéw. Dzieki temu mozna obserwowac, jaki
wplyw na catg sie¢ ma jeden jej zmodyfikowany komponent (np. gen).

W biologii szkolnej zastosowanie matematyki jest nieco mniej widoczne. Dzieje sie tak

moze dlatego, ze na edukacje biologiczng przypada niewiele godzin lekcyjnych, wiec

z koniecznosci do omodwienia wybiera sie tresci czysto przyrodnicze. Matematyke stosuje sie
niejako mimochodem, najczesciej do graficznej ilustracji zebranych danych. A i odwrotnie

nie jest lepiej — w podrecznikach licealnych wspomina sie zwykle o zastosowaniu biologii

w matematyce przy omawianiu poteg o wyktadnikach catkowitych ujemnych lub logarytmodw.

Celem tej publikacji jest pokazanie sposobdw, metod i form rozwijania u uczniow myslenia
matematycznego w kontekscie edukacji biologicznej oraz zainspirowanie nauczycieli do
tworzenia zaje¢ edukacyjnych z matematyki wykorzystujgcych przyktady jej zastosowania
w biologii. Publikacja nie ma charakteru zbioru zadan, ale jest to w pewnym stopniu
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skarbnica tematéw i pomystow, z ktérych moze skorzysta¢ nauczyciel, rozwijajac je lub
adaptujac do potrzeb swoich uczniow. Tytuty rozdziatéw to cytaty z Galileusza. Mamy
nadzieje, ze sktonig czytelnika do refleksji nad holistycznym pojmowaniem rzeczywistosci.

Ze wzgledu na niewielkg objetos¢ zeszytu i szeroki krag odbiorcéw (nauczycieli szkot
podstawowych, gimnazjow i szkét ponadpodstawowych) nie jesteSmy w stanie oméwic
wszystkich szkolnych aspektéw matematyczno-biologicznych. Zatem w pracy znalazty

sie tylko wybrane zagadnienia, o roznym stopniu trudnosci, ktére wydajg sie najbardziej
interesujgce dla uczniéw i nie wymagajg specjalistycznego przygotowania biologicznego od
nauczycieli matematyki.

Ostatnia cze$¢ zawiera materiaty praktyczne — zadania do wykorzystania w danym dziale
przedmiotowym, pomysty na lekcje, karty pracy itp. Proponowany materiat ma rézne stopnie
trudnosci i nie jest przypisany do zadnego etapu edukacyjnego. Opisuje on bowiem pewien
problem, a to, jak zostanie zinterpretowany, uszczegétowiony, rozwiniety i wykorzystany, jest
sprawg inwencji nauczyciela.

Mamy nadzieje, ze niniejszy zeszyt usystematyzuje i wzbogaci wiedze biologiczng nauczycieli
matematyki, co zaowocuje tworzeniem interesujgcych i niebanalnych zaje¢ edukacyjnych,
ktore bedg wzorcowymi przyktadami holizmu edukacyjnego.

Nagromadzenie danych to nie jest jeszcze nauka

Kiedy pytamy o zwigzki matematyki z biologig, wiekszos¢ oséb odpowiada bez namystu:
,Ssymetria” i ,wielokgty”. Rzeczywiscie, jest to najbardziej naturalna, rowniez dla ucznidw,
geometryzacja otaczajgcej nas przyrody. Piekne, kolorowe ksztatty lepiej przemawiajg

do uczacych sie niz sucha teoria na temat przeksztatcern geometrycznych czy wtasnosci
wielokatow. Jak zatem mozna wykorzystac te naturalng ciekawo$é dzieci i mtodziezy,

by przeku¢ jg w rzeczywistg wiedze? Dzieki uczeniu sie matematyki mimo woli —

z wykorzystaniem dotyku i wechu, z uzyciem fotografii, obserwacji, rysunkéw, na drodze
stawianych hipotez i wycigganych wnioskow.

Wielokqty

Zacznijmy rozmawiac o wielokgtach w czasie wyprawy na ukwiecong tgke. Poprosmy, aby
uczniowie zaobserwowali najpierw, po ile ptatkdw majg rosngce tam kwiaty. Zwykle mtodzi
ludzie sg zaskoczeni tym, ze w przyrodzie dominujg rosliny o kwiatach piecioptatkowych.
Obserwacja ta zaburza ich poczucie symetrii (powinno by¢ po cztery lub szesé ptatkdw!)

i przekonanie, ze to kwadrat i tréjkat sg podstawowymi wielokgtami. Szesciokat bytby jeszcze
dla nich do przyjecia, ale nie pieciokat!




Kwiaty piecioptatkowe

Jako ciekawostke mozna opowiedzie¢ o zaleznosci miedzy ptatkami piecioptatkowych
kwiatéw: odlegtos¢ miedzy co drugim ptatkiem podzielona przez odlegtos$é miedzy sgsiednimi
ptatkami jest stata i wynosi ok. 1,6, czyli jest ztotg liczba.

Jesli zajecia zorganizujemy wraz z 0sobg uczgcg biologii, to uzasadnione bedzie omdéwienie
przy okazji catej budowy kwiatow.

W swiat wielokatow foremnych wprowadzimy uczniéw, gdy poprosimy, aby potozyli kwiat
na kartce papieru i narysowali odpowiadajgcy mu wielokat, tagczgc odcinkami konce ptatkow.

Wielokaty w kwiatach

Gdy uczniowie skoriczg badanie wtasnosci otrzymanych wielokatéw (np. korzystajac
z wczesniej przygotowanych kart pracy), mozemy pokazac im, jak powstaje pentagram,
i opowiedzie¢ o jego tajemniczych wtasnosciach.

Uczniowie ze szkoty ponadpodstawowej mogg samodzielnie narysowac pentagram, obliczy¢
dtugosci odcinkdw w pentagramie i miary katéw, a nastepnie sformutowac wnioski.

Symetria

Naturalnym ciggiem dalszym zajec , kwiatowych” bedzie wprowadzenie zagadnienia symetrii
i podanie jej odpowiednikow najczesciej spotykanych w opisywaniu przyrody: symetrii
promienistej (przyktad — kwiaty tulipana i zawilca) oraz grzbiecistej (przyktad — kwiat groszku
pachngcego).

»Symetria promienista, polisymetria, aktynomorfizm — cecha budowy organizmu,
ktora charakteryzuje sie tym, ze roslina lub jej organy sg zbudowane tak samo oraz sg
rozmieszczone réwnomiernie wzgledem hipotetycznego punktu centralnego lub diugiej
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osi ciata. W takiej roslinie mozna wyznaczy¢ wiele ptaszczyzn symetrii, wzgledem ktérych
zachodzi zgodnos¢ budowy obu stron” (Wikipedia: symetria promienista).

»Kwiat grzbiecisty — kwiat posiadajgcy taka budowe i uktad poszczegdlnych czesci okwiatu,
ze ma tylko jedng ptaszczyzne symetrii” (Wikipedia: kwiat grzbiecisty).

Rys. 1. Symetria promienista i symetria grzbiecista

Jak powiedziat Galileusz, nagromadzenie danych to nie jest jeszcze nauka, zatem dobrze by
byto, aby zajecia terenowe konczyty sie w szkole rozwijaniem zdobytych wiadomosci oraz
umacnianiem ich czescig teoretyczng i zadaniowg. W ramach pracy domowej uczniowie
mogg poszukaé w najblizszym otoczeniu przyktadow wystepowania ksztattdw omawianych
na zajeciach.

Pentagramy w przyrodzie

Na uzytek tak pomyslanych zaje¢ warto mie¢ zapas zadan i problemoéw o réznym stopniu
trudnosci, stymulujgcych u ucznidéw aktywnos¢ myslenia matematycznego. Dostrzeganiu,
wyjasnianiu i uogdlnianiu prawidtowosci oraz prowadzeniu prostych rozumowan beda
sprzyjaty zadania bazujgce na poznanych wczesniej konkretnych przyktadach, ale juz w petni
abstrakcyjne, np.
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e Narysuj odpowiedni wielokat i na jego bazie zbuduj piecioramienng gwiazde. Jak
najtatwiej znalezé miary katéw tej gwiazdy? Czy narysowana figura ma osie symetrii?
Jesli tak, to ile?

e Jak za pomocg przystajgcych trojkatéw réwnobocznych otrzymacd szescioramienng
gwiazde? A szesciokat foremny? lle osi symetrii ma kazda z tych figur?

e lle osi symetrii ma trdjkat réwnoboczny? lle ma kwadrat? A ile pieciokagt foremny? Czy
dostrzegasz jakas prawidtowos¢? Jesli tak, to zapisz, ile osi symetrii bedzie miat n-kat
foremny.

¢ Naile najmniej trojkatow mozesz podzieli¢ czworokat foremny? A pieciokat foremny?
A szesciokat? Czy dostrzegasz jakas prawidtowosé? Jesli tak, to zapisz, na ile najmniej
tréjkatdw mozna podzieli¢ n-kat foremny.

e Korzystajgc z poprzedniego zadania, zapisz wzdr, dzieki ktdremu bedzie mozna
obliczy¢ sume miar kagtow n-kata foremnego.

e Znajdz wzdér na pole n-kata foremnego (szkota ponadpodstawowa, zakres
rozszerzony).

e Znajdz wzdér na dtugosci przekatnych n-kata foremnego (szkota ponadpodstawowa,
zakres rozszerzony).

Indukcja

Sposoby pracy uczniéw zaproponowane w pierwszej czesci tego rozdziatu stymulujg
indukcyjne myslenie uczacych sie. W badaniach empirycznych indukcja sprowadza sie do
formutowania ogdlnych teorii na podstawie niewielu doswiadczen i obserwacji.

Rys. 2. Schemat postepowania indukcyjnego

Jest to wnioskowanie, ktére bazujgc na stwierdzeniu, ze zbadany obiekt ma pewng ceche
(przy braku przestanek negatywnych), wyprowadza wniosek, ze kazdy obiekt tego samego
rodzaju posiada te ceche.

Jesli nie ma obiektdw innego rodzaju (oprécz tych, ktdre zostaty zbadane), mowimy
o wnioskowaniu przez indukcje zupetng. W przeciwnym razie mamy do czynienia z indukcjg
niezupetna.




Przy omawianiu z uczniami zaje¢ warto zwrdéci¢ uwage, ze jesli chce sie uogdlniac stawiane
hipotezy, to nalezy przeprowadzi¢ ponownie eksperymenty, ale z uwzglednieniem dalszych
czynnikdw majgcych wptyw na dane zjawisko. Bowiem prawdopodobienstwo prawdziwosci
whioskéw wyciggnietych przez indukcje niezupetna rosnie bowiem w miare zréznicowania

badanych obiektéw/zjawisk.

A jednak sie kreci

A jednak sie kreci — tymi stowami, parafrazujgc powiedzenie Galileusza, mozemy
podsumowac rozmowy z ekologami, ktorzy juz od lat przewidujg zagtade ludzkosci,
nieprzestrzegajgcej elementarnych zasad wspotzycia z przyrodg ozywiong i nieozywiona.
Zagadnienia ekologiczne zajmujg poczesne miejsce w edukacji biologicznej w szkotach
wszystkich typdw, cho¢ nie zawsze przynoszg oczekiwane rezultaty. Uzycie aparatu
matematycznego w tym przypadku pomaga w uswiadomieniu mtodziezy skali zagrozen
wynikajacych z umysinego badz nieumysinego lekcewazenia elementarnych zasad ochrony
Srodowiska.

Jednym z pomystéw prowokujgcych uczniow do analizy wptywu cztowieka na réznorodnosé
biologiczng mogg by¢ opisane ponizej zajecia prowadzone metodg stolikdw zadaniowych
wspolnie przez nauczycieli biologii i matematyki. W przypadku tej propozycji warto zadbaé

o to, aby zadania, ktére bedg rozwigzywac uczniowie, zostaty dostosowane do zakresu ich
wczesniejszych wiadomosci i umiejetnosci. Dyskusja, ktdra bedzie podsumowaniem zajec,
powinna pozwoli¢ uczniom na stawianie pytan i formutowanie problemoéw powigzanych

z zyciem codziennym. Uzycie jezyka matematycznego, w odrdznieniu od jezyka naturalnego,
ktorym z reguty postuguje sie biologia, pozwoli na budowanie hipotez dobrze zdefiniowanych
procedur oraz na dowodzenie ich prawdziwosci bgdz nieprawdziwosci. Pobudzi tez do
gtebszych refleksji.

Jesli chodzi o aspekt matematyczny zajeé, to dzieki pracy zespotowej uczniowie nie tylko
utrwalg umiejetnosci wykonywania dziatan arytmetycznych i zamiany jednostek, lecz takze
pogtebia zdolnosci komunikowania sie, rozwigzywania problemoéw w twérczy sposéb,
planowania i organizowania wspolnego uczenia sie. W przypadku grupy uczniéw bardziej
zainteresowanych matematyka mozna formutowac trudniejsze zadania matematycznie,

o niejednoznacznych rozwigzaniach, zmuszajgce uczniow do dyskusji i szukania
najoptymalniejszego rozwigzania.

Ekologia nad Wartqg - dobre praktyki
Opisane zajecia byty fragmentem warsztatéw ekologiczno-matematycznych

przeprowadzonych przez Autorke dla uczniéw Szkoty Podstawowej nr 2 z Wielunia na terenie
Zateczanskiego Parku Krajobrazowego nad rzeka Warta.

Uczniowie pracujg w grupach metodg stolikdw zadaniowych. Na stolikach lezg przygotowane
wczesniej niezbedne akcesoria. Tres¢ problemdw do zbadania umieszczona jest




w kopertach opatrzonych numerami grup. Po przeanalizowaniu i rozwigzaniu wszystkich
zadan kazda grupa zobowigzana jest do utozenia zagadki ekologiczno-matematycznej
rozwijajgcej tematyke zaje¢. Niezbedne dane grupa pozyskuje z zasobdéw internetowych.
Podsumowaniem warsztatow sg: wspdlne rozwigzanie utozonych zagadek, dyskusja

i wykonanie mapy mysli obrazujgcej wnioski wyciggniete przez uczgcych sie.

Stolik 1
Problem 1
Przed wami stojg trzy szklane pojemniki.

e Do pojemnika oznaczonego numerem 1 wlejcie wode z kranu.

e Do pojemnika oznaczonego numerem 2 wlejcie wode przyniesiong z rzeki.

e Do pojemnika oznaczonego numerem 3 wlejcie wode zebrang z katuzy (o ile uda sie
wam znalez¢ katuze).

Zbadaijcie jakos¢ kazdej wody.

e Jaki ma kolor?

e (Czy wydziela zapach?

e (Czy znajduja sie w niej jakie$ zanieczyszczenia?

e Jakg ma kwasnos¢ (uzyjcie papierka lakmusowego)?

Przedyskutujcie odpowiedzi na pytania:

e Ktorej wody uzyjecie do podlewania kwiatow? Dlaczego?
e Ktdra postuzy do picia? Dlaczego?
e Ktora nada sie do mycia rgk? Dlaczego?

Problem 2

e Pomiary prowadzone wczoraj przez jedng z grup uczniow wykazaty, ze do mycia rak
kazdy z was zuzywa jednorazowo ok. 2 dm3wody, a rece myje co najmniej cztery razy
na dobe. Obliczcie, ile litréw wody tgcznie zuzywajg dziennie cztonkowie waszej grupy.

e W jednej szklance miesci sie ¢wier¢ litra wody. lle szklanek wody zuzywa wasza grupa
dziennie do mycia ragk?

e \Woda z kapigcego kranu moze napetnié litrowy pojemnik w ciggu godziny. lle litrow
wody wycieknie z jednego niedokreconego kranu w ciggu doby? llu uczniéw mogtoby
umy¢ jednorazowo rece w tej wodzie?
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Problem 3

e Jakie refleksje nasunety sie wam po rozwigzaniu probleméw 1 i 2? Porozmawiajcie
o tym.
e Zobrazujcie graficznie uprzednio uzyskane dane i wnioski z nich wyptywajace.

Stolik 2
Problem 1

Przez Zatecze Wielkie ptynie Warta. Z Wartg potfgczony jest staw, w ktérym pan Jurek hoduje
ryby. Po obu stronach rzeki stojg domy mieszkalne. W miasteczku znajdujg sie tez szkota,
farbiarnia i mleczarnia.

e Pozyskajcie z internetu plan opisywanej okolicy, wydrukujcie go.
e Na planie zaznaczcie kierunek prgdu Warty oraz proponowane przez was ujecie wody
pitnej dla mieszkarncow.

Problem 2

Nad Wartg znajduje sie 45 obiektéw odprowadzajgcych scieki do wod powierzchniowych
i do ziemi. Az 40 z tych obiektéw odprowadza w ciggu doby m? Sciekéw. Dwa obiekty
odprowadzajg 0,5m3 sciekdw, a pozostate po 40 m3 Sciekdw.

e Oblicz, ile metrow szesciennych Sciekdw tgcznie produkujg te obiekty.
e 7 Zatecza Wielkiego odprowadzanych jest 5m? Sciekow. Jaki to procent ogdlnej ilosci
Sciekow?
Problem 3
Wedtug danych z serwisu internetowego powiatu wieluriskiego w osrodku, na terenie
ktérego sie znajdujemy, w 2014 roku zuzycie wody na dobe wynosito 25 m3. W 2015 roku

objetosc¢ ta wzrosta o 20 proc. W 2016 roku znowu wzrosta — tym razem o .

e Obliczcie, ile teraz wynosi dzienne zuzycie wody w tym osrodku.

e \WyobrazZcie sobie, ze przed wami stoi prostopadtoscienny pojemnik na te wode. Jakg
on ma wysokos¢, jezeli jego podstawa ma wymiary 2 m na 2 m?




Stolik 3

Problem 1

W pudle oznaczonym numerem waszej grupy znajdujg sie smieci, ktére wczoraj zostaty przez
was wyrzucone.

e Oszacujcie ich tgczng wage i obliczcie, ile kilogramdw Smieci wyrzucita przecietnie
osoba z waszej grupy.

e Czy ktdrychs z tych Smieci mozna byto nie wyrzucaé, a zamiast tego datoby sie
wykorzysta¢ powtdrnie? Co o tym sadzicie?

Problem 2

Oszacujcie, na podstawie wczesniejszych rozwazan, ile kilogramow $mieci wyrzucg dzisiaj
wszyscy uczestnicy warsztatow. Co o tym sadzicie?

Problem 3

Procentowa zawartos¢ wyrzuconych przez was Smieci

Zawartos¢ procentowa niektérych wyrzucanych

Rodzaj smieci

Smieci w ogdlnej masie Smieci

Papier 20%
Tworzywa sztuczne 15%
Opakowania szklane 5%

Spozywcze 30%
Inne 30%

Na podstawie powyzszych danych sporzadzcie procentowy diagram kotowy zawartosci
wyrzucanych smieci.

Stolik 4

Problem 1

e Na bibule zaznaczcie atramentem dwie plamy. To wysypiska Smieci.

e Spowodujcie ,,opad” deszczu, spryskujgc bibute woda.

e Zaobserwujcie, co sie dzieje z wysypiskiem. Co o tym sgdzicie?

e Jaki zwigzek zachodzi miedzy lokalizacjg wysypiska a stanem sSrodowiska w najblizej
okolicy?




Zeszyt 1

Problem 2

Nieopodal Zatecza, w Kamionce, znajduje sie gminne wysypisko smieci. W okolicy wysypiska
gleba jest tak zanieczyszczona, ze na kazdym 1 m? gleby znajduje sie 1 kg zelaza, 9 g manganu,
4 g cynku, 3 g miedzi, 20 dag otowiu, 1 g niklu.

Pani Aniela ma dziatke potozong niedaleko wysypiska. Dziatka jest w ksztatcie tréjkata,
takiego jak na rysunku. Obliczcie, ile kilogramdw zanieczyszczen znajduje sie na tej dziatce.
Przyjmijcie, ze dtugosc¢ jednej kratki jest rdwna 10 m. Co o tym sadzicie?

Stolik 5

Problem 1

e Rozdajcie kartki, ktore wyjeliscie z koperty.

e Nie wolno pokazywac waszych kart innym ani zaglgda¢ do kart kolezanek i kolegow.

e Zapoznajcie sie z informacjami na kartach. Mozecie o nich rozmawia¢. Wolno pyta¢,
odpowiadacd na pytania, gtosno czyta¢ informacje.

e Waszym zadaniem jest znalez¢ zapisane na kartach pytania i odpowiedzie¢ na nie.




Pani Zateczariska ma na imie
Jolanta.

Corka panstwa Zateczanskich nie
mieszka z rodzicami.

Pan Zateczanski mieszka
z zong i synem w Zateczu Wielkim.

Syn panstwa Zateczanskich ma
na imie Adam.

Adam ma 15 lat.

Rodzina panstwa Zateczanskich
lubi wygody.

Pani Zateczanska codziennie sie
kapie.

Adam codziennie bierze prysznic.

Pani Jola kapie sie tylko w wannie.

Pan Zateczanski ma na imie
Marcin.

Pan Marcin codziennie bierze
prysznic.

Rodzina panstwa Zateczanskich
mieszka w domku jednorodzinnym.

Pani Zateczanska szes¢ razy
w tygodniu gotuje obiad.

Gdy pani Jola gotuje obiad, pan
Marcin robi reczng przecierke.

Raz w tygodniu pani Jola pierze
w pralce 5 kg bielizny.

Pan Marcin dwa razy
w tygodniu myje samochad.

Pan Marcin korzysta
z toalety cztery razy dziennie.

Pani Jola korzysta z toalety piec
razy dziennie.

Adam korzysta z toalety szesc
razy dziennie.

Rodzina panstwa Zateczanskich
codziennie jada wspdlnie kolacje
i obiad.

Adam zmywa po kolacji.

Na zmywanie po kolacji potrzeba
15 | wody.

Na zmywanie po obiedzie
potrzeba 20 | wody.

Na przygotowanie obiadu zuzywa
sie 25 | wody.

Na pranie reczne zuzywa sie 20
| wody.

Korzystanie z toalety to zuzycie
20 | wody.

Na kapiel w wannie potrzeba 150
| wody.

Na mycie samochodu pan Marcin
zuzywa 40 | wody.

Na kazdy 1 kg bielizny pralka
zuzywa 25 | wody.

lle m3 wody zuzywa rodzina
Zateczanskich w ciggu tygodnia?

Jakim utamkiem catej zuzytej

w ciggu tygodnia wody jest
woda zuzyta przez pana Marcina
w ciggu tygodnia do mycia
samochodu?

Pani Jola raz w tygodniu podlewa
ogrodek.

Na jednorazowe podlanie ogrédka
potrzeba 120 | wody.

lle litréw wody zuzywa w ciggu
tygodnia rodzina panstwa
Zateczanskich na kapiel?

lle litréw wody zuzywa rodzina
panstwa Zateczanskich w ciggu
tygodnia?

Ile litréw wody zuzywa w ciggu
tygodnia rodzina Zateczanskich do
prania w pralce?

Corka panstwa Zateczanskich ma
na imie Krysia.

Krysia mieszka na state w Anglii.

lle litréw wody tygodniowo
zaoszczedzitaby rodzina
Zateczanskich, gdyby wszyscy
brali prysznic zamiast kgpac sie
w wannie?

Adam interesuje sie pitkg nozna.

Pan Marcin codziennie oglada
przez 2 godziny telewizje.

Pani Jola nie lubi zupy ogdérkowej.

Dom panstwa Zateczanskich stoi
pod lasem.

Pan Marcin raz w tygodniu robi
zakupy.

Raz w tygodniu rodzina
Zateczanskich jada obiady u babci.




Nie mozesz cztowieka nauczy¢ niczego. Mozesz
mu tylko poméc odnalezé to w sobie

Matematyka w ogrodzie

Prawdziwy matematyk, patrzac na swiat, dostrzega jego piekno poprzez struktury
uporzgdkowane. Troche jak muzyk, ktéry opisuje swoje uczucia nutami. Kazdy z nas ma
bowiem inng wrazliwos¢ estetyczng, muzyczng i... matematyczng. Szkota pozwala nam jg
w sobie odnalezé. Matematyczna wyobraznia nie sprowadza sie do wykonywania operacji
na liczbach, one s3 raczej Srodkiem, a nie celem. Aparat pojeciowy matematyki jest

na tyle bogaty, ze w umysle cztowieka wytwarza swoiste obrazy, ktdre nie kazdy potrafi
uzewnetrznic. Ale jesli juz komus sie to uda, powstajg twory geometryczne o trzech lub
wiecej wymiarach, najczesciej oparte na symetrii. Najrozmaitsze symetrie opisuje teoria
grup, o ktorej nie mowi sie w matematyce szkolnej (ale w sposéb ukryty wykorzystuje jej
wiasnosci), a ktorej narzedzia swiadomie lub nieSwiadomie stosowali od wiekdéw architekci
ogrodéw, wykorzystujgcy powtarzalnos$é symetrii i jej zatozenia.

Biolog, patrzac na rosline, widzi jej przydatnos¢ organiczng do uzycia w parku czy ogrodzie,
matematyk moze obliczy¢, ile bedzie kosztowat jej zakup. Najswietniejsi architekci krajobrazu
(np. André Le Notre — projektant ogroddow wersalskich) byli swietnymi botanikami, ale
réwniez geometrami. Geometryczna koncepcja ogroddw, zwana ogrodem francuskim,
charakteryzuje sie monumentalnym designem opartym na geometrycznych kompozycjach
alejek, fontann i specjalnie formowanych roslin.

Odwrécona lekcja matematyczno-biologiczna

Nowa podstawa programowa przedmiotu matematyka dla szkoty podstawowej zwraca
uwage, iz zaréwno na etapie operacyjnym konkretnym, jak i na etapie myslenia
abstrakcyjnego dla ucznia wazne jest poznawanie matematyki za pomocg konkretnych
odniesien do rzeczywistosci (Por. Podstawa... matematyka, b.r.). W takim kontekscie rozwaj
myslenia matematycznego zaczyna sie od doboru odpowiedniego modelu matematycznego
do prostej sytuacji i jej opisu za pomocg odpowiednich wzordw oraz zaleznosci, a koriczy

na prowadzeniu mniej lub bardziej skomplikowanych rozumowan, prowokujgcych
uabstrakcyjnienie postawionych hipotez i wnioskow. Tym razem przy omawianiu trudnych
zagadnien geometrycznych mozemy bazowac na naturalnej dla cztowieka potrzebie piekna
i udoskonalania rzeczywistosci.

Zajecia dla 0sob na kazdym etapie edukacji szkolnej mozemy poprowadzi¢ wspdlnie

z nauczycielem biologii metodg odwréconej lekcji. W tym celu nalezy poprosi¢ uczniéw,
aby w internecie lub w innych dostepnych zrédtach wiedzy poszukali przyktadéw roslin
wieloletnich, ktére najczesciej mozna spotkac w ogrodach typu francuskiego. Kolejnym
zadaniem jest przygotowanie prezentacji uzyskanych wiadomosci (np. w formie pokazow
multimedialnych). Tak sformutowany problem wpisuje sie dobrze w sposéb realizacji
biologii w szkole podstawowe;j: ,przedmiot biologia powinien stuzy¢ ksztattowaniu postawy




ciekawosci poznawczej, poprzez zachecanie ucznidw do stawiania pytan, formutowania
problemow, krytycznego odnoszenia sie do réznych informacji, dostrzegania powigzan
nauki z zyciem codziennym oraz zwigzku miedzy réznymi dziedzinami wiedzy. Nabyta przez
ucznia wiedza (wiadomosci i umiejetnosci) powinna miec zastosowanie w rozwigzywaniu
bliskich mu problemdw, a takze stuzy¢ rozwijaniu Swiadomosci znaczenia biologii

w réznych dziedzinach zycia” (Podstawa... biologia, b.r.: 21).

Na lekcji biologii uczniowie zastanowig sie wspadlnie, jakie cechy powinny mie¢ rosliny,
ktorymi chcemy obsadzié nasz ogréd (w przypadku ogrodéw typu francuskiego wazne
jest nie tylko przystosowanie do odpowiedniego klimatu, ale tez to, zeby roslina dawata
sie formowac w odpowiednie ksztatty). Przy okazji uczniowie poznajg i klasyfikuja
przedstawicieli drzew lisciastych oraz iglastych, krzewdw itp. W szkole ponadpodstawowej
mozna przy tym porozmawiac o genetycznej modyfikacji roslin specjalnie do celdw
hodowli ogrodowych.

Figury unikursalne

Lekcje matematyki mozna rozpoczg¢ od rozpoznawania i nazywania figur geometrycznych,
w ksztatcie ktérych sg twory ogrodowe, i stawiania probleméw geometrycznych do
rozwigzania.

Zrédto: vem8383, licencja: CC BY-NC 2.0 Zrédto: Rupert Ganzer, licencja: CC BY-NC-SA 2.0

W klasie IV szkoty podstawowej rozpoczynamy od wprowadzenia pojecia tamanej (np.
rozpoznanie jej odpowiednika stworzonego z ogrodowych sciezek) — uczniowie maja
okresli¢ jej podstawowe wtasnosci. Zadajemy pytania na temat wzajemnego mozliwego
potozenia bokdw tamanej, probujemy tez zdefiniowac pojecie. Na dalszych etapach
ksztatcenia rozmawiamy o figurach unikursalnych, nawigzujac do teorii grafow.
Stopniowo rozwijajgc myslenie matematyczne w obszarze prostych rozumowan

i uogdlniania, pokazujemy na zdjeciach (lub slajdach) rzeczywiste odpowiedniki figur
geometrycznych, ktdre mozna narysowac bez odrywania otdwka od kartki papieru i bez
prowadzenia go dwa razy po tej samej linii (zadanie nawigzujace do rzeczywistej sytuacji:
zaprojektuj takie Sciezki w ogrodzie, aby cztowiek spacerujgcy po nich nie przechodzit

tg sama sciezkg dwukrotnie). Pytamy: czy w ten sposdb mozna narysowac¢ dowolny
wielokat? A wielokat z przekatna? Uczniowie powinni zauwazyé, ze jednobieznos$¢ zalezy



https://www.flickr.com/photos/vgm8383/2330598837/
https://www.flickr.com/photos/loop_oh/17079651858/

od liczby weztéw parzystych i nieparzystych, w ktérych spotykajg sie linie. Aby figura byta
unikursalna, mogg istnie¢ co najwyzej dwa wezty nieparzyste.

Rys. 3. Czworokat z jedng przekatng i z dwiema przekgtnymi

Takie rozumowanie prowadzi bezposrednio do twierdzenia Eulera, opisujgcego zaleznos$¢
miedzy liczbg wierzchotkdw, Scian i krawedzi grafu ptaskiego. To z kolei utatwia znalezienie
zaleznosci miedzy liczba $cian, wierzchotkéw i krawedzi wielo$cianu, czyli pozwala dojs¢ do
sformutowania twierdzenia Eulera o wieloScianach wypuktych.

Labirynty

Labirynt ogrodowy
Zrédto: Andrew Wilkinson, licencja: CC BY-SA 2.0



https://www.flickr.com/photos/andrew_j_w/3545808394/

Pod koniec XVI wieku modne staty sie ogrodowe labirynty. Najczesciej wykonane byty

z kwiatéw, niskich krzewow lub okoto dwumetrowych zywoptotow roslinnych. Zadanie
znalezienia wyjscia z labiryntu nalezy do grupy problemdéw optymalizacyjnych, ktore polegajg
na znajdowaniu najlepszego rozwigzania wsrod wielu mozliwych rozwigzan spetniajgcych
okreslone warunki.

Zadanie dla uczniow

W prostokacie zamkniety jest labirynt. Ma on tylko jedno wejscie/wyjscie. Wszystkie jego
Sciany sg rownolegte do scian zewnetrznych (bokdw prostokata). W labiryncie z kazdego
pola istnieje droga prowadzgca do wyjscia (nie ma obszaréw zamknietych). Nalezy znalezé
najkroétszg droge pozwalajgcg osobie znajdujgcej sie w labiryncie na wyjscie z niego.

Sama tresc¢ zadania wydaje sie pozornie mato zwigzana z matematykga. Aby znalezé
odpowiedz na postawiony problem, trzeba skorzysta¢ z metod heurystycznych, opierajgcych
sie na intuicyjnych sposobach wyboru najlepszych, praktycznych rozwigzan, co w niewielkim
stopniu wykorzystywane jest na lekcjach matematyki. Jednocze$nie mozna bedzie pogtebic
wiedze przy okazji rozwazan o figurach unikursalnych i wzbogaci¢ swoje wiadomosci

Za pomocg zaawansowanego aparatu matematycznego.

W tresci zadania nie jest sprecyzowane, w ktérym punkcie labiryntu znajduje sie osoba
chcaca z niego wyjs¢. Nalezy zatem podac algorytm, ktéry z kazdego punktu labiryntu
doprowadzi jg jak najszybciej do wyjscia. Ustalenie najwazniejszych elementéw algorytmu
nie powinno sprawic¢ uczniom ktopotu: kazdy odcinek drogi moze by¢ przebyty tylko raz,

a poszukiwana strategia musi gwarantowac jak najszybsze wyjscie z labiryntu.

Najlepsze rezultaty poszukiwania rozwigzania daje praca w niewielkich grupach — uczacy sie
mogg przedstawia¢ do rozwazenia rdzne propozycje (np. znany sposéb — nalezy is¢ wzdtuz
Scian, trzymajac stale te samg reke na Scianie), az w koricu zrozumieja, ze wychodzenie

,na $lepo” nie jest najlepszg, a juz na pewno nie najefektywniejszg metoda wyjscia

z labiryntu. Ustalany algorytm uczniowie mogg sprawdzac i doskonali¢ za pomocg komputera.
W rezultacie powinni otrzymac algorytm bedacy szczegdlnym przypadkiem algorytmu
Dijkstry (problem komiwojazera), stuzgcego do wyznaczania najkrétszej drogi w dowolnej
sieci potgczen, w ktorej odlegtosci miedzy punktami sg nieujemne.

Bryty w ogrodzie

Podziwianie ogrodowych krajobrazow mozna potgczy¢ z rozpoznawaniem poszczegdlnych
roslin (biologia), ksztattow (stereometria) i zadaniami geometrycznymi. Konstruktywistyczne
podejscie do ksztatcenia matematycznego zwraca uwage na konstruowanie wiedzy

w pofaczeniu z dziatalnoscig praktyczng. W ten sposéb czynnosci manualne przeksztatcane

sg w wewnetrzne czynnosci umystowe. Uruchamiajg sie indywidualne mechanizmy

w konfrontacji z nowym wyzwaniem, nowg trudnoscia. Uczen tworzy samodzielnie algorytmy
postepowania, buduje wtasny jezyk myslenia matematycznego.




Ponizej kilka problemoéw inspirowanych sztukg projektowania ogrodéw, pokazujacych, jak
mozna budowac zadania wielopoziomowe (od najprostszych, przeznaczonych dla dzieci ze
szkoty podstawowej, do trudniejszych, wymagajgcych formalnych dowoddéw).

Rosliny w ogrodzie uformowane w geometryczne figury
Zadania

Problem 1

e W ogrodzie posadzone s3 cztery drzewa, tak jak na rysunku. Ogrodnik chce wytyczy¢
Sciezki, tak aby kazde dwa drzewa staty przy jednej sciezce. lle najmniej Sciezek musi
wytyczy¢?




e W ogrodzie posadzonych jest dziewie¢ drzew, tak jak na rysunku. Ogrodnik chce
wytyczyc sciezki, tak aby kazde trzy drzewa staty przy jednej sciezce. lle najmniej
Sciezek musi wytyczy¢?

e W ogrodzie posadzonych jest szesnascie drzew, tak jak na rysunku. Ogrodnik chce
wytyczyc sciezki, tak aby kazde dwa drzewa lub kazde cztery drzewa staty przy jednej
Sciezce. lle najmniej sciezek musi wytyczy¢?

Problem 2

e Pan Dwojakowski chce, aby w jego ogrodzie byty dwie alejki. W maksymalnie ilu
punktach bedg mogty sie przecinac?

e Pan Trojakowski chce, aby w jego ogrodzie byty trzy alejki. W maksymalnie ilu
punktach bedg mogty sie przecinac?

e Pan Czworakowski chce, aby w jego ogrodzie byty cztery alejki. W maksymalnie ilu
punktach bedg mogty sie przecinac?

e Pan Stukowski chce, aby w jego ogrodzie byto sto alejek. W maksymalnie ilu punktach
bedg mogty sie przecinac?

e Pan Nenkowski chce, aby w jego ogrodzie byto n alejek. W maksymalnie ilu punktach
bedg mogty sie przecinac?




Zeszyt 1

Whnioskowanie przez analogie

Powyzsze zadania ,,ogrodowe” sg przyktadem problemdw rozwijajgcych u uczniow zdolnosé
whnioskowania przez analogie. ,Wnioskowanie przez analogie to wnioskowanie o posiadaniu
pewnej cechy przez dany przedmiot na podstawie jego podobienistwa do innych przedmiotow
majgcych te wtasnie ceche” (Sfownik...: wnioskowanie przez analogie, b.r.).

Myslenie przez analogie sprzyja skutecznemu uczeniu sie, gdyz wymaga dostrzegania relacji
i rdznic, dokonania analizy zaobserwowanych wtasnosci, odkrycia reguty i jej wykorzystania.

Jak wielka jest przenikliwos¢ ludzkiego umystu

Modelowanie matematyczne zjawisk przyrodniczych

Umiejetnosci zwigzane z modelowaniem matematycznym zjawisk przyrodniczych

nadajg sie do celdow ksztatcenia matematycznego zaréwno w szkole podstawowej,

jak i ponadpodstawowej, cho¢ w nieco innym ujeciu. W szkole podstawowej jest

to wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji do opisywania prostych sytuacji
przyrodniczych. W szkole ponadpodstawowej uczen opisuje w sposdb teoretyczny dane
zjawisko na podstawie uzyskanej wczesniej wiedzy (model heurystyczny), a nastepnie

tworzy nowe struktury matematyczne, ktdre majg by¢ probg odzwierciedlenia modelu
heurystycznego. Nie jest to tatwe dla przecietnego ucznia, ktéry budujgc model heurystyczny
sytuacji biologicznej, musi zdecydowad, jakie procesy zwigzane z danym zjawiskiem moze
poming¢, gdyz nie wptyng na koricowy efekt.

Wiasciwy wybdr pozwoli na zmniejszenie liczby zmiennych i parametrow uzytych do
zapisania réwnania lub innej struktury matematycznej. Parametry zwykle wyznacza sie
doswiadczalnie (np. za pomocg pomiaréw). Dla rozwoju myslenia matematycznego ucznia
wazne sg oba etapy modelowania — systematyzowanie i wykorzystanie wiedzy juz nabytej
oraz tworzenie na jej bazie nowej wiedzy i nowych umiejetnosci.

Modele matematyczne najczesciej wykorzystywane w kontekstach biologicznych opieraja
sie na réwnaniach rdzniczkowych (réwnan takich nie ma w podstawie programowej),
modelach stochastycznych lub elementach teorii graféw (o czym byta mowa w poprzednich
rozdziatach). W praktyce szkolnej uzywany jest zwykle opis dyskretny zjawisk (czyli to, co
dzieje sie w okreslonym momencie, np. takim, w ktérym wykonywany byt pomiar), czesto

z wykorzystaniem ciggdw, ktorych wyrazy nalezg do zbioru liczb naturalnych dodatnich.
Aby zbudowany model matematyczny obiektow biologicznych spetnit swojg funkcje,
powinien mie¢ jednoznaczne rozwigzanie, uwzgledniajgce zaktadane warunki poczatkowe.
Do weryfikacji modelu stuzg zaprojektowane wczesniej eksperymenty (wedtug koncepcji
falsyfikowalnosci model mozna réwniez obali¢ za pomocg eksperymentu).

Konstruktywizm edukacyjny zaktada zwiekszenie samodzielnosci uczniéw w dociekaniach
naukowych. W ten nurt dobrze wpisuje sie analiza gotowego modelu przyrodniczego.




Dzieki niej uczgcy sie poznaje nowe techniki matematyczne i symulacji, a takze nabiera
niezbednej intuicji oraz doswiadczenia w konstruowaniu wtasnych modeli. Budujgc model
matematyczny, uczen korzysta z podstawowych modeli, modyfikuje je w zaleznosci od
potrzeb i analizuje w oparciu o poznane wczesniej techniki.

W naukach biologicznych wykorzystywane sg rdoznego typu modele matematyczne,
poczawszy od wywodzgcych sie z analizy ciggdw liczbowych technik dotyczgcych uktadéw
dynamicznych, rownan rdzniczkowych, a na wykorzystaniu teorii graféw, taricuchéw Markowa
i teorii gier konczac.

Modelowanie populacji

Dobrym ¢wiczeniem uaktywniajgcym rdzne etapy myslenia matematycznego jest tworzenie
przez uczniow modelu opisujgcego ekosystem, w ktdrym wystepuje tylko jedna populacja,
i rozwazanie dynamiki tej populacji.

W ogdlnym przypadku mozna przyjgé nastepujacy opis heurystyczny dla danej populacji
(na podst. Forys, 2011):

e populacja jest jednorodna, sktada sie z genetycznie identycznych osobnikow
rozmnazajacych sie partenogenetycznie;

e osobnik rodzi sie w petni uksztattowany, zdolny do rozrodu i moze rozmnazac sie
w dowolnym wieku;

* momenty rozmnazania sg w dowolnym przedziale czasu roztozone jednostajnie;

e kazdy osobnik wydaje na Swiat potomstwo co t jednostek czasu, t jest ustalone
i jednakowe dla wszystkich osobnikdow;

e kazdorazowo jeden rodzic ma x osobnikdw potomnych.

Zadaniem uczniéw bedzie opisanie réwnaniem (liniowym) sredniej liczebnosci populacji

w ustalonej jednostce czasu (wybieramy model dyskretny, poniewaz model ciggty

wymaga utozenia rdwnania rézniczkowego, a tego nie wymagamy od ucznidéw). Warto,
aby w podsumowaniu ¢wiczenia nauczyciel zwrécit uwage, ze rozwazana populacja moze
rozrastac sie nieograniczenie (co powinno wynikac¢ z zapisanych przez uczniéw rownan),
natomiast w rzeczywistosci jej liczebnos¢ determinujg czynniki zewnetrzne, np. pojemnos¢
siedliska.

Uwzgledniwszy niektdre procesy, ktore wptywajg hamujgco na nieograniczony przyrost
populacji, mozna zaprezentowac uczniom opis hipotetycznej sytuacji i poleci¢ zapisanie oraz
zinterpretowanie graficznie odpowiedniego réwnania kwadratowego (jest to dobre ¢wiczenie
przy okazji omawiania wtasnosci funkcji kwadratowej w szkole ponadpodstawowej).

Ciqg Fibonacciego

Rozszerzajgc zagadnienia populacyjne, zasugerujmy uczniom rozwazenie sytuacji, w ktérej
w populacji rozréozniamy osobniki w réznym wieku (populacja niejednorodna): osobniki




niedojrzate (w wieku przedreprodukcyjnym) i dojrzate (w wieku reprodukcyjnym). Problem
mozemy uszczegbétowié, opierajac sie na pomysle zyjacego na przetomie Xll i Xl wieku
uczonego Leonarda z Pizy (zwanego Fibonaccim).

Zadanie

,Pewien cztowiek wzigt pare krolikdw i umiescit je w miejscu otoczonym ze wszystkich stron
murem. lle par krélikdow urodzi sie z tej pary w ciggu roku, jesli zatozymy, ze z kazdej pary
po miesigcu rodzi sie nowa para, ktéra staje sie ptodna po uptywie kolejnego miesigca?”
(na podst. Liber abaci).

Pozwdélmy uczniom samodzielne poszukaé rozwigzania, np. metodg dywanika pomystéw lub
$nieznej kuli, zgodnie z mentorska rolg nauczyciela. Bedzie to dobry wstep do teorii ciggow.
Na zakonczenie pokazmy rozwigzanie zamieszczone przez Fibonacciego w jego stynnej
ksiedze Liber abaci.

Rys. 4. llustracja ciggu Fibonacciego

Liczby 1,1,2,3,5... ustalone przez uczonego tworzg cigg nazywany ciggiem Fibonacciego,
a liczby go tworzgce okresla sie liczbami Fibonacciego.

Znalezienie przez ucznidow wzoru ogdlnego ciggu pozwoli na zdefiniowanie rekurencyjnego
sposobu opisywania ciggéw.




W tym miejscu warto zacheci¢ uczacych sie do pracy metoda projektéw — poszukania innych
biologicznych odniesien ciggu Fibonacciego (liczby Fibonacciego opisujg na przyktad liczbe
ptatkéw stokrotki, pedéw roslin w kolejnych fazach wzrostu czy spiral w owocach ananasa).

Rozwazan dotyczgcych modelowania populacji nie uwazamy za zamkniete, zgodnie

z zatozeniami szkoty ¢wiczen — zdolni uczniowie mogg budowaé modele uwzgledniajgce
wiecej grup wiekowych, oddziatywania miedzy dwiema populacjami w uktadzie symbiozy lub
konkurencji itp.

Bakterie i ciqgi

Niektore bakterie posiadajg zdolno$¢ rozmnazania bezptciowego. Po osiggnieciu
odpowiedniej wielkosci dzielg sie — z jednej bakterii powstajg dwie identyczne. Nowo
powstate bakterie rosng i w odpowiednim czasie dzielg sie, itd.

Zadanie 1 dla ucznia

Wyobraz sobie, ze masz pojemnik, w ktdrym znajduje sie jedna bakteria Pseudomonas
natriegenst. Co 9,8 min powstajg z niej dwie komorki pochodne. Po uptywie kolejnych 9,8
min te dwie komoérki znéw dzielg sie na pot —teraz sg juz w pojemniku cztery bakterie. Kazda
z tych bakterii po uptywie kolejnych 9,8 min znowu ulegnie podziatowi. Oblicz, ile bakterii

znajdzie sie w pojemniku po uptywie:

a) godziny,
b) doby.

tatwo zobaczy¢, ze do opisania procesu podziatu bakterii mozna wykorzystac cigg
geometryczny, ktérego pierwszy wyraz jest rowny 1, a iloraz 2.

Zadanie 2 dla ucznia

Pateczki okreznicy? majg dtugosc ok. 2, srednice ok. 0,8 i mase ok. 6,65g. Dzielg sie bardzo
szybko — nastepne pokolenie otrzymuje sie w ciggu 20 min.

W jakim czasie masa kolonii powstatej z jednej bakterii okreznicy doréwnywataby masie
Ziemi? Zaktadamy, ze bakterie nie gina.

Jakie wymiary miatby szescian zawierajgcy te bakterie?

1 Pseudomonas natriegens to rodzaj bakterii przyjmujgcych ksztatt prostych lub nieznacznie wygietych
pateczek. Wystepujg powszechnie w glebie, powietrzu, wodzie. Nalezg do grupy najszybciej podwajajacych sie
bakterii (na podst. Wikipedia: Pseudomonas natriengens).

2 Pateczka okreznicy — bakteria beztlenowa, wchodzi w sktad flory bakteryjnej jelita grubego cztowieka.

W okreslonych warunkach moze wykaza¢ wtasnosci chorobotwérczosé dla cztowieka.




Naturalne wydaje sie, ze po rozwigzaniu tak postawionego zadania wywigze sie
dyskusja, czy jest mozliwe, aby masa bakterii przewyzszyta mase Ziemi. | tu jest miejsce
na zaprezentowanie krzywej wzrostu bakterii.

Rys. 5. Krzywa wzrostu bakterii (Wikipedia)

W trakcie omawiania biologicznej interpretacji wykresu warto zwrdci¢ uwage na zwigzane
z tym aspekty matematyczne (np. krzywa wyktadnicza — faza intensywnego wzrostu), przy
czym moga przydac sie wiadomosci zdobyte podczas zaje¢ na temat modelowania populacji.

Genetyka i matematyka

Podstawy genetyki klasycznej sg zapewne dobrze znane kazdemu nauczycielowi, bo kto z nas
nie prébowat okresli¢ prawdopodobnego wzrostu czy koloru oczu swoich hipotetycznych
dzieci. Uczniowie na lekcjach biologii zapewne poznajg legendarng historie, ktéra
doprowadzita czeskiego zakonnika Gregora Mendla do sformutowania teorii catkowitej
dominacji genow. Mendel krzyzowat uprawiany w ogrodzie groszek o stragkach zielonych

z groszkiem o strgkach z6ttych i zauwazyt, ze jesli krzyzuje sie dwie rosliny — jedng ,,czysto
76tt3”, a drugg ,,czysto zielong” — to w nastepnym pokoleniu otrzymuje sie rosliny o strakach
zielonych, natomiast przy dalszym krzyzowaniu ze sobg tak otrzymanych roslin w kolejnym
pokoleniu 3/4 osobnikéw ma straki zielone, a 1/4 z6tte (na podst. Forys, 2011).

Proste obliczenia dotyczgce barwy strgkdéw czy kwiatéw groszku mozna adoptowac do
problemoéw dotyczgcych gendw sprzezonych z picig. Jest to o tyle ciekawe, ze do chordb
zwigzanych z ptcig nalezg m.in. hemofilia czy daltonizm.




Jako prace domowg mozemy poleci¢ mtodziezy ze szkoty ponadpodstawowej sporzgdzenie
graficznego modelu doswiadczenia Mendla, przy zatozeniu, ze osobniki fgczg sie losowo

i potomek dziedziczy losowo po jednym genie od kazdego z rodzicéw, a wybor gendw od
rodzicéw jest niezalezny. Rozwazania na temat prawdopodobienstwa uzyskania danego
genotypu przez potomka ustalonej pary rodzicéw mogg by¢ powtdérzeniem wiadomosci

z rachunku prawdopodobienstwa zdobytych w szkole podstawowej. Dla uczniéw
zdolniejszych mozemy przygotowac zadanie polegajgce na okresleniu genotypu rodzicéw,
gdy znamy genotypy potomstwa. Rozwigzanie opiera sie na ciggu doswiadczen od siebie
zaleznych (wynik kolejnego zalezy od wyniku poprzedniego), co w rezultacie doprowadza do
tancucha Markowa.

Studium przypadku - zwigzek genetyki z prawdopodobienstwem

Na podstawie: Zak M., Zapisane w genach, czyli o zastosowaniu matematyki w genetyce
(prezentacja).

Informacje wstepne

Informacje genetyczng przenoszg geny. Gdy zna sie genotyp rodzicow, mozna przewidzieé
genotyp dzieci. Geny przekazywane sg losowo, zatem z prawdopodobieristwem 0,5.

Rys. 6. Przekazywanie genéw

Kazdy z genotypéw mozna wiec otrzymac, zgodnie z regutg mnozenia,
z prawdopodobienstwem p = 0,50,5 = 0,25.




Zeszyt 1

Problem
Czy brgzowoocy rodzice mogg mieé niebieskookie dziecko?

Zatézmy, ze niebieskie oczy majg osoby o genotypie NN, a brgzowe — osoby o genotypie NB
albo BB.

Oboje rodzice majg genotyp NB.

N B
N NN NB
B NB BB
Prawdopodobieristwo = 25%
N B
B NB BB
B NB BB

Prawdopodobienstwo =0
Prace badawcze

Aby sktoni¢ uczniéw ze starszych klas szkoty ponadpodstawowej do pogtebienia tematyki
zwigzanej z wykorzystaniem matematyki w biologii, warto podsung¢ im ciekawe tematy prac
badawczych. Na przyktad zagadnienia dotyczgce modelowania uktadu odpornosciowego
cztowieka czy modelowania tanncuchéw pokarmowych w ekosystemach.

Wiele mtodych ludzi interesuje sie obecnie teorig gier. Mozna wiec przygotowac dla uczniéw
problemy zwigzane z odpowiedzig na pytanie, kiedy rywalizujgcym ze sobg osobnikom
bardziej optaca sie stosowac strategie walki, kiedy uniku i od czego to zalezy. Aby znalez¢
rozwigzanie, bedg musieli odwotac sie do teorii gier (strategie ewolucyjne stabilne).




Dla przysztych lekarzy interesujgce moze okazad sie podanie przyktaddéw praktycznego
wykorzystania prawa Hardy’ego-Weinberga (jest to prawo okreslajgce stosunki pomiedzy
frekwencja alleli a czestoscig genotypow w populacji oraz warunki, w jakich stosunki te beda
zachowane) czy rozwazenie matematycznych modeli rozprzestrzeniania sie i wystepowania
chordb zakaznych (np. jako studium przypadku).

Rozumowanie dedukcyjne

Budujgc modele matematyczne sytuacji biologicznych, uczniowie bedg postugiwali sie
gtownie mysleniem dedukcyjnym. Myslenie dedukcyjne to sposdb wnioskowania, ktory
pozwala na wyprowadzenie jednych twierdzen z innych juz prawdziwych lub z przyjetych
aksjomatéw. Wnioskowanie dedukcyjne na ogét nie prowadzi do odkrywania nowych
twierdzen, ale dobrze utrwala i rozszerza poznane tresci.

Matematyka jest alfabetem, za pomocaq ktérego
Bog opisywal Wszechswiat

Samopodobienstwo

Nauczyciela matematyki interesuje gtéwnie praktyczna strona zastosowania jego
przedmiotu w biologii. To, co przyrodnicy opisujg jezykiem naturalnym, matematyk chce
usystematyzowac, ubra¢ w definicje i twierdzenia. Jezyk sformalizowany pozwala bowiem
na uzywanie do budowy i weryfikowania hipotez dobrze okreslonych procedur. tatwiej jest
dowies¢ prawdziwosci hipotezy lub jg obali¢, gdy zostanie opisana w konkretny sposdb.
Rzeczowa prezentacja danych sktania do gtebszych refleksji i wnioskéw, ktére mozna
nastepnie sprawdzi¢ doswiadczalnie.

Ukfady biologiczne charakteryzujg sie duzym stopniem ztozonosci. Aby je opisac, nalezy
uwzglednic¢ tak wiele warunkdw, ze w wiekszosci wypadkdéw narzedzia matematyczne okazujg
sie zbyt ubogie, by je wykorzystac. | odwrotnie — uzycie konkretnej metody matematyczne;j

z reguty oznacza przypisanie opisywanemu uktadowi dodatkowych cech, ktérych biolog nie
zaktadat.

Przyktadem moze by¢ dynamika proceséw ekologicznych, ktérym matematyka przypisuje
réznego rodzaju stabilnosci. Tworzenie bardziej skomplikowanych modeli mozliwe jest dzieki
symulacjom komputerowym opartym na zatozeniach matematycznych.

To wtasnie symulacjom komputerowym zawdzieczamy powstanie fraktali — obiektéw, ktére
od kilkunastu lat robig furore w réznych dziedzinach wiedzy. Geometrycznie fraktal mozna
zinterpretowac jako figure samopodobng, czyli taky, ktdrej czesci sg podobne do catosci.
Fraktale sg dla uczniéw ciekawymi obiektami, gdyz zaburzajg ich pojecie wymiaru.




Dla figur samopodobnych okresla sie wielkos¢ zwang wymiarem samopodobienistwa, bedacg
uogdlnieniem klasycznej definicji wymiaru. | co ciekawe — wymiar samopodobienstwa nie
musi wyrazac sie liczbg naturalng!

Przykiad
Przyktad[14]

Wiadomo, ze stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.
Na przyktad figura ptaska A (wymiaru 2) podobna do figury B w skali 3 ma pole dziewie¢ razy
wieksze od figury B.

9=3%lub2=log9

W przestrzeni stosunek objetosci bryt jest réwny szescianowi skali podobienstwa.
Na przyktad bryta A (wymiaru 3) podobna do bryty B w skali 2 ma osiem razy wiekszg
objetosc¢ od bryty B.

8=2lub3=log,8

Gdy analizuje sie przyktad, mozna zauwazy¢, ze wymiar samopodobienstwa figury daje
sie okresli¢ jako logarytm o podstawie réwnej skali podobienstwa i liczbie logarytmowej
wskazujacej, ile razy wieksza od figury wyjsciowej (lub jaka czescig figury wyjsciowe;j) jest
figura podobna do niej w tej skali.

Fraktale

Dla fraktala jego wymiar Hausdorffa jest wiekszy niz wymiar topologiczny. Dla przyktadu
wymiar fraktalny ptuc szacuje sie na ok. 2,97, a powierzchni mézgu na ok. 2,79.
Rozmawiajgc z uczniami o samopodobienstwie (na przyktad przy okazji wprowadzania
pojecia logarytmu), mozna poprosic¢ ich o podanie przyktadéw fraktali. Na pewno wiekszosé¢
z nich odpowie, ze znane im to zbiér Cantora czy trdjkat Sierpinskiego (uczniowie spotykajg
sie z tymi obiektami, zdobywajgc pierwsze szlify w programowaniu, gdyz majg one prostg
definicje rekurencyjng).

Ciekawe bedzie odwotanie sie do przyktadéw przyrodniczych i pokazanie liscia paproci lub
kalafiora.




Strukture fraktali trudno jest opisac¢ za pomocg geometrii euklidesowej ze wzgledu na ich
,poszarpany” wyglad. Nazwa , fraktal” pochodzi od tacinskiego frangere — tamac.

Dla wielu ucznidw duzym zaskoczeniem jest to, ze istniejg figury o utamkowych wymiarach.
Poznanie takich obiektow znacznie poszerza ich horyzonty myslowe, rozwija wyobraznie
przestrzenng, kieruje myslenie matematyczne na nowe obszary.

Przyktady obiektow i zjawisk biologicznych, ktdre mozna opisa¢ za pomocg fraktali, to:

e sekwencje kodu w DNA

e struktury drzewiaste w organizmach zywych — ptuca, naczynia krwionosne, neurony;
e system korzeniowy roslin;

e korona drzew

e trajektorie ruchu zwierzat.

Wymiar fraktalny jest stosowany do badania wielu elementéw biologicznych, np. ztozonosci
komarkowe]j organizmdw, moze tez stac sie narzedziem informujgcym chocby o tym, w jakich
warunkach rosto drzewo.

Fraktale swietnie da sie wykorzysta¢ w pracach projektowych, wykonywanych na przyktad
metodg WebQuest.

Podsumowanie

Zwigzek matematyki z réznymi dziedzinami biologii ma charakter integracji wiedzy.

Korzysci z tego czerpie zaréwno biologia, jak i matematyka. Cwiczenia matematyczno-
biologiczne pozwalajg na rzeczywiste zastosowanie teoretycznych rozwazan. Bardzo istotne
sg wiec w szkole rozmowy matematykéw z biologami i wspdlne ustalanie wprowadzanych
tresci. Sensowne korelowanie zagadnien (w przeciwienstwie do powielania lub konfliktu
interpretacji) pozwoli na rozwijanie u uczacych sie pasji matematyczno-przyrodniczych,
zdolnosci planowania i umiejetnosci realizacji holistycznych prac projektowych.

Gdy wprowadza sie na zajeciach matematyczne elementy biologii, trzeba pamietad,

aby przekazywane wiadomosci byty poprawne naukowo. Nalezy tez mie¢ na uwadze,

ze na kazdym etapie edukacyjnym jezyk przekazywanych tresci powinien by¢ inny, podobnie
jak zestaw wykorzystywanych srodkow dydaktycznych. Z tego wzgledu zadan, ¢wiczen

i problemow przedstawionych w niniejszej pracy nie mozna traktowac jako narzuconych
przyktadow. Sg to raczej wyznaczniki matematycznych i biologicznych trendéw szkolnych.

Do zadan zgromadzonych w banku pomystdw proponujemy najczesciej tylko jedno—dwa
polecenia, gdyz w zaleznosci od poziomu edukacyjnego uczniéw danej grupy nauczyciel sam
moze ustali¢ zakres ksztattowanych umiejetnosci i utozy¢ swoje polecenia.




Zgromadzone zadania mozna wiec wykorzystac tak, by rozwija¢ zarowno myslenie
matematyczne praktyczne, obrazowe, jak i hipotetyczno-dedukcyjne. Te trzy poziomy
myslenia sg ze sobg nierozerwalnie potgczone. Kolejne rozwigzywane problemy wzajemnie
sie przenikajg, co prowadzi uczgcego z jednego poziomu do nastepnego. Interioryzacja
czynnosci konkretnych pozwala na przejscie do czynnosci wyobrazeniowych, a te umozliwiajg
osiggniecie pozgdanego poziomu abstrakcji.

Bank pomystow

Zadania arytmetyczne

Zadanie 1 — zaokraglenia

Najmniejszym koniem swiata jest konik miniaturowy zyjgcy w USA. Jest on 3,3 razy nizszy od
kangura czarnego, ktory osigga 180 cm wzrostu. Oblicz, ile centymetrow wzrostu ma konik
miniaturowy. Wynik zaokraglij do jednosci.

Zadanie 2 — utamki dziesietne

Whtosy ludzkie rosng z predkoscig okoto 0,03 mm dziennie. Oblicz, jakie dtugie miatabys/
miatbys wtosy, gdybys je zapuszczata/zapuszczat od ukoniczenia pierwszego roku zycia.

Zadanie 3 — procenty

Czarne koty kojarzone sg z czarami, dlatego jeszcze sto lat temu zwierzeta te stanowity tylko
2% liczby wszystkich kotow w Polsce. Dzi$ czarne koty to ~ wszystkich polskich kotéw. Jakim
utamkiem wszystkich kotéw byty czarne koty sto lat temu? Jakim procentem wszystkich
kotow obecnie sg czarne koty?

Zadanie 4 — procenty

Tabela przedstawia sktad chemiczny organizmu cztowieka.

Sktad chemiczny organizmu cztowieka

Pierwiastek llos¢ w %
Tlen 65
Wegiel 18
Wodoér 10

Azot 3
Mikroelementy 4




a) Wykonaj procentowy diagram kotowy sktadu chemicznego organizmu cztowieka,
korzystajgc z podanych danych.
b) Oblicz mase wegla zawartego w twoim ciele.

Zadanie 5 — potegi

Srednica ludzkiego wtosa jest réwna ok. m. Srednica nici pajeczej wynosi ok. 0,03
mm.

a) lle milimetréw ma srednica wtosa ludzkiego?
b) Jaka grubos¢ miatby wtos ludzki powiekszony milion razy?
c) Co jest grubsze — ni¢ pajecza czy wtos ludzki? lle razy?

Wyrazenia algebraiczne, réwnania
Zadanie 1 - réwnanie

Bobry i rysie to zwierzeta chronione w Polsce. Cztery rysie wazg tyle, co trzy bobry. Piec
bobréw jest o 80 kg ciezszych od czterech rysi. lle wazy rys?

Zadanie 2 — nierownos¢

Dwa barany sie spotkaty

| tak z sobg rozmawiaty:

— Jestem od ciebie dwa razy ciezszy —
powiedziat baran pierwszy.

— Gdy naraz na wadze staniemy,

to wiecej niz 120 kilogramdéw wazyé bedziemy —
drugi na to odpowie,

drapigc sie po gtowie.

Oblicz, mitosniku wierszy,

ile wazyt baran pierwszy?

Zadanie 3 — wyrazenia algebraiczne

Mozesz zmniejszy¢ ilos¢ odpaddw wytwarzanych w twoim gospodarstwie domowym, gdy
bedziesz kupowac produkty bez opakowan. Jesli w ciggu tygodnia kupisz o dwa produkty

w opakowaniach mniej i zastgpisz je produktami bez opakowan, to zaleznos¢ miedzy liczbg y
zaoszczedzonych w ten sposéb opakowan a liczbg x tygodni opisze wzor:

y = 2x

y=x-2
y=2x-2
y=x+2

oo ®>




Zeszyt 1

Zadanie 4 — wyrazenia algebraiczne

Borys wazy 49,5 kg, a jego wspotczynnik masy ciata WMC jest rowny 22. Oblicz wzrost
Borysa. Wykorzystaj podany wzér.

WMC = (masa ciata w kg) : (wzrost w m)?
Funkcje
Zadanie 1 — sporzadzanie wykresu funkcji

W tabelce zapisane sg niektére dane na temat zalecanej dtugosci snu (na podst. Wikipedia:
sen).

Rekomendowana dtugosé¢ snu

Wiek Zalecana liczba godzin snu na dobe

noworodek 0-3 miesigce 15
niemowle 4-11 miesiecy 13
mate dziecko 1-2 lata 12
przedszkolak 3-5 lat 11
dziecko w wieku szkolnym 6-13 lat 10
nastolatek 14-17 lat 9
mtody dorosty 18-25 lat 8
dorosty 26—64 lata 8
osoba starsza powyzej 64 roku zycia 7

a) Sporzadz wykres zaleznosci miedzy wiekiem cztowieka a zalecang dla niego liczbg
godzin snu.

b) lle godzin dziennie powinien spac uczen w twoim wieku?

c) W jakim wieku cztowiek powinien spa¢ najdtuzej?

d) lle godzin w tygodniu powinien przesypia¢ cztowiek w wieku 20 lat?

Zadanie 2 — interpretowanie wykresu funkcji

Rysunek przedstawia krzywa tolerancji ekologicznej.




Rys. 9. Krzywa tolerancji ekologiczne;j

Zaznacz na wykresie: optimum, minimum i maksimum wartosci dziatajgcego czynnika.
Zadanie 3 — odczytywanie danych z wykresu

Rysunek przedstawia wykres ilustrujgcy réozny rozwéj organizmow w zaleznosci od natezenia
czynnika srodowiska.

Rys. 10. Rozwdj organizméw w zaleznosci od czynnikéw srodowiska




a) Uzupetnij zdanie, wpisujgc w miejsce kropek odpowiednio A, B lub C (skorzystaj
z rysunku).

Z punktu widzenia szerokosci zakresu tolerancji ekologicznej wyrdznia sie
oligostenobionty (...), polistenobionty (...), eurybionty (...), mezostenobionty (...).

b) Uzupetnij zdanie, wpisujgc w miejsce kropek jeden z wyrazéw zapisanych w nawiasie.

Zakres tolerancji jest okreslony przez dwie wartosci skrajne: dolny punkt krytyczny, czyli...
(maksimum, minimum), oraz gérny punkt krytyczny, czyli...(maksimum, minimum).

Ciqgi
Zadanie 1 — cigg Fibonacciego

Na rysunku przedstawiona jest spirala konstruowana na bazie kolejnych kwadratow.

Rys. 12. Spirala ilustrujgca cigg Fibonacciego

Wypisz w kolejnosci niemalejacej liczby okreslajgce dtugosci bokow kwadratow
przedstawionych na rysunku.

Jaka dtugos¢ bedzie miat bok kolejnego kwadratu?

Co zauwazasz?




Zadanie 2 — ciagg Fibonacciego

Rysunek przedstawia, w jaki sposdb przyrastajg w kolejnych latach pedy w roslinie
jednostajnie przyrastajacej.

Rys. 13. Przyrastanie peddéw w roslinie jednostajnie przyrastajacej

W kratki wpisz liczby okreslajace, ile jest peddw rosliny w kolejnych latach.
Co zauwazasz?

Geometria ptaska

Zadanie 1 — pole kota

Zapach kwitngcej dzikiej rozy nos ludzki potrafi wyczu¢ nawet z odlegtosci 40 m. Wyobraz
sobie, ze stoisz posrodku okragtego placu o polu powierzchni 4800 m?, obsadzonego dookota
kwitngcymi dzikimi rézami. Jak myslisz — czy masz szanse poczu¢ zapach tych kwiatéw?




Zeszyt 1

Zadanie 2 — symetria

Ktéra z figur na ilustracjach ma $rodek symetrii?
Ktdra jest osiowosymetryczna?
Stereometria

Zadanie 1 - objetos¢ kuli

Najwieksze na swiecie gniazda buduja bieliki amerykanskie. Jedna z takich par uwita gniazdo
w ksztatcie poétkuli o Srednicy az 2 m. Oblicz objetos¢ tego gniazda.

Zadanie 2 — objeto$¢ walca

Dzienne zapotrzebowanie fizjologiczne cztowieka na wode wynosi 2,26 dm?. Jezeli
przyjmiemy, ze woda dostarczana jest do naszego organizmu tylko w postaci sokow, to ile
kubkéw soku nalezatoby wypi¢, aby zaspokoi¢ dzienne zapotrzebowanie organizmu na wode?




Zadanie 3 — obwad kuli

taczna dtugos¢ naczyn krwionosnych cztowieka wynosi okoto 96000 km. Jak myslisz — gdyby
sporzgdzi¢ sznur tej dtugosci, to czy mozna by nim opasac kule ziemska? Jesli tak, to ile razy?

Odczytywanie i interpretowanie danych
Zadanie 1 — odczytywanie danych z tabeli

Tabela przedstawia procentowq zawarto$¢ objetosciowg tlenu, dwutlenku wegla i azotu
w powietrzu wdychanym i wydychanym.

Powietrze Tlen Dwutlenek wegla Azot
wdychane 21 0,03 78
wydychane 16 5 78

a) Cztowiek wdycha za kazdym razem okoto pét litra powietrza. lle tlenu wdycha? lle
azotu?

b) Jaka czes¢ objetosci wdychanego tlenu zuzywa organizm cztowieka?

c) Jak myslisz — dlaczego uzasadnione jest stosowanie zabiegu sztucznego oddychania,
mimo Ze osobie reanimowanej wprowadza sie do ptuc powietrze wydychane?
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Zadanie 2 — odczytywanie danych z wykresu

Wykres przedstawia zalezno$¢ miedzy wiekiem matek a liczbg dzieci urodzonych z zespotem
Downa.

Rys. 14. Zwigzek miedzy wiekiem matki a wystepowaniem Zespotu Downa u nowonarodzonego dziecka
(na podst. Wikipedia: Zesp6t Downa).

Na podstawie wykresu okresl, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Prawda  Fatsz

Prawdopodobienstwo wystgpienia zespotu Downa u dziecka wzrasta wraz z wiekiem matki.

Prawdopodobienstwo wystgpienia zespotu Downa u dzieci matek majacych 30 lat jest
mniejsze niz u dzieci matek majacych 20 lat.




Zadanie 3 — interpretowanie danych z wykresu

Wykres przedstawia trzy typy krzywych przezywania.

Rys. 15. Wskazniki przezywalnosci (na podst. Wikipedia: krzywa przezywalnosci).

Dopasuj opis do typu, ktérego wykres zaznaczony jest na rysunku. Uzupetnij tabelke.

Opis Numer typu

Ten typ opisuje najmniejszg przezywalnos¢ osobnikdw najmtodszych (np. grzyby, ikra ryb
gwarantujaca przetrwanie gatunku dzieki liczebnosci potomstwa).

Typ wyrdznia sie duzg przezywalnoscig osobnikdw mtodych i jej spadkiem u osobnikéw
starszych (np. duze ssaki troszczace sie o potomstwo).

Ten typ charakteryzuje sie takim samym prawdopodobienstwem przezywalnosci
u osobnikdw mtodych i starszych (np. pewne gatunki ptakéw).
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Zadanie 4 — odczytywanie i interpretowanie danych

W tabeli przedstawiono zaleznos¢ miedzy grupa krwi cztowieka a mozliwosciami jej dawania/
pobierania.

Moze da¢ krew ludziom z grupg  Moze by¢ biorca krwi od ludzi

Z grupg
0,A,B,AB 0
A A, AB 0,A
B, AB 0,B
AB AB 0,A, B, AB

Uzupetnij zdania.

a) Uniwersalni dawcy majg grupe krwi...
b) Osoba z grupg krwi A moze by¢ biorcg krwi od ludzi z grupy...
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