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EL ALGEBRA LINEAL Y LOS SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS en la Facultad de Ingenieria, UNLP

Viviana Angélica Costa', Maria Cristina Vacchino?

Abstract — The curricular change implemented at the
UNLP College of Engineering in 2003 was fundamentally
based upon two concepts: the reorganization of content
around conceptual axes and a new teaching methodology.
This change led to discussions between the teachers and
motivated them to carry out plans and take action in the
classroom to improve the quality of teaching. In this work
we refer to the subject of Mathematics C (Linear Algebra),
which was previously given in two consecutive Calculus
courses, and describe the way in which the subject’s content
is currently taught, especially in the area of Linear Systems
of Ordinary Differential Equations. To improve the teaching
of this particular area, we present a proposal that includes
the mathematic concepts of problem solving, applications in
the  different  branches of engineering,  graphic
representations, and the utilization of software as a tool to
study the performance of dynamic systems.

Index Terms — Linear Algebra, Linear Systems of
Differential Equations, Teaching.

INTRODUCCION

La ensefianza del algebra lineal reviste ciertas caracteristicas
muy especiales. Para la ensefianza de objetos como espacios
vectoriales, transformaciones lineales, valores y vectores
propios, etc. se parte de la definicion formal, sin que en la
mayoria de las veces medie una motivacion previa similar a
lo que ocurre, por ejemplo en el calculo. En el calculo, es
frecuente motivar la enseflanza de los conceptos a partir de
otros conocimientos fisicos o geométricos presentados
previamente, pero en el algebra lineal, la mayor parte de los
conceptos se presentan como definiciones formales de
objetos cuya existencia no tiene (en la mayoria de los casos)
conexion con conocimientos previos ni argumentos
geométricos o fisicos que motiven la definicion presentada.

Los primeros trabajos en investigacion en educacion
matematica se desarrollaron sobre calculo, pero en los
ultimos 20 afos varios grupos de investigadores estan
trabajando sobre la didactica del dlgebra lineal.

La ensefianza de algebra lineal es universalmente
reconocida como dificil [6-7] cualquiera sea la orientacion
que se dé a la materia (matricial, axiomatica, geométrica,

computa-cional) debido a las dificultades conceptuales y al
tipo de pensamiento requerido para la compresion de la
asignatura.

En el afio 1990, dada la problemaética que presentaba el
aprendizaje de Algebra Lineal, se forma el Linear Algebra
Curriculo Study Group (LACSG), conformado por: David
Carlson, Charles R. Johnson, David C. Lay y A. Duane
Porter, para mejorar el curriculo de Algebra Lineal. Son
ellos quienes proponen apartarse de la abstraccion y
acercarse a un curso mas concreto, basado en matrices.

Recientemente varios grupos de investigadores estan
trabajando sobre la didactica del algebra lineal. Entre ellos
un grupo francés integrado por Jean Luc Dorier, Aline
Robert, Jacqueline Robinet, Marc Rogalski, Michele
Artigue, Marlene Alves Dias, Ghislaine Chartier, un grupo
canadiense con Anna Sierpinska y Joel Hillel, y en EEUU
Guershon Harel, Ed Dubinsky.

En algunas investigaciones en torno a los problemas en
el aprendizaje del algebra lineal se reporta que entre los
origenes de esas dificultades estan los diversos lenguajes que
se usan para hablar de conceptos como espacios vectoriales,
transformaciones lineales, matrices, etc. [11]. El uso de estos
lenguajes sin articulacion son, muchas veces el origen de
algunas de las dificultades para el aprendizaje de los
conceptos del algebra lineal [13]. Entre esos lenguajes estan:
el lenguaje abstracto, €l lenguaje algebraico de R" y el
lenguaje geométrico de R* y R* [11]. Cada uno de estos tipos
de lenguaje desarrolla, en forma correspondiente los tipos de
pensamiento necesarios para que un estudiante pueda
entender la materia.

En particular en la Facultad de Ingenieria de la UNLP,
en el afio 2002 un grupo de Profesores, preocupados por
lograr un mejoramiento en la ensefianza de la matematica,
que se viera reflejado en un mejor rendimiento de los
alumnos, comienzan a analizar las dificultades de estos en el
proceso de aprendizaje de la Matematica Basica y en
particular del Algebra Lineal. Anterior al cambio de plan el
curso de Algebra comenzaba con temas como logica
proposicional, tablas de verdad y teoria de conjuntos, a pesar
de ello el excesivo formalismo, la falta de madurez de los
estudiantes y la imposibilidad de wusar la intuicion
geométrica hacian dificultoso su aprendizaje.
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El grupo de Profesores entiende que era necesario
pensar en un cambio [2-3]. Finalmente a fines del afio 2002
se modifican los planes de estudio con el objetivo de integrar
las asignaturas de matematica con el resto de las areas y
materias, mejorar el rendimiento de los estudiantes en dichas
asignaturas y disminuir la dificultad de los estudiantes en
recuperar los conceptos matematicos en otros contextos. El
esquema disefiado se basdé en la organizacion de los
contenidos alrededor de ejes conceptuales comunes, en un
cambio metodologico y en la redistribucion de los recursos
existentes a fin de mejorar la calidad de la ensefianza
impartida. Se defini6 asi, un trayecto basico de matematica
integrado por tres materias consecutivas, dos de Calculo
(Matematica A y B) y la tercera que incluye los contenidos
basicos de Algebra Lineal (Matemética C).

Esta nueva estructura nos lleva a realizar un
seguimiento constante de las nuevas asignaturas, utilizando
diferentes medios para hacerlo, entre ellos: encuesta a los
alumnos, entrevistas a docentes, analisis de las guias
impresas tedrico-practicas, analisis de los contenidos y de la
bibliografia utilizada y el anélisis de resultados cuantitativos
(nimero de alumnos promocionados, recursantes y niimero
de alumnos que so6lo aprobaron trabajos practicos)[5-6].

En este trabajo se hace un analisis de la implementacion
de la asignatura Matematica C en lo referido a los
contenidos de Algebra Lineal y su relacién con la resolucion
de los Sistemas Lineales de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias. Se presenta una propuesta mas abarcativa para
el dictado de los SLEDO que combine la modelizacion, lo
analitico y lo grafico, para que no queden solo como una
mera aplicacion del Algebra Lineal.

COMO SE ENSENA ALGEBRA LINEAL EN LA
FACULTAD DE INGENIERIA DE LA UNLP

El Plan de estudios 2002 comenz6 a implementarse a partir
del afio 2003 en todas las carreras de Ingenieria y en
particular Matematica C en el afio 2004. Los contenidos de
Matematica, a partir del 2002, se organizaron en un trayecto
basico estructurado segin ejes comunes. La asignatura
Matematica C de nueve horas semanales, se dicta en el tercer
semestre de todas las carreras de Ingenieria, después de dos
cursos intensivos de Célculo en una y varias variables. Esto
hace que los alumnos ya posean una metodologia de trabajo
y sean capaces de relacionar y conectar con conocimientos
previos.

Sintéticamente sus  contenidos son:  Series
numéricas y de funciones - Matrices, sistemas de ecuaciones
lineales, matriz inversa, determinante, rango - Espacios
vectoriales, bases, dimension - Transformaciones lineales -
Autovalores y autovectores de una transformacion lineal -
Diagonalizacion de matrices - Ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden y sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales - Algebra Lineal Numérica: Teoria
de errores. Aproximacién de raices de ecuaciones no
lineales. Matrices y operaciones relacionadas sobre un

computador. Sistemas de ecuaciones lineales. Método de
Jacobi y Gauss-Seidel.

Los aspectos mas notables que se introdujeron en la
organizacion de Matematica C son:

e La materia contempla lo analitico y lo numérico como
un todo.

e Se incorporaron a la asignatura mas temas Yy
aplicaciones.

e Se utiliza como bibliografia los libros de “Algebra
Lineal” de autores como Stanley I. Grossman, David
Poole, David C Lay; que siguen las recomendaciones
dadas por el grupo Linear Algebra Curriculum Study
Group.

e Se utilizan herramientas tecnoldgicas, como ser la
utilizacion de software matematico (MAPLE Y/O
MATLAB), para mejorar la comprensién y
visualizacion de algunos conceptos.

e Se enfatiza en las relaciones que hay entre los
conceptos de la misma asignatura como también de
asignaturas anteriores.

e La transicion hacia la abstraccion es suave. Se
comienza estudiando R* y R® tratando de recuperar
conceptos vistos en las materias de célculo para luego
pasar a R" en detalle y por ultimo, a espacios mas
generales. Similarmente se tratan las transformaciones
lineales y autovalores.

e Se da importancia a la conceptualizacion, a las
aplicaciones del Algebra Lineal y a las graficas
(rotaciones, proyecciones y reflexiones en R” y R?).

e Solo se demuestran los resultados mas importantes.

Enfoque de los conocimientos previos

En el segundo curso de Calculo (Matematica B) se ensefian
las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
utilizando un enfoque que conjuga los métodos analiticos, la
modelacién, y la visualizacion apoyada en la computadora.
Esta forma de estudiar las ecuaciones diferenciales, les
brinda a los alumnos una poderosa herramienta de amplia
aplicacion en la industria, la ingenieria y, en general, en la
ciencia. De este modo, se ofrece al estudiante una vision
completa que muestra como utilizar las ecuaciones
diferenciales en diversos campos del conocimiento, lo cual,
aunado al apoyo que prestan los recursos electrénicos como
el software de matematicas MAPLE resulta estimulante y
pedagogicamente fructifero. Los aspectos mas notables
considerados en ese curso son los siguientes: incluye un gran
nimero de modelos, se pone énfasis en la visualizacion
grafica, se ofrece un vasto conjunto de ejemplos y
problemas, se muestra la aplicacion de las ecuaciones
diferenciales en distintos campos, se fomenta el uso de la
computadora para visualizar y resolver problemas
complejos.



Como se enseian los Sistemas Lineales de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias en la actualidad

Actualmente los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales, se enseflan, como una aplicacion directa del
Algebra Lineal, en particular como aplicacion de los
autovalores y autovectores. Solo se imparte la parte tedrica
en general y la resolucién analitica en particular para los
sistemas con coeficientes constantes. No se motiva el tema
con ejemplos directos de aplicacion a la Ingenieria, no se
utiliza software para la grafica de las soluciones y su
interpretacion, no se menciona la parte numérica, ni la
posible resolucion de sistemas no lineales y el analisis del
comportamiento de los mismos. En dos semanas de clase los
alumnos logran aprender “mecanicamente” la resolucion de
los sistemas, pero sin ningln tipo de motivacion, aplicacion
y analisis de las soluciones.

PROPUESTA DE CAMBIO PARA LA ENSENANZA DE
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES ORDINARIAS

Un poco de historia

Los sistemas de ecuaciones diferenciales surgieron con la
misma intencién que las ecuaciones diferenciales ordinarias:
analizar cuantitativamente determinados sistemas fisicos, en
particular los astronémicos. En el campo de la astronomia
los principios fisicos (las leyes del movimiento de Newton y
la ley de gravitacion) estaban claros pero los problemas
matematicos no. El problema matematico fundamental al
estudiar el movimiento de dos o mas cuerpos, moviéndose
cada uno bajo la accion gravitatoria de los otros es el de
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El primer éxito lo obtuvo Newton en los Principia al
demostrar que a partir de sus leyes de movimiento y de la
ley de gravitacion universal se podian deducir las tres leyes
planetarias de Kepler. El problema de los tres cuerpos
sometidos a una accién gravitatoria comin fue estudiado
intensamente por Euler, Laplace y Lagrange obteniendo s6lo
resultados parciales.

Al no obtener métodos generales para resolver los
sistemas de ecuaciones diferenciales, los matematicos se
volcaron a los sistemas de ecuaciones lineales de
coeficientes constantes. Este tipo de sistemas surgio por
primera vez al estudiar sistemas de muelles acoplados, a
partir de la ley de Hooke. La nocion de polinomio
caracteristico aparece ya explicitamente en el trabajo de
Lagrange sobre sistemas de ecuaciones diferenciales
publicado en 1774 y en el trabajo de Laplace en 1775.

Por otra parte, Laplace en el famoso ensayo Th’eorie
analytique des probabilit’es, publicado en 1812, present6 lo
que ahora se conoce como la transformada de Laplace para
encontrar la solucion de ecuaciones diferenciales lineales de
coeficientes constantes y sirve también, para encontrar la

solucion de los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes.

Posteriormente, a principios del siglo XIX se tratdé de
demostrar algunos hechos dados por validos en el siglo
anterior. En 1820, Cauchy probd bajo ciertas condiciones la
existencia de soluciones de la ecuacion diferencial de primer
orden. En 1890 Picard estableci6 un método de
aproximaciones sucesivas que permite establecer con
precision el teorema de existencia y unicidad de las
ecuaciones diferenciales de orden n.

Posteriormente, Cauchy, al tratar de demostrar el mismo
teorema para los sistemas de ecuaciones diferenciales,
introdujo la notacion vectorial que todavia se utiliza hoy en
dia. Generalizacion que, utilizando los conceptos matriciales
introducidos por Cayley a mediados del siglo XIX, ayudé6 a
Jacobi a resolver completamente los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de coeficientes constantes donde la
matriz del sistema es diagonalizable. Posteriormente Jordan
introdujo lo que hoy se conoce como la forma candnica de
Jordan precisamente para resolver los sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales donde la matriz no es diagonaliza-
ble. Las investigaciones de Poincaré , a fines del siglo XIX,
sobre la estabilidad y periodicidad de las soluciones del
sistema solar lo condujeron al inicio de la teoria de las
ecuaciones diferenciales no lineales [1-12].

Analisis del tema en la nueva bibliografia

En los libros actuales de Algebra Lineal, que siguen los
lineamientos del Linear Algebra Curriculum Study Group, el
tema ecuaciones diferenciales se encuentra desarrollado en
los textos en una secciéon como una aplicacion directa del
tema autovalores y autovectores, proporcionando de esta
forma la clave para describir el comportamiento dindmico de
los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias.
De esta forma se conectan las ecuaciones diferenciales con
el Algebra Lineal, sin el analisis del comportamiento
dindmico. Encontrandose esto en los libros actuales de
Ecuaciones diferenciales [10].

Propuesta

En el estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales,
nos hemos centrado en el problema de obtener soluciones
aplicando lo estudiado en Algebra Lineal para el caso de los
sistemas lineales con coeficientes constantes. Dado que
muchas ecuaciones diferenciales no las sabemos resolver e
incluso, aunque se pudieran encontrar sus soluciones, a
veces no es necesario determinarlas explicitamente pues solo
se requiere conocer el comportamiento de las mismas. Por
ello, nuestra propuesta pretende ser mas abarcativa, tratando
de obtener ademas, informacion cualitativa sobre el
comportamiento de las soluciones. Estos jugaran un papel
primordial en el estudio de la clasificacion de los puntos de
equilibrio de un sistema no lineal.

Como ejemplo de lo que proponemos pensemos en el
modelo predador—presa de Lotka-Volterra. Este problema se
modela mediante un sistema de ecuaciones diferenciales no



lineales, el cual no puede resolverse en términos de
funciones elementales, sino que debe recurrirse a métodos
numéricos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.
Es decir, no podemos obtener explicitamente el nimero de
individuos de cada especie en un tiempo t. Sin embargo, hay
algunas propiedades de tipo cualitativo, que son interesantes
y a las que con frecuencia pueden darse respuestas
satisfactorias sin necesidad de determinar explicitamente las
soluciones.

Por ejemplo podemos preguntarnos:

(Hay valores, llamados valores de equilibrio, para los cuales
ambas especies coexisten permanentemente?

(Permaneceran las poblaciones cerca de los valores de
equilibrio para todo tiempo futuro?

Si conocemos el nimero de individuos (predadores y presas)
de cada especie en un tiempo ty, ;Cual sera la evolucion de
las especies cuando transcurre el tiempo?

Si no tienden a valores de equilibrio, ¢triunfara una de las
especies?

Del andlisis de la bibliografia, de la historia y de los
nuevos enfoques de enseflanza de los sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales, es que nuestra propuesta se centra
en:

¢ El estudio de sistemas lineales de ecuaciones

diferenciales  ordinarias  bidimensionales con
coeficientes constantes con el fin de una mayor
intuiciéon geométrica, a partir de sus diagramas de
fases. Promoviendo el uso de la computadora para
visualizar y resolver problemas complejos

¢ La descripcion sistematica de todos los posibles

comportamientos de tales sistemas a través de sus
autovalores y autovectores. Ofreciendo un vasto
conjunto de ejemplos y problemas.

¢ Mostrar la aplicacion de las ecuaciones

diferenciales en los distintos campos, como ser la
biologia, la ecologia, la fisica y la ingenieria.

¢ Mostrar con ejemplos el analisis de los sistemas no

lineales que pueden ser analizados en funcién de
determinados sistemas lineales relacionados con
ellos.
La estructura y el contenido de las clases de acuerdo a lo
anterior la proponemos de la siguiente forma:
- Teoria general de los sistemas lineales
o Ejemplos motivadores
o Definicion de solucion
o Teorema de existencia y unicidad
- Sistemas de segundo orden
o Con coeficientes constantes
= Homogéneas
= No homogéneas
= Meétodos de resolucion
= Trabajo en computadora
- Introduccién a la teoria cualitativa de los sistemas
autdnomos
o Plano de fases

o Anadlisis de estabilidad para sistemas de
segundo orden con coeficientes constantes
- Sistemas de mayor orden
- Aplicacion a las ecuaciones diferenciales lineales
ordinarias de mayor orden

TAREAS FUTURAS

Del analisis anterior es que planificamos las siguientes tareas
a futuro en vias de la factibilidad de la implementacion de la
propuesta elaborada.

Proponemos las siguientes acciones:

e Convocar a reunion a todos los profesores de la catedra.

e Discutir en conjunto la propuesta.

e Desarrollar material en formato electronico e impreso
acorde a la propuesta acordada, para el estudio de estos
temas por parte de los alumnos.

e Desarrollar actividades en
MAPLE y/o MATLAB.

e Elaborar ejemplos y ejercicios motivadores, acordes a
cada una de las distintas especialidades que se cursan
en la Facultad de Ingenieria de la UNLP: Industrial
Aeronautica, Electronica, Mecanica, Civil, Hidraulica,
entre otras.

e Analizar la bibliografia a usar para el desarrollo de este
tema, acorde con el enfoque dado en la propuesta.

software matematico
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