
ANÁLISIS DE UNICIDAD Y ESTABILIDAD DE LA RESPUESTA
HOMOGÉNEA DE UNA BARRA DE HORMIGÓN MODELADA CON

UN MODELO GRADIENTE DE DAÑO

Mariela Luegea

aCONICET. Instituto de Estructuras, Universidad Nacional de Tucumán. Avenida Independencia
1800, 4000 San Miguel de Tucumán, Argentina, iest@herrera.unt.edu.ar

Palabras Clave: Modelo gradiente de daño, formulación energética, análisis de estabilidad
y unicidad, material hormigón

Resumen. En este trabajo se presenta el análisis de estabilidad para el problema de evolución de
una barra de hormigón modelada con un modelo gradiente de daño. La particularidad del material
interviene en el tipo de criterio usado en el modelo. El aspecto novedoso de este análisis está en
que el problema de evolución se obtiene aplicando la formulación energética. En esta formulación,
que no contiene derivadas con respecto al tiempo, la evolución del material está caracterizada por
tres requisitos energéticos: un balance de energía, una desigualdad de disipación y un criterio global
de estabilidad. Una de las ventajas de dicha formulación es que permite dar un significado claro
a los conceptos de bifurcación y estabilidad para ambos, estructura y material. Aplicado al ensayo
a tracción de una barra sujeta a una carga monótona, se considera la respuesta homogénea donde
ambos campos de deformación y daño son uniformes en el espacio. En presencia de ablandamiento,
se muestra que el estado homogéneo de la barra es estable, siempre y cuando la longitud de la barra sea
menor que un valor crítico que depende del estado actual del sistema, de lo contrario es inestable. Sin
embargo, también se muestra que la bifurcación puede aparecer para un estado homogéneo estable.
Todos estos resultados se obtienen analíticamente y se ilustran con ejemplos.
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1. INTRODUCCIÓN

Hay dos aspectos importantes a tener en cuenta en el comportamiento constitutivo del hormi-
gón. Por un lado la introducción de una longitud característica que permita tener en cuenta el
efecto escala en el material, este hecho ha sido verificado en una gran cantidad de resultados
experimentales (Bazant, 1976). Por otro lado, debido al ablandamiento en este material, el
problema de valores al contorno resulta mal puesto y los resultados numéricos verifican una
energía disipada fuertemente dependiente del tamaño de la malla. En este trabajo se inclu-
ye dicha longitud característica a través de la introducción de un parámetro c, que permite
describir la falla del material por localización, penalizando las deformaciones demasiado
localizadas (Frémond y Nedjar (1996); Lorentz y Godard (2011); Marigo (2014)). La regu-
larización del modelo se realiza mediante la utilización de un modelo gradiente de daño y la
idea es analizar estos aspectos para el caso de una barra sujeta a tracción, siguiendo los tra-
bajos de (Pham, 2010; Pham et al., 2010). Se llevará a cabo tanto un análisis de bifurcación,
para el cual la obtención de infinitas soluciones implica que el problema es mal puesto, co-
mo un análisis de estabilidad mediante el cual es posible seleccionar, entre todas las posibles
soluciones los caminos estables, aquel que constituirá la solución final del problema. El estu-
dio de la estabilidad de los estados homogéneos permite luego evidenciar los efectos escala
sobre los resultados de estabilidad. Todo ello se realiza en el contexto de aproximaciones
variacionales globales.
Teniendo como objetivo el de analizar la estabilidad de estados homogéneos utilizando dis-
tintas funciones de rigidez, en el presente trabajo se propone analizar el problema de evolu-
ción del modelo gradiente de daño aplicando la formulación energética (Mielke et al., 2010).
Dicha aproximación será utilizada en particular, para llevar a cabo un análisis general sobre
el procedimiento de regularización mediante el estudio de las condiciones bajo las cuales los
problemas de minimización resultan bien puestos. La formulación ha sido desarrollada pa-
ra comportamientos independientes de la velocidad, siguiendo la propuesta de Mielke et al.
(2002); Mielke (2005); Mielke y Roubicek (2015) y Marigo (2014), para la cual resulta ne-
cesario definir: las variables de estado del modelo, la energía total, que incluye la energía
potencial y la energía disipada, y finalmente obtener el problema de evolución en base a tres
principios fundamentales: el balance de energía, la condición de estabilidad y la irreversi-
bilidad de la variable de daño. En dicha formulación se requiere que en cada instante de
tiempo la energía alcance su mínimo, permitiendo así manejar evoluciones discontinuas en
el tiempo. Dentro de las ventajas de esta aproximación variacional, pueden mencionarse que
establece de manera unificada el análisis de la existencia, unicidad y estabilidad de solucio-
nes cuasi-estáticas y su tratamiento numérico. El criterio no local de daño y las condiciones
de borde en daño naturales se deducen de la formulación variacional diréctamente, las con-
diciones de Kuhn–Tucker se derivan de la condición de estabilidad de primer orden y del
balance de energía, mientras que los resultados de estabilidad y bifurcación, principal objeto
de análisis del presente trabajo, derivan de las condiciones de estabilidad de segundo orden
y algunas propiedades de la derivada segunda de la energía potencial.
Este trabajo está organizado como sigue: en la Sección 2 se presenta el modelo gradiente de
daño, en la Sección 3 se formula el problema de evolución en términos de los tres principios
físicos de irreversibilidad, estabilidad y balance de energía. La formulación se escribe para
el caso uniaxial solamente. En la Sección 4 se deducen las condiciones suficientes de estabi-
lidad y no bifurcación que surgen de la derivada segunda de la energía potencial. En Sección
5, se analiza la estabilidad y bifurcación de la respuesta homogénea de una barra de hormi-
gón sujeta a tracción, usando distintas funciones de rigidez mientras Sección 6 concluye el
trabajo con algunas observaciones.
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2. FORMULACIÓN UNIDIMENSIONAL DE UN MODELO GRADIENTE DE DA-
ÑO

En esta primera sección se introduce el modelo gradiente de daño en el marco de los pro-
cesos independientes de la velocidad siguiendo la propuesta de (Frémond y Nedjar, 1996;
Fremond, 2002), para luego desarrollar la formulación variacional del problema resultante
de valores iniciales al contorno basándose en la formulación propuesta por (Mielke et al.,
2002; Mielke, 2005; Mielke et al., 2010; Mielke y Roubicek, 2015). Todos estos desarrollos
se realizan en el marco uniaxial.
Sea (0, L) la configuración de referencia de una barra homogénea, compuesta de material
elástico dañable, cuyo comportamiento se define como sigue:

1. La variable de daño es un escalar que crece de 0 a 1, β = 0 denota el estado del
material no dañado, y β = 1 el estado completamente dañado.

2. El estado del elemento unidimensional está caraterizado por la terna (u′(x), β(x), β ′(x)),
donde u′(x) = ∂u/∂x es una deformación pequeña, β es la variable de daño y
β ′(x) = dβ/dx el gradiente de daño.

3. El comportamiento del material en cada punto x está caracterizado por:

(i) La función de estado ψ(u′(x), β(x), β ′(x))

ψ(u′, β, β ′) =
1

2
E(β)u′2 +

c

2
β ′2 (2.1)

la cual es independiente del camino seguido para alcanzar (u′, β, β ′) y no-local
debido a la dependencia con el gradiente de daño. Tal dependencia tiene como
objetivo el de limitar la concentración del daño y es controlada a través del pará-
metro c > 0. En la modelación de la influencia del daño sobre el comportamiento
macroscópico del material, la rigidez del material se asume descripta a través de
una función E(β) decreciente con la variable β. La expresión clásica para E(β)
es la propuesta por Kachanov (1958) E(β) = (1− β)E0. En el presente análisis
se tendrán en cuenta otras funciones. Se precisa que la condicción de admisi-
bilidad de la variable β no se incluye en (2.1) a través la función indicador del
intervalo [0, 1], sino que se tiene en cuenta de manera explícita precisando dicho
intervalo de admisibilidad cada vez.

(ii) El potencial de disipación φ(β̇)

φ(β̇) = kβ̇ + IR+(β̇) , (2.2)

dependiente sólo de la variable β̇ y tal de ser creciente, positiva y homogénea de
grado 1 en la variable β̇. En (2.2) k > 0 es un parámetro escalar que determina
la cantidad de energía disipada cuando β aumenta de 0 a 1 y constituye un um-
bral a partir del cual el daño evoluciona, como se verá más adelante. La función
indicador IR+ (IR+ = 0 si β̇ ≥ 0, IR+ = +∞ si β̇ < 0) modela la condición de
irreversibilidad de daño, es decir que el material no puede ’curarse’.

4. Las variables duales asociadas con las variables de estado son respectivamente la ten-
sión σ y las fuerzas termodinámicas V yH . Como parte de las asunciones del modelo,
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se supone que

σ = σd + σnd , V = V d + V nd y H = Hd +Hnd , (2.3)

donde las fuerzas interiores nodisipativas (Fremond, 2002) están dadas por

σnd =
∂ψ

∂u′
(u′, β, β ′) = E(β)u′

V nd =
∂ψ

∂β
(u′, β, β ′) =

1

2
E ′(β)u′2

Hnd =
∂ψ

∂β ′
(u′, β, β ′) = cβ ′

(2.4)

mientras que para las fuerzas disipativas se asume

σd = 0 , V d ∈ ∂φ(β̇) = k + ∂IR+(β̇) y Hd = 0 , (2.5)

donde ∂φ denota el subdiferencial de la función convexa φ definido por

∂φ(β̇) = {V d ∈ R : ∀z̄ ∈ R : φ(β̇) + (z̄ − β̇)V d ≤ φ(z̄)} (2.6)

Las relaciones constitutivas satisfacen la desigualdad de Clausius–Duhem, que toma la forma
V dβ̇ ≥ 0.
Considerando el caso de evolución cuasi estática y siguiendo el método de potencias virtua-
les, se asume como en Frémond y Nedjar (1996) que el daño se produce por movimientos
microscópicos de rotura de las uniones entre partículas. Estos movimientos están descriptos
mediante las variables β̇ = dβ/dt y β̇ ′ = d(∂β/∂t)/dx. Por lo tanto, en la potencia de
fuerzas internas se tiene en cuenta también la potencia de estos movimientos y la potencia
virtual de fuerzas internas está representada por la forma lineal

Pi(u, β) =

∫ L

0

(σǫ̇+ V β̇ +Hβ̇ ′)dx , (2.7)

mientras la potencia virtual de fuerzas externas está representada por la siguiente forma
lineal

Pe(u) = [tu]L0 +

∫ L

0

fudx (2.8)

donde f denota las fuerzas volumétricas y t las fuerzas de borde en x = 0 y x = L.
Denominando Ut al espacio de desplazamientos admisibles, U0 al espacio de desplazamien-
tos admisibles lineal asociado a Ut y D el espacio lineal del campo de daño admisible,
definidos como

Ut =
{

v ∈ H1(0, L) : v(0) = 0, v(L) = wt

}

U0 = H1
0 =

{

v ∈ H1(0, L) : v(0) = v(L) = 0
}

D =
{

β ∈ H1(0, L) : 0 ≤ β ≤ 1
}

,

(2.9)

el método de potencias virtuales establece que, para todo campo de desplazamientos u ∈ U0

y de daño β ∈ D admisibles, debe verificarse

Pe(u) = Pi(u, β) . (2.10)
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En el caso estudiado en este trabajo, no se consideran cargas volumétricas ni de contorno,
sino sólo condiciones de borde de Dirichlet que varían en el tiempo. Aplicando ahora el
teorema de Gauss-Green y el lema fundamental de cálculo de variaciones, se obtienen dos
ecuaciones de campo dadas por las siguientes ecuaciones de balance de momento lineal con
los correspondientes condiciones naturales

divσ = 0 en (0, L) ,

σn = 0 para x = 0 y x = L ,

divH − V = 0 en (0, L) ,

Hn = 0 para x = 0 y x = L .

(2.11)

De la definición (2.6) de ∂φ(0), se obtiene 0 = φ(0) ≤ φ(z̄)+V dz̄, y usando la homogenei-
dad de φ, se deriva en forma seguida el concepto de solución energética. Con tal objetivo, y
gracias a la convexidad de ψ se deriva la siguiente desigualdad (ver Mielke et al. (2010) para
más detalles):

∫ L

0

ψ(u′, β, β ′) ≤

∫ L

0

ψ(u′, β̄, β̄ ′) +

∫ L

0

φ(β̄ − β)dx ∀β̄ ∈ D+ (2.12)

con D+ =
{

β̄ ∈ H1(0, L) : β̄ ≥ 0
}

. Si β satisface (2.12) se dice que β es parcialmente es-
table en el instante t. Para que se verifique la estabilidad completa, es necesario que también
las ecuaciones de balance de momento lineal (2.11) se cumplan. Introduciendo la energía
potencial definida como

Ψt =

∫ L

0

ψ(u′t, βt, β
′
t)dx (2.13)

donde no aparece la potencia de las fuerzas externas debido a las asunciones iniciales, multi-
plicando (2.11)1 y (2.11)2, respectivamente por β̇ y ∂(u− w)/∂t, integrando en el intervalo
de tiempo [0, T ], y aplicando integración por partes en el tiempo, se obtiene la siguiente
expresión de balance de energía

ΨT (uT , βT ) + Diss(β; 0, T ) ≤ Ψ0(u0, β0) +

∫ T

0

∫ L

0

σẇ′dxdt (2.14)

donde w es la extensión de u(L) = w en toda la barra, y Diss se denomina distancia de
disipación, dada por

Diss(β; s, t) =
∫ t

s

∫ L

0

φ(β̇(s))dsdx =

{

k
∫ L

0
(βt(x)− βs(x))dx β̇ ≥ 0

+∞ β̇ < 0 .
(2.15)

La igualdad en el balance de energía (2.14) se obtiene cuando la condición de estabilidad
completa se verifica. Ahora se está en condiciones de introducir la formulación energética.

3. FORMULACIÓN ENERGÉTICA UNIDIMENSIONAL

Se considera una barra fija en el extremo x = 0, y sujeta a un desplazamiento impuesto en el
extremo x = L de magnitud wt = tǫ1L, siendo t el tiempo transcurrido desde el inicio de la
aplicación del desplazamiento y ǫ1 = ft0/E0, con ft0 la resistencia uniaxial a tracción y E0
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el módulo de Young. Las condiciones de borde que los desplazamientos admisibles deben
satisfacer en el instante t son

ut(0) = 0, ut(L) = wt, t ≥ 0 . (3.1)

Suponiendo la barra no está dañada en t = 0, β0 = 0. El problema de evolución del des-
plazamiento y del daño en la barra se obtiene via la formulación variacional propuesta en
Mielke et al. (2002); Mielke (2005); Mielke y Roubicek (2015); Marigo (2014) y utilizada
también en Lorentz y Godard (2011).
El problema de evolución consiste en encontrar el campo de desplazamientos y daño (ut, βt) ∈
Ut ×D que satisfagan en todo instante de tiempo t, las siguientes condiciones:

(IR) Condición de irreversibilidad: β̇t ≥ 0. El daño es una función no decreciente de t, con
β0 = 0

(ST) Condición de estabilidad: el estado (ut, βt) tiene que ser estable direccionalmente, es
decir verificar

Ψt(ut, βt) ≤ Ψt(ū, β̄) +

∫ L

0

φ(β̄ − βt)dx ∀(ū, β̄) ∈ Ut ×D+ (3.2)

(EB) Balance de energía: la energía potencial Ψt(ut, βt) debe verificar el siguiente balance
energético

Ψt(ut, βt) + Diss(βt; 0, t) = Ψ0(u0, β0) +

∫ t

0

σs(L)ẇsds (3.3)

donde u0 es el campo de desplazamientos solución del problema elástico en t = 0
obtenido como u0 = argminūΨ0(ū, β0) mientras σs = E(βs)u

′
s es el campo de tensión

en t = s. Para más detalles de la formulación ver (Pham et al. (2010); Mielke et al.
(2002); Mielke (2005); Mielke y Roubicek (2015); Bourdin et al. (2008); Luege et al.
(2017).

3.1. Aproximación incremental en el tiempo

La formulación energética (ST) y (EB) viene ahora aproximada como un problema incre-
mental. Dado el intervalo de tiempo [tn, tn+1], donde qn son los valores de la variable q en tn
y qn+1 el valor en tn+1, debido a la convexidad de los potenciales, se demuestra (Luege et al.,
2017) que la evolución en el tiempo del sistema está gobernada por la minimización global
de la energía total del sistema dada por

Et(ut, βt) = Ψt(ut, βt) +

∫ L

0

φ(βt(x)− βn(x))dx

=

∫ L

0

(

1

2
E(β(x)) u′(x)2 + c β ′(x)2 + k(β(x)− βn(x))

)

dx

(3.4)

donde la referencia explícita al estado inicial en el tiempo tn se omite por simplicidad. De-
bido a la homogeneidad de φ la longitud del intervalo de tiempo desaparece.
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3.2. Condición de estabilidad de primer orden

La condición de estabilidad de primer orden es una condición necesaria para la estabilidad
(ST) de (ut, βt) solución del problema extremo (3.4). Dicha condición está dada por la no ne-
gatividad de la primera variación de la energía total Et para todas las variaciones admisibles
de las variables de estado, como sigue

E ′
t(ut, βt)(v, α) ≥ 0 ∀(v, α) ∈ Ut ×D (3.5)

donde E ′
t(ut, βt)(v, α) es la derivada de Gateaux de Et (3.4) evaluada en (u,βt) en la dirección

(v, α) dada por (Luege et al., 2017)

E ′
t(u, β)(v, α) =

∫ L

0

E(β)u′v′dx+

∫ L

0

[(

1

2
E ′(β)u′2 + k

)

α +
c

2
β ′α′

]

dx (3.6)

Verificar la condición (3.5) es equivalente a verificar el equilibrio y el criterio no local de
daño como se demuestra a continuación. Particularizando (3.5) para α = β̇t y v = u̇t + w,
con w ∈ U0, se obtiene la ecuación variacional

∫ L

0

E(βt(x))u
′(x)w′(x)dx = 0 , (3.7)

que expresa el equilibrio de la barra en forma variacional. De (3.7) se deriva que

σ′
t(x) = 0 ∀x ∈ (0, L) (3.8)

por lo tanto, la tensión a lo largo de la barra es constante. Despejando u′t(x) de σt(x) =
E(β) u′t(x), integrando y aplicando las condiciones de borde en 0 y L, se obtiene

σt =
wt

∫ L

0

dx

E(βt(x))

(3.9)

Teniendo en cuenta la (3.7), ecuación (3.5) se reduce entonces a la desigualdad variacional
∫ L

0

(

1

2
E ′(βt)u

′2
t α + φ′(βt) + cβ ′

tα
′

)

dx ≥ 0 (3.10)

válida para todo α ∈ D. Condición (3.10) gobierna la evolución del daño y se verifica
como igualdad cuando α = β̇t. Integrando por partes la (3.10) se obtienen por lo tanto las
siguientes relaciones

β̇t ≥ 0

1
2
E ′(βt)u

′2
t + φ′(βt)− cβ ′′

t ≥ 0

β ′
t(0) ≤ 0 , β ′

t(L) ≥ 0

(3.11)
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3.3. Balance de energía

Suponiendo una evolución suave en el tiempo, de modo que u̇t y β̇t pertenezcan a H1(0, L)
y derivando (EB) con respecto a t, se obtiene

0 = E ′(ut, βt)(u̇t, β̇t)− σtẇt

=

∫ L

0

E(β)u′tu̇
′
tdx− σtẇt +

∫ L

0

[(

1

2
E ′(β)u

′2
t + k

)

β̇t +
c

2
β ′
tβ̇

′
t

]

dx

=

∫ L

0

(

1

2
E ′(βt)u

′2
t + φ′(βt)− cβ ′′

t

)

β̇tdx+
∫

Ω

2c(β ′
tβ̇t)

′dx .

(3.12)

Luego, conjuntamente a (3.11), de (3.12) se obtienen las condiciones de consistencia del
modelo gradiente de daño

β̇t

(

1

2
E ′(βt)u

′2
t + φ′(βt)− cβ ′′

t

)

= 0 (3.13)

con β̇(0)β ′
t(0) = 0, β̇(L)β ′

t(L) = 0 y las condiciones de borde β ′
t(0) = 0 y β ′

t(L) = 0.
Mientras las ecuaciones de balance energético en forma fuerte se utilizan para el caso de
evoluciones suaves en espacio y tiempo, el principio de balance energético (EB) da el mar-
co para describir evoluciones discontinuas en el tiempo, como por ejemplo en el caso de
materiales con ablandamiento que exhiben fenómenos de snap-back. Este es debido a que
la energía total del cuerpo sigue siendo una función continua en el tiempo, aún cuando la
evolución del daño no lo sea.

4. CONDICIÓN SUFICIENTE DE ESTABILIDAD Y DE NO–BIFURCACIÓN

Para el análisis de la estabilidad global (ST) de la solución del problema incremental (3.4),
además de verificar la condición de estabilidad de primer orden (3.5), se requiere que la
expansión asintótica de segundo orden de la energía total Et evaluada en (ut, βt) sea no
negativa para cada dirección admisible (v, α) ∈ U0 ×D+.
Considerando para un dado tiempo t, la expansión de la energía total Et de un estado pertur-
bado (ut + hv, βt + hα) con respecto a h hasta el término de segundo orden para una dada
dirección admisible (v, α) ∈ U0 ×D+

Et(ut + hv, βt + hα) = Et(ut, βt) + hE ′
t(ut, βt)(v, α) +

h2

2
E ′′
t (ut, βt)(v, α) + o(h2) , (4.1)

la condición de stabilidad total (ST) se expresa como

hE ′
t(ut, βt)(v, α) +

1

2
h2E ′′

t (ut, βt)(v, α) + o(h2) ≥ 0 (4.2)

donde E ′′
t (ut, βt) es la derivada segunda de Et en (ut, βt).

Teniendo en cuenta de (3.5) y de (4.2), se obtiene que la solución (ut, βt) es estable en la
dirección (v, α), si para valores pequeños de h resulta que

hE ′
t(ut, βt)(v, α) +

h2

2
E ′′
t (ut, βt)(v, α) ≥ 0 . (4.3)

Usando las ecuación de equilibrio en forma variacional, se muestra que (Benallal y Marigo,
2007; Luege et al., 2017) la derivada direccional primera de Et(ut, βt) es una forma lineal
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definida en H1(0, L), dada por

E ′
t(ut, βt)(v, α) =

∫ L

0

[

E(βt)u
′v′ +

(

φ′(βt) +
1

2
E ′(βt)u

′2

)

α + 2cβ ′α′

]

dx (4.4)

mientras la derivada direccional segunda es una forma bilinear definida en H1(0, L)2 dada
por

E ′′
t (ut, βt)(v, α) =

∫ L

0
cα′2dx+

∫ L

0
E(βt) (v

′2 − αS ′(βt)σt)
2
dx

−
∫ L

0

(

1
2
S ′′(βt)σ

2
t − φ′′(βt)

)

α2dx ,
(4.5)

donde φ′(βt) = dφ/dβt, S(βt) = 1/E(βt), S ′(βt) = dS/dβt y S ′′(βt) = d2S/dβ2
t .

Si se introduce el siguiente cociente de Rayleigh

Rt(v, α) =

2c
∫ L

0
α′2dx+

∫ L

0

E(βt)
(

v′2 − αS ′(βt)σt
)2
dx

∫ L

0

(

1

2
S ′′(βt)σ

2
t − φ′′(βt)

)

α2dx

. (4.6)

verificar la positividad de (4.5), y por lo tanto la estabilidad del sistema, es también equiva-
lente a verificar que en cada instante de tiempo t se verifica la siguiente relación

mı́n
U0×(D+\{0})

Rt > 1 . (4.7)

4.1. Análisis de estabilidad del estado homogéneo

Para analizar la estabilidad de la solución homogénea del problema de evolución, donde tanto
el daño como la deformación son constantes en el espacio y evolucionan de manera suave
en el tiempo, se observa que siendo ut(x) = ǫ1tx, las variables de estado que caracterizan el
estado homogéneo están dadas por

u′t(x) = ǫ1t , β ′
t(x) = β ′′

t (x) = 0 y σt = E(βt)ǫ1t , (4.8)

para t ≥ 0 y x ∈ (0, L). Asumiendo que la barra está inicialmente no dañada en cada punto,
es decir β0(x) = 0 para x ∈ (0, L), se puede determinar el instante de tiempo te en que se
verifica, por primera vez, el criterio de daño dado por

1

2
S ′(βt)σ

2
t + k ≥ 0 , β̇t

(

1

2
S ′(βt)σ

2
t + k

)

= 0 . (4.9)

Se obtiene de esta manera que

te =

√

−2φ′(0)

ǫ1E ′(0)
y σe =

√

−2φ′(0)

S ′(0)
, (4.10)

donde φ′(0) = k > 0. La fase elástica se verifica, por lo tanto, para todo tiempo t en el
intervalo [0, te]. Por otro lado, en la fase de daño, es decir para t > te, resulta

t =

√

−2k

ǫ1E ′(βt)
y σt = E(βt)ǫ1t =

√

2k

S ′(βt)
(4.11)
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y la derivada primera de la energía total (4.1) se escribe

E ′
t(ut, βt)(v, α) =

(

φ′ + 1
2
E ′ǫ21t

2
) ∫ L

0
αdx

=

{

−1
2
E ′

0ǫ
2
1(t

2
e − t2)

∫ L

0
αdx si t < te

0 si t ≥ te .

(4.12)

La discusión sobre la estabilidad se llevará a cabo considerando los estados elástico y de
daño separadamente, como sigue:

1. Estado elástico: t < te. La solución homogénea es (ǫ1tx, 0). La derivada primera de
la energía (4.12) es positiva en todas las direcciones (v, α) con α 6= 0, mientras que el
término de segundo orden en las direcciones admisibles (v, 0), con v 6= 0 resulta

E ′′
t (ǫ1xt, 0)(v, 0) = E(0)

∫ L

0

v′2dx (4.13)

el cual es positivo. Por lo tanto la condición (ST) se verifica (Luege et al., 2017) y la
respuesta homogénea no dañada (ǫ1tx, 0) es solución estable del problema de evolu-
ción.

2. Estado dañado: t ≥ te. La derivada primera de la energía (4.12) evaluada en la solución
homogénea (ǫ1xt, βt) es cero. La estabilidad de esta solución dependerá por lo tanto
sólo del signo de la derivada segunda, es decir, para que se verifique la (ST), debe
resultar que E ′′

t (ut, βt)(v, α) > 0 para todas las direcciones admisibles no-nulas.
Mirando directamente a la (4.5), se observa que cuando S ′′

t < 0, llamado compor-
tamiento en endurecimiento, resulta E ′′

t (ut, βt)(v, α) > 0 para todas las direcciones
admisibles, entonces la solución homogénea (ǫ1xt, βt) es estable. El estudio de stabi-
lidad es por lo tanto relevante para modelos constitutivos donde S ′′

t ≥ 0, que definen
comportamientos en ablandamiento. Para la función S(βt) = 1/E(βt) definida en
(5.1) que se considera en los ejemplos númericos de este artículo, analizando directa-
mente a la (4.5) se observa que E ′′

t (ut, βt)(v, α) > 0 para las direcciones admisibles
del tipo (v, 0) con v 6= 0. Para analizar el signo de (4.5) para las otras direcciones
(v, α) con α 6= 0, se examina la condición de Rayleigh (4.6) que toma la siguiente
expresión (Pham, 2010; Luege et al., 2017)

Rt(α) =
c
∫ L

0
α′2dx+ ES ′2σ2

t

(

∫ L

0
αdx

)2

(

1
2
S ′′σ2

t − φ′′
) ∫ L

0
α2dx

> 1 , α ∈ D+ \ {0} (4.14)

donde Rt depende sólo de α. El mínimo de Rt definido en (4.14) puede obtenerse
analíticamente, (Pham, 2010; Luege et al., 2017). Dicha deducción va más allá del
objetivo de este artículo, sin embargo de dicho análisis se deduce que

mı́n
α∈(D+\{0})

R∗
t =



















EtS
′2
t σ

2
t

(

1
2
S ′′σ2

t − φ′′
) si π2c ≥ EtS

′2
t σ

2
tL

2

c1/3(πEtS
′2
t σ

2
t )

2/3

(

1
2
S ′′σ2

t − φ′′
)

L2/3
si π2c < EtS

′2
t σ

2
tL

2

(4.15)
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Analizando la expresión (4.15) se deduce que para t ≥ te, la solución homogénea
(ǫ1tx, βt) es estable si y sólo si la longitud de la barra es suficiéntemente pequeña, i.e.

L < Ls(t) → (ǫ1xt, βt) satisface (ST),

L > Ls(t) → (ǫ1xt, βt) no satisface (ST),
(4.16)

con

Ls(t) =

√

cπ2E2
t S

′4
t σ

4
t

(

1
2
S ′′σ2

t − φ′′
)3 . (4.17)

Dado que σt = E(βt)ǫ1t y φ′′(βt) = 0, el límite estable Ls(t) de longitud de la barra
a partir del cual, los resultados dejan de ser estables, resulta

Ls(t) =

√

8c π2S ′4
t

S ′′3 ǫ21t
2
. (4.18)

La longitud límite de estabilidad Ls(t) depende por lo tanto de la función de rigidez
E(β) elegida, de la constante de regularización c, del límite elástico de deformación y
disminuye con el tiempo t. La respuesta de la barra puede seguir la rama homogénea
siempre y cuando el estado homogéneo asociado sea estable. Esto se verifica cuando
la longitud de la barra es suficientemente pequeña, menor que Ls.

4.2. Criterio de no-bifurcación

El hecho que la respuesta homogénea sea estable no garantiza que la evolución seguirá dicho
camino hasta la pérdida de estabilidad. Puede ocurrir que una evolución pase a otro estado
homogéneo estable, es decir bifurque en otra rama estable pero asociada a un estado noho-
mogéneo. El interés en este trabajo es encontrar posibles puntos de bifurcación en la rama
homogénea. Suponiendo primeramente que la evolución sea suficientemente regular, tal que
la derivada exista en t, y tome el valor (u̇, β̇) = (ǫ1x, β̇t), cuando la evolución sigue la rama
homogénea, el objetivo es estudiar si otra evolución de la velocidad es posible. Para reali-
zar dicho análisis, se examina la condición que se obtiene derivando con respecto al tiempo
la forma variacional del problema de evolución, dada por (Pham, 2010; Pham et al., 2011;
Luege et al., 2017)

Ėt
′′
(ut, βt)(Ẋt, Y − Ẋt) + Ėt

′
(ut, βt)(Y − Ẋt) ≥ 0 , ∀Y ∈ U̇t ×D (4.19)

donde Ẋt = (u̇, β̇) y Y = (v, α).
A continuación se estudia la solución homogénea durante el proceso de ablandamiento, es
decir para t ≥ te.
Dada la solución homogénea (ǫ1tx, βt), de la condición (IR) se obtiene que β̇ ≥ 0. Luego
para el caso de desplazamientos impuestos resulta Ėt

′
(ut, βt) = 0, por lo tanto el estudio de

unicidad del problema de velocidad se reduce nuevamente al estudio de la forma cuadrática
(4.5), aunque el espacio funcional sea distinto. La condición de estabilidad (ST) implica, por
otro lado, la condición de estabilidad de primer orden y que la evolución de (u̇, β̇) satisfaga
la desigualdad en la derivada segunda de la energía

E ′′
t (u̇t, β̇t)(v, α) ≥ 0 ∀(v, α) ∈ U̇0 ×D (4.20)
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La solución (u̇t, β̇t) de este problema es por lo tanto única si la derivada segunda de la
energía es una forma bilinear simétrica definida positiva sobreH1

0 (0, L)×H
1(0, L) (Nguyen,

2000). Para materiales con ablandamiento, se introduce el mismo cociente de Rayleigh que
para el estudio de estabilidad. La diferencia entre los dos criterios es el espacio sobre el
cual se realiza la minimización del cociente de Rayleigh. Para el criterio de no-bifurcación
el mínimo se busca en el espacio funcional D+ \ {0} mientras que para el estudio de la
estabilidad en U0 ×D+, obteniendo los siguientes resultados (Luege et al., 2017)

mı́n
α∈D+\{0})

R∗
t (α) =



















EtS
′2
t σ

2
t

(

1
2
S ′′σ2

t − φ′′
) si π2c ≥ EtS

′2
t σ

2
tL

2

cπ2

(

1
2
S ′′σ2

t − φ′′
)

L2
si π2c < EtS

′2
t σ

2
tL

2 .

(4.21)

Examinando (4.21) se deduce que un punto de bifurcación de la rama homogénea es entonces
posible para t ≥ te cuando la longitud de la barra es mayor que un cierto límite Lb(t), i.e.

L < Lb(t) → (ǫ1xt, βt) no es punto de bifurcación,

L ≥ Lb(t) → (ǫ1xt, βt) posible punto de bifurcación,
(4.22)

con

Lb(t) =

√

cπ2

(

1
2
S ′′σ2

t − φ′′
) . (4.23)

5. EJEMPLO NUMÉRICO

En esta sección se analiza la estabilidad y bifurcación de una barra sujeta a tracción. Pa-
ra ello es necesario definir la función de rigidez E(β), representativa del comportamiento
macroscópico del material. Con el objeto de estudiar la respuesta de distintas funciones de
rigidez, se eligen dos funciones EI(β) y EII(β), como sigue

EI(β) =
(1− β)2

(1− β)2 + β
3E0Gf

2f 2
t0D

(

1 + βp exp β2q
)

E0 EII(β) = (1− β)2E0 (5.1)

Ambas funciones verifican las hipótesis constitutivas E(0) = E0 > 0 denominado módulo
de Young,E(1) = 0,E ′(1) = 0, y ∀β ∈ [0, 1) resultaE(β) > 0,E ′(β) < 0 yE ′′(β) > 0. En
la expresión de EII se tienen parámetros macroscópicos adicionales que son: Gf la energía
de fractura, ft0 la resistencia a tracción uniaxial y D la longitud característica, y ello con el
objetivo de que la respuesta obtenida sea coincidente con la respuesta del modelo cohesivo
cuando la longitud de banda se acerque a cero, manteniendo los demás parámetros constantes
siguiendo los sugerimentos de Lorentz et al. (2011, 2012).
Considerando el material hormigón con E0 = 30000MPa, coeficiente de Poisson ν = 0,2,
ft0 = 3MPa, D = 0,05m, se pueden calcular los parámetros k y c de las ecuaciones (2.1) y
(2.2) como sigue

k =
3

4

Gf

D
c =

1

2
kD2 (5.2)
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Por lo tanto resulta φ′(0) = k, φ′′(β) = 0 y

E ′I(0) = −
3

2

E2
0Gf

f 2
0tD

S ′I(0) =
3

2

Gf

f 2
0tD

E ′II(0) = −2E0 S ′II(0) = −
2

E0

(5.3)

cuyas expresiones se obtienen derivando (5.1) respecto a β. Reemplazando en (4.10) se
obtiene que te = 1 y σe = f0t.
En la Figura 5 se grafica la tensión en función del tiempo, para ambas funciones de rigidez
y parámetros p y q.
Se verifica que para t ∈ [0, 1) la respuesta de la barra es elástica, y el campo de daño perma-
nece en su valor inicial 0, ya que la desigualdad (4.9)1 es estricta. En t = 1, la desigualdad
resulta una igualdad en cada punto material, el daño evoluciona en toda la barra, y comienza
la fase de ablandamiento del material. Se nota que incrementando el valor de p y q, la res-
puesta de la barra utilizando la función de rigidez EI se acerca a la respuesta de la función
de EII .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
I
II: p=0 q=0
II: p=2 q=0
II: p=5 q=0
II: p=5 q=10

Figura 1: Tensión vrs. tiempo, usando las funciones de rigidez EI y EII para distintos valores de p y q.

Analíticamente se ha mostrado que durante la fase elástica la respuesta homogénea es estable
y única. Cuando comienza la fase de daño, en la sección anterior se dedujo que si para cada
estado de deformación homogénea se verifican simultáneamente el equilibrio mecánico y el
criterio de daño, dicho camino verifica las condiciones necesarias de estabilidad de primer
orden. Sin embargo para saber si es realmente un mínimo se deben estudiar las condiciones
de segundo orden. Para ello, en las Figuras 2 y 3 se grafica el cociente de Rayleigh (4.15)
para longitud de la barra L = 0,01m y L = 0,1m respectivamente.
La elección de la función de rigidez es importante para la estabilidad del modelo, notando
que para EI , a partir de t = 8 el valor de R∗

t toma valores menores de 1, mientras que
para los valores de parámetros adoptados en EII el valor de R∗

t se mantiene mayor que 1
en el intervalo de tiempo [1, 10] y por lo tanto resulta estable en un intervalo de tiempo más
amplio. Para una longitud de barra mayor, es decir L = 0,1m, la solución homogénea sólo
resulta estable durante un tiempo relativamente corto o no es estable en ningún instante de
tiempo, y ello una vez que la respuesta inicia la fase de ablandamiento.
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Se verifica entonces que las longitudes cortas son más estables que las largas, como se dedu-
ce también de la expresión (4.15). Análogamente se puede estudiar la unicidad de la solución
según la longitud de la barra a través del criterio de no-bifurcación dado por ecuación (4.21).
La Figura 4 muestra los límites de estabilidad para ambos criterios de estabilidad Ls y bifur-
cación Lb, respectivamente, utilizando las distintas funciones de rigidez. En dichas curvas se
observa que el límite de unicidad se alcanza para longitudes menores que el l’imite de esta-
bilidad, ya que la solución homogénea encuentra un punto crítico de bifurcación mientras la
solución es estable.

6. CONCLUSIONES

Usando el marco de la formulación energética para modelos independientes de la velocidad,
se ha analizado la eficacia de la regularización del modelo gradiente daño elegido, a través
de análisis de estabilidad y bifurcación de la respuesta obtenida. Para ello se ha estudiado la
solución homogénea, donde el campo deformaciones y de daño son uniformes en el espa-
cio, del problema de evolución de una barra sujeta a una tracción creciente monótona en el
extremo libre. Se han examinado las curvas tensión deformación y analizado la estabilidad
de la solución homogénea asociado a cada valor de desplazamiento prescripto. Ello permite
vislumbrar efectos escala e introducir una función fundamental dada por la longitud crítica
característica de la barra a partir de la cual el estado homogéneo no es más estable. Se ha
estudiado también la posibilidad de bifurcación a partir de una rama homog’enea, mostran-
do que la bifurcación de una rama estable es posible para una longitud de barra menor de la
longitud crítica asociada a la pérdida de estabilidad del estado homogéneo. Se ha observado
que la respuesta homogénea es la única posible si la longitud de la barra es suficiéntemente
pequeña.
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Figura 2: Cociente de Rayleigh vrs. tiempo, para L = 0,01m y función de rigidez tipo I (a); tipo II con p = 0
y q = 0 en (b), p = 1 y q = 0 en (c), p = 2 y q = 0 en (d), p = 5 y q = 0 en (e), p = 5 y q = 10 en (f)
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Figura 3: Cociente de Rayleigh vrs. tiempo, para L = 0,1m y función de rigidez tipo I (a); tipo II con p = 0 y
q = 0 en (b), p = 1 y q = 0 en (c), p = 5 y q = 0 en (d), p = 1 y q = 0 en (e), p = 5 y q = 10 en (f)
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Figura 4: Longitud límite vrs. tiempo para función de rigidez tipo I (a); tipo II con p = 0 y q = 0 en (b), p = 1
y q = 0 en (e), p = 2 y q = 0 en (c), p = 5 y q = 0 en (d), p = 5 y q = 10 en (f)
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