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Utilizando graficas y tablas para comparar
distintos procesos de eleccion

Alberto Arnal-Bailera
Universidad de Zaragoza

RESUMEN: Analizamos un problema aparentemente sencillo: un grupo de vecinos de-
ciden entre una de tres opciones posibles para pintar la escalera. Se propone un pro-
ceso en el que introduce dos preguntas para efectuar la decision. Realizamos un andlisis
matemadtico de la equidad de este proceso y las diferencias con el proceso de una sola
pregunta.

PALABRAS CLAVE: Toma de decisiones, matematicas electorales, representaciones

graficas.

Using graphics and tables to compare different
processes of choice

ABSTRACT : We analyze a seemingly simple problem: the process for a group of neigh-
bors for deciding between one of three options to paint the stairs. However, the president
of the community proposes a process that introduces two questions rather than one to
make the decision. We perform a mathematical analysis of the equity of this process and
the differences with one question process.

KEYWORDS: decision making, electoral mathematics, graphic representations.

INTRODUCCION

Se admite comunmente que la educacion matematica tiene tres finalidades princi-
pales: Formativa (contribuyendo al desarrollo de capacidades generales y de razona-
miento logico de los estudiantes), funcional (por ejemplo contribuyendo a responder a
situaciones de la vida diaria como consumidor o futuro elector) e instrumental (contri-
buyendo al desarrollo y a la formalizacion de las ciencias experimentales, tecnologi-
cas y sociales).
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La Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte
del Gobierno de Aragdn, por la que se prueba el curriculo de la Educacion secundaria
obligatoria, resume la persecucion de estas finalidades en la intencion de desarrollar la
competencia matematica, esto es promover el uso la argumentacion y el lenguaje pre-
ciso y riguroso propio de las matematicas asi como las herramientas propias de esta cien-
cia, como las representaciones graficas, para resolver problemas cotidianos que tengan
de que ver con su vida personal o social y también con otros ambitos del conocimiento.

Entre los procesos de toma de decision mas estudiados estan los referidos a procesos
electorales (Alvarez y Alonso, 2010; Alvaro, 2001; Girén y Bernardo, 2007; Hernandez,
2001). Apenas hemos encontrado sobre las distintas posibilidades que se plantean en
elecciones directas entre varias opciones, a pesar de que también se presentan en el con-
texto electoral espaiiol en la eleccion de senadores. Fernandez y Fernandez (1999) ana-
lizan un texto histérico que describe un proceso de eleccion entre varios candidatos a un
mismo puesto. La razon podria estar en la simplicidad con la que habitualmente se desa-
rrolla un proceso de eleccion entre varias opciones. Por ejemplo en Suiza durante los ul-
timos 170 afios se han realizado numerosas consultas a la poblacion sobre reformas de
leyes y la disyuntiva que se plantea es “si” o “no”. Si la estructura de la consulta es una
pregunta con varias respuestas, se puede actuar de varios modos, entre ellos: la opcion
mas votada es la elegida (eleccion de senadores en Espatia, listas abiertas...) o bien asig-
nar un determinado valor a la opcion preferida y valores inferiores a la segunda y suce-
sivas, al modo de los concursos televisivos de Eurovision por ejemplo o el descrito en
Fernandez y Fernandez (1999).

Nos ocupamos aqui del analisis comparativo de los procesos para tomar una decision
en una comunidad de vecinos en la que quieren pintar la escalera debiendo los vecinos
elegir entre tres colores posibles. Hay dos propuestas sobre como desarrollar el proceso
de toma de la decision, una votacion con tres opciones, eligiéndose la més votada, y una
votacion mas compleja con dos preguntas, en la primera de las cuales se vota si o no a
un determinado color y en la segunda solo votan los que no querian el primero, eligiendo
entre los otros dos. A primera vista ya vemos que la falta de simetria del proceso afectara
de algiin modo a su ecuanimidad. Propondremos distintas representaciones graficas y ta-
blas que contribuirdn a poner de relieve las diferencias entre las dos propuestas y como
en muchas ocasiones la decision estd muy influenciada por el propio proceso.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideramos un problema tipico en una comunidad de vecinos: Hace ya varios afios
que se pintd la escalera por ultima vez y parece razonable volver a pintarla. Los colores
entre los que tienen que elegir son el amarillo, el verde y el naranja. Se proponen dos pro-
cesos para tomar la decision sobre el color:

* Primera: Un vecino propone que se hagan papeletas con tres opciones, pintar de
amarillo, de verde y de naranja. Cada vecino marca qué color prefiere se meten en
una cajay se cuentan las papeletas favorables a cada opcion.

* Segunda: El presidente de la comunidad de propietarios alega que el naranja es
muy distinto de los otros dos colores al ser un color calido y los otros dos frios.
Por ello propone un proceso distinto mediante dos preguntas:
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— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de naranja?
— 2*Responda solo en caso de que haya respondido de modo negativo a la pri-
mera pregunta, ;Prefiere que se pinte de amarillo o de verde?

Vamos ahora a realizar un analisis exhaustivo de las posibles distribuciones de las
opiniones de los vecinos y como se traducen en una decision u otra en funcion del pro-
ceso empleado.

Consideramos primero una pequeiia comunidad de vecinos de 19 vecinos (caso dis-
creto) y veremos después si las conclusiones extraidas son extrapolables cuando el pro-
ceso se planteara a un ntimero grande de personas, para este caso trabajaremos con los
porcentajes de vecinos (caso continuo).

UN NUMERO PEQUENO DE VECINOS, EL CASO DISCRETO

En la comunidad de vecinos de nuestro ejemplo hay 19 vecinos. Nadie es indiferente
y todo el mundo toma partido por una u otra opcién. Estas distintas formas de pensa-
miento las podemos representar en una tabla de doble entrada (ver Tabla 1), poniendo
en las columnas las distintas cantidades de vecinos que quieren pintar de verde, y en las
filas las de los que quieren pintar de amarillo. El resto hasta 19 son los que quieren pin-
tar de naranja. Asi en la celda (i,j) podemos identificar el nimero de vecinos a favor de
pintar de naranja cuando hay i vecinos a favor de pintar de verde y j a favor de pintar de
amarillo.

Vamos a llamar distribucion de votos a la terna formada por los votos recibidos por
cada color, expresados estos en niimero o en porcentaje.

En la interseccion de la columna 7 (vecinos favorables al verde) con la fila 5 (vecinos
favorables al amarillo), hay un 8 que sefiala que el resto de los vecinos hasta 19 quieren
pintar de naranja. Las celdas sombreadas en gris son distribuciones imposibles ya que
sumarian mas de los 19 votos totales.

Estas distintas distribuciones de las opiniones de los vecinos son previas al comienzo
del proceso de decision, pero no se van a interpretar de un mismo modo segun sea el pro-
ceso de toma de decisiones (tabla 1).

Veamos ahora como queda la tabla anterior, en la que vamos a sustituir en cada celda
el nimero de personas que quieren pintar de naranja por el resultado final de la decision
tomada por la comunidad segun sea el proceso que se siga para la toma de decisiones.

Primer proceso de eleccion, eleccion simultinea entre las tres opciones:

En esta primera forma de eleccion, la propuesta por el vecino, gana la opcién mas vo-
tada, por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna 3 y la fila 7 observamos un
nimero 9 (ver Tabla 1) o una letra N (ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3
vecinos a favor de pintar de verde y 7 a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de
pintar de naranja y esta es la decision adoptada por la comunidad (tabla 2).
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Tabla 1. Distribuciones de votos de los vecinos.

19 0
18 1 0
17 2 1 0
16 3 2 1 0
15 4 3 2 1 0
S 14 5 4 3 2 1 0
5 136 5 4 3 2 1 0
% 12 7 6 5 4 3 2 1 0
= 11 8 7 6 5 4 3 2 1 0
— 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
%3 9 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
E 8 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Z 7 1211 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
g 6 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
B 5 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
" 4 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
3 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
2 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
1 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
0 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Vecinos favorables al color verde
Tabla 2. Color elegido segtn las distribuciones de votos. Primera forma de eleccion.
19 A
18 A A
17 A A A
16 A A A A
15 A A A A A
., 4 A A A A A A
T 13 AAAAAAA
E 12 A A A A A A A A
E 11 A A A A A A A A A
S 10 A A A A A A A A A
T o9 A A A A A A A
z 8 A A A A
E ] =
g
£ s
=z 4
3
2
1
0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Vecinos favorables al color verde
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Tabla 3. Color elegido segun las distribuciones de votos. Segunda forma de eleccion.
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En total hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opciones. En
9 de ellas que hay empate entre dos opciones (en blanco). Hay 67 distribuciones de los
votos que hacen ganadora a cada una de las tres opciones.

Se observa la confirmacion matematica de lo se intuia a partir de la pregunta, ninguna
de las tres opciones recibe un trato diferente de las otras dos.

Segundo proceso de eleccion, doble pregunta.

En esta segunda forma de eleccion, la propuesta por el presidente, hay dos pregun-
tas, por lo que hay que hacer un analisis un poco mas pausado para ver cudl es la opcion
elegida en cada caso. Por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna rotulada con
un ‘3’ y la fila rotulada con un ‘7’ observamos un numero 9 (ver Tabla 1) o una letra N
(ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3 vecinos a favor de pintar de verde y 7
a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de pintar de naranja. Por tanto en la pri-
mera pregunta hay 9 vecinos a favor de pintar de naranja y 10 en contra, con lo que este
color se desecha. En la segunda pregunta solo votan los contrarios al naranja, ganando
los partidarios del color amarillo y esta es la decision adoptada por la comunidad. Notar
que el color de la pintura finalmente elegida es apoyada solo por 7 vecinos frente a 9 que
apoyaban el naranja.

Cabe destacar que en casos como el anterior varia la decision de la comunidad segin
cual sea la forma de eleccion, hay 18 casos similares a este, en los que en ganaba la op-
cién ‘color naranja’ en la primera forma de eleccion para pasar a ganar el amarillo o el
verde en la segunda forma de eleccion. Estos casos estan remarcados en las Tablas 1y 2.
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También ahora hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opcio-
nes, aunque ahora solo hay empate en 5 de ellas. La opcion naranja solo gana cuando
tiene 10 votos o mas en la primera eleccion, lo que ocurre en 55 de las distribuciones.

Las opciones amarillo y verde tienen cada una 75 distribuciones favorables y pre-
sentan una simetria entre ambas. Cada uno de los dos conjuntos de 75 distribuciones se
puede descomponer en dos subconjuntos, 55 de ellas corresponden a situaciones en las
que la mayoria de los vecinos estan a favor del color amarillo o verde respectivamente,
como en el caso de la opcidon naranja. El resto de las distribuciones corresponden a situa-
ciones en las que, sin tener mayoria absoluta ninguno de los colores, unidos los partida-
rios de amarillo y verde superan a los partidarios del naranja en la primera pregunta para
luego decidir en la segunda pregunta solamente entre estas dos opciones.

Se observa la confirmacién matematica de lo se intuia a partir de las dos preguntas, la
opcion naranja recibe un trato diferente de las otras dos, un trato mucho peor ya que so-
lamente puede ganar en caso de obtener la mayoria absoluta de los votos en la primera
pregunta.

Observamos (ver Tabla 4) como la primera forma de eleccion guarda una simetria
perfecta entre las tres opciones a elegir, mientras que la segunda “quita” algunas distri-
buciones favorables a la opcion naranja para aumentar las de verde y amarillo.

Tabla 4. Comparacion entre las dos formas de eleccion-discreto

Formas de eleccion — Primera Segunda
| Distribuciones
Favorables a verde 67 75
Favorables a amarillo 67 75
Favorables a naranja 67 55
Empates 9 5
Totales 210 210

UN NUMERO GRANDE DE VECINOS, EL CASO CONTINUO

(Como quedaria este analisis si el numero fuera mucho mayor? Consideraremos
ahora como variables los porcentajes de votos para cada color.

Vamos a hacer representaciones graficas en dos ejes cartesianos de la relacion entre el
porcentaje de poblacion favorable a pintar de amarillo en el eje X y porcentaje de pobla-
cion favorable a pintar de verde en el eje y. Dado el supuesto de no abstencion, el resto
hasta el 100% de participacion en el proceso estard a favor de pintar de naranja. Para sim-
plificar la notacion, llamamos V, A o N a las variables que representan el porcentaje de
poblacién favorable a pintar de verde, amarillo o naranja, respectivamente.

Notar que podemos utilizar un grafico en dos dimensiones para representar lo que en
realidad son tres variables ya que estan unidas por la ecuacion V+A+N=100, lo que hace
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que si conocemos V y A podamos conocer N y por tanto saber cual es el color elegido
por la comunidad en cada sistema de eleccion.
La primera representacion corresponde a la opcion que proponia el vecino, en la que
se elegia simultdneamente entre los tres colores. Marcamos con los tres colores las regio-
nes donde gana cada opcion. Vamos a representar estas regiones teniendo en cuenta pri-
mero que V>0, A>0 y que A+V<100. Ademas:
e Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A y ademds que V>N. Como
N=100-A-V, nos queda que V>100-A-V, simplificando: A>100-2V.

e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que A>V y ademas que A>N. Como
N=100-A-V, nos queda que A>100-A-V, simplificando: V>100-2A.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>A y N>V, aplicando que N=100-
A-V, simplificando tenemos: A<100-2V y V<100-2A.

Asi, podriamos dibujar un grafico analogo a la Tabla 2 (figura 1).

Observamos, ver figura 1, que la simetria en la formulacion de la pregunta, en la que
las tres posibles respuestas tienen papeles simétricos, hace que las areas de las tres regio-
nes en que queda dividido el triangulo tengan la misma area (5000/3 u?)

La segunda representacion corresponde a la opcion que proponia el presidente, en la
que se respondia sucesivamente a dos preguntas. Marcamos con los tres colores las re-
giones donde gana cada opcion:

* Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A y N<50. Como N=100-A-

V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.
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e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que V<A y N<50. Como N=100-A-
V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>50. Como N=100-A-V, nos queda
que 100-A-V<50, simplificando: 50>A+V.

Asi, podemos dibujar un grafico analogo a la Tabla 3 en el que observamos, ver Fi-
gura 2, que el hecho de que para ganar la opcion color naranja deba obtener mayoria en
la primera pregunta se traduce graficamente en que el area que representa su region aso-
ciada ha perdido area, quedando ahora en 1250 u?. Las otras dos regiones tienen areas
iguales, 1875 v? cada una. Estas areas han sido calculadas directamente por el programa
de geometria dinamica GeoGebra.

Las zonas amarilla o verde (ver Figura 3) corresponden respectivamente a distribu-
ciones de voto que con el primer proceso de eleccion daban como resultado pintar de na-
ranja y con la segunda forma dan como resultado pintar de amarillo o verde:

Las diferencias entre un grafico y otro permiten describir de modo cualitativo y cuan-
titativo las diferencias entre un tipo y otro de formas de eleccion de la pintura (ver Figura
3): por un lado es injusto que una de las opciones (color naranja) tenga que tener mayo-
ria absoluta para poder ser elegida, por otro la diferencia de areas entre las regiones ver-
des o amarillas de uno y otro grafico (ver Tabla 5) darian una primera aproximacion al
tamafio de la injusticia de la segunda forma de eleccion y de la simetria de la primera.
Aunque esta injusticia es mucho mayor si tenemos en cuenta que es previsible que las
distintas distribuciones de % entre unas opciones y otras no sean uniformes y la mayor
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parte de las ocasiones haya una cierta disputa entre unos colores y otros, lo que en térmi-
nos de probabilidad se expresaria dando mayor probabilidad a la region que cambia de
color que la que le corresponderia exclusivamente en razon de su area.

Tabla 5. Comparacion entre las dos formas de eleccion — continuo.

Formas dq eleccion — Primera Segunda
| Areas
Favorables a verde 1666,8 u? 1875 u?
Favorables a amarillo 1666,6 u? 1875 u?
Favorables a naranja 1666,6 u2 1250 u?
Totales 5000 u? 5000 u?

Aunque resulta claro, hay que explicitar que el papel jugado por cada color podria
ser intercambiado en la opcion del presidente y perjudicar asi las opciones de ganar de
los partidarios del verde o del amarillo en lugar de las opciones de los partidarios del na-
ranja, por ejemplo planteando:

— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de verde?

— 2%en caso de que haya respondido de modo negativo a la primera pregunta, ; Pre-
fiere que se pinte de amarillo o de naranja?
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CONCLUSIONES Y APLICACION EN ELAULA

Hacemos notar en este articulo la posibilidad de complicar un proceso a priori senci-
llo y la necesidad en ese caso de hacer una reflexion pausada de los efectos matematicos
de esa complicacion y como afecta a la oportunidad de ser elegida cada opcion posible.

Aunque en general no podemos ordenar los procesos de eleccion entre varias opcio-
nes hasta el punto de llegar a decir si uno es mejor o peor que otro, en este caso si resulta
claro que la propuesta del Presidente de la Comunidad de vecinos es directamente in-
justa puesto que no es simétrica, dando mayor numero de posibilidades de ganar a unos
colores que a otros.

Hemos mostrado ademas, como esta falta de simetria afecta a la justicia del proceso
también en el caso de un numero elevado de electores, aprovechando asi para mostrar un
ejemplo de la relacion entre un problema discreto y su equivalente continuo y las claras
similitudes entre las representaciones graficas y las tablas que aparecen en un caso y otro.

Las matematicas, atendiendo a su finalidad funcional, deben apoyar el proceso de
toma de decisiones de los futuros electores —tanto en sus elecciones politicas como en
las de contextos mas cotidianos como este—, dotandoles de herramientas matematicas y
capacidades argumentativas contribuyendo asi a la formacion de un espiritu critico que
les permita comprender situaciones en las que se plantean elecciones. Para ello, debemos
mostrar a los alumnos situaciones de la vida cotidiana relacionadas con los procesos de
eleccion, sean o no de tipo politico, promoviendo un andlisis matematico detallado de la
justicia o injusticia de los mismos.

Nuestra propuesta didactica en torno a las matematicas electorales, a desarrollar en
futuros articulos, incluiria:

1) Estudio de los efectos de la vigente Ley d"Hont sobre la diferente representacion
de los electores segun si su opcion es o no mayoritaria. Estudio de otras leyes de
reparto de representantes y comparacion entre ambas. Ambos estudios podrian
contextualizarse facilmente considerando las tltimas elecciones del municipio del
Centro que se trate.

2) Estudio de como otros procesos de eleccion mas simples son también suscepti-
bles de ser enfocados de diversos modos y que el utilizar uno u otro no es ino-
cente en absoluto.
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