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Resumen. En este artículo se caracterizan las formas de razonamiento que desarrollan 
estudiantes de primer semestre de una licenciatura en matemáticas al resolver proble-
mas de máximos y mínimos. Los resultados indican que las funcionalidades dinámicas 
que ofrece GeoGebra propiciaron una ampliación en las formas de razonamiento en re-
lación con el ambiente de lápiz y papel. Los cambios radican esencialmente en que la tec-
nología digital ofrece mayores recursos a los estudiantes para abordar los problemas, ya 
que no es necesario el uso explícito de un modelo algebraico para aproximar la solución.
Palabras clave. Razonamiento, tecnología, entendimiento, máximos y mínimos

Ways of reasoning that emerge when students solve 
problems of maxima and minima with a DGS

Abstract: In this paper we characterized the ways of reasoning showed by freshmen 
mathematics students when they solved maxima and minima problems. The results indi-
cate that GeoGebra’s dynamic features promoted an expansion in students’ ways of rea-
soning in relation to a pencil and paper environment. Digital technology provide more 
resources to students to address problems since they did not require, in a first approach, 
the explicit use of an algebraic model.
Keywords: Reasoning, technology, understanding, maxima and minima
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INTRODUCCIÓN

El estudio de la variación y el cambio es un elemento importante en la formación mate-
mática de los estudiantes de todos los niveles educativos, ya que estas ideas constituyen un 
eje que permite articular conceptos centrales de la disciplina, tales como función y derivada. 
Los fenómenos en los que está presente la variación y el cambio como el crecimiento de po-
blaciones, las fluctuaciones económicas, la propagación de enfermedades o las relaciones 
entre perímetro y área de figuras geométricas proporcionan contextos idóneos para que los 
estudiantes lleven a cabo procesos de modelización, así como la identificación de patrones, 
invariantes y estructuras. El análisis de estos fenómenos se puede abordar con distintos nive-
les de profundidad, incluso desde la educación básica, con la finalidad de que los estudiantes 
construyan los fundamentos que favorezcan la comprensión de conceptos clave del cálculo 
diferencial e integral, durante el bachillerato o la universidad (Camacho y Santos, 2004).

La toma de decisiones se encuentra ligada estrechamente con el análisis de la varia-
ción y el cambio, ya que constantemente tenemos que elegir entre lo “mejor” y lo “peor”. 
Muchos problemas de toma de decisiones se presentan de esta manera; por ejemplo, al 
determinar qué forma dar a una lancha para que ofrezca la menor resistencia en el agua; 
al establecer las medidas de un recipiente cilíndrico, elaborado con cierta cantidad de 
material, para que tenga un volumen máximo (Courant y Robbins, 2006); al seleccionar 
el mejor plan de telefonía celular, con base en el precio y los beneficios que ofrece (mi-
nutos y MB para navegar por internet) o la mejor administradora de fondos de pensión, 
con base en las tasas de rendimiento y los porcentajes de comisión.

Propuestas curriculares de carácter internacional como los Principios y Estándares 
para la Educación Matemática (NCTM, 2000) y los Common Core State Standards 
for Mathematics (http://www.corestandards.org/) señalan la importancia de que los es-
tudiantes adquieran habilidades para utilizar el lenguaje matemático en el diseño de he-
rramientas conceptuales, reutilizables y modificables, que apoyen la construcción de un 
entendimiento profundo de la variación conjunta dos o más variables, y que sean capa-
ces de interpretar esas relaciones entre cantidades en términos de un fenómeno de refe-
rencia, con la finalidad de tomar decisiones. Es decir, los estudiantes deben ser capaces 
de interpretar y representar matemáticamente afirmaciones tales como “la inflación está 
decreciendo”, “el desempleo se incrementó con respecto al mismo trimestre del año an-
terior” o “el área de un rectángulo de perímetro fijo aumenta a medida que el cociente de 
las longitudes de sus lados se acerca a uno”.

ANTECEDENTES

Los problemas de máximos y mínimos han sido el objeto de estudio de diversas in-
vestigaciones. En algunos casos se ha analizado el papel de las representaciones en la re-
solución de este tipo de problemas (Schoenfeld, 1985) o la relevancia de los métodos que 
no emplean cálculo diferencial (Niven, 1981; Birnbaum, 1982; Tomás-Blanquer, 2002). 
En otros casos, los problemas de máximos y mínimos han mostrado ser útiles para deter-
minar si los estudiantes entienden conceptos como función (Lagrange y Artigue, 2009) o 
derivada (Kosić-Jeremić, 2012; Brijlall y Ndlovu, 2013).
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Por otra parte, las estrategias utilizadas por los estudiantes para maximizar o mini-
mizar alguna función, mediante tecnologías digitales tales como los Sistemas de Álge-
bra Computacional (CAS), se ha utilizado como indicador para determinar si el uso de 
estas herramientas puede incrementar la capacidad de los estudiantes para pensar mate-
máticamente (Han y Chang, 2007). También hay aportaciones que analizan las diferentes 
formas de solucionar problemas de máximos y mínimos en contextos geométricos (An-
dreescu, Mushkarov y Stoyanov, 2006) o la manera en que la construcción y análisis de 
diversas rutas de solución de estos problemas puede apoyar el aprendizaje de profesores 
o estudiantes (Leikin, 2010). Así mismo, existen investigaciones cuya finalidad es carac-
terizar los problemas sobre máximos y mínimos que aparecen en libros de texto (Gonzá-
les-Astudillo, 2004; González-Astudillo y Sierra-Vázquez, 2004).

Con base en la revisión de la literatura se identificó que existen pocos trabajos enfo-
cados en analizar los procesos mentales, o formas de razonamiento, que llevan a cabo es-
tudiantes o profesores al resolver problemas de máximos y mínimos (Brijlall y Ndlovu; 
2013), o interesados en determinar la medida en qué las tecnologías digitales moldean 
las características de esos procesos. Considerar las formas de razonamiento que los estu-
diantes desarrollan al resolver problemas como objeto de investigación resulta relevante, 
ya que las matemáticas están integradas esencialmente por formas sistemáticas de razo-
namiento y argumentación (Kaput y Roschelle, 2013) que se emplean para analizar pa-
trones, establecer relaciones entre conceptos mediante afirmaciones matemáticas; para 
determinar la certeza, generalidad y validez de esas afirmaciones, y como mecanismos 
que permiten el avance de la disciplina (D’Ambrosio, 2013).

La consideración de las herramientas digitales en el aprendizaje es importante por-
que las formas de razonamiento y argumentación cambian con el tiempo y son altamente 
sensitivas al tipo de medios y sistemas de representación que se utilizan durante el pro-
ceso de construcción del conocimiento. La introducción de las tecnologías digitales en el 
ámbito educativo está reconfigurando las formas de aprender matemáticas, al favorecer 
la construcción de relaciones o conexiones nuevas entre conceptos e ideas, lo cual cons-
tituye el medio para alcanzar mayores niveles de entendimiento (Hiebert, et al., 1997).

Específicamente, el uso de las tecnologías digitales puede favorecer que los estudian-
tes reflexionen sobre los conceptos matemáticos y comuniquen ideas mediante el uso e 
interacción de múltiples representaciones. Los Sistemas de Geometría Dinámica (SGD) 
proporcionan un dominio epistémico donde la visualización del movimiento y la varia-
ción pueden orientar y propiciar la identificación de propiedades, relaciones, invariantes 
y conexiones estructurales (Leung, Baccaglini-Frank y Mariotti, 2013). En un ambiente 
dinámico, los estudiantes pueden exhibir nuevas formas de expresividad, asociadas con 
la exploración de relaciones, mediante el apoyo de la herramienta, así como nuevas for-
mas de entendimiento basadas en la capacidad de un sistema computacional para reac-
cionar a las acciones ejecutadas por el usuario y proporcionarle retroalimentación en 
tiempo real (Hegedus y Moreno-Armella, 2009).

Así, el objetivo de este artículo consiste en documentar y caracterizar las formas de 
razonamiento que desarrollan estudiantes de primer semestre de una licenciatura en ma-
temáticas al resolver problemas donde se tiene que maximizar o minimizar el área o el 
perímetro de una familia de rectángulos que satisfacen ciertas condiciones, en un am-
biente de lápiz y papel y al utilizar un SGD. Específicamente, interesa determinar si las 
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funcionalidades dinámicas que ofrece GeoGebra puede propiciar una ampliación de los 
tipos y formas de razonamiento matemático que desarrollan los estudiantes, conside-
rando el desarrollo o evolución del razonamiento y no sólo las características de éste.

Las preguntas que guiaron el desarrollo del trabajo son: ¿Cómo interpretan los estu-
diantes los datos de un problema y cuáles son las características del proceso de razona-
miento empleado para obtener una solución? ¿Qué argumentos emplean los estudiantes 
para justificar resultados? ¿En qué medida el uso de GeoGebra modifica los procesos de 
razonamiento en relación con aquellos desarrollados en un ambiente de lápiz y papel?

MARCO CONCEPTUAL

Sostenemos que las matemáticas son el estudio culturalmente compartido de los pa-
trones y los lenguajes, el cual constituye un medio a través del cual el ser humano trata de 
entender el mundo que le rodea. Además, consideramos que el avance del conocimiento 
matemático se lleva a cabo mediante el desarrollo de formas sistemáticas de razona-
miento y argumentación (Kaput y Roschelle, 2013). El principio de mediación instru-
mental (Wertsch, 1993), el cual establece que toda actividad cognitiva está mediada por 
el uso de herramientas, es uno de los componentes principales del marco de investiga-
ción. Este principio implica que los affordances (Gibson, 1977) o cualidades de los ar-
tefactos utilizados durante el proceso de aprendizaje, favorecen formas particulares de 
interacción entre el estudiante y el conocimiento matemático, y por este hecho las restric-
ciones y facilidades de los medios representacionales que proporciona cada herramienta 
juegan un papel crítico en la forma en que se construye y organiza el conocimiento, así 
como en las características de éste. En consecuencia, se espera que existan diferencias 
entre las formas de razonamiento que llevan a cabo los estudiantes al resolver proble-
mas con el apoyo de un SGD, en relación con un medio estático como el de lápiz y papel.

Otro elemento del marco conceptual es la caracterización del razonamiento como la 
línea de pensamiento que se sigue para producir afirmaciones y obtener conclusiones al 
resolver un problema (Lithner, 2008). No es posible tener acceso directo a esos proce-
sos de pensamiento, por tal razón se tomará como indicador de los mismos a las accio-
nes que llevan a cabo los estudiantes y que se encuentran plasmadas en sus producciones 
escritas. Una herramienta útil para analizar una secuencia de razonamiento la constitu-
yen las cuatro etapas por las que se transita al resolver un problema (Polya, 1945), ya 
que permiten segmentar el proceso de razonamiento, con la finalidad de facilitar el pro-
ceso de análisis de datos.

•	 Etapa 1. Entendimiento del problema. El resolutor se enfrenta a una situación para 
la que no conoce un camino o ruta que le permita obtener una respuesta de forma 
inmediata. Debe entonces identificar la información proporcionada en el enun-
ciado del problema y determinar si ésta es suficiente, redundante o incompleta.

•	 Etapa 2. Concepción de un plan. Con base en sus conocimientos previos el reso-
lutor lleva a cabo procesos mentales entre los que se encuentra el recordar, ele-
gir, construir, descubrir, adivinar, entre otros, con la finalidad de determinar las 
herramientas y los posibles caminos que lo pueden ayudar a avanzar en el pro-
ceso de solución.
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Figura 1. Rutas de solución de una tarea con dos respuestas (adaptado de Lithner, 2008).

•	 Etapa 3. Implementación del plan o estrategia de solución. El resolutor ejecuta la 
ruta planteada en la fase anterior, lo cual lo puede llevar a obtener una respuesta o 
a reconsiderar la ruta de solución.

•	 Etapa 4. Visión retrospectiva. Una vez obtenida la respuesta se analizan las razo-
nes para justificar por qué la respuesta es correcta y se pueden plantear extensio-
nes o generalizaciones del problema.

Una secuencia de razonamiento se puede pensar como una gráfica dirigida (Figura 1) 
en la que un vértice representa tanto un estado momentáneo de conocimiento como una 
sub-tarea. Cada arco representa la implementación de una estrategia que implica el trán-
sito desde un estado de conocimiento a otro estado de conocimiento . Una razón es en-
tonces la justificación que sustenta la transición entre dos vértices de la gráfica entre los 
cuales existe un arco (Lithner, 2008). Con la Figura 1 se ilustra la secuencia de razona-
miento para una tarea que tiene dos respuestas (vértices 4 y 8), una de las cuales (la res-
puesta 1) se puede obtener por dos caminos diferentes.

METODOLOGÍA

Una tarea es una actividad cualquiera, mientras que un problema es una tarea para la 
cual no existe un procedimiento o algoritmo que permita obtener la solución de forma 
inmediata. Sin embargo, dadas las características de las tareas empleadas en este artí-
culo, problemas que se pueden encontrar en libros de texto de cálculo diferencial (e.g. 
Philips, 1990), las palabras “tarea” y “problema” se utilizarán como sinónimos. Como 
parte del enunciado de cada problema se solicitó a los estudiantes argumentar por qué 
la respuesta es correcta, con la finalidad de que paulatinamente internalizaran el proceso 
de justificación y argumentación como un hábito de pensamiento (Cuoco, Goldenberg y 
Mark, 1996).
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El uso de tareas provenientes de libros de texto para analizar el razonamiento desa-
rrollado por los estudiantes, se justifica por el hecho de que la forma de enunciar o abor-
dar las tareas en el salón de clase puede incrementar o disminuir la demanda cognitiva 
de estas (Stein y Smith, 1998). Resolver problemas con un SGD ofrece oportunidades a 
los estudiantes para desarrollar actividades centrales del pensamiento matemático entre 
las que se encuentran el explorar, identificar y expresar relaciones entre objetos mate-
máticos, en términos de aproximaciones visuales, numéricas, gráficas y algebraicas. Ca-
racterísticas propias de GeoGebra tales como los deslizadores, el arrastre, los lugares 
geométricos y los comandos de medida pueden favorecer la visualización y análisis del 
cambio. Así, los estudiantes tienen la oportunidad de desarrollar formas creativas de ra-
zonamiento al examinar patrones de variación que emergen como resultado de arrastrar 
objetos en una configuración dinámica (Santos-Trigo y Camacho-Machín, 2013) y con-
ceptualizar estructuras invariantes en los fenómenos de cambio, las cuales son activida-
des clave de construcción de un conocimiento estructurado (Leung, 2008).

Los problemas

En el primer problema se solicitó a los estudiantes encontrar el rectángulo de perí-
metro mínimo entre todos los rectángulos de área 12, en el resto de los problemas se 
pidió encontrar el rectángulo de área máxima entre: (2) todos los rectángulos inscritos 
en una circunferencia, (3) todos los rectángulos de perímetro 20, (4) todos los rectángu-
los inscritos en una semicircunferencia y (5) todos los rectángulos inscritos en un trián-
gulo equilátero.

Población y muestra

En esta investigación participaron 19 estudiantes de primer semestre, inscritos en una 
Licenciatura en Matemáticas Aplicadas en una universidad pública de México. Las eda-
des de los estudiantes oscilaban entre 17 y 19 años. Todos los estudiantes habían cursado 
la asignatura de cálculo diferencial durante el bachillerato y habían resuelto problemas de 
máximos y mínimos mediante procedimientos algorítmicos. La información se recolectó en 
el marco de un curso denominado “razonamiento matemático”, el cual tuvo una duración 
de 16 semanas, con una carga de cuatro horas a la semana, y cuya finalidad fue que los estu-
diantes adquirieran los fundamentos básicos para elaborar conjeturas y justificar resultados 
matemáticos. Además del curso de razonamiento matemático, los estudiantes cursaban las 
asignaturas de cálculo elemental y geometría analítica. En este artículo, utilizaremos la letra 
E seguida de un subíndice, por ejemplo E15, para referirnos a cada uno de los estudiantes.

Proceso de implementación

La resolución de los problemas utilizando lápiz y papel se llevó a cabo durante la 
primera semana de clase, en una sesión de dos horas (primera fase). Se entregó a los 
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estudiantes una hoja de trabajo con el enunciado de las tareas y se les indicó que podían 
trabajar individualmente o en parejas. Todos los estudiantes decidieron resolver los pro-
blemas de forma individual. A partir de la segunda semana de actividades y hasta la sexta 
semana (segunda fase), los estudiantes trabajaron con GeoGebra, centrando la atención 
en funcionalidades de la herramienta tales como el arrastre, el uso de deslizadores y lu-
gares geométricos, con la finalidad de detectar invariantes en configuraciones dinámicas 
simples. Todas las actividades que se abordaron fueron de geometría, sin que se revisa-
ran problemas de máximos y mínimos.

Algunas de las tareas que se abordaron en esta fase fueron: (1) conjeturar que la suma 
de los ángulos de un triángulo es 180° al trazar un triángulo cualquiera y arrastrar sus 
vértices; (2) determinar cuántos triángulos diferentes se pueden construir dados los seg-
mentos de longitudes 6, 8, 10 y 12 cm, con el objetivo de conjeturar la desigualdad del 
triángulo, (3) conjeturar el teorema del ángulo inscrito, (4) establecer una relación entre 
un cuadrilátero ABCD y el cuadrilátero HKLM formado por las intersecciones de las 
mediatrices de los lados del cuadrilátero ABCD (Olivero, 2006). Este trabajo previo a la 
tercera fase, tuvo la finalidad de que los estudiantes lograran cierto grado de apropiación 
de las características del DGS, ya que usar una herramienta para hacer matemáticas re-
quiere una apropiación específica de ésta (Laborde, 2003).

En la séptima semana de clases (tercera fase) se pidió a los estudiantes que resolvie-
ran los mismos problemas pero ahora utilizando GeoGebra, durante una sesión de dos 
horas. Es importante señalar que la mayoría de ellos no recordaban haber resuelto estos 
problemas en la primera semana del curso. Las actividades se llevaron a cabo en un la-
boratorio de cómputo, donde cada uno de los participantes contó con una computadora 
personal y tuvo la oportunidad de trabajar individualmente o en pareja. Antes de concluir 
la sesión de trabajo, los estudiantes elaboraron y entregaron un reporte escrito en el que 
explicaron el procedimiento utilizado para resolver el problema, justificando por qué las 
respuestas que obtuvieron son correctas.

Instrumentos de recolección de la información
La recolección de la información se llevó a cabo mediante producciones escritas ela-

boradas por los estudiantes, archivos electrónicos de GeoGebra, así como notas elabo-
radas por el investigador durante la tercera fase. Se llevó a cabo la digitalización de las 
producciones escritas y posteriormente se resumió la información en tablas basadas en 
las cuatro etapas por las que se transita al resolver un problema, con la finalidad de iden-
tificar la secuencia de razonamiento empleada para abordar cada problema y las caracte-
rísticas de mayor relevancia que emergieron en cada uno de los contextos (SGD y lápiz 
y papel). Finalmente, se llevó a cabo un contraste entre las formas de razonamiento para 
identificar una posible evolución o cambio en las formas de razonamiento, derivada de 
utilizar GeoGebra.

FORMAS DE RAZONAMIENTO QUE EMERGIERON EN UN AMBIENTE DE 
LÁPIZ Y PAPEL

La mayoría de los estudiantes no resolvieron completamente ningún problema. 
El estudiante E19 proporcionó la solución correcta a cuatro de los problemas, sin 
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embargo, la forma de expresar las respuestas a los problemas 2 y 4 indica que so-
lamente recordó soluciones previas. Este estudiante ya había aprobado un curso de 
cálculo diferencial en otra universidad, así que las formas de razonamiento que desa-
rrolló al resolver los problemas no son representativas de los integrantes del grupo. 
La secuencia de razonamiento se caracterizó por la identificación de relaciones entre 
los problemas propuestos y otros resueltos previamente. El estudiante expresó que 
el rectángulo de área máxima es aquel que se “asemeja más” al cuadrado formado 
con las intersecciones de la circunferencia y dos diámetros perpendiculares de ésta. 
Este estudiante fue capaz de utilizar la solución del problema 2 para resolver el pro-
blema 4 (Figura 2) de encontrar el rectángulo de área máxima inscrito en una semi-
circunferencia, es decir, un aspecto relevante en el proceso de razonamiento radica 
en el uso de analogías y la identificación de relaciones entre problemas estructural-
mente similares.

En términos generales la mayoría de los estudiantes trataron de dar sentido a los 
problemas elaborando una representación gráfica que capturara los elementos y re-
laciones esenciales especificadas en el enunciado. Todos los estudiantes realizaron 
representaciones adecuadas de los problemas que intentaron resolver. En lo que res-
pecta al diseño de una estrategia de solución, se observaron diferentes formas de ra-
zonamiento. En algunos casos, junto con la representación gráfica, los estudiantes 
únicamente escribieron fórmulas o realizaron cálculos aritméticos, lo cual indica que 
no fueron capaces de determinar qué es lo que varía, o cómo varían los atributos de 
una familia de figuras geométricas, ni de establecer relaciones entre esas variaciones. 
Las abreviaturas D, DV, CP, ALG, R y A indican estrategias que caracterizan a las di-
ferentes formas de razonamiento, las cuales se basan en construir un dibujo en el que 
se integran los datos del problema (sin considerar la variación de atributos D o ha-
ciendo referencia a ella, DV), considerar casos particulares (generalmente figuras con 
lados enteros), procedimientos algebraicos, recordar soluciones previas y usar analo-
gías, respectivamente.

Para resolver los problemas 1 y 3 el estudiante E1 únicamente realizó un dibujo en 
el que se integran los datos del problema (D) e hizo el cálculo del área y el perímetro 

Figura 2. Solución de E19 al problema 4.
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en cada caso. Una forma de razonamiento similar fue exhibida por E3 al resolver el 
problema 2, ya que además del dibujo, únicamente escribió la fórmula para calcular el 
área de una circunferencia y realizó cálculos para obtener al área de un rectángulo de 
área 12 (Figura 3). Estos estudiantes no identificaron que el problema hace referencia 
a una familia de rectángulos que tienen diferentes perímetros o áreas, incluso E14 ex-
presó explícitamente que todos los rectángulos inscritos en una circunferencia tienen 
la misma área:

•	 Cómo determinar un área si no se sabe la medida de una circunferencia y aun así 
todos los rectángulos saldrían de la misma medida [énfasis añadido] al menos que 
sea una elipse en el caso de que los rectángulos de mayor tamaño estén dentro y 
los rectángulos pequeños en la menor podría ser posible (comentario de E14 utili-
zado como justificación de que no es posible resolver el problema 2).

Algunos estudiantes, como E1 y E2 únicamente intentaron resolver aquellos proble-
mas en los que el enunciado indica medidas específicas para el perímetro, el área o lon-
gitudes de los lados de las figuras involucradas, sin que haya intentado abordar el resto 
de los problemas. Esta forma de pensamiento centrada en el uso de fórmulas, y en la cual 
se considera que un problema no se puede resolver si no se cuenta con datos numéricos 
específicos, se presentó también en otros estudiantes como E10 y E14.

[Para resolver el problema es necesario] conocer cuál es el área de la circunferencia para 
conocer cuál es el área que va a ocupar el rectángulo, y posteriormente utilizar las fórmulas 
para conocer el resultado. Debemos conocer las dimensiones del triángulo [énfasis agregado] 
para trazar nuestro rectángulo [inscrito] (comentario de E10 utilizado para justificar que no es 
posible resolver el problema 2).

En otros casos sí hay evidencia de que los estudiantes consideraron la variación y el 
cambio en los atributos de las figuras geométricas, como parte del proceso de entendimiento 

Figura 3. 
Representaciones 
en las que no hay 
evidencia de una 
reflexión acerca 

de la variación y 
el cambio.
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del problema. Estos estudiantes consideraron diversos casos particulares (CP), específica-
mente figuras con lados de longitud entera, como estrategia para obtener la respuesta (Fi-
gura 4). Como resultado adicional, se puede observar que algunos estudiantes tenían una 
concepción errónea de rectángulo como una figura “con dos lados largos y dos lados cor-
tos”, y por esta razón eliminaron del conjunto de resultados posibles al rectángulo en el 
cual todos sus lados miden cinco centímetros (extremo inferior derecho de la figura 4).

Otras formas de razonamiento que emergieron son aquellas en las que la construc-
ción de una posible ruta de solución se basó en la realización de procedimientos alge-
braicos (ALG) con la finalidad de establecer una función que relacionara los datos que 
aparecen en el enunciado y aplicar las técnicas del cálculo para encontrar el máximo o 
mínimo. Los estudiantes que utilizaron esta aproximación solamente lograron plantear 
dicha función y en algunos casos intentaron derivar para llevar a cabo el procedimiento 
rutinario usual para calcular máximos y mínimos (Figura 5), el cual se revisa común-
mente en los cursos y textos de cálculo de nivel bachillerato (Stewart, 2008; Santaló y 
Carbonell, 1982).

En la Tabla 1 se muestra un concentrado de las estrategias utilizadas por los estudian-
tes al tratar de construir una ruta de solución. Las casillas sombreadas corresponden a 
problemas que los estudiantes no intentaron resolver, aquellas marcada con D indican 
problemas cuya ruta de solución consiste en un dibujo que captura los datos y relacio-
nes especificadas en el enunciado, pero sin que se considere la variación y el cambio en 
los atributos de la figura.

Comentarios. Dado que la mayor parte de los estudiantes no explicitaron en sus 
producciones escritas la forma de comprender los datos, y no llevaron a cabo una visión 

Figura 4. Rutas de 
solución basadas en la 
construcción de casos 
particulares.
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retrospectiva del proceso de solución, la información relacionada con los procesos de 
razonamiento se determinó con base en el diseño e implementación de las estrategias 
de solución.

Los datos de la tabla indican que los problemas 2, 4 y 5 fueron los problemas que 
presentaron mayor nivel de dificultad para los estudiantes, dado que no se especifica 
la medida de algún atributo de la circunferencia o del rectángulo inscrito, en el caso 
de los problemas 2 y 4; o del triángulo equilátero y el rectángulo inscrito, en el pro-
blema 5 (ver tabla 1). En estos tres problemas los estudiantes, en general, no identifi-
caron el cambio en el perímetro y el área del rectángulo inscrito, ni la relación entre 
la variación de estos atributos, es decir, hubo dificultades en la etapa de comprensión 
del problema y por esta razón, en la mayoría de los casos realizaron únicamente un 
dibujo en un intento por dar sentido a la información proporcionada en el enunciado 
del problema.

En el caso de los problemas 1 y 3, en los que se proporciona como dato, la medida 
específica de un atributo del rectángulo (el perímetro o área), la estrategia más utilizada 
para abordar la actividad consistió en la consideración de casos particulares, es decir, 
rectángulos cuyas medidas de sus lados son números enteros. La respuesta del problema 
consistió en elegir al caso particular que tuviera la mayor área o perímetro, respectiva-
mente. Esta forma de razonamiento permite observar que los estudiantes no fueron ca-
paces de determinar que la familia de rectángulos que debía considerarse en el problema 
contaba con una mayor cantidad de elementos, ya que existen rectángulos cuya área es 
12 o su perímetro es 20, pero que no tienen lados enteros.

Figura 5. Rutas de solución 
basadas en procedimientos 

algebraicos.
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Tabla 1. Estrategias utilizadas un ambiente de lápiz y papel.

Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4 Problema 5

E1 D D

E2 DV DV

E3 D

E4 CP D D D

E5 CP CP DV

E6 CP CP

E7 CP D CP

E8 CP D CP D CP

E9 CP D CP CP

E10 D D X D D

E11 CP D CP DV DV

E12 D D D D DV

E13 D D D

E14 CP DV CP DV

E15 D DV

E16 D DV D DV

E17 CP ALG CP DV A

E18 ALG y CP ALG ALG DV DV

E19 CP R CP A CP

FORMAS DE RAZONAMIENTO QUE EMERGIERON AL UTILIZAR 
GEOGEBRA

La sesión en que los estudiantes resolvieron los problemas utilizando el software di-
námico se llevó a cabo durante la octava semana del curso, durante una sesión de dos 
horas. A la sesión únicamente asistieron 15 de los 19 estudiantes (faltaron E2, E6, E15 y 
E16). La mayoría de los estudiantes decidió trabajar en parejas a excepción de E10, E18 
y E19. El uso de GeoGebra permitió a todos los estudiantes considerar la variación y el 
cambio, ya que las funcionalidades propias de la herramienta, particularmente el arras-
tre favoreció la visualización de una mayor cantidad de integrantes de la familia de ob-
jetos geométricos bajo consideración, además de visualizar el cambio en los atributos, al 
realizar una medición de estos y arrastrar un punto de la construcción. Por otra parte, el 
uso de medidas también favoreció la consideración de la variación conjunta entre can-
tidades y la elaboración de conjeturas respecto de cómo se relacionan esas variaciones.
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Las formas de razonamiento que emergieron en este ambiente fueron más va-
riadas, en relación con el ambiente de lápiz y papel. Las estrategias utilizadas por 
los estudiantes fueron uso de casos particulares (CP), realización de consideraciones 
geométricas basadas en la visualización (VG), visualización de medidas de atributos 
(M), visualización de medidas de atributos con una referencia (MR), la visualización 
de lugares geométricos y medidas (LGyM), así como el uso de analogías (A). Final-
mente, las casillas sombreadas indican que el estudiante no intentó resolver el pro-
blema. En algunas aproximaciones la solución se basó en la visualización de un lugar 
geométrico que representa la relación entre dos variables en la configuración diná-
mica que capturara los elementos y relaciones expresados en el enunciado del pro-
blema (LGyM). En general esta aproximación se utilizó para abordar los problemas 
2, 4 y 5 (Figura 6).

En la aproximación anterior, un aspecto relevante del proceso de razonamiento in-
cluye el elegir la variable independiente. En el caso de la solución de E8 y E12, eligie-
ron la distancia FH, QM y EP como variables independientes de los problemas 2, 4 y 5, 
respectivamente. El uso de GeoGebra permitió a los estudiantes llevar a cabo una com-
binación de aproximaciones visuales y empíricas, ya que mediante la identificación del 
“vértice” del lugar geométrico fue posible determinar cuándo se alcanza valor máximo, 
además de los valores que toman los atributos correspondientes, como se aprecia en la 
descripción del proceso de solución y la justificación de la solución al problema 2, pro-
porcionada E8 y E12, quienes reconocieron que trabajar con GeoGebra apoya el pro-
ceso de resolver problemas, debido esencialmente a las facilidades de visualización de 
la herramienta.

Primeramente se observa al construir el rectángulo inscrito en una circunferencia, moverlo 
en distintas maneras y después ir observando cómo cambia el área, ubicar más o menos el área 
máxima que se puede alcanzar, finalmente se asegura la respuesta cuando se observa la pará-
bola (reporte de E8 y E12).

Otro tipo de razonamiento utilizado consistió en visualizar directamente la varia-
ción del área de las figuras, y una vez que mediante el arrastre se aproximó a la solu-
ción. Se procedió luego a buscar entre todas las medidas posibles en la configuración 

Figura 6. Configuración 
dinámica utilizada por 

E8 y E12.
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cuáles tenían alguna característica en particular (la mitad, un tercio o un cuarto de al-
guna otra medida, ángulos de 45°, 60° o 90°), con la finalidad de establecer una re-
lación entre las dos variables. Esta aproximación fue utilizada por los estudiantes E4 
y E17 y por E7 y E13 (Figura 7), quienes en la descripción del proceso de solución del 
quinto problema mencionan que colocaron como referencia a los puntos medios de dos 
de los lados del rectángulo y observaron que cuando los vértices del rectángulo ins-
crito estaban por debajo o por encima de esos puntos de referencia el área del rectán-
gulo decrecía. Para estos estudiantes, uno de los elementos que distingue el trabajo de 
un ambiente dinámico es la posibilidad de arrastrar los objetos y observar cómo varían 
los atributos de tales objetos.

La diferencia de hacer estos ejercicios en lápiz y papel que hacerlos en la computadora de 
geogebra es que es más rápido y puedes comprobarlos ya que el rectángulo se puede mover 
por cualquier punto del círculo o del triángulo y hacerlos manualmente pues no (reporte de E7 
y E13) (ver figura).

Los estudiantes reconocieron que una de las diferencias fundamentales al trabajar en 
un ambiente dinámico, en relación con el trabajo de lápiz y papel es que el uso del SDG 
les permite experimentar y considerar casos que no son enteros, además de que facilita la 
realización de operaciones aritméticas rutinarias con mayor precisión.

La diferencia entre hacer este ejercicio en la computadora es que puedes ir moviendo los 
puntos y las distancias para experimentar y llegar a una conclusión en base a la práctica, ya que 
a lápiz es más difícil ir haciendo esto…Al realizar el problema a lápiz no se pueden tomar en 
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cuenta muchos resultados que no son enteros, ya que son más difíciles de calcular debido a la 
inexactitud que puede llegar a tener el hecho de hacer las operaciones a mano (reporte de E19).
[…] mediante Geogebra es más sencillo observar las figuras con detalle, además se puede tra-
zar el lugar geométrico para así poder conocer de manera más acertada el área máxima y de 
esta manera realizar observaciones más profundas de cada problema, en cambio resolviendo 
los problemas a lápiz es más complicado imaginar la figura y por tanto las conjeturas requie-
ren de mayor análisis (reporte de E8 y E12).

A pesar de contar con la herramienta, algunos estudiantes como E8 y E12, E4 y E17 
no pudieron elaborar una configuración dinámica que capturara las relaciones entre los 
datos de los problemas 1 y 3, así que recurrieron a considerar casos particulares con va-
lores enteros, los cuales organizaron en una tabla, a partir de ahí seleccionaron como 
respuesta aquellos que arrojaban el valor mínimo del perímetro y el máximo del área res-
pectivamente. En el caso de los estudiantes E1 y E5 únicamente resolvieron los problemas 
1 y 3 usando esta misma estrategia.

Otra ruta de solución consistió en realizar consideraciones geométricas con base en 
la observación de relaciones al mover la configuración dinámica que elaboraron los es-
tudiantes. Para abordar el segundo problema, E4 y E17, se dieron cuenta de que todos los 
rectángulos inscritos en una circunferencia, tenían la característica común de que sus 
diagonales pasaban por el centro de la circunferencia. Con base en esta observación, 
utilizaron la estrategia de considerar un problema más simple, maximizar el área de un 
triángulo rectángulo tal que la hipotenusa es un diámetro y el otro vértice es un punto de 
la circunferencia.

Los estudiantes justificaron que esto ocurre cuando el triángulo rectángulo es isós-
celes, por lo que el área máxima del rectángulo original se obtiene cuando el rec-
tángulo inscrito es un cuadrado. Estos estudiantes utilizaron la analogía entre este 
problema y el 4 para proporcionar la solución de este último. En esta misma línea de 
ideas, para resolver el problema 1, E18 consideró que minimizar el perímetro requiere 
que los lados del rectángulo sean lo más pequeño posible y esto ocurre cuando ambos 
lados son iguales.

Por el segundo problema sabemos que el área máxima de un rectángulo inscrito en una 
circunferencia es un cuadrado, ahora como tenemos una circunferencia el rectángulo de área 
máxima es la mitad, es decir su base es el doble de su altura, su base se encuentra sobre el diá-
metro de la semicircunferencia (reporte de los estudiantes E4 y E17).

Para que el perímetro sea mínimo a y b tienen que ser lo más pequeño posible. Si dismi-
nuimos una medida la otra aumenta, por lo que lo mejor es que midan lo mismo. Así tenemos 
a=b= √12 (reporte de E18).

En la Tabla 2 se muestra un resumen de las estrategias que orientaron el proceso de 
razonamiento de los estudiantes. Se puede observar que con el uso de un SGD, los estu-
diantes tuvieron mayores recursos para resolver los problemas, y utilizar una amplia di-
versidad de aproximaciones para obtener una solución.

Comentarios. El uso del software ofrece un dominio epistémico que favorece que los 
estudiantes extiendan sus formas de pensar acerca de los problemas, ya que les permite 
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superar algunas ideas erróneas que aparecen al trabajar en un ambiente de lápiz y papel, 
por ejemplo, que los cuadrados no son rectángulos o que todos los rectángulos inscritos 
en una circunferencia tienen “las mismas medidas” (las mismas longitudes de lados, el 
mismo perímetro o la misma área).

Por otra parte, las capacidades dinámicas del software promueven que los estudiantes 
reflexionen en torno a la variación y el cambio de las medidas de los atributos de los in-
tegrantes de una familia de objetos geométricos. Por otra parte, el uso de la herramienta, 
particularmente los affordances que permiten la visualización de relaciones, la medición 
de atributos y el uso de lugares geométricos para visualizar la relación entre dos con-
juntos de cantidades que varían de forma conjunto permitió ampliar la cantidad de pro-
blemas que los estudiantes pueden abordar y favoreció la diversificación de estrategias 
utilizadas.

Tabla 2. Estrategias utilizadas con el uso de un SGD.

Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4 Problema 5

E1 y E5 CP CP

E3 y E11 M M M M M

E4 y E17 CP VG CP A MR

E7 y E13 M M MR

E8 y E12 CP LGyM CP LGyM LGyM

E9 y E14 LGyM M

E10 M M

E18 VG M M M

E19 M M M M

REFLEXIONES FINALES

Existe evidencia que el resolver problemas con un SGD propició cambios en las for-
mas de razonamiento que desarrollan los estudiantes en relación con un ambiente de 
lápiz y papel, estos cambios radican esencialmente en que la tecnología digital ofrece 
mayores recursos a los estudiantes para abordar los problemas, ya que no es necesario el 
uso explícito de un modelo algebraico para aproximar la solución de un problema. Asi-
mismo, como lo reconocieron los propios estudiantes, las facilidades para explorar y 
visualizar relaciones entre medidas de los atributos de objetos geométricos fue un ele-
mento que apoyó que los estudiantes lograran abordar y resolver con éxito más proble-
mas, que cuando resolvieron las tareas únicamente con lápiz y papel.
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