A tobbvaltozds Shapiro-Wilk tesztek vizsgalata

Pataki Attila
E-mail: attila.pataki@khb.hu

(Ph.D. Ertekezés)

2001. szeptember 30.



https://core.ac.uk/display/33421389?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Tartalomjegyzék

Bevezetés 2
1. A normalitas fogalma 9
1.1. Definicidk, tételek . . . . . .. ... L 9
1.2. A tobbdimenzidés normalitds tesztek . . . . . . . ... . ... 19
2. A Shapiro-Wilk teszt, mint a legjobb omnibusz teszt 21
2.1. Az egydimenziéseset . . . . . .. .. ... ... 24
2.2. A tobbdimenzidés eset . . . . . . ... 26
3. A p-érték kiszamitasa az egydimenzids esetre 28
3.1. Royston eljarasai . . . ... ... ... ... ... ... 28
3.2. Tortkitev6s polinomok . . . . . . . . ... 29
4. A p-érték kiszamitasa a tobbdimenzids esetre 31
4.1. Az egydimenziés esetben alkalmazott mddszer adaptalasa . . 33
4.2. A médszer médositédsa . . . . .. ... 33
4.3. Egy masik megkozelités . . . . . . ... ... 36
4.4. Az egyes megkozelitések értékelése . . . . . ... ... ... 38

5. A Shapiro-Wilk teszt egyéb tobbdimenzids kiterjesztései 39

5.1. Rovid attekintés . . . . . . . ..o 39
5.2. A probédk erejének vizsgalata . . . . .. ... L. 42
5.3. A valédi tobbdimenziés Shapiro-Wilk teszt . . . . .. .. .. 49
5.4. Kovetkeztetések . . . . . . . . ... o 52
6. Alkalmazasok 53
6.1. Opcidarazas numerikus mddszerekkel . . . . . . .. ..o L. 54
6.1.1. A Black-Scholes-féle opcidarazas és az ,,idedlis“ piaci

feltevések . . . . . .. L 56
6.1.2. Opcidarazas tranzakcios koltségek mellett . . . . . . . 61

6.1.3. Az opcidar becslése variancia cs6kkentd mddszerek hasz-
nalataval . . . ... ... L 68
6.2. Kockaztatott érték szamitas . . . . . .. .. ... 82
6.2.1. Dow Jones részvények . . . . ... ... ... ... .. 91
6.2.2. BUX részvények . .. ... ... ... ... ... ... 97
6.2.3. A probak erejének vizsgdlata . . . . . ... ... ... 101
6.3. Kovetkeztetések . . . . . . . . . ... o 103
1. Fiiggelék 105
Irodalomjegyzék 108



Bevezetés

A tobbvaltozos eloszlasok elmélete — ideértve a normalis eloszlast is — a
matematikai statisztika egy hallatlanul érdekes teriilete. Habar elméletiik a
szazadforduldig nyulik vissza, és a tobbdimenzids normalis eloszlashoz kap-
csolédo statisztikai kutatdsok mogott is legaldbb 50 év all, az alkalmazdk
még a mai napig is vonakodnak a sziikséges teszteket elvégezni. A téma
valasztasanak is ez a tény volt a legfébb oka.

Kozgazdasagi tanulmanyaim soran mikor sokvaltozds statisztikai alkal-
mazassal talalkoztam, a tobbdimenziés normalitas kérdése mindig homaly-
ban maradt. Pedig szamtalan igen elterjedt sokvaltozds mddszer, gy mint
a faktor analizis, a fokomponens elemzés, a diszkriminancia analizis, a kor-
relacios modell, a tobbdimenzids normalitas hipotézisére épit. Ha a hipotézis
nem igaz, akkor az elemzés kimenetele bizonytalan, marpedig a tobbdi-
menziés normalitds egy igen erts kovetelmény.

A disszertaci6é megirdasanak kiindulé pontja a Benedek [1999] tanulméany
volt, mely egyben a legtobb inspiraciot és otletet is adta. A szerzd egy vari-
ancia csokkent6 médszert hasznalt fel pénziigyi modelljének kiszamitasahoz,
mely egy sokvaltozds statisztikai Osszefliggésen alapul. Az opcidar eloszlasa-
nak varhaté érték becsléséhez volt sziikség egy ,,alacsony “ varianciaju becsld
fliggvényre. Az opcidarakra vonatkoz6 mintat ugyanis egy szdmitdgépes szi-
mulaciés modellbdl generalta a szerzd, melynek szamitasigénye igen magas.
Tudjuk, hogy a varhaté érték egyszerti mintadtlaggal valé becslésének
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a variancidja, ahol n a mintaméretet jeloli. A mintaméret novelésével tehat
a becslés variancidja csokkenthetd, de nem akarmeddig, hiszen szamitasi
korlataink vannak. Ha viszont talalunk egy masik olyan valtozot, az un.
kontroll valtozot, melynek eloszlasa és elméleti paraméterei ismertek, va-
lamint korreldl az opcidarral, akkor a korrelaciét és a kontroll valtozé is-
mert centrumat illetve ingadozasat kihaszndlva a véarhaté értékre vonta-
kozban jobb becslést készithetiink. A legkézenvekvébb persze linearis becslé
fliggvényt konstrudlni, melyben a linearitast az opcidar és a kontroll valtozé
egylttes normalitdsara vontakozo hipotézis implikalja.

A tanulmany szamomra egyik legnagyobb erénye, hogy a hipotézis el-
lendrzését a kolléga explicite el is végzi. A forras, mely a felhasznalt tobb-
dimenzids teszt alkalmazasahoz legfébb utmutatéul szolgalt, a Tew-Wilson
[1992] cikk volt. A szerz6k a Shapiro-Wilk [1965] éltal bevezetett W-teszt
egy tobbdimenzids varidnsat hasznaltak, amint azt Malkovich és Affifi de-
finidltak egy 1973-as cikkiitkben (Malkovich-Affifi [1973]). A sokvaltozos
alkalmazasokndl tapasztalhaté hidnyossagokat jol illusztralja, hogy a W-
teszten alapulé tobbdimenzids véltozat(ok)nak nincsen sem kereskedelmi
forgalomban kaphatd, sem pedig szabadon hozzaférheté implementacidja.
Ennek hianyaban a teszt elvégzéséhez a szerzok maguk implementaltédk az



eljarast, és a szignifikancia szintek kiszamitdsahoz a Monte-Carlo szimu-
laciéval hataroztak meg kiiszobértékeket. Megjegyezziik, hogy az emlitett
varians a W-teszt legkordabbi ismert, tobbdimenziéra vald dltalanositasa. Ta-
nulményunk kozponti elemét ennek a valtozatnak a vizsgalata képezi, mely
ugy tiinik, nem keriilt a kutatéi kozosség fokuszaba.

Mindéssze 3 évvel korabban publikalt Mardia egy cikket (Mardia [1970]),
mely egy kés6bbi tobbdimenzids normalitds teszt csaldd kiindulé pontja
lett. Mardia a ferdeség és csicsossag tobbdimenzds kiterjesztésére adott ja-
vaslatot, mely tébbdimenzids normaélis alapeloszlds esetén meghatirozhaté
hatareloszlassal rendelkezik. Ennek nyoman — a W-teszttel ellentétben —
szamos késObbi javaslat sziiletett a ferdeség és csicsossdg tobbdimenziéra
val6 altalanositasara illetve az ezekbdl konstrualhato tesztekre, tigy mint
Bera-John [1983], Mardia [1980] és Mardia-Foster [1983].

Mardia az 1980-as cikkében meg is jegyzi, hogy minden 1j javasolt t&bb-
dimenzds tesztet a tobbdimenzids ferdeségen illetve csiicsossagon alapuld
tesztekhez vagy a Shapiro-Wilk teszt Malkovich-Affifi-féle kiterjesztéséhez
kell hasonlitani (Mardia [1980]). Ennek ellenére 1973 utan egyetlen cik-
ket sem taldltunk, mely a Malkovich-Affifi varidnssal az emlités szintjén
tal foglalkozott volna. Az alapcikkben taldlunk Monte-Carlo szimulédcids
vizsgélatokat a probak erejére vonatkozdan, de a kor technikai szinvonaldnak
megfeleléen meglehetésen alacsony replikicié szam (r = 500) mellett.! Az
id6 tehat haladt, a teszt pedig elfeledtetett. A cikk ugyanakkor javasolt
ferdeségre és csiicsossagra vonatkozé tobbdimenzids kiterjesztéseket, melye-
ket viszont meglepé médon aztan mas kutaték tanulmanyoztak és tovabb
fejlesztettek (Baringhaus-Henze [1991] és [1992]).

Ettol fiiggetleniil a késébbiekben tortént ugyan néhany kisérlet a Shapiro-
Wilk teszt tobbdimenziés kiterjesztésére (Royston [1983], Mudholkar et al.
[1995]), de ezek a tanulmanyok is mellézték a kordbbi varidnsokkal torténé
Osszehasonlitast. Ennek nem tudni, mi a valés oka, hiszen ezen cikkek mind-
egyike hivatkozott az eredeti 1973-as cikkre. A kutaték szdmaéra tehdt a
dolgozat ismert volt, bar mint emlitettiik, inkdbb maés aspektusbdl talaltak
fontosnak.

A ferdeségre és csuicsossagra, valamint a W-tesztre épiilé tobbdimenzids
tesztek voltak a legjelentOsebb eredmények, melyek érdemben elmozdulast
jelentettek a tobbdimenzidés normalitds tesztelés irdanyaba. A ferdeséget
és a csucsossagot egydimenzids esetben elGszerettel alkalmaztdk, hiszen a
normalis eloszlast jol jellemzé mutatokrdl van sz6. Az tn. Jarque-Bera
teszt (Bera-Jarque [1981]) példaul a két mutaté kombindcidjat haszndlja
fel id6sorok teszteléséhez. A teszt érzékenységet mutat az idésorokban

LA replikdcidk szdma a mintavételezések szamat jelenti. Monte-Carlo szimuldciéndl az
ismételt mintavételezések soran a mintakbdl szédmitott paraméter becslésekre ugyancsak
egy mintat kapunk. A félreértés elkeriilése végett utébbi minta méretére mindig mint rep-
likacidk illetve makro-replikdciok szamadara hivatkozunk. A kés6bbiekben ezek a fogalmak
a hasznélat sordn vildgossabba vélnak majd.



meglévo esetleges autokorrelaciora, ezért ezen az alkalmazasi teriileten a leg-
kedveltebb teszt. Az egydimenzids Shapiro-Wilk teszt is igen elterjedt, amit
els6sorban az omnibusz tulajdonsdganak koszonhet. A teszt statisztika két
mutatészam hanyadosa, mely normalis eloszlds esetén ugyanazt az elméleti
paramétert, éspedig a variancidt becsiili. A szamlalé a szérds négyzetének
egy szorzé konstanstol eltekintve a normélis eloszldsbol szarmazé rendezett
statisztikdkbol szamitott legjobb linedris torzitatlan (BLUE) becslése, a ne-
vez6 pedig az atlagtol vald eltérés négyzetosszege, vagyis a tapasztalati va-
riancia (n — 1)-szerese. Tulajdonsagait empirikusan behatéan vizsgaltak.
Szimmetrikus és koncentralt eloszlasokra és a legtobb csicsos eloszlasra W
optimdlis (Shapiro et al. [1968], Pearson et al. [1976]), és bizonyos ese-
tekben nagysagrendekkel erdsebb, mint barmely més teszt. Ugyanakkor
hosszan elnyild eloszlasokra gyakran alulmarad mas alternativakkal szem-
ben (Filliben [1975]). Bevett gyakorlat, hogy egydimenziéban hasznalt és
kedvez6 tulajdonsigokkal rendelkez6 eljarasokat prébalnak magasabb di-
menzidkra altalanositani, és igy megprobalni a tobbdimenziés normalitasra
vonatkozdan jé teszteket konstrudlni.

Az egydimenzios eloszlas csicsossagi és ferdeségi mutatoibdl konstrudlt
tesztek esetében, ha az alapeloszlds normalis, akkor a teszt statisztikdknak
rendszerint van valamilyen meghatdrozhaté (tobbnyire x?) eloszldsa. Ez
alapjan pedig lehetOség van a teszt empirikus szignifikancia szintjének, mas
szdval a p-értéknek a kiszdmitdsdra, mely a tesztelés elvégzéséhez elenged-
hetetlen. Megjegyezziik, hogy a kiiszobértékek illetve a szignifikancia sza-
mitdsok csak nagy mintak esetében kell6en pontosak. A W-teszt szigni-
fikancia szintjének kiszamitasaval az egydimenzids esetben viszont kezdet-
ben problémak voltak, hiszen a teszt statisztikdnak n > 3 esetén isme-
retlen eloszldsa van. Ebben hatalmas elorelépést jelentettek a Royston-
féle cikkek, melyek a gyakorlatban hasznalhatd eljarast adtak az empiri-
kus szignifikancia szintek kiszdmitdsara. Ennek a kétségkiviil igen nagy
jelent6ségét nem vitatva megjegyezziik, hogy a szamitasok polinomidlis reg-
resszios kozelitésekbdl szdrmaztak. Moddszertanilag tehat viszonylag egy-
szerii eljardsokrol van szé, s mégis, a tobbdimenzids valtozat(ok)hoz mégsem
késziiltek kozelito eljarasok a p-érték kiszamitasara.

A jelen tézistervezetnek az elébbiekben felvazolt hidanyok pétldsa a célja,
vagyis szeretnénk megtudni, hogy:

e Milyenek a W-teszt tulajdonsigai a Malkovich és Affifi dltal javasolt
tobbdimenzids kiterjesztés alapjan?

e Hogyan lehet a tobbdimenzids esetben a teszt p—értékének kiszamitasara
gyakorlatban hasznédlhaté eljarast adni?

e Milyen alkalmazési teriileten szamithat érdeklédésre?

A teszt tulajdonsdgainak vizsgdlatdhoz az altaldban szokdsos H; elosz-
lasokra vizsgaltuk meg a préba erejét, gy mint tobbdimenziés x?, Stu-



dent t, Cauchy, kevert normélis, lognormaélis és logisztikus eloszlasok. A
disszertaciénak nem célja a tébbdimenzids normalitassal kapcsolatos szaki-
rodalom &attekintése, sem pedig az utébbi harminc évben sziiletett konkrét
teszt javaslatok vizsgdlata, mivel az 6nmagaban egy vagy tobb 6nallé disszer-
taciét kitenne. Viszont a tobbdimenzids Shapiro-Wilk tesztek ,,utdni“ kuta-
tas eredményeként attekintiink néhany fellelheté W-tesztre épiild valtozatot,
és referenciapontként felhasznaltuk az altalunk vizsgdlt varidns empirikus
préba erejének vizsgalataban. Mivel azonban ez egy kozgazdasagi disszer-
tacié, nagyon fontos azt megvizsgalni, hogy kozgazdasagi adatsorokra jel-
lemz6 eloszlasok esetén milyenek a tesztek tulajdonsagai. Ezért bootstrap
technikaval két alkalmazési teriileten is végeztiink vizsgélatokat a probak
erejére vonatkozodan.

A masodik kérdésre adandé valaszhoz tampontot az emlitett Royston-
féle cikkek adtak (Royston [1982a], [1982b], [1992], [1995]). A szerzd sza-
mitégépes implementalasra alkalmas eljarasokat adott a teszttel kapcsolatos
szamitdsokhoz, ideértve a p—érték szamitasokat is. A Royal Statistical So-
ciety altal karbantartott Applied Statistics Library (StatLib) is az &ltala
fejlesztett algoritmust tartalmazza, de néhany statisztikai szoftverbe illetve
algoritmus konyvtarba (pl. Statistica, IMSL) is ezt a véltozatot épitették
be. A StatLib-ben talalhat6 algoritmusokra épitve készitettem el sajat al-
goritmusaimat.

Ami a harmadik kérdést illeti, a pénziigy tiinik a teszt szempontjabol
megfelel6 alkalmazési teriiletnek. Ez azért egy érdekes szaktertilet, mert itt
lehet a normalitas problémajat legkevésbé a szonyeg ald soporni. A norma-
litasra épiil6 modellekkel a legfébb problémat a kiugré elemek (outlier-ek),
illetve a vastag farkusag okozta. A pénziigytan szempontjabdl egyéb ellipti-
kus eloszlasoknak, mint példdul a Student ¢, kevert normalis eloszlasoknak,
valamint az a—szimmetrikus eloszlasoknak — mint amilyen a Lévy eloszlas
is — fontosabb szerep jut, mint a normaélis eloszlasnak. A disszertaciéban
vizsgalt teszt pedig, ugy tlnik, az ilyen tipusu eloszlasokra érzékenyebb mint
a vizsgédlatban szereplo egyéb valtozatok.

Gyakran azonban az elliptikussag is tul idealis feltevés pénziigyi idosor
vektorok modellezéséhez. A pénziigyi adatsorok normalitdsanak vizsgdlatan
tul az is célunk volt, hogy alternativ modelleket bemutassunk, melyek nem
épitenek az egylittes normalitds meglehetésen szigoru alapfeltevésére. Az
alkalmazott modellezés ugyanis nem meriilhet ki azzal, hogy ,,A“ modell
nem jé. Az sem célravezetd, bar a kozgazdasigban elterjedt szokas, hogy
a tesztek alapjan az ,,A“ modell alapfeltevései nem teljesiilnek ugyan ma-
radéktalanul, aztdn pedig nincsen se ,,de“, sem pedig ,,ezért“. A korrekt
eljards szerintiink az, hogy az egyszeriibb és szebb ,,A“ modell helyett van
egy ,,B“ alternativa is, vagyis az egyiittes normalitds problémaéja nyilvan-
valéan Osszefiigg alternativ modellek keresésével. Reméljik, igy azokban
az alkalmazott kozgazdaszokban, akik irdsunkat olvassdk, némileg csokken
a frusztracié amiatt, hogy modelljikben a kiindulé normalitasra tett fel-



tevések a levegében lognak, illetve batrabban nytdlnak alternativ modellek-
hez, ha ez adott esetben elméletileg indokolt. Demonstralni szeretnénk,
hogy més megkozelitések hasznalata nem jelent lekiizdhetlen nehézségeket
sem moddszertanilag, sem szamitastechnikailag.

A munka jellegét tekintve nem tamaszkodhattunk kereskedelmi szoftve-
rekre. Egyrészt az altalunk végzett vizsgalathoz értelemszeriien nem léteznek
implementécidk, masrészt a Monte-Carlo szimulécids vizsgalatokhoz auto-
matizalt szoftver megoldasra van sziikség, mely ugyanakkor kelléen hatékony
is. A legtobb alap algoritmust (pl. véletlen szdmok, linearis algebrai mii-
veletek stb.) a Press és szerzd tarsai dltal irott konyvbol vettiik (Press et
al. [1992]), mely a tudomdnyos életben a IMSL algoritmus konyvtarhoz
hasonléan de facto standard. Emellett az algoritmusok ANSI C, FORT-
RAN 77, PASCAL, valamint a parhuzamos szamitégépek lehetdségeit is ki-
haszndlé FORTRAN 90 nyelveken megkaphatdak viszonylag elérhetd aron.
Maga a konyv bizonyos feltételek mellett fejezetenként ingyen is letoltheto
a www.nr.com cimrél. A StatLib konyvtar, mely statisztikai algoritmuso-
kat tartalmaz FORTRAN 77 nyelven, ingyen letolthet6 kutatasi célokra,
a lefrasuk pedig az Applied Statistics (Royal Statistical Society, Series C)
folyéiratban keriil publikalasra.

A disszertacié elso fejezete a (t6bbdimenziés) normalitdashoz kapcsolédd,
a vizsgalat szempontjabol érdekes definiciékat és tételeket ismerteti. Olyan
fogalmakat szerettiink volna Osszegyijteni, melyek segitenek megérteni a
tobbdimenzids (normadlis és elliptikus) eloszlasok struktirajat, és igy a nor-
malitds tesztek mogott rejlé logikat. Nem feltétlen fontos a felsorolt de-
finiciékat és tételeket a disszertacié elején részletesen tanulményozni, de
a dolgozatban alkalmazott modszerek megértéséhez mindenképpen sziikség
van rajuk, igy idénként vissza fogunk rdjuk hivatkozni. Ennek a fejezetnek
a masodik alpontjaban van egy rovid attekintés a tobbdimenzids tesztek
készitésénél hasznalt megkozelitésekrdl. Moédszertanilag a dolgozatnak ez
egy fontos része, mivel az altalunk vizsgdlat tesztek mindegyike egy-egy
megkozelitést képvisel.

A maésodik fejezet a Shapiro-Wilk tesztet, illetve annak altalam vizs-
galandé tobbdimenzids kiterjesztését ismerteti. A fejezet elsé alpontjaban
jorészt a Shapiro-Wilk [1965] cikkben publikdlt eredményeket ismertetjiik,
a kovetkezo alpont pedig a Malkovich-Affifi-féle tobbdimenzids valtozatot
mutatja be a Malkovich-Affifi [1973] dolgozat alapjan. A cikk egy Ph.D.
disszertacié eredményeinek rovid kozlése, melyet sajnos nem sikerilt meg-
szerezniink. igy jorészt sajat ismereteinkre tamaszkodva prébaljuk meg el-
magyarazni a teszt mogottes logikajat illetve a szerz6 valasztasanak mo-
tivacioit, mely a sziikre szabott cikkbdl nemigen dertil ki.

A harmadik fejezet a p—érték tortkitevds polinomokkal vald kozelitésének
modszerével foglalkozik. Itt egy relative 1j technikdrdl van szé, mely bar
modszertanilag egyszerii, mégsem keriilt be eddig a modellezék tudatdaba. A
lényeg az, hogy polinomidlis regresszidkban nem egész kitevok hasznédlatdval



véltozatosabb fiiggvényformakhoz jutunk, mint egész értékii kitevok hasz-
nélata esetén. Egy polinom illeszkedése akkor javithatd, ha bevonjuk a
magyarazé valtozo(k) magasabb fokszamu tagjait is. Ekkor viszont csokken
a szabadsagfok, és nagy iitemben né a modell varidnsok szama, vagyis hogy
mely véltozok milyen fokszamu hatvanyait haszndaljuk fel. Tort kitevék
hasznalata esetén alacsonyabb fokszam mellett is jé illeszkedést tudunk
elérni, és igy az optimdlis modell specifikicié kivalasztasa is egyszeriibb
feladat. A mddszertani attekintés mellett ismertetjiik a StatLib-kényvtar
R94-es algoritmusét (Royston [1995]), mely az egydimenziés esetben alkal-
mazott p-érték szamitds szamitogépes implementacidja.

A tortkitevés polinomok segitségével a negyedik fejezetben elvégeztiik
a tobbdimenziés W-teszt szignifikancia szintjének becslését a Royston-cik-
kekbdl illetve az R94-es algoritmusbdl kiindulva. Az egydimenziés esethez
képest jéval nehezebb feladatunk volt a magas miiveletigény és a becslés
alapjaul szolgalé alapadatok joval nagyobb mennyisége miatt. Emellett
tobbdimenzids esetben a W-statisztika eloszldsa kiilonb6z6 dimenzidkban
némileg modosul, vagyis eloszlasat nemcsak a mintaméret, hanem a dimenzi6
szam is befolydsolja.

Miutan szamitégépes algoritmust készitettiink a p-érték kiszamitdsara,
egy kiilon fejezetet szenteltiink a teszt empirikus vizsgdlatdanak. Hogy a
torténet kerek legyen, egy rovid szakirodalmi attekintés mellett bevontuk
a vizsgalatba a W-teszt egyéb, altalunk fellelt tobbdimenzids véltozatait
is. igy lehetdség van az egyes varidansok Osszevetésére. Ez azért is érdekes,
és szerintiink fontos is, mivel az egyes valtozatok a 1.2. pontban targyalt
kiillonb6z6 megkozelitések valamelyikéhez tartoznak. Az Osszehasonlitést
mesterséges adatokon végeztiik, vagyis ismert eloszlascsaladokbdl vettiik a
mintdkat. Valds adatokon torténé Osszehasonlitast az alkalmazéasokon ke-
resztiil mutatunk be a rakovetkezo fejezetben.

A hatodik fejezetben két pénziigyi alkalmazdst mutatunk be. A 6.1.
pontban ismertetett els6 alkalmazas a disszertacié kiindulé pontjat képezé
Benedek [1999] dolgozatbdl szarmazik, melyben az opcidar varhaté értékét
prébaljuk becsiilni (linedris) variancia csokkenté médszer hasznalataval. Is-
mertetjik az ott kozolt eredményeket, majd az alkalmazast bovitjiik a tébb-
dimenziés W-tesztre vonatkozo osszehasonlité vizsgalattal. Bootstrap tech-
nikat alkalmazva elemezziik a préobdak erejét valés adatsorokon, pontosabban
egy valds gazdasagi szituaciot leird diszkrét szimuldcids modell altal generdlt
ismeretlen eloszlasti mintdkon. Mindezek mellett, ahogy igértiik, bemuta-
tunk egy alternativ megkozelitést is, melyhez nincsen sziikség a tobbdi-
menziés normalitds alapfeltevésére. Ahogy varhatd, az egyes megkozelitések
ko6zott nincsen mindségi sorrend. A normalitdsra épiil6 linedris modellrél
tudunk analitikusan tobbet mondani, viszont ennek korldtozottabb az al-
kalmazhatdéséiga.

A miésik alkalmazds (6.2. alpont) egy el6késziiletben 1évii tanulmény
része (Benedek et.al.[2001]), melynek magam is tarsszerzéje vagyok. Tézsdei



részvények hozamainak idésor vektoraira prébalunk tobbdimenziés model-
leket illeszteni. A vizsgdlat f6 célja, hogy a kiilonboz6 részvények kozott
megfelel6 fliggdségi, kapcsolatszorossagi mértéket talaljunk, mely a portfélié
kockézatossdgat valosdghiien jellemzi. A problémét az jelenti, hogy a (line-
aris) korreldciés egyiitthaté vajon felhasznalhaté-e a kockézatkezelésben és
az adatsorokra vonatkozdan az egylittes normalitds feltevése tarthaté-e. A
linedris korrelacié alternativajaként bemutatunk mas fiiggéségi struktarakat,
mely a kopula fogalmén keresztiil lehetoséget ad rugalmasabb, nem feltétlen
szimmetrikus eloszldsok konstrudlasara. Habar ezek a modellek moédszerta-
nilag nem tul bonyolultak, mégis hangsilyozni szeretnénk a kiszamitasukkal
kapcsolatban felmeriild numerikus probléméakat. Csakigy, mint az el6z6 al-
kalmazés estében, itt is elvégezziik a tobbdimenzidés Shapiro-Wilk tesztek
Osszehasonlité vizsgalatat a modell alapadatain.

A negyedik és 6todik fejezet teljes egészében 6néllé eredmény. Ezekben
a fejezetekben becslést és algoritmust készitiink a tobbdimenzidés Shapiro-
Wilk teszt p-értékének kiszamitasara, illetve Osszehasonlitva mas, a W-
teszten alapuld kiterjesztésekkel megvizsgaljuk a tulajdonsagait empiriku-
san. Az 6.1. alpontban az opcidaras modellen elvégzett tovabbi vizsgalat
a korrelacié indukciés médszer felhasznaldsaval szintén sajit eredmény. A
6.2. alpontban ismertetett tobbszerzos tanulmanyban a szamitégépes imp-
lementacié és a modellek kiszamitasa ugyancsak egyéni hozzajaruldsunk.
Emellett mindkét, a 6.1-6.2. alpontokban a tobbdimenziés W-teszteknek
modellek alapadatain elvégzett Gsszehasonlito vizsgdlata a sajat szamitasa-
inkon alapul.



1. A normalitas fogalma

1.1. Definiciok, tételek

Ezt az alpontot a definicidk és tételek ismertetésének szenteljiik. Néhany
definicion keresztiil szeretnénk megvilagitani, hogy a tobbdimenzids nor-
malitds milyen strukturalis tulajdonsagokkal bir. Ez fontos abbdl a szem-
pontbdl, hogy a tébbdimenzids normalitasi teszteket jobban megértsiik, va-
lamint fontos az alkalmazasok megértése szempontjabol is. Didaktikailag
sziikséges az alabbi fogalmakat itt bevezetni, hisz a késébbiek soran folyama-
tosan haszndlni fogjuk 6ket. Megértésiik azonban sokkal egyszeriibb alkal-
mazasokon keresztiil, igy ha az olvasé elsére nem érti a definicidk tartalmat,
javasoljuk hogy kés6bb térjen vissza, amikor az adott fogalmat illetve tételt
hasznalni fogjuk.
Elscként defnidljuk magat a normélis eloszlést.

1. Definicié. Az egydimenzids standard normalis eloszlas N (0,1) a
o(t) =e 2"

alaku karakterisztikus fiiggvénnyel jellemezhetd.

2. Definicié. Az m—dimenziés standard normalis eloszlas természetszeriileg
az

b (t) = e 2200
alaku fliggvény szerint addédik.

Jél ismert tény, hogy a normalis eloszlas els6- és masodrendii momentu-
mai léteznek, és ezek az eloszlast egyértelmiien meg is hatdrozzéak. A nem
centralis esetben a 1. és 2. definiciék a kovetkezéképpen fogalmazhatdk
meg:

3. Definicié. Az m—dimenziés normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye
¥ (t) _ eit’,ufét’Et

ahol p az eloszlas varhato érték vektora, X pedig az eloszlas forma pa-
ramétere.

Gyakorlati szamitasokhoz hasznosabb az eloszlast stirtiségfiiggvényével
megadni. Mint tudjuk, normélis eloszlas esetén ez is 1étezik, ha a forma
paraméter pozitiv definit. Ez esetben ¥—&at kovariancia matrixnak hivjuk.

4. Definicié. Az m—dimenziés normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye
K |Z|_% o~ 3 (x—p)/S(x—p) (1)

ahol K alkalmas normalizal6 konstans.



5. Tétel. A tobbdimenzids normalis eloszlas peremeloszldsai is normalis el-
oszlasuak.

Bizonyitas. Barmely alap valoszintiségszamitasi konyvben megtalalhato,
Id. példdul Anderson [1958]. m

Ennek megforditasa altalaban nem igaz. Megértéséhez megadjuk a tobb-
dimenziés normalitds egy ujabb definiciéjat. Ehhez el6szor bevezetjiik a
kopula fogalmét. Ismeretes, hogy ha F (.) egydimenziés eloszlasfiiggvény,
akkor az y = F (x) transzformalt véltozo eloszldsa egyenletes a [0, 1] inter-
vallumon. Erre alapozva definidlhatunk egy olyan tobbdimenzids eloszlas-
csalddot, melynek peremei a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasok, igy
teszoleges egydimenzids eloszlasokat kombinalhatunk egy altalunk megva-
lasztott fiiggdségi strukturaval.

6. Definicié. Kopula alatt az m—dimenzids, egyenletes eloszlasi peremek-
kel rendelkezé valosziniiségi vektor eloszlasfiiggvényét értjiik. Mas szavakkal
a kopula egy olyan C : [0,1]" — [0, 1] leképzés, ami rendelkezik az aldbbi
harom tulajdonsaggal:

1. C(z1,...,xy) minden komponensében szigorian monoton
2. C(1,...,xj,..,1) = zj minden j = 1..m—re, x; € [0, 1]

3. Tetszoleges (a1, ..., am) , (b1,...,by) € [0,1]™ vektorokra, ahol a; < b;

2 2
Z Z (_1)j1+.--+jm C (x1j17 "-7xmjm) Z 0
n=1

Jm=1
Tl = ag, T = b, k=1,...,m.

A kopula fontos szerepet jatszik eloszlasok konstrualdsaban. Jelen disz-
szertacié ugyanis nem kizardlag a normalitas kérdéseivel foglalkozik, de al-
ternativ modelleket is be kivdn mutatni. A kopula fogalma pedig alapvet6
a valdsziniiségi valtozdk fliggbségének megértésében, illetve nemszimmet-
rikus eloszlasokra épiilé modellek épitésében. A kopula fogalméra épitve
a normadlis eloszlast is Ujra definidlhatjuk, mint egydimenzidés normélis el-
oszlasok kombinacidjat, ugyanis

7. Tétel. Sklar tétele (Sklar [1996]): Legyen H egy m—dimenzids eloszlds-
fiiggvény F, ..., F,, peremekkel. Ekkor létezik m—dimenziés kopula, vagyis

H (z1,....,xm) = C(F1(x1), ..., Fi (1))

Megforditva, ha C' egy m—dimenziés kopula és F1, ..., Fy,, eloszlasfiiggvények,
akkor a fent megadott H egy m—dimenzids eloszlasfiiggvény Fi, ..., Fy, pe-
remekkel.
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8. Kovetkezmény. Ha H folytonos m—dimenzios eloszlas F1, ..., F,, pere-
meloszlasokkal és F| L, F1 kvantilis fiiggvényekkel, akkor a

C(ury..,up) = H (Fl_l (u1) .o, B (Um))

m

kopula egyértelmdi.

Ha H nem folytonos, akkor koriiltekintéen kell eljarni a tétel alkal-
mazasakor. A tétel alapjan megadhatjuk a Gauss-féle kopula definicidjat,
mely egydimenzids normalis eloszldst peremekkel tobbdimenziés normaélis
eloszlast eredményez.

9. Definicié. A Gauss-féle vagy normalis kopula alatt a
>~ l(z1) 7 H(wm)
C(x)= / / K% 3 e 2 (IR gy
—00 —00
fliggvényt értjiik.

A kopula lényege tehat abban &ll, hogy az eloszlast felbontjuk pereme-
loszlasokra illetve az ezeket kombindld kovariancia struktirara. Ha normaélis
eloszlasi peremekre nem-gaussi kopulédt tesziink, akkor olyan eloszlasokat
tudunk konstrudlni, melyek nem normaélisak normalis eloszldsi peremekkel.

Az elmélet altalanosabb abban az értelemben is, hogy a kapcsolat szo-

rossdga nemcsak a kovarianciaval (illetve a késébb definidlandé linedris kor-
reldciéval) adhaté meg, hanem ettdl altalanosabb fogalmakkal is.

10. Definicié. Legyen x = [x1,X2| egy m—dimenziés valosziniiségi vektor-
valtozo. Ekkor x1—nek az xo—re vonatkozo feltételes varhato értékét, vagyis
az

f(x2) = E(x1]x2)
fliggvényt elséfaju regressziénak nevezziik.
A normalis eloszlas nevezetes tulajdonsiga, hogy ez a fiiggvény linearis.

11. Tétel. (Anderson [1958]) Az elséfaji regresszié normalis eloszlds esetén
linedris, vagyis ha x = [x1,X2] ~ N(u, X), akkor

X1 ~ N(Hla 211) valamint Xg ~ N(,LLQ, 222),

x1-nek xo-re vonatkozo feltételes eloszlasa pedig szintén normalis

Hij2 = M1+ Y1935 (x2 — p2)
Si1g = S11 — S1255, So

11



paraméterekkel.
Bizonyitas. Tekintsiik tehdt az

Y11 212 }
M =
[ o1 Y22

particiondlast. A feltételes siirtiségfiiggvény meghatarozasahoz képezniink
kell a |Y| determindnst, valamint a ¥~! inverzet, ami az alabbi:

|Z] = [S22] [S11 — T12555 S |

—1 —1 —1
y-1 E11\2 _211\2212222
_25212212;11|2 2521 + E272122121711@21222721

Ezt az (1) képletbe helyettesitve az f(x1,x2) = f(x1|x2) f(x2) alakhoz
jutunk, melyben az elsé tényezé a feltételes stirtiségfiiggvény. Ennek varhato
értéke, vagyis az elséfajii regresszio o, ami linedris. ®

A normalitas az altala implikalt linearitds, és az ebbdl fakadd egyszerii
kezelhetdség miatt a regresszids elemzések kedvelt alapfeltevése. Ezen kap-
csolat szorossdaganak leirdsara definidljuk a linedris korreldcids egyiitthatot.

12. Definicié. Az x; és xy, valdszintiségi valtozo linearis korreldcios egytitt-
hatdja az alabbi forméju:

cov (x5, xy)
Vovar (zj) var (zy)

Létezik a normélis eloszlasnal dltalanosabb eloszlascsalad is, mely a nor-
malis eloszlas bizonyos kedvezé tulajdonsagaival rendelkezik. Ezek az n.
korkoros és elliptikus eloszlasok. Vannak esetek ugyanis, mikor a normalis
eloszlasnak csak bizonyos tulajdonsigaira (szimmetria, linearitds) épitiink,
illetve mas okbdl tgy addédik, hogy nem a normalis eloszlast modell a meg-
felel6 hipotézis.

p(xj, o) =

13. Definicié. Az x valdsziniiségi vektorvaltozo eloszlasa akkor kérkords
(spherical), ha tetszéleges U ortogonalis transzformaciora Ux eloszldsa azo-
nos x eloszlasaval, formalisan

x =4 Ux
Az ilyen tipusi eloszldsok karakterisztikus fliggvénye igen egyszer(i, mivel
14. Tétel. (Fang. et.al. [1990]) Egy m—dimenziés x valdsziniiségi vek-

tor eloszlasa pontosan akkor kérkoros, ha 1 (t) karakterisztikus fiiggvénye
teljesiti az alabbi két — egymassal ekvivalens — feltételek egyikét:
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1. 9 (t) =9 (Ut) ahol U ortogonalis
2. Létezik egy olyan ¢ (.) egyvaltozds fiiggvény, hogy 1 (t) = ¢ (t't)

Bizonyitas. Tetszéleges A kvadratikus matrixra Ax karakterisztikus
fliggvénye 1) (A't) , mivel

E (eit’Ax> - F (ei(At)/x> — (A’t)

ezért az elsé allitas szerint x =; Ux. Ugyanakkor 1) (t) invaridns az orto-
gondlis transzformédcickra, aminek a maximaélis invaridnsa t't, igy ¢ (t) a t't
fliggvénye kell, hogy legyen, vagyis ebbdl kévetkezik a masodik allitds. m

Ha x karakterisztikus fliggvénye ¢ (t't) alakd, akkor ezt a tovdbbiakban
igy jeloljik: x ~S,, (¢), ¢—t pedig a korkoros eloszlas karakterisztikus ge-
nerdtor fligguényének nevezziik. Bizonyitdas nélkil kozliink még egy fontos
tételt.

Legyen ®,, = {¢ (.)|¢ (t't) m — dimenziés karakterisztikus fliggvény} .

15. Tétel. ¢ € ®,,, pontosan akkor, ha
o
b (x) = / Qu, (27%) dF (r)
0

ahol is F (.) eloszldstiiggvény és
U (v'y) = / eV'XdS) S,
S={x|x'x=1}

Sm az egységgomb feliilete, 2, (t't) pedig az m—dimenzids egyenletes el-
oszlas karakterisztikus fiiggvénye.

16. Kovetkezmény. Legyen x karakterisztikus fiiggvénye ¢ (t't) alakd. Ek-
kor x sztochasztikus abrazolasa

X :dru(m)
ahol r és u fiiggetlenek, r ~ F (x)
Ha x—nek létezik stirtiségfliggvénye is, akkor az el6bbi Osszefuiggést f (x) =
g(x'x)=g (m% + .+ x%n) alakban frhatjuk fel, ahol f és g stirtiségfiiggvények.

Ez azt jelenti, hogy a korkoros eloszldsok szintvonalai (hiperfeliiletei) korok
(g6mbdk). Konnyen bizonyithatd, hogy a standard normalis eloszlés is ilyen.
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17. Allitas. Az m—dimenziés standard normélis eloszlds kérkoros.
Bizonyitas. A standard normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye

W (t) = e 2250

igy a 14. tétel alapjan eloszlasa kérkords, generdtor fiiggvénye pedig ¢ (u) =
ez, m

18. Megjegyzés. Ebben az esetben az r = \/z] + ... + 22, sugari hiper-
gémboén a stirtiséget a x2, eloszlasbol kell kiszamitani, vagyis az 6sszefiiggésben

szerepld g leképzés ennek az eloszlasnak a stirtiségfiiggvényét jeloli.

A korkoros eloszlasokndl dltalanosabb eloszlascsaladot alkotnak az ellip-
tikus eloszldsok, melyek az N (u, X)) eloszlds altaldnositasai.

19. Definicié. Az x valdszintiségi vektorvaltozé eloszlasa akkor elliptikus
(elliptically contoured) p és Y. paraméterekkel, ha

x=gp+Ay y~S(9)
ahol p:m x 1, X :m x m, A :k x m, A/A =X, valamint ¥ rangja k.
20. Tétel. Az elliptikus eloszlas peremeloszlasai is elliptikus eloszlasuak.
Ertelemszerfien N (i, X) maga elliptikus.

21. Allitas. Az m—dimenziés normélis eloszlés elliptikus.
Bizonyitds. Azx valdszintiségi vektorvaltozo eloszldsa akkor Ny, (pu, X)) ,
¥ = A’A, ha felirhaté a

x=qu+Ay y~N:(0]I)
alakban. Ekkory ~Sj, (¢), aholis g =e"2. m

22. Megjegyzés. Ha k = m, akkor létezik a stiriiségfiiggvény is. A k <m
esetben degeneralt eloszlast kapunk, mely a tér egy k-dimenzids altere felett
koncentralodik.

A Y jelentése tovabbra is ugyanaz marad, a linearis fligg6ség mértékét
illetve az eloszlas forméjat hatarozza meg. Azt is szokas mondani, hogy
kovariancia kompatibilis az elliptikus eloszldsokkal. Az elliptikus eloszlasok
csaldadjaban a masodik legfontosabb eloszlas a Pearson VII tipusu eloszlas,
masnéven a Student t-eloszlas.

23. Definicié. Az x valdszinitiségi vektorvaltozoé eloszldasa akkor kévet m--
valtozos v szabadsagfoki (centralis) Student t—eloszlast, ha

X =d Vl/zy/s yNNm(Ova)asNXV
Jelolése: x ~Mty, (v,0,1,))
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24. Megjegyzés. v = 1 esetet Cauchy-eloszlasnak hivjuk.

25. Allitas. A centrélis Student t—eloszlds korkords.
Bizonyitas. Tegyiik fel x t—eloszlasi, ekkor

x =v'/?

y/s =g v"?ru” /s = r*ul”
aholr ~ X, s ésul?) fiiggetlenek, r* = v'/?r /s (r* /7 ~ FT), igy x korkoros.
]

26. Megjegyzés. Ez esetben pedig r mentén a stirtiséget az F}} eloszlasbol
kell kiszamitani.

27. Definicié. Az x valdszintiségi vektorvaltozo akkor kovet m—dimenzids,
v szabadsdgfoku, p és ¥ (¥ = A’A) paraméterii (nem centralis) Student
t—eloszlast, ha

X:d/.L+A/y yNth(V7071m>
Jelolése: x ~Mt, (v, 1, X)

28. Allitas. Az m—dimenzids pu és 5. paraméterti (nem centralis) Student
t—eloszlas elliptikus.

29. Megjegyzés. Mig a normalis eloszlast a j és Y. paraméterek egyértel-
miien meghatdroztdk, addig a t-eloszlas egy (v, u,Y) paraméterharmassal
adhato meg egyértelmiien. Az elliptikus eloszlasok kompatibilisek a kova-
riancia (illetve korreldcio) fogalmaval, de az eloszlas meghatarozasahoz a
normalis eloszlast kivéve nem elégségesek.

A tobbdimenzids t-eloszlas fontos szerepet jatszik kiillonosen pénziigyi al-
kalmazasokban, illetve olyan alkalmazasokban, melyeknél gyakoriak a kiugré
elemek illetve extrém események. Fliggdségi struktiraja Osszetettebb, mint
a normalis eloszlasé, ezért rugalmasabban alkalmazhato. Emellett specialis
esetként (v = oo) tartalmazza a normélis eloszlast is, és sok tulajdonsagaban
hasonlit is ra.

A kevert normalis eloszlas szintén egy igen fontos eloszlas az elliptikus
csaladon beliil.

30. Definicié. Legyen g (x;0,%) az x ~N,, (0,%) eloszldsi valtozoé stiri-
ségfiiggvénye és legyen w (v) > 0 monoton névekvé sulyfiiggvény, vagyis

o0

/dw(v)_l

0
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Ekkor kevert normalis eloszlas alatt az alabbi stiriiségfiiggvénnyel rendelkezé
eloszlast értjiik:

f(x) = 7g <x; o,;1> dw (v) = (2m)"™/? 7e§xlx/”2dw (v)
0 0

31. Allitas. A kevert normalis eloszlds elliptikus.
Bizonyitas. Tekintsiik az

X =wy

sztochasztikus reprezentdciot, ahol w ésy ~Np, (0, X) fiiggetlenek, w (v) > 0
és eloszlastiiggvény. EbbSl mar az allitds kénnyen levezethets. m

Ez az eloszlascsalad a normalis eloszlas egy masik alternativdja. Specialis
esetként (w (v) =1, v = [0, 1]) szintén tartalmazza a normaélis eloszlast, igy
a t-eloszlashoz hasonléan a normalis eloszlas egy masik irdnyt kiterjesztése,
és ugyancsak elliptikus. Analitikusan is viszonylag egyszeriien kezelhet6,
ezért igen kedvelt eloszlasfajta.

Habar késobbi elemzéseinkhez nem kapcsolhatd, mégis szét kell még ej-
teniink az Un. a—szimmetrikus eloszldsokrél. A korkoros eloszlasok egy
masik irdnyban torténo altalanositdsardl van szé, a matematikai statisztika
egy kevésbé kutatott, feltoretlen teriilete. Ide tartozik a normalis eloszlas,
a Cauchy-eloszlas, valamint egydimenzids esetben a Lévy-eloszlds, melynek
a pénziligytanban van gyakorlati jelent6sége.

32. Definicié. Az m—dimenziés a—szimmetrikus eloszlds karakterisztikus
fliggvénye

P (t) =e =t p<ca<2 >0
alakd.
c=1/2 a =2 esetén a normdlis eloszldst kapjuk, igy tehat
33. Allitas. Az m—dimenziés standard normélis eloszlds a—szimmetrikus.

m = 1,0 < a < 1 esetet a gyakorlatban Lévy eloszlasként emlegetik.
m > 1 esetén 0 < a < 2 sajnos még elég keveset tudunk az eloszlasok
létezésérol. Az o = 1, vagyis 1—szimmetrikus eloszldscsaladot vizsgaltak
eddig behatébban, megemlitjiik, hogy a Cauchy-eloszlas is idetartozik. Ha
létezik is az eloszlas, sirliségfiiggvény akkor is ritkdn 1étezik, ezért az al-
kalmazok eléggé keriilik ezt az eloszlascsalddot. A témérdl 1d. Fang et.al.
[1990].
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A kovariancia és a (linedris) korrelacié az elliptikus eloszlasokkal kon-
zisztens fogalmak. A definiciéban megadott forma paraméter (X) jelentése
azonos, a linedris paronkénti fliggéséget méri. A legfébb probléma viszont az
vele, hogy a mintabdl szamitott tapasztalati korrelacids egyutthatéval nem
mindig becsiilhetd, mivel utébbi az eloszlas momentumaira épiil. igy ha nem
létezik az eloszlds elsé és/vagy mésodik momentuma, illetve az végtelen,
akkor ez a kapcsolatszorossag mérészam nem szamithatd (ui. a nevezd
végtelen). Egy masik gyakorlati probléma a minta kovariancia érzékenysége
a kiugré elemekre. igy a nem normalis eloszlasi adatok elemzésekor a becsiilt
linearis korrelacié meglehetdsen instabil is lehet, ezért célszerli egyéb, ro-
busztusabb becsléseit hasznélni.

Lindskog [2000a] cikkében kimerité empirikus elemzést ad a linedris kor-
relacié alternativ becslési lehetOségeirdl, és ezek viselkedésérol kiillonb6zo
(elliptikus és nem elliptikus) eloszldsok esetén. A legtobb szempontbdl si-
keres modszereket mi is felhasznaltuk egy késébbi fejezetben bemutatéasra
keriil6 alkalmazdsban. Ezen mutatdk definicidit adjuk meg a kovetkezékben.

34. Definicié. Kendall-féle rangkorreldcié (vagy Kendall-féle tau) alatt az
(1) (2) (1) (2)
5T )(azk —xk>>0]
1 2 1 2
5-)—:135- )) (:c,(g)—:vé)> <O]

pr (x5, x) =P [(m

[

Osszefliggést értjiik.

Mint lathaté a definiciébdl, ez egy rangkorrelacié. Nem filigg az eloszlas
momentumaitél, igy mindig kiszdmithaté. Fontos szerepe van az ellipti-
kus eloszlasok elméletében, mivel szoros kapcsolatban van a linedris kor-
relaciéval.

35. Allitas. A linedris korreldcids egylitthato és a Kendall-féle rangkor-
relacio kozott elliptikus eloszlasok esetén a kovetkezs a kapcsolat:

2
pr = —arcsinp
0

Hasznos lehet tehat a linearis korrelacié mellett a Kendall-féle tau hasz-
néalata is, hiszen mindig kiszamithatd, emellett értéke stabilabb, mint a
mintabdl szamitott korreldciéé. Példaul egy v = 3 szabadsagfoku t-elosz-
lasban gyakoriak a kiugrd elemek, amire a minta kovariancia igen érzékeny,
v = 1,2 szabadsagfokokra pedig ki sem szamithatod, hiszen végtelen a vari-
ancia. Ilyen esetekben célszeriibb a linedris korrelaciét Kendall-féle tau-bol
kiszamitani. A p, sajnos nem torzitatlan becslése p—nak (Kendall-Gibbons
[1990]), az empirikus elemzések alapjdn azonban ez a torzitas igen kicsi.

Egy masik jél vizsgazott mérészam a linearis korrelacids matrix becslésére
egy iteracids eljardst ad (Gnanadesikan-Kettenring [1972]).
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36. Definicié. Tébbdimenzids kiegyensiilyozds (trimming) médszere az alabbi:

1. Rendezziik csékkend sorrendbe az x; (i = 1,...,n) mintaelemeket a
kézépponttdl (fi) szamitott Euklideszi tavolsag, d = (x; — i)' (x; — f1)
alapjan.

2. Legyen | = [an] és

Ha n — [ > m, akkor C pozitiv definit majdnem biztosan.

3. Rendezziik csékkend sorrendbe az x; mintaelemeket a kézépponttol (fi)
szamitott Mahalanobis tavolsag, d = (x; — ji) C™1 (x; — i) alapjan.

4. Legyen | = [n] és

Han —1 > m, akkor C pozitiv definit majdnem biztosan.

5. Legyen R = DCD, ahol D diagonalis mdtrix dj; = 1/4/¢j; diago-
nélisokkal. Ha R stabil, akkor az eljdrds véget ér, ellenkezd esetben
ismételjiik meg a 3. 16péstol.

Az eljardsban « és (8 a felhasznalo altal bedllitott paraméterek.

A trimming lényege tehat abban van, hogy a pédronkénti linearis kor-
relacios egylitthatékat nem a valtozd parok kétdimenziés adatsoraibdl, ha-
nem szimultan, az m-dimenziés mintabdl szamitjuk ki. Ha ugyanis az ellip-
tikus alapeloszlas nem normélis eloszlas, akkor a tapasztalati linearis kor-
reléci6 instabilitdsabol fakaddan eléfordulhat, hogy az R becsiilt korreldcids
matrix kozel szingularis lesz! Mint tudjuk, normalis eloszldsnal, ha n > m,
akkor ilyen esemény zérus valdszintiséggel fordul eld, és R rendszerint jol
kondicionalt.

Fontos szerepe van még egy, a kopula fogalmahoz kapcsolédd, aszimpto-
tikus kapcsolatszorossagi méroszamnak.

37. Definicié. Legyen x; és xy valoszintiségi valtozok F; és Fj, folytonos
eloszldsfiiggvénnyel. A x; és xj, felsé farkokban vagy fels6 szélekben valo
fiiggbsége (tail dependence) alatt a

Au = lim Play > Fy (w) ;> Fj (u)]

egylitthatot értjiik. Az alsé farkokban val6 filiggbség értelemszertien kovet-
kezik.
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Az aszimptotikus fliggéség a (linedris) korreldcids egyiitthatéhoz ha-
sonléan paronkénti fiiggéséget mér. Mint megismertiik az elézbekben, az
elliptikus eloszlasok kozott csak a normaélis eloszlast hatarozza meg egyér-
telmiien a kovariancia illetve korrelaciés matrix. Mas elliptikus eloszlasok
fliggbségi struktirdja azonban Osszetettebb. A t—kopula esetén példaul a
szabadsédgfok csokkenésével novekszik az aszimptotikus fliggéség (Embrechts
et al. [1999]). Ez nagyon hasznos lehet, ha példdul extrém eseményeket sze-
retnénk modellezni. J6 példa erre a t6zsdei értékpapirok hozama. Ha valami
rendkiviili esemény razza meg ugyanis a piacot, akkor ez rendszerint tobb
értékpapirt is érint. Az extrém események hatdsira ezért tobb, egyébként
esetleg gyengén korrelalt papir elkezd egylitt mozogni. Az 6.2. fejezetben be-
mutatott alkalmazasndl pedig majd talalkozni fogunk olyan kopulakkal, me-
lyek ezen feliil még rendelkeznek Un. globdlis fiiggdségi paraméterrel, vagyis
a paronkénti fiigglség és az aszimptotikus fiiggdség mellett az m valtozo
egyuttmozgasat is tudjuk jellemezni. A témardl jé attekintés talalhatd az
Artzner et.al.[1999] és Embrechts et.al.[1999] cikkekben.

38. Megjegyzés. Bizonyitas nélkiil megjegyezziik azt nem meglepé tényt,
hogy a gaussi kopula (illetve a tébbdimenziés normalis eloszlds) aszimptoti-
kusan fiiggetlen. Ez elég logikus, hiszen a linearis korrelacié teljes mértékben
jellemzi ennek a kopuldnak a fiiggbségi struktirajat.

1.2. A tobbdimenzidés normalitas tesztek

Az elébbiekben lattuk, hogy a normalitds kiterjesztése tobbdimenzids eset-
ben sokféle médon megtehets, s ez alapjan ismertettiik a tobbdimenzids
normalis eloszlas néhany karakterisztikajét (pl. linearitas, korkorosség, nor-
malis peremek, a—szimmetria stb.). Ennek megfeleléen a tobbdimenzids
normalitastdl vald eltérés tobbféle iranyban lehetséges, ezért tobbféle tech-
nika létezik, melyek eltéré médon érzékenyek az esetleges defektusokra. Leg-
jobb univerzalis médszer nem létezik, de egy ilyen mddszer vélhetéen nem
is lenne gazdasagosan alkalmazhaté. Altaldban a konkrét alkalmazéstél
fligg, hogy melyek azok a tulajdonsigok, melyekre a médszer hasznalatahoz
feltétlen sziikség van. Ha példaul piaci kockdzatot szeretnénk becstilni, akkor
a hosszan elnyuld, vastag szélek ,ellen kell védekezniink”, mig regresszids
becsléseknél az eloszlas elliptikussaga az elemzés szempontjabdl kritikus ka-
rakterisztika.

A kiilénb6z6 megkozelitéseket alapvetden az aldbbi harom csoportba le-
het besorolni (Gnanadesikan [1977], Andrews et.al. [1972]):

T'1 Peremeloszldsok normalitasanak vizsgalata
T2 Egyiittes normalitas vizsgalata

T3 Egydimenzids vetiileteken alapuld tesztek
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Az elsé csoport egy igen passziv megkozelités. Abbdl indul ki, hogy habér
a peremeloszlasok normalitdsa nem implikalja az egylittes normalitast, mégis
sok esetben a normalitds hidnya a peremeloszlasokban is tiikrozodik. Ezt a
megkozelitést azonban semmiképpen sem szabad alabecsiilni. El6fordulnak
olyan esetek, mikor az egylittes normalitas hidnya egyéb megkozelitésen
alapulé modszerekkel nehezen detektalhatd, pedig a peremekben jél tet-
ten érheté. Dolgozatunkban egy ilyen tipusu tesztet is fogunk vizsgdlni.
A 6.2. fejezetben bemutatott alkalmazédsban példaul a részvények hozamai
jellemzdéen csucsos eloszlasok, amik a peremeloszlasokon elvégzett formalis
tesztek is kétséget kizdrdan igazolnak, ugyanakkor az egyiittes normalitasnak
mégis fogjuk jelét latni. A 6.1. fejezetben viszont mutatunk egy olyan
pénziigyi alkalmazast, mely ennek a megkozelitésnek a hidnyossdgait fogja
jol demonstrélni. Habar a kétdimenzids eloszlas mindkét pereme kozelitéleg
normalis eloszlasu, az egylittes eloszlasuk mégsem az, igy az alkalmazott
sokvaltozods statisztikai moédszer torzitott becslést fog eredményezni.

A korrekt teszt elvégzéséhez az el6z6 megkdzelitésnél mégis érzékenyebb
modszerekre van sziikség, melyek magukat a tobbdimenzids karakterisz-
tikdkat veszik figyelembe. A legegyszeriibb és legkézenfekvOobb lenne az
illeszkedés vizsgélatra vonatkozé x? teszt elvégzése. A médszer hétranya,
hogy a teszt ereje fiigg a képzett osztdlykozok szamdatol, mely magasabb
dimenzidkban méginkabb problémat okoz. Ide tartoznak kiilonb6z6 transz-
forméciés mddszerek, melyek segitségével az m-dimenziés mintat egysze-
riibben kezelhetd strukturdkra képezziik le. A transzformécié lehet példdaul
maga az eloszlasfiggvény, mely a mintat az egység hiperkockara képzi le, ha
az normélis eloszlasbdl szarmazik. Ugyanakkor Healy [1968] példdul meg-
mutatta, hogy a

r? = (x;—%)S7! (x;,—X)

kozelitéleg x2, eloszlasi. Ebben a dolgozatban olyan megkozelitést fogunk
bemutani, mely arra a tulajdonsagra épiil, hogy a peremeknek az egymasra
vonatkozé feltételes eloszlasa linearis. Mivel azonban ez nemcsak a normalis
eloszlas, hanem az elliptikus eloszlasok sajatja is, ezért ennek a megkozeli-
tésnek is vannak fogyatékossagai.

A harmadik csoport az els6 megkozelitésnek egy intelligensebb valtozata.
A peremeloszlasok vizsgalatan alapuld tesztek szamitastechnikai szempont-
bdl igen gazdasdgosak, hiszen a miiveletigény a dimenziénak csak linearis
fuggvénye. A peremek helyett azonban célravezetObb lehet mas, egydi-
menziés metszetek vizsgalata. Tudjuk, ha egy tobbdimenzids eloszlads min-
den lehetséges metszetét megvizsgalva normélis eloszlast kapnank, akkor
ebbdl mar kovetkezne az egyiittes normalitds. Viszont bizonyos kitiinte-
tett metszetek vizsgalata is elégséges lehet, ami nem feltétlen a perem. A
disszertacié vizsgalatanak kozeppontjaban a Shapiro-Wilk teszt Malkovich
és Affifi dltal javasolt véltozata all, melyben az eloszlas Roy-féle metszetére
alkalmazzuk az egydimenzids tesztet (Roy [1958)]).
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Megemlitjiik még, hogy a teszteket kategorizalhatjuk még mint paramé-
teres és nemparaméteres teszteket. Az altalunk vizsgalt tesztek mindegyike
paraméteres. Jelen tézistervezetben nem kivanunk foglalkozni a nempara-
méteres tesztekkel.

A kovetkezd pontban a legjobb omnibusz tesztként ismert normalitédsi
tesztet, illetve az azt kiszamitd algoritmusokat ismertetjiik. Ezutdn egy
tovabbi pontban részletesen foglalkozunk a teszt szignifikancidjanak kisza-
mitasaval egydimenzids esetben, majd pedig moddszert adunk az eredeti,
Malkovich-Affifi-féle kiterjesztés empirikus szignifikancia szintjének kiszami-
tasara. Ezen eszkozre tamaszkodva egy tovabbi pontban vizsgalatot végziink
a proba erejére vonatkozdan, és Osszevetjiik néhany, a szakirodalomban fel-
lelhet6 egyéb varidnssal.

2. A Shapiro-Wilk teszt, mint a legjobb omnibusz
teszt

A klasszikus hipotézis tesztelés tigy miikodik, hogy definidlunk a statisztikai
sokasaghdl vett véletlen mintara egy becslofiiggvényt, mely egy pontosan
meghatarozhaté eloszlast fog kovetni, ha a kérdéses minta a feltételezett
eloszlasbdl szarmazik. Formélisan felallitunk egy Hy, an. null hipotézist
a feltételezett eloszlasra vonatkozdan, illetve egy H; alternativ hipotézist,
mely fendll, ha Hy nem igaz. A klasszikus, Neyman-Pearson-féle metho-
doldgia alapjan a mintateret felosztjuk két tartomanyra. Ha a teszt statisz-
tika az elutasitisi — vagy mas széval kritikus — tartoméanyba esik, a null
hipotézist elvetjik. Ha pedig az elfogaddsi tartomanyba esik, elfogadjuk.

Az elfogadasi tartoméany rendszerint a Hy eloszlas értelmezési tartomé-
nyanak azon része, mely felett az eloszlas legnagyobb része, tébbnyire 90, 95
vagy 99%—a koncentralédik. A teszt statisztika adott mintabdl szamitott
értéke ui. nagy valészintiséggel (a felsorolt valdszintiségekkel) ide fog esni.
Ha ez az esemény nem kovetkezik be, ”hajlamosak vagyunk azt gondolni”,
hogy a minta nem a feltételezett eloszlasbdl szarmazik, ennek a valészintisége
ugyanis igen csekély volt, a példaként emlitett esetekben 10, 5 illetve 1%.
Ekkor elutasitjuk Hop—t, és elfogadjuk Hj—et. A kritikus tartoméany fe-
lett kiszamitott valdszintiséget szignifikancia szintnek nevezzik, és dltalaban
a—val jeloljik.

Mivel dontésiinket bizonytalansig mellett hozzuk, ezért természetesen
dontésiink hibés is lehet. Példdul a teszt statisztika értéke a kis valészintiségii
elutasitdsi tartomanyba esik, pedig a feltételezett eloszlasbdl szarmazik. Ek-
kor a null hipotézist — helytelentll — elutasitjuk. Annak az esélye tehat,
hogy tévedtiink, pontosan a—val lesz egyenlé. Ez az un. elsdfaju hiba
elkovetésének a valdszintiisége.

39. Definicié. Az els6faji hiba elkdvetésének valdsziniiségét a teszt mére-
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tének nevezziik. FEzzel ekvivalens elnevezés a szignifikancia szint. Jelolése:
o

Az els6faju hiba valészinlisége tehat pontosan megadhatd, ugyanakkor
kontrollalhaté is, hiszen « értékét az alkalmazoé hatarozza meg. El6fordulhat
azonban az is, hogy a teszt statisztika adott mintara szamitott értéke az
elfogadasi tartomanyba esik, és mégis a H;—ben megfogalmazott eloszlast
koveti. Ilyenkor megint csak hibds dontést hozunk, elkovetjik az un. md-
sodfaji hibdt. Ennek a hibanak a nagysdga attol fliigg, hogy a Hj illetve
H; eloszlasok mennyire fedik at egymast. Ertékének pontos kiszamitasahoz
tudnunk kellene H; egzakt eloszldsat, ami altaldban nem ismert.

40. Megjegyzés. A gyakorlatban a masodfaju hiba nagysaga egyszerit Hy
alternativak esetén emprikusan becsiilheté Monte-Carlo szimuléaciés tech-
nikdval. Amint a késébbi fejezetekben majd bemutatjuk, r ismételt mintat
generalunk egymastdl fiiggetlentil a Hy eloszlasbdl, és kiszamitjuk az elu-
tasitasi hanyadot. Ezt egybdl kivonva az empirikusan becsiilt masodfaju
hiba értékét (3) kapjuk.

Ha az els6faji hiba elkovetésének valdszinliségét csokkenteni akarjuk,
akkor a masodfaju hiba valdszintiségét noveljiik, és forditva. Fz konnyen
belathatd, hiszen minél nagyobb az elfogadési tartomany, annal nagyobb a
masodfaju hiba, illetve annal kisebb a szignifikancia szint, vagyis az els6faju
hiba. Mivel egy adott eljaras esetén a kétféle tipusi hiba csak egymés
rovasara mérsékelhetd, ezért a hibak csokkentése kiillonbozo teszt eljarasok
kozti vélasztds révén valdsithaté meg. Tehat adott eljarasok kozil azt fog-
juk vélasztani, mely adott a—szignifikancia esetén a legkisebb maéasodfaju
hibat eredményezi, vagyis nagyobb az ereje.

41. Definicié. A préba erején annak valoszintiségét értjiik, hogy a null hi-
potézist helyesen elvetjiik, vagyis

0=1-p
ahol 8 a masodfaju hibat jeloli.

Az el8bbick szerint 6 = 1 — B Osszefiiggés miatt a 40. megjegyzés szerint
kiszamitott elutasitasi hanyaddal viszont a préba erejét becsiiljiik meg, ezt
nevezzilk a prdbafiigguény empirikus értékének.

Ha a null hipotézis egy paramétert vagy paraméter egyiittest fogalmaz
meg, akkor a proba ereje alternativ hipotézisben megfogalmazott paraméter
érték(ek)tél is fiigg. Ekkor kritériumként megfogalmazhaté, hogy az adott
teszt egyenletesen a legerdsebb, vagyis UMP legyen. Ez azt jelenti, hogy
az Osszes szobajoheté Hi—re Osszehasonlitjuk a teszteket a préobak erejét
tekintve, és azt valasztjuk legjobbnak, amelyik mindig erésebbnek bizonyul.
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Az UMP kritérium alkalmazasa meglehet6sen sziik teriiletre korldtozddik,
tobbnyire modell paraméterek becsléseinek hipotézis vizsgalatahoz hasz-
naljuk. Ha a null hipotézisben eloszlast fogalmazunk meg, akkor alter-
nativ hipotézisként onkényesen valasztunk meg eloszlasokat. Itt nehezebb
kritériumként megfogalmazni, hogy ”"minden alternativa esetén a legerdsebb
legyen”, hiszen a gyakorlatban egyik eljaras az egyik H7 ellenében bizonyul
jobbnak, mig a maésik eljaras mas H; ellenében. Ilyenkor az egyes eljarasok
kozti dontést meghatarozhatja az, hogy milyen Hj—et val6szinfisitiink?.
Ha mégis legjobbat, vagyis univerzalis eljarast akarunk valasztani, akkor
valaszthatunk egy olyan eljarast, ami a vizsgélt alternativ eloszlasok esetén
legtobbszor jobbnak bizonyul, mint a tobbi. Ha létezik ilyen eljarés, akkor
ezt omnibusz teszt-nek szoktuk nevezni.

A tesztekkel szemben megfogalmazhaté még két altalanos kritérium.

42. Definicié. A teszt akkor torzitatlan, ha
1-06>a«
vagyis ha a proba ereje nagyobb, mint a valasztott szignifikancia szint.

Ez azt jelenti, hogy ha a Hy eloszlasbdl vesziink végtelen sok mintat,
akkor o = 5% esetén a mintdk legalabb 5%-at el kell, hogy utasitsuk.
Tetszoleges Hi esetén ugyanis mindenképpen efelett a szint felett kell ma-
radnunk, és a ,,legrosszabb” (leghasonlébb) H; maga a Hy.

43. Definicié. A teszt akkor konzisztens, ha a minta méretét névelve a
proba ereje 1—hez tart.

Vilagos, hogy minél nagyobb méreti a mintank, annal jobban karak-
terizalhaté H;. Elvarjuk a teszttdl, hogy biztosabban elvalassza a két hi-
potézist.

A vizsgdlatunk koézéppontjaban a Shapiro-Wilk statisztika tébbdimen-
zi0s variansai allnak. Azért valasztottuk ezt a tesztet, mivel az eredeti,
egydimenziés véaltozat, melyet Shapiro és Wilk [1965] vezetett be biomet-
rikai alkalmazasokban, rendelkezik az elobbiekben emlitett omnibusz tulaj-
donsdggal. Az empirikus vizsgalatok szerint a préba ereje nagy egy sor al-
ternativ H eloszlas esetén (1d. példaul Shapiro et.al. [1968], Filliben [1975]
és Pearson et.al. [1977]). Kézenfekvének tlinik a kérdés, hogy vajon le-
hetséges-e hasonldan jo tulajdonsagu tobbdimenzids valtozatot konstrudalni.

2Erre j6 példa a Jarque-Bera-féle normalitds teszt, mely idésorok esetében igen jél
alkalmazhaté (Bera-Jarque [1981]).
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2.1. Az egydimenzids eset

44. Definicié. Shapiro és Wilk W -tesztje az alabbi formula szerint szamithato:

W= n
;(w-@f

ahol y; {i =1,2,...n} a rendezett mintaelemeket jeldli,

[un

a=[a,az,..,a,) = V! ((m’V_l) (V_lm))_2 )

m és V pedig n darab standard normadlis eloszlasi rendezett statisztika
varhato érték vektora és kovariancia matrixa.

A teszt arra az Osszefliiggésre épiil, hogy a teszt szdmlaldja és nevezdje
normalis eloszlasbdl vett mintdk esetén ugyanazt a mennyiséget becsiili.

n
> aiyi/\/(n — 1) az y; szérasanak legjobb linedris torzitatlan (BLUE) becs-
i=1

n
lése,a [ > (yi — g)2 / (n — 1) mennyiség pedig a korrigalt tapasztalati széras.
i=1
Az a vektor antiszimmetrikus, vagyis a; = an it1s tovébbé ha n pératlan,
akkor aj, /941 = 0. Igaz ugyanakkor, hogy Z a; =0 és Z a? = 1.

1= =1
Egy normalitas teszttdl elvarjuk, hogy skala és origd invarians legyen.

Ez azt jelenti, hogy a teszt elvégzéséhez nem sziikséges az eloszlas két pa-
ramétere (u és o), amit egyébként jellemzéen nem ismeriink. Az origé in-
variancia abbdl kovetkezik, hogy nem kozvetleniil az g;-vel, hanem min-
dig az (y; — y) mennyiséggel szamolunk. A skéala invariancia a teszt lo-
gikajabdl adédik, ugyanis egy $2/5% hanyados, ahol 82 és §% a variancia két
kiilonbo6z6 becslése, ezért nem lényeges az alapeloszlas szérasat ismerniink.
A kés6bbiekben még hasznat vessziik a kovetkezo két tételnek, illetve a bi-
zonyitasoknak.

45. Tétel. (Shapiro-Wilk [1965]) Wiax = 1.
Bizonyitas. Mivel W origé invarians, feltehetjiik, hogy y = 0, igy

= (Z aiyz') Y > v’

Mivel

(Zaiyi)2 < ZG?ZZJ? = Z%Q

felhaszndlva, hogy » a? =1, ezért W felsé korlatja 1. Ez a korlat az y; = Aa;
pontban el is éretik. m
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46. Tétel. (Shapiro-Wilk [1965]) Winin = na2/(n — 1), melyet a

(-1 -1 -1
nay ' nay na

pontban vesz fel.

Bizonyitas. Mivel a teszt y;—ben nullad fokon homogén, ezért a szamlalo
értékét rogzithetjiik, vagyis legyen » a;y; = 1. Vezessiik be tovdbbd a
> yi = 0 feltételt. Ekkor a nevezd, yl2 maximumat keressiik az el6bbi két
feltétel altal megadott poliéderen. Mivel a kifejezés konvex, ezért a maxi-
mumot az alabb felsorolt csicspontok kozt kell keresniink:

(n—1) -1 -1

| nar nar’ " nay

[ (n—2) (n—2) -2

[n(a1+a2) n(ar +a2) 7 n(a + az)

i 1 . —(n—1)
n(a1+...+apn-1) n(ar+ ... +an—1) "n(ag+ ... +ap-1)

Konnyen belathato, hogy az optimum a legelsé csucspontban van. m

Az a; koefficiensek kiszamitasa azonban korantsem egyszeri. Az m és V
kiszamithaté Royston [1982c], valamint a Davies-Stephen [1978] cikkekben
kozolt algoritmusokkal, illetve a Shea-Scallan [1988] éltal adott médosita-
sokkal. Mivel V szimmetrikus, ezért n méretli minta esetén n+n (n +1) /2
méretil tarkapacitasra van sziikséges és n X n méretli matrixot kell invertalni.
Néhany szaz elemnél nagyobb méreti mintakndl a direkt kiszamitdsa nem
lehetséges.

Shapiro és Wilk 1965-0s cikkének megjelenésekor a koefficiensek egzakt
értéke n = 20—ig volt ismert (Sarhan-Greenberg [1956]), a szerz6k n = 50-ig
a tovabbi értékekre becsléseket kozolnek. 1982-ben Royston publikilt egy
eljardst (Royston [1982a]), amivel a teszt kiszamithatd volt n < 2000 méreti
mintédkra, ugyanakkor eljardsdhoz egy szamitégépes algoritmust is mellékelt
(Royston [1982b]), mely az a; koefficenseket automatikusan kiszdmolta. Ez
azért érdekes, mert a teszt kiszamitdsahoz nem volt sziikség tobbé tablazatok
hasznalatéra.

Az eljaras aztan a kés6bbiekben nem bizonyult adekvatnak n > 50
méreti mintdkra, egymadstoél fiiggetleniil két tanulmany is sziiletett a prob-
léma megoldédsdra. Az egyiket maga Royston irta (Royston [1992]) és ter-
mészetesen algoritmust is készitett (Royston [1995]). Az 1j eljards mér
n = 5000 méreti mintakig volt alkalmazhatd, n = 50-ig megfeleléen kozeli
értékeket szamitott a régihez képest, efelett a mintaméret felett azonban a
szamitott értékek egyre tavolodtak egymastél. Mahibbur Rahman és Govin-
darajulu [1997] ezen tanulménytél fiiggetleniil korrigalta az 1982-es cikket, és
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szamitastechnikailag egyszertien megvaldsithaté eljarast dolgoztak ki nagy
mintdkra n = 2000-ig. Tapasztalataink szerint a két eljards kozel azonos
eredményeket produkal.

Tovabbi problémat jelentett, hogy a statisztika eloszlasa analitikusan
csak n < 3—ra adhaté meg. A teszt elvégzéséhez sziikséges a kiiszobértékek
meghatarozasa, melyeket Monte-Carlo szimulacio segitségével nyerhetiink.
Ahhoz azonban, hogy a tesztet tabldzatok hasznalata nélkiil automatikusan,
szamitégépes algoritmussal kiszamithassuk, szintén kozelité eljarasokra van
szitkség. A Royston [1982b] és [1995] cikkekben publikélt algoritmusokban
implementaltak ilyen kozelité eljarasokat.

2.2. A tobbdimenziés eset

47. Lemma. Egy x valdsziniiségi vektorvaltozé pontosan akkor kévet N (u, )
paraméteri t6bbdimenziés normalis eloszlast, ha y = ¢'x normalis eloszlasu
N (¢, ¢Xc) paraméterekkel, ahol ¢ teszbleges, nem nulla konstans vektor.

Ezen egyszerii allitasra alapozva a Shapiro-Wilk teszt konnyen kiterjeszt-
het6 a tobbdimenzids esetre.

48. Definicié. (Malkovich-Afifi [1973]) A tébbdimenziés normalitds hipo-
tézisét akkor fogadjuk el, ha

mcinW (c) > kw (2)

ahol W (c) a 44. definici6 szerint szamitodik az y; = ©x; helyettesitéssel,
kw pedig alkalmas konstans (kritikus érték).

49. Megjegyzés. Ez a valtozat a talan legkorabbi ismert kiterjesztés. A
definicio lényege abban all, hogy elegendé egyetlen kitiintetett metszetet,
mégpedig a legrosszabb esetet megvizsgalnunk. Ez tehat az 1.2. alpontban
megadott csoportositas szerint a T2 csaladhoz tartozik.

A minimum akkor éretik el, ha

—1
c’(xl—i):(n ) ceR" m<n-1
naiy
_ -1 .
c(x—X)=— 1=2,...,n
najy

teljesiil. Ez a rendszer tuldetermindlt, a szerzok ezért az ols kozelitést al-
kalmazzak, vagyis a kovetkez6 négyzetosszeget minimaljak:

min C,<X1_)_()_(n_l)]Q"i‘iz:;[C’(Xi—)_()—_1 i

naiy naiy

26



50. Megjegyzés. Bizonyos x—ek mellett persze megoldhato, ezért a teszt
minimuma tovabbra is Wiy, = na3/(n — 1).

A feladat megoldasaként ¢ = iAfl (x1 — %) addédik. Mivel x; elvben
barmelyik lehet, ezért a tesztet az alabbi algoritmus szerint szamoljak ki:

1. Legyen x,, az a mintaelem, mely a

(X — X)) A7 (%, — %) = lrgfuél{ — X)) AT (% — %)}

maximumot kielégiti, ahol A = Z (x; — X) (x; — X)".
=1

2. Rendezziik névekvd sorrendbe az y; = (x,, — X)’ A~ (x; — X) statisz-
tikakat.

3. A teszt statisztika ekkor a

(5)

(X — X)’ Alxm—i)

||M:

W:

(3)

szerint szamithaté, az a; koefficiensek tovabbra is a 44. definici6
alapjan szamolanddk.

51. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az a;—k szamitasa nem fiigg a di-
menziotol. Az eloszlas valamely kitiintetett metszete mentén végezziik el az
egydimenzids tesztet, ez az eljaras Iényege.

52. Megjegyzés. A (3) képletben és a 44. definiciéban megadott formuldk
nevezgje valéjaban azonossag, viszont nyilvan célszerti a szamitas 3. lépcso-
jében amugy is rendelkezésre all6 (X, — X)’ A™1 (x,, — X) értéket behelyet-
tesiteni. Technikailag tehat csak annyi térténik, hogy alkalmas konstans
c vektorral rendezett statisztikakat szamolunk a tébbdimenziés mintabdl,
amire aztan alkalmazzuk a 44. definiciot.

53. Megjegyzés. Ne felejtsiik el, hogy a definicié szerint az egydimenzids
minimumbhoz négyzetes hibaban a legkézelebbi pontot szamitjuk ki, ami nem
feltétlen azonos a mine W (c) értékkel. Erre a problémdra a kés6bbiekben
még visszatériink.

A teszt kiszamithatosagan tilmenden sziikség van kiiszobértékekre, vagy
a szignifikancia szint valamilyen jé kozelitésére. Az el6z6 pontban egy mon-
dat erejéig megemlitettiik, hogy egydimenziés esetben mér van olyan algo-
ritmus, mely szamit empirikus szignifikancia szintet. Az viszont kordntsem
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biztos, hogy tébbdimenzids esetben is ugyanazok a kiiszobértékek jok lesz-
nek, vagyis ezek az algoritmusok nem hasznalhatéak tobbdimenziéban.? A
megfelel6 percentilis értékek kiszamitdsa természetesen lehetséges Monte-
Carlo szimulédciéval, de hasznosabb lenne, ha a tobbdimenziés esetben is
tudndnk jél hasznédlhaté algoritmust adni szignifikancia szintek becslésére.
A kovetkezo pont ilyen becslé eljarasok készitésével foglalkozik.

3. A p-érték kiszamitasa az egydimenzios esetre

Ha a p-érték kiszamitasara nem all rendelkezésre analitikus megoldas, akkor
a legegyszerlibb polinom kozelitést alkalmazni. Az elsd 1épés itt is az, hogy
Monte-Carlo szimulaciéval legenerdljuk a teszt adott mintamérethez (n) il-
letve adott dimenzidhoz (m) tartozé empirikus eloszlasat. Ezutan pedig reg-
resszids technika alkalmazdsdval az n (illetve [n, m]) értékének fiiggvényében
megprébalunk becslést adni a megfeleld kiiszobértékekre, vagy megprébaljuk
a teszt adott értékéhez tartozo szignifikancia szintet megbecsiilni.
Megjegyezziik, hogy ez a teriilet regressziés modszertananak fejlodését
is inspiralta, a vizsgédlatok szerint ugyanis jobb illeszkedést kaphatunk, ha az
egész kitevis polinomok helyett tortkitevos polinomokat hasznalunk. igéretes
megoldasnak tlinik statisztikai véltozdk kapcsolatanak szamszertiisitésére.

3.1. Royston eljarasai

A Shapiro-Wilk teszt p-értékének kiszamitdsara adott eljardsok dgy mii-
kodnek, hogy a teszt statisztika empirikus eloszlasat alkalmas normalizald
transzformacioval atviszik kozelitéleg normalis eloszlasba, majd ezt stan-
dardizélva, a kapott N(0,1) eloszlasra szamitjak ki a p-értéket. Erre ui.
léteznek méar jé kozelitést ado algoritmusok, melyek algoritmus kényvtarak-
ban rendelkezésre allnak.

Royston ([1982a]) a kovetkezd transzforméciét haszndlta:

y=01-W) és Z:(y—,u) (4)

ahol \ becsiilt paraméter, u és o pedig a normalizalt eloszlas varhato értéke
és szorasa. A hdarom paraméter egyike sem ismert, csak becsiilhet6, mint
ahogy magat az eloszldst is szimuldciéval hozzuk létre. A X\ paraméter
értékét optimalizdlasbol tudjuk meghatarozni. A p és o paramétereket ugyan-
csak becstlni kell, hiszen a normalizal6 transzformacié kozelitéleg normalis
eloszlasba viszi 4t a W eloszlasat, de nem tudjuk, hogy az eloszldsnak mik
a paraméterei. Ezt pedig tudnunk kellene, hiszen nekiink standard normalis
eloszlasra van sziikségilink. Technikailag két dolgot kell tenntiink. El6szor
is meg kell hatdroznunk minden n mintamérethez a megfelelé A-at, ekkor p

3Ko6nnyen ellendrizhetd, hogy tobbdimenziéban mésok a kiiszébértékek.
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és o mar kiszamithat6.* Maésrészt a )\, u, o paraméterek és a mintaméret

kozott kellene a fiiggvényt kitaldlni, mivel az algoritmusnak mindharom pa-
ramétert pusztdn a mintaméret, vagyis n ismeretében kell reprodukalnia.

A X értéke a kovetkez6képpen hatdarozhaté meg. Vegyiik a standard
normalis eloszlast, valamint a Shapiro-Wilk eloszlas néhany kitiintetett per-
centilisét, mégpedig 0.1,0.5, 1,2, 3, 5, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 95, 99%-
os értékeket, és szamoljuk ki kozottiik a korreldacidt A fiiggvényében. Az az
optimalis A, ahol a korreldcié maximaélis.

A )\, u, o paraméterek és n kozotti kapesolatra célszerii polinomidlis reg-
ressziot becsiilni, vagyis egy-egy regresszidval az n aktudlis értékébol rendre
kiszamithatjuk a 5\, [ és & becsléseket. Ekkor tehat n—bdl meg tudjuk
becsiilni a paramétereket, a paraméterek segitségével pedig a (4) alapjan a
W statisztikabdl készithetiink egy z statisztikat.

Ez volt az az eljaras, melyet az AS181 algoritmus hasznalt. Ezt az al-
goritmust aztan késébb szerzéje korrigalta, mivel az a; koefficiensekre adott
kozelités nem bizonyult megfelelének n > 50 esetén (Royston[1995]). Az
1j, R94-es algoritmusban az egyszerii In (1 — W) transzformdaciét hasznélta
fel, melyhez tehét nincs sziikség a A paraméter becslésére.® Ezzel a transz-
formécioval n = 12— 5000 méretti mintaknal megfelelen lehetett a normalis
eloszlast kozeliteni. Az algoritmus tovabba mar nemcsak p-értéket tudott
szamolni, de cenzoralt mintdra is mikodott.

Megjegyezziik, hogy a fentiektol fliiggetleniil megjelent egy masik ta-
nulmény is (Mahibbur-Govindarajulu ([1997]), mely az a; koefficiensek koze-
litésére eljarast ad. A szerz6k azonban nem adnak moédszert a szignifikancia
szintek kiszamitaséra.

3.2. Tortkitevos polinomok

Royston és Altman [1994] vezette be a polinomok egy kib6évitett csalddjat,
melyet tortkitevds polinom-nak neveztek el. A hagyoméanyos, pozitiv egész
kitevés polinomokkal szemben a kitevék P halmazat kiterjesztették ne-
gativ és nemegész valés elemekkel is. A tortkitevOs polinomok csalddjaban
meglévo fiiggvényformak sokkal valtozatosabbak, mint a hagyoméanyos po-
linomok csaladjaban. Empirikus eredményeik pedig azt mutatjék, hogy egy
k-ad foku tortkitevGs polinom illeszkedése jobb, mint egy azonos, s6t bizo-
nyos esetekben egy magasabb fokszamu hagyoményos polinomé.

54. Definicié. (Royston-Altman[1994]) A k-ad foku, egyvaltozés tortki-
tevés polinom alatt az alabbit értjiik:

4Egészen pontosan csak becsiilhets, de a Monte-Carlo szimulécié mérete dltaldban igen
nagy. Az igy kapott p és o értékeket a valés paramétereknek tekintjiik.
5Az (1 — W)» transzformécié A — 0 hatdresetre az In (1 — W) transzformacio.
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k
S(X:Ep) =L+ D> &XP),

J=1

ahol k pozitiv egész, p = (p1,p2, ..., px) valos értékii kitevék vektora (p1 <
p2 < .. < pr)y & = (&,8&,...,&) valos értékii egyiitthatdk, valamint a
kitevében a zdrdjel a Box-Tidwell transzformaciot jeloli.

55. Definicié. Box-Tidwell transzformacio a kovetkezd:

x @) — XP7, ha pj #0
InX, hap; =0 |~

56. Megjegyzés. p; = j, j = 1,2,...,k esetén a k-ad foku egész értékii
polinomot kapjuk vissza (feltéve persze, hogy & # 0).

Az 54. definicié kiterjeszthet6 oly médon, hogy megengediink ismétlédé
kitevéket is. A kiterjesztés ugy adddik, hogy habdr k = 2, p; = ps esetén a

Da(X;€,p) = &0 + (&1 + &) XP1)

polinom nem masod-, hanem csak els6fokd, a

X (p2—p1) _ 1

lim & + & X @) 4+ & x P — G+ 6 XP) 46X P X
2—P1

P P2 —Dp1

hatarérték azonban nem, s igy a harom paraméteres gorbék egy csalddjat
kapjuk. A fenti formdhoz a standard ¢o(X;&*,p) = &5 + x4 g x(p2)
modellbdl a &y = &5, &1 = & +&5, §2 = (p2 — p1) & helyettesitésekkel jutunk
el. Az k> 2, pi = pa = ... = pi, esetben a fenti hatérérték & + & X PV +

k .
S & X P (In X)7 71 {gy az 54. definicié altaldnositott valtozata az alabbi:
j=2

57. Definicié. (Royston-Altman[1994]) Tetsz6leges p1 < p2 < ... < pi
valds kitevik esetén legyen Hy(X) =1 és pg = 0, valamint

X®) hap; #pj } .
H; (X) = ) 77 P =1,2,.k
i (X) {Hjl(X)lnX, hap;=p;1 | 7
Ekkor

k
G(X;6,p) =&+ > GH;(X)
j=1
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Tobb X; (i = 1,2, ...s) véaltozé esetére a definicié értelemszeriien adodik.

A kitev6k halmazara a szerzék P ={—2,—1,-0.5,0,0.5,1,2... max (3, k) }
halmazt ajanljak, mely a gyakorlatban felmeriilé problémakhoz elégségesnek
bizonyult (Royston-Altman[1997]).

A modellek maximum likelihood médszerrel (ML) becsiilheték. Te-
kintve, hogy a kitevék csak egy véges P halmazan keressiik az ML meg-
oldést, a becsléshez hasznélhatjuk a legkisebb négyzetek mddszerét (OLS),
mégpedig a kovetkezOk miatt. Ha p folytonos valtozé lenne, akkor a modell
nemlinedris lenne a becsiilendé p és £ paraméterekkel, egy elore rogzitett
p esetén azonban a modell mar linearis. Ez esetben pedig (adott rogzitett
p-re) a modell likelihood becslése maga az OLS becslés.

A modellvalasztéds a kovetkezOképpen torténik. Ha a p folytonos valtozé
lenne, akkor a p és £ paraméterekkel rendelkez6 modellre kapnank mondjuk
egy P (mazimum likelihood) becslést. Jeldljiikk D(k, p)-vel a k fokszami p
kitev6jli modell likelihood értékét. Ekkor D(k,p) — D(k,p) aszimptotiku-
san X% eloszlast kovet, ahol p egy tetszéleges (nem feltétlen ML) becslés.
Mivel D(k,p) > D(k,p), ezért G = D(k,p) — D(k,p) egy aszimptotiku-
san haszndlhaté teszt a p megfelelo értékének megvalasztiasahoz. A kiin-
dul6é modell legyen a linedris modell D(1,1) likelihood-dal, és ezzel allitsuk
szembe ¢1(X; &, p) modellt, ahol a p a P halmaz egy altalunk tetszSlegesen
kivalasztott eleme, ennek likelihood értéke pedig D(1,p). Ekkor ha G =
D(1,1)- D(1,p) > X%(ka)? az 1j modellt preferdljuk az eléz6 — ez esetben
linedris — modellel szemben. A becslést és a tesztet aztan megismételjiik min-
den lehetséges p értékre. A zardjelben elhelyezett a a szignifikancia szintet
jeloli, melynek értékét a szerzék o = 10%-nak javasoljak megvélasztani. A
k és k+1 foku modellek kozti valasztas esetén pedig a X%(lfa) kiiszobértéket
kell hasznélni.

Tobbvaltozos esetben a fentiekben leirt eljardst eldszor alkalmazzuk az
elsé valtozora, vagyis Xi-re, mikozben az Xs, X3, ..., X valtozdkat linedrisan
szerepeltetjiik. A kovetkezo lépésben aztan az igy kapott legjobb modell spe-
cifikaciot tekintjik kiindulé modellnek, és X fliggvényében keressiik a leg-
jobb specifikdciot most X1, X3, ..., X rogzitett specifikacidja mellett. Mikor
megtalaltuk X, fiiggvényében is a legjobb modellt, akkor folytatjuk tovabb
az Xy valtozéval. Az iteracié akkor ér véget, amikor a modell mar nem
valtozik.

4. A p-érték kiszamitasa a tobbdimenzios esetre

A p-érték kiszdmitdsdra m—dimenzids esetben — ismereteink szerint — még
nem vallalkozott senki. Kz jérészt abbol fakad, hogy ezt a varianst nem
vizsgaltdk és ritkdn alkalmaztak, részben pedig abbdl, hogy a teszt sta-
tisztika kiértékelése tobbdimenzids esetben rendkiviil szamitasigényes. Mi
ezt a hidnyt szeretnénk potolni, s e célbdl 1étrehoztunk egy nagyméretii
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adatbézist, melyben a tobbdimenziés Shapiro-Wilk teszt empirikus eloszla-
sait taroljuk. A technika elvileg rendelkezésre all, sziikség van egy alkalmas
normalizalé transzformadciora, valamint megfelel (tortkitevds) polinom il-
lesztésére. Az itt kozolt eredményekbdl egy cikk is késziilt (Pataki [2001]).

Az eloszldsokat 7 = 10.000 ismételt mintavételezéssel nyertiik. A kiin-
dulé egyenletes eloszlasu véletlen szamokhoz a rani() eljarast hasznaltuk
fel, melynek leirasa a Press et.al.[1992] miiben taldlhaté. A Park és Miller-
féle modszert implementalja a Bays-Durham &ltal adott moddositasokkal.
Az algoritmus az idézett miiben szintén publikalt diagnosztikai algoritmu-
sok alapjan a legpontosabbnak bizonyult, s a szerzok allitasa szerint az
Osszes ismert teszten atmegy. A ciklus ideje nagyjabdl 108 koriili, ami az
igényeinkhez elégségesnek bizonyul. Az algoritmusnak létezik egy maésik,
L’Eculer altal javasolt varidansa is, melyben két pszeudo-véletlen szdmsorozat
osszekapcsolasaval nagyobb ciklusideji véletlenszam-generdatorhoz juthatunk.
Ez az idézett miiben mint ran2() eljards szerepel. A diagnosztikai tesz-
tek alapjan hasonlé pontossigi, mint a rani() eljaras, de ciklusideje ~
2.3 x 10'®. Ez a legtobb gyakorlati probléméhoz elégséges kell, hogy legyen.
Adatbéazisunk 1étrehozdsahoz mindkettét felhasznaltuk.

Az egydimenzids normaélis eloszlasba valé transzformécidhoz az elterjedt
és igen jo tulajdonsagokkal biré gasdev algoritmust hasznéltuk, mely a Boz-
Miiller transzformaécio révén képez egyenletes eloszlasu véletlen szamokbol
normalis eloszlasu véletlen szamokat. B&vebb leirdsa a Knuth [1981] miiben,
implementécidja pedig a Press et.al.[1992] kényvben megtaldlhat6. Transz-
formacids, elutasitasos modszer, mely egy normalis eloszldsu véletlen szamhoz
atlagosan 2.4 egyenletes eloszlasi véletlen szamot hasznadl fel.

Ahhoz, hogy fiiggetlen standard normalis eloszldsi valtozokbdl tEbb-
dimenzids eloszlast kapjunk adott u és 3 paraméterekkel, ahhoz a jol is-
mert x = p 4+ Ty transzformaciét célszerii hasznélni, ahol is x = [y1, ..., Ym]
fiiggetlen, standard normalis eloszlasbdl generslt valtozok, és ¥ = TTT. Mi-
vel a W-teszt origd invarians, ezért a sebesség novelése érdekében 3 =1 -vel
szamoltunk. Ez az jelenti, hogy ha y; j = 1,...,m valtozdkat egymastol
fiiggetlentil generaljuk normalis eloszlasbdl, akkor y =[y1, ..., ym| tObbdi-
menziés normdlis eloszlasi p = 0 és 3 = I paraméterekkel.

A szamitdsok dupla precizitassal késziiltek ALPHA AXP 2100-as mun-
kaallomason. A programot ANSI C-ben implementéltuk, a szamitasok i-
ddéigénye igy két-hdrom hét volt. A futtatdsok teljes ideje alatt numerikus
hiba illetve programhiba nem allt el6, az adatbazisban sem talaltunk instabil
értékeket. Az eredményeket — a pontossiag megérzése érdekében — bindris
formaban taroltuk megdérizve ezzel a teljes gépi pontossagot.

Az adatbézist az R94 algoritmusnak(Royston [1995]), illetve a Rahman-
Govindaraluju-féle algoritmusnak a Malkovich-Affifi altal javasolt kiterjesz-
tésével szamoltuk az alabbi esetekre:

m = 1 — 15 dimenzidkra, valamint n = 3 — 100(1), n = 110 — 200(10),
n = 250 —1000(50), n = 1500 — 5000(500) méretli mintdkra, ahol a zéréjelbe
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tett érték a lépéskozt jeloli.

A két kiindul6 egyenletes eloszlasu véletlenszam-generatorral és két kii-
16nb6z6 Shapiro-Wilk-féle implementacioval igy négyszer generdltuk le az
eloszlasokat, az igy kapott adatbéazis mérete ~ 4 x 120MB.

4.1. Az egydimenzios esetben alkalmazott moédszer adaptalasa

Az egyes (n, m) parokhoz tartozé empirikus eloszldsokat normalizaltuk, majd
kiszamitottuk az atlagok és szorasok adatsorait, ezekre kell majd regressziot
felirnunk. Az egydimenzids esethez képest most két magyardzé valtozénk
van, éspedig a dimenzié (m), mely a regresszibban mint X; magyarazo
véltozé szerepel, valamint a mintaméret (n), mely az Xs magyardzé valtozo
lesz. Az egydimenziés W-statisztika p-értékének kiszamitdsanal hasznélt
y = In(1 — W) normalizaldst hasznaltuk fel a Shapiro-Wilk eloszlds nor-
malizélasdhoz. A transzformécié m = 9-ig kielégitének bizonyult, efelett
azonban mar nem. A hibak alakuldsdban a dimenziészam novekedésével
szisztematikus valtozas figyelhet6 meg, ami azt sugallja, hogy tobbdimenzios
esetben a moédszer médositasa sziikséges.

4.2. A modszer modositasa

Az els6 prébalkozas nem eredményezett hasznalhaté becsléseket, igy az em-
pirikus eloszlasokat alaposabb vizsgalatnak vetettiik ald. Véleménytink sze-
rint a problémét az okozza, hogy m > 1 esetben a statisztika nem éri el
az egydimenziés esetben kiszdmitott maximumot, az l-et. Az In(1 — W)
normalizdl6 transzformécid elvileg In(Wiax — W), a Shapiro-Wilk eloszlés
egy lognormalis eloszlas kozelitéleg tiikorképe. Tobbdimenzids esetben is
értelemszertien Winac-ot kellene az origéba vinni, feltéve, hogy a kozelité
lognormalitas itt is érvényes.

A javasolt mddositds méar akkor is meglepéen jol miikédik, ha a ma-
ximumot a Wiggoo + € értékkel kozelitjik, vagyis az empirikus eloszlasok
legnagyobb elemével. Azt tapasztaltuk, hogy a statisztikus szempontjabodl
érdekes percentilisekre (0 — 30%) megfelelé az illeszkedés, az m és n pa-
raméterek valtozasaval a pontatlansagban nem figyelheté meg szisztemati-
kussdg. Az eloszldsok kozepén vilik az eltérés £1%-ot eléré nagysagrendiivé,
ezek mar nem elfogadhatdak.

A tényleges Wiax kiszdmitdsa azonban kordntsem egyszerti. Analitikus
megoldésra ezideig szamos kisérletet tettiink, egyel6re eredményteleniil. Nu-
merikusan elvben lehetséges, a statisztika alkalmas mddositasaval ugyanis
elérhetd, hogy a W legaldbb folytonos legyen, igy GO® mdédszerekkel a ma-
ximum egzakt moédon kiszamithato.

8GO0 néven a vonatkozé szakirodalomban globélis optimalizacit értenek. A témardl
jo attekintést nytjtanak a Pintér [1996] és Zhigljavsky [1991] miivek.
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Tekintsiik a kévetkez6 optimalizédlasi feladatot,

max min W (c,xq,...,Xp) (5)
X1,..,Xn C

ahol is W a (2) és (3) képletek szerint adott, azzal a kevés mddositédssal,
hogy az y; = (xm — %)’ A™! (x; — X) statisztikdk rendezése nem sziikséges.
Konnyen belathaté ugyanis, hogy az optimalis megoldast olyan minta adja,
ahol y;-k mar sorban vannak. A c paraméterben torténé minimalizélas is
kivélthaté a (x; — X)) A7 (x; — %) > (x; — X)) A~ (x; — X)i=1,...,n kor-
latok bevezetésével, igy egy folytonos maximum problémaval allunk szem-
ben.

Ez a direkt megkozelités a feladat méretébol adéddan a gyakorlatban
nem kivitelezhetd, mivel a lehetséges megoldasok halmaza n x m dimenzids,
mely t&bb valtozé esetén nagy mintaknal igen nagy lehet.” Ezért egy mésik
utat kell kévetniink.

Vezessiik be a z; = A_l/ 2(x; — X) i = 1,...,n standardizélt valtozokat.

Ekkor tehdt y; = 2z, Z z; = 0, valamint Z z;z; = I. Matrix algebrai
i=1

jelolésekkel y = Z7 Zey, 1TZ =0, és ZZT=1, ahol Z = [z1, ..., z,)].
Most vezessiik be a B = Z7 jelolést. A felirds igy y = BB ey,

BT1=0 (6)

B'B=1 (7)
B = [by, ..., by,], Shapiro és Wilk tesztje pedig a

2
cos = aT(BBTel)}2: a’ (Z;nzl bljbj>
N {”aH [BB e Jall [ S5 bt | "

format olti. ||a|| = 1 természetesen, a képletben csak a vildgosabb megértés
végett szerepeltettiik. A teszt ugyanis, mint a formuldbdl lathatd, valéjaban

egy szog koszinuszanak a négyzete, az a vektor, valamint a s;1= (Z;ﬂ:l bljbj>

"z

szabaly altal el6allitott vektor szogének koszinusznégyzete.

58. Megjegyzés. Az ||s1]| > ||sil| ¢ =1, ..., n feltételi korldt alapjan vélaszt-
juk si-et, ez felel meg az (x1 —X) A7 (x1 — %) > (x; —X) A7l (x; — X)
kritériumnak. Megfogalmazhatjuk tgy is, hogy BB legelsé diagondlis
elemének kell a legnagyobbnak lenni.

"m = 10, n = 5000 esetén példiul egy 50000 valtozés feladat adédik!
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A (7) képlet szerint a [b;] rendszer ortonormalt, az altala kifeszitett altér
pedig merdleges az Osszegz6 vektorra (1d. (6) képlet). A 5. feladatot tehét a
kovetkezoképpen fogalmaztuk at: Vegyiink egy, az 1 vektorra meréleges n—1
dimenzids altérbol egy ortonormalt bazist, és a bazisvektorokbdl m darabot
kivéalasztva allitsuk el6 azt az si-et, mely a-val a legkisebb szdget zarja be.
Ismert matematikai tétel, hogy barmely ortonormalt bazisbdl eljuthatunk
barmely masik ortonormélt rendszerbe ortogonalis transzformaciéval, vagyis
forgatassal.

59. Definicid. Egyszerii forgatiasnak nevezziik az olyan valédi ortogonalis
transzformacict, mely kétdimenziés sikbeli forgatast jelent, de valtozatlanul
hagyja a sikra merdleges (n — 2) dimenzids alteret, ennek matrixa pedig az
alabbi alakra hozhato:

1 -

cosqy; —sino;
sinoy; cos oy

1

ahol az i index az e;,e; | egységvektorok altal kifeszitett sikban torténé
forgatdsra utal.

60. Megjegyzés. Azokat az ortogonalis transzformacickat nevezziik valo-
dinak, melyek determindansa +1.

Egy (n — 1) dimenziéban torténé forgatdst tobb egymadst kovetd egy-
szeril forgatassal tudunk végezni, egészen pontosan n — 2 darabbal. Mi-
vel a feladatban szereplé m — 1 dimenzids altérnek az Osszegz6 vektorra
kell ortogonalisnak lenni, ezért mindenekelStt a trividlis (eq,...,e,_,€,)
béazisrél at kell térniink egy olyan masik béazisra, melynek egyik eleme,
példaul az n-dik éppen m (vagyis e, a normalizalt Osszegzé vektorba
megy 4at). 1igy az elsé n — 1 bazisvektor altal kifeszitett altér erre lesz
meroleges. Az el6bbiekben mondottak szerint ez forgatassal elérhetd, legyen
a forgatas matrixa T = T4 X ... X Tj,—1. Most mar a megfelel6 altérben va-
gyunk, a kovetkez6 lépésben ennek bazisat kell oly modon elforgatni, hogy
az atfogalmazott feladat optimédlis megolddsat adja. Az el6bbiek szerint
ehhez mar csak n — 2 egyszert forgatasra van sziikség, ennek matrixa le-
gyen Q =Q; X ... x Qpu_2. A keletkezett QT rendszerbdl kell m darabot
kivenni, ehhez vezessiik be az S = [eil,...,eim] szelekcidés matrixot, ahol
ij €{1,...,n—1}, 7 =1,...,m. A (8) képletbe helyettesitve tehat B = QTS.

A felirasban T és S konstans, Q pedig n — 2 véltoz6, a = [aq, ..., ap—2]
fliggvénye. Az ortonormalt rendszerek kiilonleges struktirajabdl adédéan

35



igy ez a feladat csak n—2 dimenzids (szemben a kordbbi n x m—es mérettel),
és fiiggetlen attdl, hogy m mekkora. Ez legrosszabb esetben is 4998 valtozot
jelent, melyet a mai szamitasi kapacitasok mellett mar meg lehet oldani.
Megjegyezziik, hogy a (6) és (7) képletek altal megfogalmazott normalizélast
a korabbi direkt megkozelitésnél el kellett végezni (vagy el6irni feltételi
korlatként), itt azonban - értelemszertien - nincsen ré sziikség, igy a szamitési
igény tovabb csokken.

A T forgatds meghatdrozasa viszonylag egyszeril, altaldnos alakja az

aldbbi:

T =
[ n—2 n—1 T
cosyp —cosygsiny; . Ecosy,—1 [] siny F [] sinvy
=1 =1
! n—2 ’ n—1
sin7y; cos7y2cos Y1 . Fcosyp_1cosyy [ siny; Lcosyr [] siny
i=2 =2
n2 nol
0 sin vy . tcosyp_1cosyy [ siny; Fcosy ] siny
i=3 =3
0 0
. . . sinyp—1 COS Yn—1
i 0 0 . 0 0 |

Ebbdl eloszor v —et tudjuk kiszamolni a cosvy; 4 siny; = 0 egyenlet meg-
olddsdval, majd pedig v2—&t a cosy2(cosy1 —siny1) +sinye = 0 egyenletbol
és igy tovabb.

Miel6tt nekildtnank a maximum kiszamoldsanak, érdemes megvizsgalni
egy tovabbi lehetOséget.

4.3. Egy masik megkozelités

Az el6z6 pontokban azzal a hipotézissel éltiink, hogy a megfelel normalizald
transzformacié In(Wax — W) alaki, s ennek megfeleléen megkiséreltiik a
formulaban szereplé6 maximumot kiszamitani. Ne felejtsiik el azonban, hogy
annak mértéke, hogy egy kozelités mennyire jo, a Monte-Carlo szimulédcio
atjan nyert empirikus eloszlasokon alapszik, azaz, hogy mennyire jol tudjuk
a szamunkra relevans percentiliseket kozeliteni. Eppen ezért nem feltétlen
érdemes ragaszkodni ahhoz a feltevéshez, hogy Wiax a Shapiro-Wilk teszt
maximuma legyen, ha ezen hipotézistél fliggetlentil tudunk talalni egy olyan
log(A — W) alaku kozelitést, amelynél az illeszkedés kelléen pontos vagy
esetleg pontosabb, és egyszeriien megvaldsithato.
Tekintsiik tehat a

Hl/\inz [Zai ()‘) - C1]2
A € (Wio.000,1.0]
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m=10 n=50

D=
07
0.5 o

05
0.4 b
0.3

0.2 e

o1 —

l:l T T T T T
0De4 095 086 097 0Do2 000 1

objective

lambda

1. dbra. A célfiiggvény értékének alakuldsa az m = 10, n = 50 esetben

optimalizalasi feladatot, ahol (;—k a standard normaélis eloszlasbdl vett pon-
tok alkalmasan megvéalasztott percentiliseknél (a célfiiggvény paraméterei),

Zo; (A) = |— [log(\ — VVOQ.)|1/2 - ,u] /o pedig adott A paraméter melletti

kozelitett normalis eloszlast valtozé, vagyis az ¢; pont visszabecslése.® Az
optimum kritériuma tehat az, hogy az egyes percentiliseknél a becsiilt és
tényleges normadlis eloszldsu statisztika négyzetes eltérése minimalis legyen.

Attdl fiiggden, hogy milyen normalizalast alkalmazunk, a szélséérték fe-
ladatnak elvben létezhet analitikus megoldasa. A numerikus vizsgédlatok
alapjan nekiink a fenti normalizalds tint a legpontosabbnak, ez esetben
azonban nem létezik analitikus megoldds. A numerikus megoldas azon-
ban nem jelent komoly szamitasi nehézséget, mivel a feladat egyvaltozos,
a célfiiggvény pedig - az empirikus vizsgalatok szerint - konvex.

Legyen «; € {0.01,0.02,0.05,0.1,0.5,0.9,0.95,0.99} .

A 1. &bran a célfiiggvény alakuldsét latjuk a A € (Wig.000,1.0] tar-
tomanyban egy taldlomra kivett esetben. Klasszikus optimalizalasi méd-
szerek hasznalataval (Conn et.al. [1992]) elééllitottuk tehat a A* értékek
halmagzat.

Ezek utan harom paramétert kellett regresszidval becstilniink: u, o és
A értékét. Egy darab haromvaltozdés (m és n fiiggvényében felirt p, o és
A véltozdk) regressziéval nem sikeriilt kielégité eredményt kapnunk. Ta-
pasztalataink alapjan a haromvaltozés esetben nem lehet jé illeszkedést
elérni, kiilonosen az adatsorok szélein gyengék a kozelitések. Ezért ugy
dontottiink, minden egyes m = {2, ..., 15} dimenziészamra kiilon regressziét
illesztiink, a mintaméreteket pedig az n; = {(2m+3) —100(1)}, ny =
{110 — 200(10), 250 — 1000(50)} , ng = {1500 — 5000(500)} tartoményokra

SA — [log(A — Wa,)|"/? transzformacié pontosabbnak bizonyult, mint a log(A — Wa,)
transzformaécid, ezért végiil is az el6bbit hasznaltuk.
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bontottuk. Tehat 42 kiilonb6z6 regressziot kellett illesztentink minden egyes
paraméter becsléséhez, ami azonban praktikusan implementdlhatd, mivel
mindegyikiik els6foki?. Magukat a kapott fokszdmokat és koefficienseket
sziikségtelennek tartottuk felsorolni, viszont elvégeztiik a kapott regresszidk
felhasznalasaval a p-értékek visszabecslését. A becslések abszolit hibait,
vagyis a ® (z,, (A)) — a; kiilonbségeket elemeztiik, a pontossdg kritériuma
az volt, hogy 1, 5 illetve 10% esetén a hiba ne érje el a fél szézalékpontot,
mig 1 — 5 ezrelék esetén a fél ezreléket (bar utébbi nem til érdekes gyakor-
lati probléméknédl). Az eldjelek alapjan arra kovetkeztethettiink, hogy nincs
szisztematikus hiba a becslésekben. Megjegyezziik, hogy a percentilisek, me-
lyeken a becslés alapszik, szintén tartalmaznak némi hibat, bar kicsit, hiszen
r = 10.000 méretii Monte-Carlo szimulaciébdl szarmaznak.

4.4. Az egyes megkozelitések értékelése

Az eredmények szerint A* ~ Wi,y , legalabbis egy bizonyos m—t6l kezdve.
Kisebb m—ekre a A optimalis értéke igen kozel esik 1—hez a legtébb min-
taméret esetén (mig Winax kis mintdkndl kisebb 1—nél). fng t{inik tehat,
hogy a min 3" [z4, (A) — ¢;]? feladat megoldasaval kapott kozelités stabilabb
és pontosabb kozelités, emellett kiszamitdsa nem kivan kiilénosebb gépi
er6forrast.

1. tablazat. Abszoliut hibdk, m=10

[n=10001 0005 00l 005 0.1 Wigooo Fe¢]

25 0.001 0.005 0.006 0.007 0.008 0.87080765
30 0.001 0.003 0.004 0.007 0.006 0.90064373

35 0 0.001 0.003 0.007 0.005 0.91930916
40 0.001 0.002 0.004 0.011 0.01  0.92727591
50 0 0.003 0.0056 0.006 0.01  0.94490731

2. tdblazat. Abszolut hibak, m=10

[n=10.001 0.005 0.01 0.05 0.1 A
25 [0 0.001 0 —0.003 —0.002 0.90084653
30 |0 0 —-0.001 —0.001 —0.002 0.91997325
35 |0 0 0 0.001  —0.001 0.92779875
40 |0 0 0 0.003  0.002 0.93881353
5 |0 0 0.001  —0.001  0.002 0.95288836

A 1. és 2. tabldzatokban kozoljik egy tetszélegesen kivalasztott esetben
a kétféle megkozelités alapjan szamitott abszolat hibakat.

9Ez persze nem jelenti azt, hogy linedrisak is, a tortkitevés polinomokra adott fokszém
definicié alapjan els6fokuak.

38



Ha Wi egzakt értékét meg tudnank hatarozni, talan érdemes lenne
a megkozelitést tovabbvinni, hiszen egy analitikus megoldast a pontossag
érdekében preferalndnk egy numerikusan meghatirozott, majd pedig po-
linommal kozelitett megoldassal szemben. Mivel azonban Wy, pontos
értékét nem tudjuk megadni (legaldbbis egyel6re), igy nem indokolt egy n—2
méretil numerikus feladattal foglalkozni, ha létezik pontosabb, egyvaltozos
alternativa.

5. A Shapiro-Wilk teszt egyéb tobbdimenzios ki-
terjesztései

A Shapiro-Wilk-féle teszt tobbdimenzids kiterjesztésére szamos varians késziilt.
A kovetkez6 alpontot ezek ismertetésének szenteljik. Ezutan vizsgalatot
végzink a prébak erejére vonatkozdan, bevonva a vizsgalédasba az altalunk
targyalt Malkovich-Affifi altal javasolt véaltozatot.

5.1. Rovid attekintés

A Shapiro-Wilk teszt tobbdimenzids kiterjesztései szinte kivétel nélkiil azt
az elvet kovetik, hogy valamilyen alkalmas transzformaciéval vagy dekom-
poziciéval az alapeloszldst visszavezetjiikk egy vagy tobb egyvéltozds problé-
mara.

A Malkovich-Affifi [1973] éltal javasolt kiterjesztést mér ismertettiik az
el6z6 pontokban részletesen. Itt az y = c¢'x linearis transzformacioval ké-
peztiink egydimenzids eloszlast, és erre alkalmaztuk a Shapiro-Wilk tesztet.

A Mudholkar et.al. [1995] tanulményban a szerzék az m—dimenzids
eloszlast felbonjak m darab egydimenzids eloszlasra, majd kiszamitjak ezek
szignifikancia szintjét, vagyis a p-értékeket. A felbontas a kovetkezéképpen
torténik. Legyen

X =[x1,..,Xn] %x; €R™ 9)
egy m—dimenziés normalis eloszlasbdl vett n elemii minta, valamint ve-
zessitk be az B=XT = [by,...,b,] b; € R" jelolést. Legyen tovabba
b¥) = [1,by, ..., by_1] és becsiiljiik a

b = BFbF) 4 ®) k=2 . m

regressziokat. Ekkor e®) ~ N, <0, ‘7%|124..(k—1)IN> , ahol 01%|12...(k—1) a feltételes

variancia. Létezik olyan (n — k) x n méretli Gy matrix, hogy Gng =1I,_x
és Gb®) = 0. Most legyen

b} = Giby, (10)
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Ekkor b} -nak b(¥) —ra vonatkozé feltételes eloszldsa N,,_j (0, Uz|12...(k—1)1n*k) ,
vagyis b}, fliggetlen by, ..., by_1—t6l és igy fliggetlen b3, ..., by, —tdlis. Meg-
fogalmazhaté a kovetkezd allités:

61. Allitas. A (9) minta tobbdimenziés normalitdsinak tesztelése ekviva-
lens az m darab, a (10) altal meghatdarozott b} = by, b3, ..., b’ egydimenziés
mintdk normalitasdnak tesztelésével.

A teszt elvégzéséhez illetve p-értékek kiszdmitasira természetesen a Roy-
ston-féle (Royston [1995]) algoritmust hasznédltuk. Igaz a kovetkezd allitds:

62. Allitas. A b7, b3, ..., by, mintdkbdl szamitott W statisztikdk, valamint
az ehhez tartozo p1, ..., pm értékek fliggetlenek.

A kapott p-értékek tobbféleképpen is kombinalhatok. Az egyes megko-
zelitések a kovetkezok:

F Fisher-féle teszt: Wrp = -2 logp;

L Logit statisztika: Wy, = A~Y23 log (p;/ (1 —p;)), A = m*m (5m +2) /
(15m +12)

N Liptak-féle teszt: Wy =Y @1 (1 —p;)
T Tippet-féle teszt: W = min p;

Maga Royston is javasolt tébbdimenziés Shapiro-Wilk tesztet (Royston
[1983]). Lényege abban all, hogy komponensenként az egydimenzids W-
teszt formuldjat alkalmazva olyan valtozékhoz juthatunk, melyek kozt kicsi
a korrelacio, fliggetleniil attél, hogy az alapeloszlasban az egyes valtozdk
mennyire voltak korreldltak. A 3.1. pontban ismertettiik, hogy a W-
statisztikabol kozelitéleg normalis eloszldsu valtozét tudunk transzformaélni,
ahol a p varhaté értéket illetve o szorast regresszids becsléssel allitjuk el6 a
mintaméretbdl (n).

Szamitsuk ki a z1, ..., z, statisztikdkat az el6bb leirt médon, ahol z; az
eloszlas j—dik valtoz6jabdl szarmazik, majd képezziik a

ki = {@—1 [;qm—zj)] }2 j=1,...m

statisztikdkat. Ha a mintabeli valtozok korreldlatlanok volnanak, akkor a
bel6liik szamitott W, z és k statisztikdk is azok lennének. Ekkor

1 m
2k

Jj=1

G
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x2,/m eloszlast kovetne. Ha pedig a korreldcié egységnyi lenne, akkor ki =
ke = ... = ky, miatt G ~ x3.

Gyakorlati szempontbdl nyilvanvaléan a koztes eset érdekes, amit egy
G ~ x?/e statisztikdval jellemezhetnénk, ahol 1 < e < m nem feltétlen
egész szam.

63. Megjegyzés. Mads szavakkal a peremekbdl nyert z; statisztikak m—di-
menziés normalis eloszldst kovetnek, ha fiiggetlenek, és egydimenzids (dege-
nerdlt) eloszldst, ha egységnyi a korreldcio. A koztes eseteket tigy lehetne
felfogni, mintha a normalis eloszlast tort-dimenzickra kiterjesztenénk.

Az e értéke a kovetkezdképpen szarmaztathatd az elsé- és méasodrendii
momentumokbdl:

pe =1
m m

m?ol = 2m + Z Z cov (ki, kj)
JFL i#]

Mivel a,%j =2 és ¢ = corr (ks kj) = cov (ki, kj) /v/2 x 2 ezért

m m
mo = 2m+2ZZcij
J#L i#]
2 2 m m
2
oh="—+ 5> ) ¢
JFL iE]
Ugyanakkor o2 (x2/e) = 2e/e* = 2/e, igy

2/e = o2
2 1

e = =

% 1 1 o -
CRETPIPILE

a

formaju.

64. Megjegyzés. e =m hac;j =014, j=1,...,m ési # j, valamint e = 1,
ha Cij = 1.
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A ¢;; értékek pedig a kovetkezé médon becsiilhetdk:

é..:{ r [L=E (1 —ri)"], i#j
1] 1’ Z:]

r;j a mintdbodl szamitott paronkénti korreldcios egytitthato, a tobbi paramé-
terre pedig a A = 5, . = 0.715 és v = 0.35 kozelitések hasznalhatok n = 2000
mintaméretig (Royston [1983]).

Ha az ismertetett Shapiro-Wilk-féle tébbdimenzids varidnsokat oszta-
lyozni szeretnénk, akkor a H-teszt igen kozel all 1.2. pontban ismertett
tipusok koziil a T'1-hez. A peremekre vonatkozo informécidk alapjan prébal
ugyanis az egyuttes normalitdasra kovetkeztetni, és a teszt statisztika meg-
konstrualasahoz az egyes valtozok kozti linearis korrelaciot igyekszik kisziirni.
Ezzel szemben az F'-, L-, N- és T-tesztek a linedris regresszio illetve a linearis
korrelacié fogalmén keresztiil probaljak az egylittes normalitds jellemzoit
megragadni, igy besorolhatjuk 6ket a T2 csoportba. A W-teszt definicid sze-
rint a T'3 csoporthoz tartozik, hiszen a tobbdimenziés eloszlas egy kitiinte-
tett metszetének vizsgalatdara épiil. Torténelmileg szerencsésen alakultak
tehat a tények, ugyanarra az egydimenziés tesztre vonatkozé harom olyan
kiterjesztést tudunk megvizsgdlni, melyek harom kiilonb6z6 megkozelités
valamelyikéhez tartoznak.

5.2. A probak erejének vizsgalata

A prébak erejének vizsgdlatdhoz a Mudholkar et.al. [1995] cikket vettiik
alapul. A szerzdk kiilonféle két és harom dimenzids eloszlasokbdl vettek 20—
50 elemil mintakat, és vizsgaltdk az elutasitas mértékét kiilonbozd tesztek
esetében o = 10%, 5% és 1% szignifikancia szinteken. Konkrétan a kovetkezd
eloszlasokrol van szé:

Tébbdimenzids x? eloszlasok: Legyenek 1,22, ..., Ty, fliggetlen x? eloszlast
valtozok vy, va, ..., vy, szabadsdgfokokkal, valamint legyen x egy tovabbi
fiiggetlen x? eloszldst valtozé v szabadsdgfokkal. Ekkor Y =T+ x5
véltozok fiiggetlenek, és a peremeloszlésuk v + v; szabadsagfokd x>
eloszlds. Jelolése: x2, (1, ..., Vm; V)

Tobbdimenziés Cauchy és t—eloszlas: Az m-dimenzids v szabadsagfoki
t-eloszlasu véletlen szamot az alabbi transzformacioval képezzik:

yzsu/\/;

ahol s v szabadsagfoktu x eloszldsi véletlen szam, z ettdl fliggetlen,
N, (0, 1) eloszldsbol nyert vektor, u pedig konstans, az eloszlas varhatoé
értéke. v = 1 esetén értelemszeriien tobbdimenzids Cauchy-eloszlast
kapunk.

+

42



Kevert normalis eloszlas: Kevert normalis eloszlasu véletlen szamokat a
y=p+Ax1+ (1 —XN)x2

transzforméciéval kapunk, ahol x; ~ N, (0,%), x2 ~ N, (0,722)
v >0, és A\ ~ Be, vagyis Pr (A = 1) valdszintiséggel az egyik, Pr (A =0
valosziniiséggel pedig a masik eloszlasbdl vettiink mintat.

Tobbdimenzids lognormalis eloszlas: ebbdl az eloszlasbdl tgy generalunk
véletlen szamokat, hogy elészor mintat vesziink egy N,, (0,X) elosz-
lasbdl, majd koordindtdnként képezzikk az y; = €%, j = 1,2,..m
transzformaciot.

Tobbdimenziés Burr-Pareto-Logisztikus eloszlas: Vegyiink eloszor egy fiig-
getlen m elemi, x1,x2, ..., T, mintat exponencidlis eloszlasbdl, majd
pedig ettdl fiiggetleniil egy v elemet egy 1 skdla paraméterii gamma
eloszlésbol. Ekkor

y; = (1+a;/v)”"

az m— dimenziés Burr-Pareto-Logisztikus eloszlasu véletlen valtozé
vektor egyes koordinatait jeloli, # alkalmas forma tényezo.

Q, (1, X, v)-eloszlds: ez egy altalunk definialt eloszlds, mely p; és o; pa-
raméterti normalis eloszlasi peremekkel rendelkezik, a fiigg6ségi struk-
turdjat pedig egy (R,v) paraméter(i t-kopula hatdrozza meg, ahol
0;j = 1i;0305. A minta vétel tgy torténik, hogy generdlunk a meg-
adott paraméteri t-kopuldbdl 1, xs, ..., x,, véletlen szdmokat, majd
képezziik az y; = ®~1 (z;) transzformacidkat, ahol @71 (.) a normalis
eloszlas inverz eloszlasfliggvénye.

65. Megjegyzés. Intuitive kénnyen beldthato, hogy Q, (.) elliptikus el-
oszlas.

A cikkben az m = 2,3 eseteket vizsgaltak. KEzeket az eseteket repro-
dukaltuk, de a szimulaciot kiterjesztettiik a minket érdeklé m = 2, ..., 15 tar-
tomanyra. A vizsgdlatba ugyanakkor bevontuk e tanulméany targyat képez6
Malkovich-Affifi-féle varidnst is, amit az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban
W tesztként emlitiink, valamint a kordbban ismertetett Royston-féle H-
tesztet is. A mintaméret tovabbra is az n = 20 — 50, hiszen a prébak
erejének vizsgalata mindig a kis mintakra érdekes.

Terjedelmi korlatok miatt néhany szamszerti eredményt mutatunk be az
1. Fiiggelékben, a fontosabb kovetkeztetéseinket grafikonokkal illusztraljuk.
A vizsgalat igen meglepd eredménnyel szolgalt. Mig az F, L, N és T-tesztek
hasonl6 eredményeket produkaltak, addig a W varidns altalaban jelentOsen
elmaradt mogottik, kivéve két esetet: a Student t—eloszlast és a kevert
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m=10 n=30 m=10 n=50

bt
Is—A4=zrm

Degrees of Freedom Degrees of Freedom

2. abra. Prébak erejének alakulasa t-eloszlas esetén

r 1 r T " L
-1.8 15 A -05 -0.2 4 05 1

3. abra.
Kétvaltozés normalis eloszlasbdl vett mintak, melyek a W = Wiax és
W = Whinértékeket adjak

normalis eloszlast. Ami a t—eloszldst illeti, a helyzet éppen a forditottja.
A H-teszt viszont altalaban jelentGsen erésebbnek bizonyult, mint barmely
masik. A t-eloszlds esetében ez a teszt is jelentdsen feliilmilta a tobbit, a
W -teszt azonban, ugy tlinik, itt abszolit mértékben a legjobb.

Ilusztracio céljabdl taldlomra kivettiink két esetet, és megnéztiik, ho-
gyan alakul a prébék ereje mondjuk o = 5% szignifikancia szintnél, ahogy a
t-eloszlds szabadsdgfokat noveljiik, vagyis tartunk a normaélis eloszlashoz.

Tekintsiik a 2. abrat! A visszintes tengely a szabadsiagfokokat jeloli,
a v = 2,..,50 tartomanyt abrazolja egyes 1épéskozokkel, mig a fliggbleges
tengely az elutasitds valdszintiségét jeloli. A x—mintdzati gorbe jeloli a
Malkovich-Affifi-féle tesztet, a e—mintazati a H-tesztet, mig a sima vonalak
a masik négyet. Az abrdk énmagukért beszélnek, a W-teszt ereje jelentOsen
nagyobb a t-eloszlds esetében, mint a masik 6té. Ez azért érdekes, mert a
t-eloszlés igen hasonlé a normadlis eloszlashoz, és magasabb dimenziékban
éppen az okozza a problémat, hogy altaldban gyengék a tesztek.

Hogy miért jobb a W-teszt a tobbinél, az intuitive nagyon konnyen
belathato.
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Az 3. dbran két m = 2 dimenzids, standard normélis eloszlasbdl szarmazé
mintat abrazoltunk. A bal oldali grafikon azt a mintat dbrazolja, ahol a
W-tesztnek maximuma van, a jobb oldali pedig egy olyan mintat, ahol mi-
nimuma van. A bal oldali egy tipikus normalis eloszldsi minta, nagyjabdl
korkorosen helyezkednek el a mintaelemek, az origdbdl kifelé haladva vi-
szonylag egyenletesen csokken a mintaba bekeriil6 elemek valészintisége (bér
ilyen kis mintanal ez az 4bran nemigen lathaté). A jobb oldali egy extrémebb,
de nyilvan valds eset, ahol egy mintaelem kiugrd, mig a tobbi ehhez képest
slirlibben helyezkedik el.

Az abran az egyes mintaelemeket vonallal kotottiik Ossze, mégpedig a
normajuk nagysaga szerint. Standard normaélis eloszlas esetén a W statisz-
tika képzése geometriai értelemben azt jelenti, hogy az egyes mintaelemeket
a legnagyobb norm&ji mintaelem és az origé altal meghatarozott egyenesre,
mint altérre képezziik le (a tobbdimenzids feliilet egy egydimenzids szeletét
vizsgéaljuk, 1d. 1.2. rész). A megfeleld altereket szintén szerepeltettiik az
abrakon.

Az el6bbiek szerint tehat ha van a mintdban kiugré elem, akkor mindig az
altala meghatarozott altérbe torténik a leképzés. Az ilyen tipusi mintak pe-
dig a vastag farku eloszldsok, igy a t—eloszlas esetében sokkal jellemzobbek,
mint a normalis eloszldsnédl. T6bb kiugréd mintaelem esetén pedig — kiilono-
sen magasabb dimenzidokban — igen csekély annak az esélye, hogy ezek mind
egy egyenesre esnek, tehat az egydimenzids esetben megszokott szimmetria
elvész. A leghosszabb norméju elem a tobbi kiugré elem elhelyezkedését a
leképzés soran vélhetOen jelentésen ,torzitani” fogja. Ez egy igen érdekes,
és feltehetden egy értékes tulajdonsdga ennek a véltozatnak.

A kevert eloszlasok esetében a W statisztika egyértelmiien dominalja
a tobbi varidnst. A keverés alapjdul szolgalé egyik eloszlds Y variancia-
kovariancia matrixszal rendelkezik, a masik pedig egy > matrixszal, ahol
v > 1. A korreldciés matrixuk tehat azonos, és ez lesz a kevert normalis
eloszlas korrelacios matrixa is, a keverés alapjaul szolgalé két normalis el-
oszlas variancidja kiilonbozik. A 31. 4llitas alapjan tudjuk, hogy ez az
eloszlas elliptikus, igy a korrelaciés matrix jelentése azonos a normalis el-
oszlasnal hasznalt fogalommal. Ha v = 1, akkor a normalis eloszlast kapjuk
vissza, v > 1 értékekre pedig egyre tavolodunk a normalis eloszlastél. A
normalitastdl valé eltérés mértéke ugyanakkor a keverési ardanytdl is fiigg.
Ha az egyik eloszldsbdl vessziik a minta jé részét, mondjuk 90%-4t, akkor a
normalis eloszlashoz megintcsak hasonlatos lesz a kapott eloszlas.

Az empirikus eredmények alapjan a korreldcié egyaltalan nem befolyasol-
jaaz F', L, N, T és W-tesztek erejét, ezért a 3 = I és v = 2 bedllitas mellett
végeztik el a vizsgalatot. A 4. dbrén ezt esetet dbrazoltuk, m = 10 és n =
30,50 most is, a prébak erejét a keverési ardny fliggvényében tiintettiik fel.
A kisebb, n < 30 méretli mintaknal lehet nagyobb kiillonbséget megfigyelni
a tesztek kozott, a W-teszt dominancidja itt a legszembetiin6bb. Az is
leolvashat6 az &brérdl, hogy 50% koriili keverési ardnynal a legnagyobb a
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4. abra. Probak erejének alakulasa kevert normalis eloszlas esetén
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5. abra.
Prébak erejének alakulasa a kiindulé két normalis eloszlas tavolsaganak
figgvényében

normalitastdl valé eltérés, melyet intuitive is gondoltunk.

Ha v értékét noveljiik, akkor ez noveli a normalitastél vald eltérést, és
novekszik a probak ereje. A W-teszt dominancidja relative csokken, hi-
szen a normalitdstol vald eltérést konnyebb felismerni. A 5. dbran most
a ~y fliggvényében dbrézoltuk a probédk erejének alakuldsat egy fix, 60%-os
keverési arany mellett. A v = 1 értéknél minden teszt esetében 5% koriili
értéket becsliink, hiszen ez normalis eloszlas. Ettdl tavolodva a W-teszt ereje
a tobbiekéhez képest rohamosan novekszik, majd pedig magas v értékekre
a tobbiek is felzarkéznak. Levonhatjuk tehat azt a kovetkeztetést, hogy a
W-teszt érzékenyebb ennél az eloszlascsaladnal, mint a tobbiek.

A korrelacié nagysdgéra a tesztek invaridnsak voltak, kivéve a H-tesztet.
A 6. 4bran felrajzoltuk a H-teszten elvégzett vizsgalat eredményét rp; =
0.0 és rp; = 0.9 mértékd korreldciéra. A korreldcié novekedésével a teszt
drasztikusan gyengiil. Ennek az lehet egy intuitiv magyardzata, hogy a
kozel degeneralt eloszlasok keverésekor a peremek sokkal kisebb mértékben
modosulnak, mint kiillénb6z6 varianciaja, de fiiggetlen peremekkel rendel-
kez6 normadlis eloszlasok keverésekor.

Erdemes még nyomon kovetni a probak erejének alakuldsat az m—di-
menziés x? eloszlds esetén, ha a peremek Xi k = 3,...,50 szerint alakul-
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6. abra. A H-teszt erejének alakuldsa zérus és erds korrelacié esetén
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7. dbra. Prébak erejének alakuldsa m-dimenziés x? eloszlas esetén

nak, itt latszik ugyanis a H—teszt gyengesége (1d. 7. abra). A peremek
a szabadsagfok novekedésével kezdenek egyre inkabb egy haranggoérbéhez
hasonlitani, a x? eloszlds peremei kozel szimmetrikussd valnak. Sem a W-
tesztet, sem pedig az F' — T teszteket ez nem kiilonésebben befolyasolja,
hiszen val6di tobbdimenzids karakterisztikédkra épitenek (az F, L, N és T-
tesztek példaul a normalitas altal implikélt linearitasra), a H-teszt ugyan-
akkor a peremekre vonatkozo informaciokat Osszegzi egy tesztben. Ezért a
H —teszt gyakorlatilag a 1.2. pontban felsorolt csoportbdl a T'1-hez sorolhato
(nem valédi m—dimenzids teszt).

Végezetil nézzitk meg az €, (1, X, v) eloszlasra vonatkozé eredménye-
ket! A 8. dbra u=0,3 =1és v =3,...,50 eseteket mutatja. Az eredmény
igencsak meglepd! Mig a W-teszt nagyon hasonléan viselkedik, mint egy
t-eloszlds esetén, addig a tobbi tesztnél kozelitdleg 5%-os elutasitdsi ratakat
szamoltunk, ami az elséfaju hiba valdsziniisége. Ez azt jelenti, hogy az
eloszlast normaélis eloszldsnak érzékelik.

A 9. Aabran olyan esetet abrazoltunk, amikor is X-ban oj; = 1 és
ojr = 0.9, vagyis erds linedris korreldcié van jelen. Az F, L, N és T-
tesztek itt mar érzékelik a normalitas hidnyat, a H-teszt azonban tovabbra
sem. Mint tudjuk, a t-eloszlds peremvaltozdi sohasem fiiggetlenek, még
zérus korrelacio esetén sem. Ezt a fliggdséget a H-teszt azonban egyaltalan

47



m=10 n=30 m=10 n=50

0.9 09
08 e 08 —F
—L yh =
s 06 s 0
£ 05 No%os «
o 04 T a 04 T
03 —-—W 03 —-— W
0.2 ——H 02 ——H
0.1 — 0.1
0+= T T 0 +— T T
0 20 40 0 20 40
Degrees of freedom Degrees of freedom

8. abra. Normalis eloszlasu peremek és Student t—kopula, zérus korrelacié
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9. dbra. Normalis eloszlast peremek és Student t—kopula, erés korrelacié
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nem képes érzékelni, vagyis a peremeket fliggetlennek itéli. Ennek az lesz
a kovetkezménye, hogy elfogadja az egyiittes normalitast, hiszen fliggetlen
normalis eloszlasu véaltozok egylittes eloszlasa is normalis. Az F, L, N és T-
tesztek ezt a fiiggést bizonyos szinten érzékelik, de csakis korreldltsag esetén.
Emlékezziink ugyanis vissza, hogy ezeknek a teszteknek a konstrukciéjaban
linedris regresszidkat hasznaltunk, melyek viszont zérus korrelacional nem
miikédnek, ekkor ugyanis nincs linedris kapcsolat.

66. Megjegyzés. A probak ereje tehat attdl is fiigg, hogy az egyes varian-
sok mennyire érzékelik a peremek kozti fliggbséget. Az F', L, N és T-tesztek
csak a linearis korrelacion keresztiil, annak mértékében képesek az adott
eloszlasban 1évé nemlinearis fiiggbségi struktirat felismerni, mely elliptikus
Hi-esetén igen komoly hatrany. A H-teszt viszont elliptikus eloszlasokra
csak akkor hasznalhato, ha a peremek jol megkiilonboztetheték a normalis
eloszlastol.

5.3. A valddi tobbdimenzios Shapiro-Wilk teszt

A 2.2.pont 53. megjegyzésében emlitettiik, hogy a teszt kiszamitdsara adott
eljaras valéjaban nem a min, W (c) értéket, hanem az egydimenzids esetben
a minimum helyhez négyzetes hibaban legkdzelebbi ponton szdmitja ki a
teszt értékét. A kettd viszont csak specidlis feltételek (pl. monotonités)
mellett esik egybe.

Az el6z6 pontban kapott eredményeink alapjan ugy gondoltuk, érdekes
lenne megnézni, vajon mennyiben valtoznak meg a teszt tulajdonsagai, ha a
tesztet a tényleges minimumban szamitjuk ki. Azt reméljiik ugyanis, hogy
a teszt erejét javitani tudjuk majd. A teszt alkotdinak eredeti szandéka
az volt, hogy a tobbdimenzids eloszlas metszetei koziil a legrosszabb esetet
tekintsiik, ami annak felel meg, mikor a teszt értéke minimadlis. Mivel a
megvaldsitott valtozat ténylegesen nem felel meg ennek az elgondolasnak,
ezért intuitive azt gondoljuk, a teszt viselkedése valdsziniileg elég labilis.
Adott minta szabja meg ugyanis a tesztnek, mint fiiggvénynek az alakjat, igy
mintardl mintara a szamitott érték illetve a tényleges minimum hol kozelebb,
hol téavolabb van egymastol.

A kiszédmitdshoz jé kiindulé alapot szolgédltat az egydimenzids esetben
kovetett eljards (1d. 46. tétel). A kiilonbség annyi, hogy nem y;—ben,
hanem c—ben keressiik a megoldast.

Legyen tehat x; € R™, i =1,..n ( m+1 < n) az m—dimenziés normalis
eloszlasbdl szarmazé minta, és tegyiik fel, hogy > x; = 0, vagyis norméljuk
a mintat eszerint. Nézziik az alapformuldt az y; = c¢'x; helyettesitéssel:

y (Brex) e (o)

(C7X7;)2 é(oxi)Q

n
=1
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Mivel a formula c—ben is nullad fokon homogén, ezért a

n
C’ (Z CLiXi> =1
=1

szinten most is megkothetjilk a szamlédlé értékét. A teszt értéke akkor mi-
nimalis, ha a nevezé maximalis. Mivel a tesztet rendezett statisztikdkra
kell kiszamitani, ezért az optimumban a cx; < cx;11 Osszefliggéseknek
teljesiilnitik kell.

67. Megjegyzés. Amikor a 4.2.pontban a teszt maximumat szerettiik volna
x—ben kiszamitani, akkor nem kellett a rendezés miatt aggédnunk, a ma-
ximalis korrelaciét ugyanis a rendezett minta adta. Mivel itt minimumra
toreksziink, a rendezettség nyilvanvaldan egy effektiv korlatot fog jelenteni.

Az optimum feladat formélisan igy

mgmxz (cx;)? (11)
i=1

c(x; —xi41) <0 i=1,..,n—1

n
C’ (Z aixi) =1
=1

Megjegyezziik, hogy a célfiiggvény most is konvex, ugyanis

23 (ex)?  »

i=1
=2 § TijTik

8Cjack i1
n
82 Z (C’XZ')2 n
=1 _ 2
52 2 >
J =1

vagyis a fliggvény Hesse-matrixa a mintabdl szamitott variancia-kovariancia
métrix (egészen pontosan annak 2n—szerese), ami viszont m + 1 < n esetén
pozitiv definit (1 valésziniiséggel). A feltételek altal megadott halmaz pedig
egy konvex poliéder, igy a maximum ennek valamelyik csicsaban éretik el.
Egy tovabbi problémat okoz azonban, hogy hogyan rendezziik az eredeti,
m—dimenziés mintat! Egy minta illetve annak valamely permutaltja nyilvan
ugyanaz a minta. Mi azt a rendezést tekintettiik mérvadonak, amelynél

1. a (11) feladatnak létezik megoldésa, valamint

2. a legkisebb optimumot szolgéltatja
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Az elsé kozelitésben igy n! esetet kellene végig nézniink, ami méar n = 10
esetén is igen idGigényes, vagyis adltaldnosan ez az it nem jarhaté. Mi azon-
ban végeztiink szamitasokat annak érdekében, hogy megtudjuk, érdemes-e
ezzel a probléméval behatébban foglalkozni.

A Burr-Pareto-Logisztikus eloszlas a teszt gyengéjének bizonyult, itt mar
n = 8,9 méretli mintdk esetén is jol megfigyelhetoek a probdk erejében
levé kiillonbségek. Ezért ezen eloszlasra, valamint a v = 3 szabadsagfoku
t—eloszlasra végeztiink szamitasokat, eredményeinket a 3. és 4. tablazatban
mutatjuk be.

3. tablazat. Burr-Pareto-Logisztikus és t-eloszlas, m =2, n = 8

y 10% 5% 1% ] 10% 5% 1%

0.4048 0.2846 0.1242 0.2190 0.1530 0.0650
0.3076 0.2222  0.0956 0.1874 0.1198 0.0484
0.4166 0.3012 0.1346 0.2054 0.1332 0.0526
0.3506 0.2328 0.0818 0.2176 0.1492 0.0678
0.2696 0.1750 0.0654 0.3566  0.2600 0.1136
+ 03234 0.2056 0.0584 + 0.2946 0.2170 0.0846
0.4876 0.3518 0.1514 0.2790 0.2016 0.0998

SEEEELE

TESNzoy

4. tablazat. Burr-Pareto-Logisztikus és t-eloszlds, m =2, n =9

10% 5% 1% ] 10% 5% 1% |

0.4614 0.3304 0.1538 0.2460 0.1782 0.0900
0.3528 0.2570 0.1192 0.2118 0.1456 0.0638
0.4740 0.3526 0.1696 0.2340 0.1582 0.0686
0.4052 0.2664 0.1018 0.2442 0.1760 0.0872
0.2750 0.1816 0.0668 0.3642 0.2730 0.1286
+ 0.3658 0.2312 0.0632 + 03174 0.2300 0.0928
0.5446 0.4082 0.1862 0.3004 0.2268 0.1194

SEEEELE

TESNzZoY

A W sorok jelentik az eredeti implementaciot, a W+ sorok pedig a
valés minimumban szamitott tesztre vonatkozd vizsgalatokat. Mar ilyen
kis mintaknal is jél kivehetd, hogy a kivant javulas bekovetkezett. Habér a
t—eloszlas esetében a probak ereje némileg csokkent, még igy is igen je-
lentésen feliilmilja a tobbit. A H—tesztnél is magasabb marad, ami a
masodik legerésebb volt a t—eloszlas ellenében. A 10. grafikonon a két
teszt empirikus eloszlasat abrazoltuk az m = 2, n = 8 esetre, r = 2000
ismételt mintavételezés esetén. A W+ értékek, mint ahogyan varhaté volt,
tobbnyire alacsonyabbak, mint a W értékek, ezért az eloszlds balra dol. A
kiilonbség latvanyos, ami azt jelenti, hogy a W-teszt kiszamitasara adott
eljardssal valéjaban igen sokat tévediink.

A prébaerd vizsgalatok alapjan ugy latjuk, mindenképpen érdemes a W+
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10. abra. A W és W+ tesztek empirikus eloszldsa

teszttel behatébban foglalkozni. Mivel altalaban domindlja a tobbi tesztet,
ezért alkalmas omnibusz tesztnek.

5.4. Kovetkeztetések

A Malkovich-Affifi-féle tesztre vonatkozo vizsgalatok igen érdekes eredmény-
nyel szolgédltak. A tesztnek voltak nyilvanval6 gyengéi, illetve més esetekben
kimagaslott a tobbi teszt kozil. Az elliptikus eloszldsok a teszt egyértelmii
erésségei, mig a y? és Burr-Pareto-Logisztikus eloszlasok esetében szerényebb
teljesitményt nyujtott a tobbi alternativaval szemben. Az is érdekes ered-
mény, hogy a H-teszt, ami a peremekre vonatkozo informéciékat kombinalja,
sok esetben vetekszik a W-teszttel. A peremek vizsgdlata tehdt, mint els6
lépés, mindenképpen célravezeto a tobbdimenzidés normalitds tesztelésében.

A W-teszt kiszdmitasara szolgald eljarast korrigdltuk, mivel a tényleges
megvalOsitds nem felel meg az eredeti elképzelésnek. A

min W (c)

teszt eloszlasa mas, mint a megvaldsitott eljaras, ami a teszt erejében is
tikrozodik. Egyelére azonban nem tudtunk &dltaldnosan hasznalhaté méd-
szert adni a valos W+ teszt kiszamitasara.

Pénziigyi alkalmazasokban, mint altaldban a kozgazdasagtan egyéb terii-
letein, kezdetben a kézenfekvé tobbdimenzids normalitas hipotézisével éltek.
Az Gjabb keletli kutatdsok azonban egyre inkdbb fordulnak egyéb eloszlasok
felé, mivel a normalis eloszlassal valé kozelitések hibai igen magasak. A
normalis eloszlas kedvezo6 tulajdonsagai koziil valdjaban elégséges az elosz-
las elliptikus tulajdonsagaira épiteni (Embrechts et.al. [1999], Fang et.al.
[1990]), a pénziigytan szempontjabdl ezért az in. korkoros (spherical) il-
letve elliptikus (elliptical) eloszldsok csalddja, nem pedig maga a normélis
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eloszlas jatszik kozponti szerepet. Ebbe a csalddba tartoznak — tobbek
koz6tt — a tobbdimenzids Student ¢- és kevert normélis eloszlasok is, melyek
a normalis eloszlasnal fontosabb szerephez jutnak. Lattuk, hogy a tobbdi-
menziés Shapiro-Wilk teszt F, L, N és T, valamint H-valtozata gyengének
bizonyul elliptikus H; alternativdkra. Ez abbdl fakad, hogy a normélis el-
oszlasnak egy olyan tulajdonsigédra épitenek (linearitds, linedris korrelacid),
mely az elliptikus eloszlasoknak is sajatja. Ezzel szemben a Malkovich és Af-
fifi altal javasolt valtozat érzékenynek mutatkozik elliptikus alternativakra
is, kiilonosen pedig azokra, melyekben gyakoriak a kiugré értékek. Ezen
eloszlascsaladon beliil pedig érdeklédésre szamithat egy olyan teszt, mely
specidlisan alkalmas elliptikus eloszlasok — példdul a normaélis és Student
t-eloszlasok — szétvalasztasara.

Az 6konometriaban illetve a statisztikdban is fontos szerephez jut a t-
modellek alkalmazéasa olyan adatmodellek esetében, melyeknél a hibatag el-
oszlasa hosszan elnyld, gyakoriak a kiugré elemek (outlier-ek). Ezen mo-
dellek alkalmazésa valjdban igen régre nyulik vissza (Jeffreys, [1939]), és a
teriileten napjainkban is aktiv kutatasok folynak.

A formalisan megadott eloszlasokkal végzett vizsgalatok mellett nyilvan
azonos fontossagu, hogy valds adatsorok esetében milyen teljesitményt nytj-
tanak az egyes tesztek. Két alkalmazést fogunk bemutatni, majd az alapa-
datokon bootstrap technikaval kismintds probakat fogunk végezni. Az els6
alkalmazdasnal a peremekre vonatkozé normalitds intuitive sejthetd, melyet
a formalis tesztek is aldtdmasztanak. Az egylttes normalitds tesztelését
tehat ettol érzékenyebb moddszerekkel is el kell végezni. A mésodik alkal-
mazasnal viszont a perem informécio lesz a dontd a normalitas hipotézisének
elvetésében, hiszen mint latni fogjuk, teljesen kiilonb6zé peremek mellett
némelyik teszt el fogja a normalitdst fogadni.

6. Alkalmazasok

Gyakorlati példaként két pénziigyi alkalmazast valasztottunk. A tobbdi-
menziés normalitds hipotézise egy igen szigoru kovetelmény, és ebbdl a szem-
pontbdl a pénziigy egy kritikus alkalmazasi teriilet. A normalitas hidnyanak
figyelmen kiviil hagyédsa és a helytelen modellvalasztds kovetkezményei igen
stulyosak lehetnek. A legegyszeriibb arra az esetre gondolni, hogy befek-
tetéseink varhaté kockazatat alulbecsiiljiik, melynek anyagi kovetekezményei
belathatatlanok. A pénziigyi piacon egy-két szazalékos tévedés a varhatd
veszteségekben milli6 forintos abszolut veszteségeket eredményezhet.
Emellett nem mellékes, hogy a pénziigyi idosorok vektorai felelnek meg
legkevéshé az egyiittes normalitas kovetelményének més kozgazdaségi teriile-
tekhez hasonlitva. Ez is az oka annak, hogy altaldnosabb, nemlinedris mo-
dellek fejlodését és alkalmazasat ez a teriilet rendkiviili mértékben inspiralja.
A tébbdimenziés normaélis eloszlas mellett fontosabb szerephez jutnak az
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elliptikus eloszlasok, ezen beliil a t- illetve kevert normalis eloszlasi mo-
dellek igen kedveltek. A kopuldk hasznalatanak elterjedésével ugyanakkor
kiléphetiink az elliptikus eloszlasok vilagabdl, és az elliptikus modelleknél
rugalmasabb modelleket épithetiink.

Az els6 alpontban egy olyan alkalmazdst mutatunk be, melynél két
valtozé mindegyikére vonatkozdan az egydimenziés normalitds feltevése meg-
allja a helyét, viszont az alkalmazott sokvaltozés mddszer az egyiittes nor-
malitas teljesiilését is megkoveteli. Ez jo példa alkalmazas annak megallapi-
tasara, hogy mely tesztek érzékenyek a tobbdimenziés karakterisztikédkra, és
melyek azok, amelyek a perem informéacidkra épitenek. Itt azt probaljuk meg
illusztralni szimulacids vizsgdlattal, hogy a normalitastol valé eltérés milyen
mértéki torzitast visz az opcidarak varhatd értékére vonatkozod becslésekbe.

A misodik alkalmazas a piaci kockdzatkezelés teriiletére kalauzol el ben-
niinket, ahol a normalis eloszlasra épiilé modellek kora mar lejart. A rész-
vényhozamok egyiittes eloszlasa illetve a részvényekbdl Osszeallithatéd port-
félick hozaménak eloszldsa jellemzden csicsos, hosszan elnyild. Példakon
keresztil mutatjuk meg, hogy a t-modellek hasznalata megfelelébbnek bi-
zonyul, mint a gaussi modelleké. A 5.2. pontbdl azt sejtjik, hogy az ilyen
tipusu eloszlasokra az altalunk vizsgdlt W-teszt nagyobb érzékenységet mu-
tat, mint a tObbi varidns. Célszeri megvizsgalni, hogy valds adatsorok
esetében a dolog hogyan all.

6.1. Opcidarazas numerikus modszerekkel

A t6zsde napjaink nagy érdeklodést kivalté gazdasdgelméleti teriilete. Az a
felismerés, hogy a kiilénboz6 értékpapirok arfolyamainak mozgasa jol leirhaté
sztochasztikus folyamattal, megnyitotta az utat a tézsde, illetve a kiillonb6z6
értékpapirok és szarmazékaik arfolyamainak matematikai modellezése ira-
nyaba. Ehhez jelentés mértékben az a tény is hozzajarult, hogy az elméleti
fizikai kutatasok mar foglalkoztak hasonlé modellekkel, s igy készen kinaltak
bonyolultabb differencial egyenletek megoldéasait; igaz, mas mogottes tar-
talommal. Kiilondsen nagy figyelmet kaptak az opcidarazdsara vonatkozé
modellek.

Ezen alpont jorészt a Benedek [1999] tanulményra tamaszkodik, mely-
ben a szerz6 a Black-Scholes-féle formuldt és a kapcsolddé (sztochasztikus)
modellt mutatja be. Bizonyos ideélis feltételek mellett az emlitett modellnek
létezik analitikus megoldédsa, az opcidar egzakt médon megadhatd. A szerzé
a modell idedlis vilagat tagitva feloldja az egyik alapfeltevést, éspedig a zérus
tranzakciés koltségekre vonatkozd kényszer feltételt. A feltétel felolddsaval
azonban az analitikus megoldasrdl le kell mondanunk, a Black-Scholes for-
mula t6bbé nem hasznalhatd. Az altaldnositott esetben diszkrét szimuldcid
alkalmazasaval a feladatot numerikusan kell megoldanunk. Egy valésdghoz
kozelebb allé modellt készitiink, melyben az opcié ara — mint latjuk majd
— tObbé nem egy fix érték, hanem egy valdszinliségeloszlas. A sztochaszti-
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kus modellbdl szamitogéppel generdljuk az opcidar ismeretlen G eloszlasét,
illetve abbdl egy véges mintat, majd pedig a kérdéses sokasigi paramétert,
vagyis az opcidar varhato értékét ebbol a mintabdl becsiiljik.

Habdr a statisztikai becslés csak kozelitése (becslése) az elméleti értéknek,
a mintaméret novelésével becslésiink variancidja egyre kisebb lesz, vagyis
egyre biztosabban keriil az elméleti érték kozelébe. A minta méretének
novelésével azonban koénnyen eréforraskorlatokba iitkozhetiink, mivel egy
szimuldciés modell kiértékelése altaldban magas miveletigényi. Ahhoz,
hogy a meglévo szamitési kapacitdson beliil maradjunk, de becslésiink va-
riancidjat csOkkentsiik, illetve adott esetben hatdsossagat noveljik, vari-
ancia csokkenté moddszereket sziikséges alkalmaznunk. A legkézenfekvébb
megoldés az, hogy nem fliggetlen azonos eloszldsi, vagyis FAE mintat ge-
nerdlunk a modellb6l, hanem korreldlt mintdt. Mint tudjuk, a FAE mintat
konnyebb kezelhetOsége miatt hasznaljuk, azonban ennek a mintanak a leg-
kisebb az informacidtartalma. A varhaté értéknek az egyszerii mintaatlaggal
valé becslése azonban akkor is torzitlan marad, ha a mintaelemek nem
fliggetleniil lettek mintavételezve, igy tehét kézenfekvs, hogy a FAE mintabdl
szamitott egyszerli atlag nem hatasos becslés.

Egy masik eljaras arra a technikai feltételre tamaszkodik, hogy minden
szimulaciés modellben generalunk olyan véletlen valtozokat akar inputként,
akar valamilyen kozbens6 segédvaltozdként, melyeknek az eloszlasa illetve
sokasagi paraméterei ismertek. Az opcidarazasos modell esetében példaul
magat a piacot kell szimuldlnunk dltalunk megvalasztott (vagy becsiilt) pa-
raméterekkel, vagyis ismerjiik a modell inputjat képezo eloszlast. Emellett
a modell inputja nyilvan valamilyen szinten korrelal az output valtozéval
is (hiszen éppen ezt az Osszefliggést vizsgdljuk), melynek eloszlasat jelle-
mezni kivanjuk, esetiinkben a varhaté értékkel. Ezt a fliggéséget, tovabba
azt a tényt kihasznalva, hogy az input vagy egyéb kozbensd segédvaltozo
eloszlasat ismerjiik, a vizsgalt output valtozé ingadozisat csillapithatjuk.
Ez az un. kontroll vdltozés mddszer, ahol is a kontroll az ismert eloszlasu
segédvaltozé vagy valtozé vektor.'0 Egy sokvaltozos statisztikai médszerrdl
van tehat sz6, mely az

Varly| el < Varlyl (y.¢) ~ Ger1 (0,.0.) (12)

osszefiiggésre épit (Wolff [1989]), ahol is a ¢ kontroll véltozé k-dimenzids
eloszlasdnak tipusa és paraméterei ismertek, az y eredmény valtozé pa-
raméterei becsiilendok, eloszlasanak tipusa ismert vagy ismeretlen. Ebbol
kovetkezoen a G 1 egylittes eloszlas nem ismert. Azt is tudjuk ugyanakkor,
hogy

Elyle]=E[E[y|c=C] = pny (13)

19A médszerr8l Nelson [1990] ad jé &ttekintést.
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a kétszeres varhaté érték tételbdl (Bickel-Doksum [1977]). Ahhoz azonban,
hogy a (13) feltételes varhaté értéket becsiilni tudjuk, sziikséges a G el-
oszlasra vonatkozdan hipotézissel élniink. Mint bemutattuk a 1.1. pontban,
a (13) elséfaju regresszié linedris, ha G k + 1 dimenziés normélis eloszlast
kovet.

Miel6tt azonban tovabbi részletekbe mennénk, bemutatjuk magit az
opcidéar modellt.

6.1.1. A Black-Scholes-féle opcidarazas és az ,,idedlis* piaci fel-
tevések

Vegyiink egy darab valamilyen részvényre vonatkozd vételi opciot (call op-
tion). A vételi opci6 valamilyen eszkoz, esetiinkben részvény vételére vald
jogot jelent egy meghatdrozott idén, a lejarati idén beliill. Az opcid lehivdsa
azt jelenti, hogy az adott eszkozt egy elére meghatarozott aron, az un.
kotési arfolyamon a tulajdonosa megvéasarolja. Az amerikai tipust opciéndl
a lejarati idon belil barmikor, az eurdpai tipusid opciéndl csak a lejarati
idépontban lehet az opciét lehivni. A lejaratig tarté id6 az opcid futami-
deje. Az altalunk vizsgalt modellben a vételi opcié eurdpai tipusi.

Mi az értéke egy - a T lejarati ido elotti - ¢ idopontban az eurdpai vételi
opcidnak? Tegyiik fel, hogy a részvény arfolyama, melyre az opcié vonat-
kozik, a t id6épontban S;. Ha a kotési arfolyam F, akkor a t id6épontban a
jelenértéke E®) = Ee~"(T=1)  Ekkor ha S; > E® akkor az opcidt le fogjak
hivni, igy az opcié értéke S; — E®), mig ha S; < E®, akkor az opciét nem
fogjak lehivni, vagyis értéke nulla. Formalisan

C (S, 1) = max {St ~ Be(T-), 0} — e T D max {Sp— E,0}  (14)

ahol C(.) az opcié értékét jeloli a ¢ idépontban, ha S; a t id6pontbeli
arfolyam. Lathaté, hogy ha a t id6pont a lejarathoz kozel esik, akkor
az opcid értéke a részvényarfolyam minusz a kotési arfolyam. Ha viszont
a lejarat nagyon tavoli, akkor kotési arfolyam jelenértéke elhanyagolhato
a részvényarfolyamhoz képest, igy az opcid értéke megegyezik a részvény
araval.

Ez lenne a helyzet, ha a részvényarfolyam determinisztikus folyama-
tot kovetne, vagyis a (14) képletben St értékét pontosan meg tudndnk
hatarozni. Csakhogy a részvény arfolyama sztochasztikus folyamatot kovet,
igy az el6bbi egyszeri jelenérték-szamitds nem miikodik a valds esetben.

Nézziik meg, milyen sztochasztikus folyamatok alkalmasak az arfolyam
mozgasanak leirasara? Ehelyutt elore bocsdtjuk, hogy mivel a Black-Scholes-
féle modell folytonos, mi pedig a kévetkezd pontban sziikségszertien diszkrét
modellt fogunk épiteni, ezért a sztochasztikus folyamatok ismertetésénél be-
mutatjuk mind a folytonos, mind pedig a diszkrét valtozatokat.

A fehér zajt alap statisztikai tanulmdnyunkbdl mar ismerjik.
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68. Definicié. Az S, sztochasztikus folyamat fehér zaj, ha

Si=¢e e~N(0,0), t=0,1...,T diszkrét esetben
S(t)=¢e(t) e(t)~N(0,0), te|0,T] folytonos esetben
A fehér zaj folyamatra diszkrét és folytonos esetben is igaz, hogy E [S¢] =
0, Var[Sy] = o2 és Cov[S;,Sk] = 0 (t # k), azaz varhat6 értéke min-
den id6épontban zérus, szordsa o és két kiilonboz6 idopontban felvett érték
egymastol figgetlen. A bolyongdsi folyamat a fehér zajbdl szarmaszik:

69. Definicié. Az S, sztochasztikus folyamat véletlen bolyongds, ha

Sy =81 +e, t=0,1...,T diszkrét esetben
dS(t)y=¢e(t) tel0,T] folytonos esetben

ahol e, (illetve € (t)) fehér zaj.

A bolyongdsi folyamatnak tehat a differencidja fehér zaj. Diszkrét eset-
ben igazak a kovetkezd Osszefiiggések:

t
So—i—Zz?k

E[St] :E[St71+€t] =..=F :E[So] :SO
k=1
t t
Var S| =Var |So+ ZEk = Var[So| + Z Var[eg] = to

k=1 k=1

t t—s t—s
Cov S, Si—s] = FE (So + Zek) (5’0 + Zsk> =F Zsi] = (t —s) o>
k=1 k=1 k=1

Az elébbiek folytonos esetre is igazak, bar bizonyitasuk nem ennyire kézen-

fekvé, mivel az € (t) —nek minden pontjaban szakaddsa van, igy példdul az
t
| e (k) dk integral nem létezik.
k=0
Az el6bbiek szerint tehat Sy—tél indulva a fehér zaj folyamat varhato

értéke a t idépontban zérus, mig a bolyongési folyamaté Sy. Ha azonban a
varhato értéket becsiilni szeretnénk, akkor a becslés tavolabbi idépontokra
utébbi esetében egyre bizonytalanabb, hiszen a variancia t—ben novekszik.
Ez megfelel a részvénypiac tulajdonsagainak. Ha a t — 1 id6pontban sze-
retnénk megbecsiilni a t idépontbeli értéket, akkor ez fehér zaj esetében
megint csak zérus, mig a bolyongasi folyamat esetében S;_;. Ezek alapjan
azt mondhatjuk, hogy a részvényarfolyamok is valamifajta bolyongasszer(
mozgast végeznek. Minél hosszabb tdavra becsiiljik elére részvénytink ar-
folyamat, annal kevesbé vagyunk biztosak abban, hogy a becsiilt arfolyam
majd a valds arfolyam kozelében lesz.
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Mivel az arfolyammozgasok altalaban trendet is tartalmaznak, ezért mo-
dellként célszertibb a trenddel bovitett

St =St 1+pte, t=0,1...,T diszkrét esetben
dS(t)=p+e(t) tel0,T] folytonos esetben

alakokat felhaszndlni. Egy specidlis bolyongasos folyamat a Wiener-folyamat:

70. Definicié. A z; sztochasztikus folyamat Wiener-folyamat, ha
Az = VAL g~ N(0,1) diszkrét esetben
dz (t) =e(t)Vdt e(t) ~ N (0,1) folytonos esetben

vagyis a z (t) (z:) valtozdsa normalis eloszlasi zérus varhato értékkel és dt
(At) varianciaval.

Hasonléan a véletlen bolyongashoz, konnyen levezethet6, hogy a z; fo-
lyamat varhaté értéke F [z;] = zp, variancidja pedig az eltelt id6, vagyis
Var [z] = t. A Wiener-folyamat altaldnosithaté olyan médon, hogy kib6vit-
jik trenddel, valamint alkalmassa tessziik kiilonb6z6 kockazatu értékpapirok
modellezésére. Legyen tehat az dltalanositott modell

AS; = alAt + bAz, azaz Sy = Si_ar + aAt + beyV AL diszkrét esetben
(15)
dS (t) = adt + bdz (t) folytonos esetben

Az a egyiitthat6é a trend - vagy drift -, a b paraméter pedig a variancia -
vagy volatilitas - meghatarozdja. Bizonyithatd, hogy

E[AS] = aAt
Var [AS;] = b* At
valamint
S ~ N (So + at, bt)

vagyis az altaldanositott Wiener-folyamatot kovetd részvény arfolyama min-
den idopillanatban a fenti paraméterekkel rendelkezé normaélis eloszlasu va-
16szintiségi valtozd.

Ha feltessziik, hogy Sp a részvény indul6 arfolyamat jeloli, és a drift 12,
akkor egy idészak miulva F [AS;] = aAt = 12, vagyis S; = Sy + 12. Ez
pedig azt jelenti, hogy Sp = 100 esetén S; = 112, Sp = 1000 esetén S; =
1012. Mi azt szeretnénk, ha mindkét esetben 12%-o0s lenne a véltozds, ezért
célravezetébb S;—vel az arfolyam logaritmusat jelolni. Ekkor ui. Alog (S) =
log (S¢/Si—1) és dlog (S) = dS/S, vagyis a (15) képletekben a bal oldalon a
valtozas helyett a szdzalékos valtozast szerepeltetjiik. Az arfolyamok logarit-
musaban a drift paraméter altal indukalt additiv valtozas az arfolyamokban
mar multiplikativ, vagyis szdzalékos véltozast eredményez.
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71. Megjegyzés. Mivel minden t idépillanatra vonatkozéan log (Sy) kovet
normalis eloszlast, ezért Sy lognormalis eloszlast kovet, mégpedig

S¢ ~ LN (Soeat, S2e2at (eth - 1))
paraméterekkel.

A lognormalis eloszlds ugyanakkor alkalmasabb is részvényérfolyamok
modellezésére, mivel nem vesz fel negativ értéket, és nagyobb valdszintiséget
enged kiugréan magas arfolyamoknak, mint a normélis eloszlés.

Léathato tehat, hogy a normalis eloszlds feltevése itt sem &llja meg a
helyét. Az extrém piaci események modellezésére ugyanis ez az eloszlas nem
alkalmas. Az arfolyamok esetében a jobbra hosszan elnylé eloszldsok, mint
példaul a lognormalis eloszlds sokkal redlisabb feltevés'!. Ebben az eset-
ben azonban egy olyan eloszldst hasznalunk, mely visszavezethet6 normaélis
eloszldsra (ui. az arfolyamok logaritmuséra tessziik fel a normalitést).

72. Megjegyzés. A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy az arfolyamok
logaritmusaban felirt altalanositott Wiener-folyamat az arfolyamokban egy
masik nevezetes sztochasztikus folyamat, ui.

dlog (S) =dS/S = adt + bdz = dS = aSdt + bSdz
amit geometriai Brown-mozgasnak neveziink.

A sztochasztikus folyamatokba valé rovid bevezetd utén nézzilk meg
magat a Black-Scholes modellt! Tételezziik fel tehat, hogy egy részvényre
vonatkozé vételi opcidt vasarolunk, a részvényarfolyam logaritmusa altala-
nositott Wiener-folyamatot kovet p és o paraméterekkel, vagyis

dlog (S) = pdt 4+ odz illetve a 72. megjegyzés alapjin (F1)
dS = pSdt + oSdz

A vételi opci6 arfolyamat egy
C=F(S,t)

alaki — egyelOre ismeretlen — fliggvény hatdrozza meg. Feltessziik tovabba,
hogy a piaci kamatlab, mely kockazatmentes befektetést biztosit, az opcid
futamideje alatt konstans, vagyis

r = konstans a futamido alatt (F2)

HMint késébb latni fogjuk, hozamok esetében pozitiv és negativ extrém események
bekovetkezését kell alkalmas eloszlassal leirnunk.
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Tovabbi feltevés, hogy a részvény a futamido alatt nem fizet osztalékot,
tehat

rg =20 (F3)

Nincsenek tranzakcios koltségek. Lehetdség van in. short selling-re, azaz
eladhatunk ugy egy részvényt valakinek, hogy az nincs a birtokunkban,
csak megegyezés szerint helyt kell dllnunk érte valamikor a jovében. A
feltételezés szerint a short selling-nek nincsenek tobbletkoltségei. Nincs
tovabba koltsége a kolcsonvételnek sem, azaz lehet6ségiink van kockézat-
mentes kamatlab mellett kolesont felvenni. Minden idépillanatban — foly-
tonosan — lehetGség van kereskedésre. Legyen tehdt

TC =0 (F4)

eurdpai tipusi opciérdl van széd (F5)
vagyis csak a lejaratkor hivhato le, és
nincs lehet6ség arbitrazsra. (F6)

A Black-Scholes képlet tehat elvileg csak olyan idedlis koriilmények kozt
hasznélhatd, amire a vildgon sehol sincs példa'?. Ennek ellenére a formulst
mégis elOszeretettel alkalmazzak, és beépitik sok kockazatkezeld szoftverbe.

Tekintsiink egy olyan portféliot, ahol eladunk egy darab vételi opcidt és
vasarolunk Fg darab részvényt és Fg = 0F/0S. Ez valami olyasmit jelent,
hogy amint megvaltozik az opcié dra, azonnal modositjuk portféliénkat.
Ekkor a portféliénk értéke

I =—F(S,t)+ FsS
a portfélio értékének viltozasa pedig
dll = —dF (S,t) + FsdS = —FsdS — Fydt — %Fsg (dS)* + FsdS  (16)
= —F,dt — %F550252dt

A levezetésben felhasznaltuk az an. Ito-lemmat, ennek leirasat lasd Black-
Scholes [1973] és Hull [1993] miivekben. Ha megvizsgaljuk a kapott 0sz-
szefliggést, azt tapasztaljuk, hogy a sztochasztikus valtozét tartalmazoé tag
(dS) kiesett, vagyis portfélionk értékének valtozdsa nem fiigg a véletlentél.
Fzek szerint portfélionk mindaddig kockazatmentes marad, ameddig a rész-
vényarfolyam véltozdsara azonnal reagalva kiegészitjiik portfélionk értékét.

'2A modell 4ltaldnositdsai megtaldlhatéak a kivetkez6 miivekben: Cox-Ross [1976],
Hull-White[1987], Cox et al. [1979].
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Ezt a szakirodalom dinamikus fedezésnek (dynamic hedging) hivja. Mi-
vel portfdliénkat ilyen stratégiaval kockdzatmentesen tudjuk tartani, ezért a
portfolié értékének névekménye meg kell hogy egyezzen a portfélié értékének
kockazatmentes kamattal szamitott novekedésével. Ellenkez6 esetben ar-
bitrazsra lenne lehetoség, vagyis

dIl = TIrdt (17)

Ha a (17)-be behelyettesitjik a (16) Osszefiiggést, kiesik a dt tag, és vissza-
marad egy differenciél egyenlet

1
F, +rSFg + 5Fssov252 =rF(S,t)

ahol az ismeretlen az opcidér fliggvénye (F' (S,t)). Ahhoz, hogy az egyenlet-
nek egyetlen megoldasa legyen, sziikség van egy kezdeti feltételre. Kezdeti
feltételként a (14) Osszefiiggést hasznaljuk ¢ = T helyettesités mellett. Ek-
kor a feladat atalakithaté egy olyan parcialis differencial egyenletté, mely a
fizikdban ismert hévezetés egyenlete és megoldésa ismert (Churchill [1963)):

F(S,t) = S (dy) — Ee " T (dy) (18)
ahol

. In (S/E) + (r+02/2) (T —t)
b ovV1T —t
In (S/E) + (r—o?/2) (T —t)

dy = =di —oVT —t
2 T —1 1=

és @ (.) a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

6.1.2. Opcidarazas tranzakciés koltségek mellett

Ebben az alpontban bemutatjuk, hogy sikeriilt az opcié arat meghatarozni
olyan esetben, amikor analitikus képlet nem &ll rendelkezésre. Az (F4)
feltételt fogjuk feloldani, azaz bevezetjiik a modellbe a tranzakcids koltségeket.
Mint lattuk, optimalis esetben a piaci szereplé a dinamikus hedge-lési stra-
tégiat valasztja, vagyis a részvény arfolyamanak valtozasara azonnal reagdl,
mégpedig ,,folytonosan“. Ezt megteheti, hiszen tetszéleges szamu, konti-
nuum szamossagu tranzakciot lebonyolithat koltségmentesen és barmikor
tovabbi pénzforrasokhoz juthat.

A tranzakcids koltségek bevezetésével azonban a helyzet dontéen megvél-
tozik. A kiegészitések magas szama ugyanis magas tranzakcids koltségekkel
jar egyiitt. A piaci szereplé megteheti, hogy csokkentvén tranzakcids koltsé-
geit, kevesebbszer egésziti ki portfélidjat pl. megérzéseire alapozva, de mint
késobb latni fogjuk, igy fokozott kockazatnak fogja magat kitenni.
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Felépitiink egy olyan modellt, mely minden egyes kiegészitéshez T'C
nagysagu tranzakcids koltséget rendel, valamint felirunk egy dontési szabalyt
arra vonatkozoan, hogy a piaci szereplé mikor, milyen események hatasara
egésziti ki a portféligjat. Ellentétben a Black-Scholes-féle modellel, mi egy
diszkrét modellt épitiink, ahol is a kontinuum idé tengelyt felvaltjuk napok-
kal, hénapokkal, negyedévekkel stb. Az események tehat diszkrét 1éptékekben
torténnek, igy a dontés alapja sem a pillanatnyi, hanem a napi zaréarfolyam,
illetve a megfelel$ idéintervallumonként (nap, hénap, negyedév stb.) annak
megvaltozasa. A dinamikus hedge-1és ebben az esetben tehat nem folyto-
nos, hanem szintén diszkrét egységekben valésul meg, s igy az id6 ,,kelléen
finom* felosztdsa esetén a Black-Scholes-féle eredmény jo kozelitését kell
visszakapnunk.

Bemend adatok generdlasa. Elso lépcsében eld kell allitanunk magat
a piaci kornyezetet, vagyis a részvény idésorat. A (15) képletet Sy helyett
log (S¢) —re alkalmazva a

log (Si+at/St) = (1 —0?/2) At + oeV At = (19)
St+at = Ste(“_"2/2)m+"am

rekurziv formuldt kapjuk, ahol e ~ N (0,1). Mivel a modell logaritmusokra
van felirva, ezért a drift illetve volatilitast meghatarozé paramétereket is
ennek megfeleléen dtvaltottuk.'® A paraméterek a kovetkezdk:

MU a Wiener-folyamat p paramétere

S1 a Wiener-folyamat o paramétere

So a részvény indulé arfolyama

N héany naponként generdljunk 1j részvényarfolyamot
T id0Oszak hossza

FEV egy év hany nap hosszu legyen

SSIZE mintaméret

Példaul ha N = 1, EV = 365 és T = 30, akkor egy naptari hénap az
idészak hossza, és At = N/EV = 1/365. Ekkor egy T hosszusdgu idésort
generdlunk, melynek a kezdé értéke konstans, éspedig Sy. Az EV valtozéra
megadhatunk hipotetikus szamokat is, példaul EV = 730 értéket, ekkor
szimulalhatunk félnapos, illetve kelléen nagy F esetén percenkénti drfolyam
szcenaridkat is.

BHa Y ~ N(,uy,ai), akkor X =e¥ ~ LN (ux,ag(), ahol ux = e+t /2 g ok =
2my % (e"g’ — 1) .
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Egy idGsor, vagyis egy szcenarié a piaci folyamat egy lehetséges meg-
valésulasa, amibdl az opcidar egy lehetséges értékét hatarozhatjuk meg.
Mivel azonban a folyamat nem determinisztikus, ezért az opcidéar varhato
értékének meghatarozasahoz tobb kiillénbo6z6 szcenarié eredményét kell sza-
mitasba venni, vagyis az opcidarra vonatkozdan egy mintat kell generalnunk.
A SSIZFE paraméterrel allitjuk be a szcenaridk szamat, vagyis a minta
méretét, melybdl az opcidéar varhatd értékét kivanjuk megbecsiilni. Az
id6sorhoz sziikséges kiindul6 standard normaélis eloszlasbdl szarmazoé pszeudo-
véletlen szamokat a 4. pontban mar ismertettiik.

A szimulécié. Madsodik 1épésben definidljuk a piaci szerepld viselkedését
és a piaci mechanizmusokat. A paraméterek a kovetkezok:

FE az opcié kotési arfolyama
R a kockazatmentes kamatlab

TC tranzakcids koltség nagysiga szazalékosan'

A modell valtozdi:

P egyenleg
S részvényarfolyam
0 az opcié deltdja (fedezeti ardnya)

Els6 nap tudjuk, hogy a részvény arfolyama az induléarfolyam. Elkészitjiik
az els6 napi portfélionkat: eladunk egy darab vételi opcidt és vasarolunk ¢
darab részvényt, ahol a (18) formuldt alapul véve

§=Fg=®(dl)

Tegylik fel, hogy az opcidért semmit sem kapunk, mig a részvények vasarlasat
R kamat mellett kolesonbdl finanszirozzuk. Pénziink igy az els6 nap

Py = —S54dg (1 + TC)

Lathato, hogy a tranzakcids koltséget a kereskedés Osszértékével aranyosan
adjuk meg (nincs fix minimumkéltség). A tovabbi napokban mindig ugyanaz
torténik, egészen az utolsé napig. El6szor megfizetjiik pénziinkre (koleson)
a kamatot:

-Pt _ Pt_NeR-N/EV

Y Azaz TC = 0.01 esetén 100 forint értékii részvény eladdsanak/vételének tranzakciés
koltsége 1 forint.
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Ezutan vessziik a soron kovetkez6 S; részvényarfolyamot, segitségével kisza-
moljuk az 14j §-at. A portfélionkban 1évé részvények szaméat erre az értékre
kell beallitanunk, tehdt vagy eladunk, vagy vesziink tovabbi részvényeket.
Pénziink a kévetkezdképpen valtozik:

AP St (00—n —0) (1 =TC), ha 6;—n > 0¢
1 =8 (6, — di—n) (1 = TC) kiilonben

Az utolsé napon hasonléan az el6z6ekhez megfizetjiik a kamatokat, és beol-
vassuk az utolsé naphoz tartozo részvényarfolyamot. A portféliénkat viszont
mar nem egészitjiik ki, sot eladjuk részvényeinket, és helytallunk az opciénal,
azaz:

dPT = ST(St—N(l - TC) - max{ST — E,O}

Végiil az els6 napra diszkontaljuk a kapott értéket és vessziik a minusz egy-
szeresét:

C = _PTe—R~T/EV

A kapott érték (C) az opcié arat adja meg a peridédus elején, hiszen
ha pont ennyiért adtuk volna el az opcidt az els6 periédusban, akkor az
utolsé periddusban pénziink nullaval lenne egyenlé. Az opcidar, illetve
opcidarfolyam tehdt azt az értéket jelenti, mely az adott szcenarié meg-
valésulasa esetén zérus idészak végi egyenleget adna, ha a piaci szerepl6
optimalis stratégia alapjan dontene a teljes idészakban. Az el6bbiekben de-
finidlt modellt BSTC modellnek (Black-Scholes Transaction Costs) neveztiik
el.

Ahhoz, hogy az opcidar varhaté értékét becsiilni tudjuk, a kisérletet
t6bbszor (SSIZ E-szor) meg kell ismételniink. Az opcidarat els6 1épcsében
az egyszerli mintadtlaggal becsiiljik. Az dtlag mellett azonban szérést is
szamolunk, hiszen az opciéar most egy eloszlas. Bizonytalansag mellett
fogjuk a dontésiinket meghozni, ezért azt is fontos tudnunk, hogy déntésiink
mekkora kockazattal jar, vagyis hogy a lognormaélis eloszlasi opciéarnak
mekkora a variancigja (illetve szérésa).

A fenti modellt nagyon sok kiilonb6z6 paraméterre végigszamoltuk, és
minden esetben az 5. tablazattal konzisztens eredményeket kaptunk, igy
csak a kovetkezO paraméter-beallitasok eredményeit kivanjuk bemutatni:

MU =0.12 SI=0.30 Sp=100
E =100 R=0.05 SSIZE = 5000

Az opcié futamideje 30 nap volt, igy a Black-Scholes formula szerint az
opcio értéke: 3.6321.

Jél lathatd, hogy a modell zérus tranzakcids koltségek mellett két ti-
zedesjegy pontossdggal megkozeliti a Black-Scholes értéket. Azt is tapasz-
talhatjuk, hogy minél kisebbre valasztjuk a lépéskozt, annal alacsonyabb a
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5. tablazat. A BSTC modell eredményei

Hényszor TC =0 TC =0.01

egészitink ki? Varhaté érték  Szordas Varhaté érték  Szoérés
Naponta 5z (150) 3.6310 0.2414 8.6447 1.5247
Naponta 2z (60) 3.6309 0.3769 7.1760 1.0877
Naponta (30) 3.6333 0.5280 6.4315 0.9710
Kétnaponként (15) 3.6211 0.7327 5.5895 1.0325
Otnaponként (6) 3.6240 1.1391 5.4094 1.3448
Csak els6 nap (1) 3.6207 2.5572 4.6957 2.5631
Soha (0) 3.8940 5.5273 3.8940 5.5273

széras. Hatarértékben nyilvan eltiinik a széras, az opcidar eloszlasa egyet-
len pontta zsugorodik, és ezt allitja a Black-Scholes levezetés is. Vagyis
ha opcidval tizleteliink, és adott esetben nincsenek (vagy nem kereskedés
aranyosak) a tranzakciés koltségek, ne habozzunk olyan gyakran kiegésziteni
portféliénkat, amilyen gyakran csak lehet!

Zérus tranzakciés koltségek mellett az opcidar varhatd értéke barmilyen
1épéskoz esetén a Black-Scholes formula altal szamitott érték. A 1épéskoz az
opcidar eloszldsanak szoras paraméterét befolyasolja, a varhatd értékét nem.
Abban az esetben azonban, ha vannak tranzakcios koltségek, minél tobbszor
kereskediink, anndl magasabb értéket kapunk az opciora. Hatarértékben az
opcid ara barmilyen pozitiv tranzakcids koltség esetén a végtelenbe tart. A
kiegészitések novelésével azonban tranzakcidos koltségek esetén is csokkent-
hetd az opcié kockazatossagal®. Ezek szerint, ha csokkenteni szeretnénk
kockdzatunkat (egy bizonyos fokig), gyakrabban kell kiegésziteniink, vallalva
ezzel az esetleges kisebb nyereséget, mig ha kevésbé vagyunk érzékenyek a
kockézatra, akkor egészitsiink ki ritkdbban, vallalva azt, hogy a vart na-
gyobb hozam mellett esetleg nagyot bukunk. Az alacsonyabb kockézat tehét
alcsonyabb varhaté nyereséggel (magasabb opciéarral) parosul és forditva.l
Osszefoglalva, a BSTC modell konzisztens eredményt adott a Black-Scholes
formulédval és varakozasainknak megfelel6 értékeket nyujtott a tranzakcios
koltségek bevezetésekor.

A tovabbiakban a modell egy olyan, adaptiv véltozatat mutatjuk be,
melyben a 1épéskozt, vagyis a kiegészitések szamat nem rogzitjik elore, ha-
nem a szimuldcié sorén a helyzetnek megfeleléen alakitjuk. A képzeletbeli pi-
aci szereplo az 6t jellemzd kiiszobértékek alapjan dont arrdl, hogy valtoztat-e

5Egyre stirlibb kiegészités esetén azonban az opciéar-emelkedés mellett névekedni kezd
a szords. Ettdl az értéktdl kezdve a kiegészitések mar biztosan nem hatékonyak.

16 A vérhaté értékre és a szérasra vonatkozéan egy vektor maximum probléméval
taldlkozunk, ahol a kétdimenziés céltér minden pontja efficiens. FErre a halmazra
készithetnénk egy hasznossagi fiiggvényt, amelynek maximalizdldsa megadja az optimalis
viselkedési stratégiat. Ekkor a kiilénb6z6 hasznossagfiiggvények kiilonbozo befektetStipust
jellemeznének.
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portfélidjan, vagy sem.

Optimalis stratégia keresése, a K-DH modell. Az alapétlet az, hogy
ha nem moédosithatjuk minden idépillanatban a portfélionkat, akkor leg-
jobb lenne azokban az idopontokban moddositani, amikor arra a leginkabb
sziikség van. Képzeljink el egy tlréshatar savot, és mondjuk azt, hogy
abban az esetben, ha a megkivant (szamitott) delta érték (&) és a jelen-
legi részvénymennyiség (egy kordbbi delta) kiilonbsége a sdvon beliil mozog,
akkor nem véltoztatunk a portfolié osszetételén, de ha a sdvbdl kimozdul,
akkor a megkivant delta értékre korrigdljuk a részvények szamat. Minél
kisebb ez a tliréshatar, anndl inkabb kozelitiink a BSTC modell minden
idépontbeli kiegészités eredményéhez, és minél szélesebb, annal inkabb tar-
tunk a kiegészités nélkiili eredményhez.

A szimulécids megvaldsitas felépitésében egyezik az el6z6 modellel, csak
néhany feltételt kellett beiktatnunk. Megjegyezziik tovabbd, hogy két K-
DH modellt készitettiink, az els6ben a kezdeti periédusban a sadvnagysagtol
fiiggetlentil mindig kiegészitettiink (K-DH1), mig a mésikban az els§ perié-
dusra is vonatkozott a kiegészitési feltétel (K-DH2).

Maga a feltétel a kovetkezo:

igaz ha7 |6aktutilis - 5t’ : St > SO -TC-K
hamis kulonben

vanKieg = {

A jobb oldal a K paraméter fliggvényében egy savot jelol ki, ez a tlirés-
hatar, magat a K paramétert a tidréshatdr sdvszélességének neveztiik el. A
K paraméter a modell futtatasa alatt egy rogzitett érték, egy bizonyos pre-
ferencidji — kockdazat keriilé vagy kockazat keres6 — piaci szereplot testesit
meg, és értéke a nem negativ szamokon értelmezett. K = 0 bedllitasnal a
szereplo minden peridédusban kiegészit, mig K = oo hataresetben soha sem
egészit ki.

Legrészletesebben ezt a modellt vizsgaltuk, s ennek a modellnek a vizs-
galata soran deriilt fény néhany tovabbi kérdésre. Nézziik elGszor a fenti
paraméterbedllitdsok mellett, milyen eredményeket adott a modell (N = 1,
T =30, EV = 365, TC = 0.01) (6. tablazat). A 6. tabldzatban j6l lathatd,
hogy minél inkabb kockazatkerild a befektetd, anndl kisebb K paraméterrel
jellemezhetd, és anndl magasabb értéket kap az opcié varhato értékére. Az
is lathato, hogy ha a paramétert nagyon nagyra valasztja, akkor a futamidé
alatt egyaltalan nem kereskedik a befektetd, és igy az opcid arat nem terheli a
tranzakciés koltség, tehat az érték azonos az 5. tablazat megfelel6 értékével.
Miutéan elkészitettiik a modellt, és meggy6zodtiink a modell helyességérol,
az opcioar eloszlasat vizsgaltuk.

A 11. abra bal oldali grafikonja azt az esetet mutatja, amikor nulla
tranzakciés koltség mellett mindennap kiegészitettilk a portfélionkat. A
varhato érték nyilvan a Black-Scholes megoldés, és a futamidé felosztdsanak
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6. tablazat. A K-DH2 modell eredményei

K paraméter Vdérhaté érték Szérds  Atlagos kiegészitések

0.0 6.4315 0.9710 30
4.0 6.2544 0.9886 16
13.0 5.7128 1.0662 6
48.0 5.0740 2.2766 2
999.0 3.8940 5.5273 0
Gyakorindg Gyakochig
(ezrelfk) {exrel i)
30 140
250 120 4
200 - 100 1
m -
m -
m -
160 40 -
50 20
ﬂ T 1 T T T T T T T 1 c n T T T T T 1 c
¢ 1 2 3 4 5 6 7T B 9 X 1] 2 4 .1 & 10 12
11. abra.
Opcidarak eloszlasa a BSTC modellnél valamint a K-DH modellnél a
K =0 esetben

finomitdsdval a gorbe egyre csicsosabba tehetd (a széras csokken), mig
folytonos esetben rahuzédik a Black-Scholes értékre (eltlinik a szérds). A
11. abra jobb oldali grafikonja a tranzakciés koltségekkel kibévitett modell
eredményét mutatja, ahol a K paramétert zérusnak vettiik, s igy ugyanugy,
mint a BSTC esetben, mindennap kiegészitettiik a portféliénkat. Jél lathato,
hogy a varhaté érték és a szords megnovekedett, az eloszlas pedig log-
normalisnak tiinik. Az el6z6ekben lattuk, hogy a K paraméter novelésére a
varhato érték csokken és a szérds novekszik.

A 12-13. abrak azt is megmutatjdk, hogy K novelésével az eloszlds is
dramai valtozdson megy keresztiil. Lognormalis illesztés helyett az opciéarak
logaritmuséara prébaltunk normalis eloszlést illeszteni. Lathaté, hogy nem
tul nagy K értékekre igen jo az illeszkedés, de ahogy né K, ugy tolddik
ki jobbra az eloszlas csiicsa, tovabba megfigyelhetd, hogy egyre nagyobb
az esélye az extrém kicsi értékeknek. KEgy bizonyos paramétertél aztén
szétrobban az eloszlas. Ekkor az torténik, hogy bizonyos esetekben az
opcié értéke zérus. (Nagy K-ra ugyanis elképzelhetd, hogy a szimuldcid
soran egyszer sem torténik kiegészités, és az utolsé periédusban pedig nem
kell helytallni az opciénal, mivel a részvény ara nem haladja meg a kotési
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12. dbra. A K-DH modell eredménye K = O-ra és K = 4-re
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13. abra. A K-DH modell eredménye K = 16-ra és K = 32-re

arfolyamot.) Az opci ara ilyen esetben egy vegyes eloszldst kovet. Ertéke
p valésziniiséggel nulla, és (1 — p) valdszintiséggel valamilyen folytonos el-
oszlas, amely hasonlatos a lognormadlis eloszlashoz.

6.1.3. Az opcidar becslése variancia csokkent6 moédszerek hasz-
nalataval

Tegylik fel, adott paraméter bedllitas mellett az opcidar eloszlasa px varhato
értékkel és o x szorassal jellemzett eloszlas. Az opcidar egy realizaciéja, mely
ténylegesen kialakul, nyilvan nem azonos a px-vel, melyet a piaci szerepld
felhaszndl dontéséhez. Azt szoktuk mondani, ha végtelen sokszor kellene
dontést hoznia, akkor biztosan a pénzénél lenne, igy viszont bizonytalan az
lizlet kimenetele. A bizonytalansdg mértéke pedig ox-t6l fligg. Emellett
a dontéshozo valdjaban nem is px alapjan dont, hiszen azt csak becsiilni
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tudja, példaul az egyszerti mintadtlaggal (X). A déntés alapjat tehat nem
a valdés paraméter képezi, és nem mindegy, hogy ez a ténylegestdl milyen
tavol esik. Ez tehat ag( mellett egy tovabbi bizonytalansagi tényezo, éspedig
var (X ) = 0% /SSIZE mértékil. A becslés variancidja tehdt a mintaméret
novelésével csokkenthetd, azonban mint emlitettiik, a modell (t6bbszori)
kiértékelése jelentos eréforrasigénnyel jar. Variancia csokkenté moddszerek
haszndalatdval azonban javithatunk becslésiink tulajdonsagain.

73. Megjegyzés. Amikor az opcidar eloszlasanak paraméterérdl beszéliink,
akkor mindig a szords fogalmat hasznaljuk (ox ), megkiilonboztetve a becslés
variancidjatol (o% /SSIZE).

Az an. kontroll vdltozés médszer egy sokvaltozos eljards, melynek alkal-
mazésdhoz sziikséges lesz a tobbdimenzds normalitas tesztek haszndlatara.
Ez képezi a jelen fejezetben bemutatott modellnek a disszertacié szem-
pontjabdl relevans részét, mellyel demonstralni fogjuk a normalitds hidnya-
nak egy lehetséges kovetkezményét. A becslofiiggvény ugyanis csak akkor
marad torzitatlan, ha a modszer alapjat képezd tobbdimenzids normalitas
szigord hipotézise teljesiil.

A torzitast empirikusan, Monte-Carlo szimulaci6 segitségével fogjuk meg-
hatarozni, mely azonban az igen nagy méreti replikacidk ellenére kis mértéki
mintavételi ingadozdsnak van kitéve. Ahhoz, hogy a torzitdsrdl és a min-
tavételi hiba mértékérdl fogalmunk legyen, bemutatunk egy maésik variancia
csokkentd modszert, éspedig a korreldcio indukcios modszert, mely az alape-
loszlastol fiiggetleniil torzitatlan becslést eredményez. Az elméletileg zérus
torzitast szintén Monte-Carlo szimuldciéval fogjuk kiszamitani, igy lathatjuk
majd, hogy milyen nagysagrendii véletlen hatassal kell szamolnunk a torzités
becslésénél.

74. Megjegyzés. Az opciddr variancidja tovabbra is ag( marad, mivel nem

az opcioar eloszlasat befolyasoljuk, hanem paramétereinek becsléséhez konst-
rualunk jobb becslé fiiggvényt!

A kontroll valtozés médszer. Az idészak végi opcidar eloszldsanak kva-
litativ vizsgalata (12-13. &brak) soran azt feltételezziik, hogy kozelitéleg
lognormalis eloszlast kévetnek, vagyis logaritmusuk kévet normalis eloszlast
a K paraméter egy megfelel6 tartomanyan. Az eloszldsnak, mint tudjuk,
két paramétere van (u, és ox), esetliinkben egyik sem ismert, mintabdl kell
becsiilniink.

A 6.1. pont bevezetd részében azt mondtuk, hogy minden szimulacids
modellben nyilvdnvaléan generdlunk inputként véletlen valtozdokat, melyek
eloszlasdnak tipusa és paraméterei ismertek. Emellett a modellen beliili
transzforméciok sordn keletkez(het)nek tovabbi valtozok, melyek eloszlasét
illetve paramétereit meg tudjuk hatdrozni. esetiinkben pl. a kiindulé véletlen
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szamok a [0, 1] intervallum egyenletes eloszlasbdl szarmaznak, ezekbél transz-
forméalunk standard normélis valtozokat, melybdl aztan eléallitjuk a részvé-
nyek idosorat, mely Wiener-folyamot kovet. Mind az input, mind pedig a
beldle szarmaztatott valtozék valamilyen szinten korreldlnak az eredmény
véltozéval, méskiilonben a modell outputja fiiggetlen lenne az inputtél.!”
Ezt a fliggdséget kihasznalhatjuk, ha ismerjiik ezen véltozok (a tovabbiakban:
kontroll valtozok) eloszldsét, annak tipusat és paramétereit (1d. (12) Ossze-
fiiggést). Mi tobb, ha a kontroll valtozok és a modell eredmény valtozdjanak
egylittes eloszlasa tobbdimenziés normaélis eloszlést kovet, akkor linearis mo-
dellt épithetiink.

A 1.1. pontban ismertettiink egy alapvetd sokvaltozds statisztikai Gssze-
fiiggést (11. tétel), mely azt allitja, hogy a tobbdimenzés normaélis el-
oszlas peremeloszlasai, valamint valtozéinak egymasra vonatkozé feltételes
eloszlasai is normalis eloszldsuak. Az egyszeriibb kovethetéség miatt a tételt
ehelyiitt megismételjiik.

Tekinsiink egy x ~ N (u, ¥) tobbdimenzids normaélis eloszlast, és végezziik
el a kovetkezd particionaldsokat:

Y11 X2 ] (20)

X:X7X? = Y Y E:
e e

11. Tétel. (Anderson [1958]): Ha x = [x1,x2] ~ N(u,X), akkor
X1 ~ N(,ul, 211) valamint X9 ~ N(,u,g, EQQ),

x1-nek xo-re vonatkozo feltételes eloszlasa pedig szintén normalis

Pl = p1 + S1255 (X2 — o)
Y12 = X11 — Y1255 Sa1

paraméterekkel.

75. Megjegyzés. Ha Y12 # 0, akkor X113 < Y11, vagyis ha a két valto-
zocsoport kézott van korreldcio, akkor x)p valtozo variancidja kisebb, mint
X1 valtozoé.

Erre a tételre épiil a kovetkezd linearis variancia csokkenté modszer.
Tételezziik fel, hogy a szimuldciés modelliink egyik eredmény valtozdjanak
(Y) eloszlasét kivanjuk jellemezni annak varhat6 értékével, erre szeretnénk
egy alacsony varianciaji, lehetéleg torzitatlan becslést konstrudlni. Fel-
tevésiink szerint Y kozelitdleg normalis eloszlast kovet. A modellben kiva-
lasztunk egy kontroll véltozét (C) is, melyrél viszont tudjuk, hogy normélis
eloszlast kovet p,. és 0. paraméterekkel.

17Ttt most arra prébalunk kilyukadni, hogy ebben a modellben lineéris ésszefiiggés van,
ezért hasznéljuk a fiiggetlenség fogalméat. Zérus korreldcié esetén valamilyen nemlinedris
modszer utdn kellene nézniink.
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76. Megjegyzés. A futamidb végi drfolyamok K bizonyos értékeire fel-
tevésiink szerint lognormalis eloszlast kovetnek, vagyis logaritmusukra téte-
leziink fel normalis eloszlast. A 71. megjegyzés alapjan viszont tudjuk, hogy
a részvényarfolyamok t idépontbeli eloszlasa szintén lognormalis eloszlasu,
paramétereit pedig ismerjiik, hiszen az arfolyamokat mi generaljuk.

Bevezetjiik a kovetkezd becslofiiggvényt:
Yov =Y = B(C — pc)

ahol Y a szimuldciés modell (egyik) eredmény véltozéja, C' a kontroll valtozo,
melynek ismert elméleti varhaté értéke uco, 0 pedig az un. kontroll pa-
raméter. Ez a becslés torzitatlan, hiszen

wy = EYev] = E[Y] - BE[(C - po)] = E[Y] (21)

feltéve, hogy (8 konstans. A becslés akkor hatdsos, ha Yoy variancidja ki-
sebb, mint Y variancidja. Belathatd, hogy az optimdlis kontroll paraméter
(Anderson [1958])

g=2¢ (22)

oc
ahol oy¢ az output valtozd és a kontroll valtozé kovariancidja, 0'% pedig
a kontroll valtozé variancidja. A tovabbiakban o-val mindig az elméleti
értéket, s-el pedig a mintabdl szamitott értéket jeloljiik.

77. Megjegyzés. A (13) felirasnak esetiinkben a (21) formula felel meg. Az
els6faju regresszios becslést hasznaljuk egyiittesen normalis eloszlast kéveté
valtozokra, melynek konkrét alakjat a (11) tételbdl nyertiik.

78. Megjegyzés. A gyakorlatban természetesen nem egyelemii mintabdl
becsiiliink. Az egyszerii mintadtlagra a (21) dsszefiiggés értelemszeriien

Yov =Y = 3(C - pe).

A variancia cstkkenés mértéke annal nagyobb, minél nagyobb az ered-
mény valtozo és a kontroll valtozd kozti korrelacid, valamint minél kisebb a
kontroll valtozé variancidja, ugyanis

Var (YCV) = 032/ + ﬁQU% — 20Boyc

A becslés akkor hatdsos, ha 620%, — 2fBoyc < 0. Ekkor a (22) fel-
haszndlasdval azt kapjuk, hogy

o o o
% - 2% <0, azaz Y20 = pe > 0. (23)
o o o

C C C
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Mivel py ¢ korrelacids egyiitthatod, ezért lathatd, hogy a variancia csokkentés
feltétele a becstilt és a kontroll valtozé kozti korrelacio.

Az Y és C egyiittes eloszldsat nem ismerjiik, igy oy ¢ sem ismert, ezért
a kontroll paramétert mintabdl kell becsiilniink. Legyen

A SyC
T
C

Mivel a kontroll paramétert is mintabdl kell becsiilntink, ezért a szabadsagfokok
veszteséget indukalnak, a (23) feltétel megfelel6je a

2 q
>
pyo_n_2

Osszefiiggés, ahol g a kontroll valtozdk szama, n pedig a mintaméret. A
varhaté variancia csokkenés mértéke pedig

n—2
= (1—p? 24
n n—q—2 ( Pyc) (24)
79. Megjegyzés. Esetiinkben q =1 ésn = SSIZE.

Most viszont a (21) Osszefiiggés mar nem feltétlen igaz, hiszen b nem
konstans, a minta fiiggvénye. Tegyiik fel, hogy (Y, C) ~ G2 (uy, oy, pc,oc, oyc)
ahol G kétdimenzids normalis eloszlds. Ekkor igaz, hogy

py =E[Yoy]|=E[Y]-Eb(C—po)|=E[Y]-E

YC (o m}
g¢

2

=E[YJ—E[§CC]E[<C—MC>]:E[Y]

mivel a normalis eloszlas atlagvektora és a minta kovariancia matrixa fiigget-
len statisztikdk (1d. példdul Anderson[1958], Mory-Székely [1986]).

Az el6bbi Osszefiiggést kozvetleniil alkalmazhatndnk modelliinkre, ha
mind az eredmény valtozé (opcidar), mind pedig a kontroll valtozé (¢ idé-
pontbeli részvényarfolyam) normalis eloszlast kovetne.'® Csakhogy a loga-
ritmusuk kévet normalis eloszlast. A kontroll valtozo esetében ez nem okoz
problémat, hiszen ha C’ ~ LN (ucr,o0/) a t. idészaki arfolyam eloszlésa,
akkor C = log (C") ~ N (uc,0¢) és pc =log (uer) — 1/2log (02, /pu2s + 1)
valamint o¢ = log (a%, / ,uQC, + 1), igy a becsléshez fel tudjuk hasznalni.

Az output valtozé esetében szintén elvégezhetjik az Y = log (X) transz-
formécidt, ahol X az opcidarat jeldli, és kiszamithatjuk a Yoy becslést. Az

18Fy7 persze csak az elsé 1épesS. Nekiink ugyanis arra van szitkségiink, hogy az egyiittes
eloszldsuk legyen normaélis. Az egyiittes normalitdsnak viszont a peremek normalitdsa
sziikséges feltétele.
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Yo egzakt eloszlasét azonban mar nem ismerjiik!?, {gy nem tudunk vissza-
jutni az X valtozd terébe. Mi ui. px egy becslését akarjuk megadni, nem
pedig py-ét. Csakhogy

B[] # x

legalabbis nem bizonyithaté. Ezért megprobalunk X-re vonatkozéan kozvet-
leniil egy becslést eldallitani.
Legyen Y = log (X) tovabbra is, valamint C' = log (C") és tekintsiik a

Xev =X —b(C — peo) (25)

becslést, ahol b = Syo/(f%! Ez a korabban elmondottak alapjan szintén
torzitatlan becslés, mivel a kontroll paraméter ugyanaz, vagyis E [Xcy] =
ux. Az viszont nem biztos, hogy b illetve 8 most is optimadlis, ugyanis

oy
Var (Xey) = crg( + ﬁQUZC —20oxc ahol B = —20
o
C
variancia csokkenés pedig akkor varhaté, ha
2
o o
Y YC
=2 oxc <0
9¢ 9¢
e ek el oxc
5 —2—5 5 oxc=-—5 (1-2—]<0
9¢ 9¢ 9%c oc e
1 o
— S LC
27 oyc

Ezek szerint variancia csokkenés abban az esetben varhatd, ha X és C kova-
rianciaja legalabb fele akkora , mint Y és C' kovariancidja. Belathaté, hogy a
variancia csokkentés akkor maximélis, ha a fenti hanyados éppen egységnyi,
azaz oyc = oxc, tehat 8 = O'XC/O'% az optimalis kontroll.

Mivel ox¢c sem ismert, ezért annak becslését kell hasznalnunk, jeloljiik
ezt sxo-vel. A torzitatlansiaghoz azt kellene belatnunk, hogy sxc és C
(illetve O) fiiggetlenek. Ez viszont igaz, hiszen a sxc = f (syc) leképzés
1étezik, bijektiv és folytonos is. Gondoljuk meg ugyanis, hogy az empirikus
kovariancia (sy¢) valdjdban egy leképzés az Y™ x C™ mintatérbél a valds
szamegyenesre (ahol n a mintaméret). Az sxc leképzés esetében pedig az n
darab Y tengely helyett azok szigorian monoton transzforméciéjat, X = e¥
tengelyeket hasznaljuk. Tehat a két leképzés szintfeliiletei bijektiv viszony-
ban allnak egymassal. Ekkor pedig a valdszintiségi valtozdk fiiggvényeire
vonatkozé tétel alapjan mivel syc és C is fliggetlen, ezért sxc és C is
figgetlen, igy a

p=2C (26)
e
kontroll nemcsak optimalis, de torzitatlan becslést is eredményez.

'9Ha a kontroll paraméter (3) konstans lenne, akkor a (11) tétel alapjan Yoy eloszldsa
normadlis lenne. A helyzet viszont az, hogy a kontroll paramétert mintabdl kell becsiilni.
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80. Megjegyzés. Ez a gondolatmenet nyilvan nem csak a lognormalis el-
oszlas esetében igaz. Minden olyan eloszlds esetében haszndlhaté, mely
normalis eloszlasbdl szarmaztathato. Ezért a normalitast, illetve tobbdimen-
zi6s normalitast megkévetelé modszerek a normalis eloszlasra, illetve adott
esetben a linearisra visszavezetheté modellek esetében is hasznalhatéak ma-
radnak.

A (25) linedris becslést fogjuk felhasznélni, ahol b a (26) szerint hata-
rozédik meg. A modell eredmény valtozdjat, vagyis az opcidarat X-szel
jeloltiik, és feltevéstink szerint lognormaélis eloszlast kovet ismeretlen px és
ox paraméterekkel. Definidltuk tovabba Y-t, mint X logaritmusat, mely, ha
a feltevéstink helyes, normalis eloszlasi. Kontroll valtozonak valaszthatjuk
valamely ¢t (példdul ¢ = T') idépontra vonatkozé részvényarfolyamot (C'),
pontosabban annak logaritmusat (C = log (C”)), melyrdl viszont tudjuk,
hogy normalis eloszldsu uc és oc paraméterekkel. Azt kell most mar csak
belatnunk, hogy a két valtozo egyiittes eloszlasa is normalis, vagyis létezik
a (20) struktira, hiszen a kontroll paramétert mintdbdl kell becsiilniink.
Osszefoglalva tehat a kovetkezd helyzet llt elé:

Y ~ N (fiy,6y)
C ~ N (pc,0c)
(Y,0) ~ Ny (jiy, 6y, uc, 00, 6yc)

ahol kalapos betlik jelzik, hogy a kérdéses érték illetve eloszlds ismeretlen, a
valtozé értékét becsiiljuk, illetve az eloszlasra vonatkozodan feltevéssel éliink.

81. Megjegyzés. Ennél a modszernél tehat kihasznaljuk a normalis el-

oszlas altal implikalt linearitast és a minta statisztikak fiiggetlenségét. Ugyan-
akkor ha (Y,C) egyiittes eloszlds normalis, akkor definicié szerint (X,C")

kétdimenziés lognormalis eloszlas, tehat a két eloszlastipus hasznalatdahoz

gyakorlatilag azonos az eszkoztarunk.

Célunk elsésorban az, hogy valds adatokon is 6sszehasonlitsuk az altalunk
vizsgalt teszteket, valamint hogy érzékeltessiik a normalitds hidnydnak kévet-
kezményeit a gyakorlatban. Mivel a 5.1. részben bemutatott F', L, N és T’
tesztek hasonldé eredményeket adtak, ezért az Osszehasonlitashoz csak az F
varianst valasztottuk ki. A vizsgdlatba természetesen bevontuk a W és a
H-tesztet.

A kontroll valtozos médszer esetében a normalitas hidnyanak valészini
kévetkezménye az lesz, hogy torzitott becsléseket kapunk.?’ A torzitdsok
mértékét empirikusan, Monte-Carlo szimulaciéval becstilhetjik a kovetke-
zOképpen. Futtassuk le a modellt valamely paraméterbedllitds mellett, és

20A  normalitds, mint emlitettilk, ahhoz is sziikséges, hogy linedris becslést
hasznélhassunk. Ezzel a kérdéssel ehelyiitt nem kivdnunk foglalkozni.
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legyen a mintaméret SSIZFE. Szamitsuk ki az opcidarak egyszerii atlagat
(XM), valamint a (21) &ltal megadott korrigalt becslést (X, (Cl‘)/) Ismételjiik
meg a kisérletet r-szer kiilonb6zd, egymastol fiiggetleniil vett mintakra, igy
aX® . X" illetve X((Jl‘)/, - Xg‘)/ becsléseket kapjuk. Az elméleti torzitds
bx — px, vagyis a becsiilt paraméter varhatd értékének és a valds pa-
raméternek a kiilonbsége. Empirikusan a varhaté értéket ebben az esetben
is a mintadtlaggal becsiiljiik, ahol a mintaméret most r, a replikaciok vagy
makro-replikacidk szama. Mig SSIZFE tipikusan egy alacsony érték, ad-
dig r-et magasnak valasztjuk meg, hiszen elméleti paramétereket akarunk
empirikusan vizsgalni. A px torzitatlan becslése az egyszerii mintadtlagok
atlaga, ami pedig az Osszes r - SSIZFE darab becslés egyszerii atlagaval
azonos. Itt tehat az effektiv mintaméret igen magas. Ennek megfelelGen
T

ix =1/r > X%

AT tkzibllézat F, W és H oszlopa kozli, hogy egy adott K paraméter
mellett a tébbdimenzids Shapiro-Wilk tesztek elfogadjak-e a kontroll valtozé
és a modell eredmény valtozdjanak egyiittes normalitasara vonatkozé fel-
tevést. Minden egyes replikacié alkalmaval elvégezve az egyes teszteket,
szamlaljuk az elutasitasok szamat o = 0.10, 0.05, 0.01 szignifikancia szinte-
ken. A normalitds akkor fogadhato el, ha az elutasitasi ratak rendre mege-
gyeznek a megadott szignifikancia szintekkel, vagyis példaul o = 0.05 szinten
a mintdknak nagyjabdl az 5%-4t utasitjuk el, hiszen ennyi az elséfaji hiba
mértéke. Ha az elutasitdsok mértéke ennél nagyobb, akkor a mintdk nem
normalis eloszlasbdl jonnek.
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Az egyes szignfikancia szintekhez tartozé elutasitdsi hanyadosokat az
attekinthetéség kedvéért kiilonbozé tipusu betlikkel szedtikk. A o = 0.10
szintet normal, o = 0.05 szintet félkovér, a = 0.01 szintet pedig délt betiivel
szedtiik. A téblazatban kozoljiik ezenfeliil az egyszerti mintadtlag (o2) il-
letve a korrigalt mintadtlag varianciait (a%v), valamint a torzitast és a leg-
kisebb négyzetes hibdkat (MSE, MSEcy). Ahol a tesztek alapjan dgy
dontiink, hogy elfogadjuk a normaélis eloszlds hipotézisét, vagyis torzitatlan
a becsléstink, ott a variancia csokkentés mértéke a modell értékelésének
kritériuma, egyéb esetben a legkisebb négyzetes hibaban elért csokkenés.
A tablézat p oszlopa tartalmazza a becsiilt korreldcids egyiitthatokat, ng,
n és nyse oszlopok pedig a varhaté variancia/legkisebb négyzetes hibaban
bekovetkezo csokkenés mértékét:

no = (SSIZE —2)/(SSIZE —3) (1 —p*) (elméleti)

n=oty/o?
NMMSE = MSEcv/MSE

A tébldzatbdl harom fontos kovetkeztetés vonhatd le. El6szor is a W—
teszt mindvégig szigoribbnak bizonyult, mint a masik kettd. Sikeriilt tehat
olyan alkalmazést taldlnunk, ahol ezen teszt elényei hasznosithatdk.

Mésodszor mind az F, mind pedig a W —teszt nagyjabdl a K € [8.0,10.0]
tartomanyban fogadja el leginkdbb a normalitdst. Az o = 0.05 szinten
példaul (félkévér betil) F-teszt értékei 0.0657 — 0.0737, a W-teszt értékei
pedig 0.0722 — 0.0773. Ezen a tartomanyon kiviil mindenhol magasabbak az
elutasitasi ratdk. Ha az empirikus torzitasokra pillantunk, akkor lathatjuk,
hogy ebben a tartomdnyban a legalacsonyabbak (0.0017 és —0.0008). A
K € [0.0,8.0] esetén a becslés felfelé, a K € [10.0,50.0] tartomanyban pedig
lefelé torzit.

A harmadik fontos észrevétel, hogy a H —teszt esetében az elutasitdsi
ratédk nagyjabol 5% koriil mozognak (0.47—0.62) a K € [0, 10.0] tartomany-
ban, majd efelett K novekedésével monoton novekednek. Vagyis csak a
K € [10.0,50.0] tartoményban utasitja el az egyiittes normalitds hipotézisét,
és itt is gyengébbnek bizonyul a tébbinél. Ez abbdl fakad, hogy az opcidar
logaritmusa kis K értékekre kozelitoleg normalis eloszlast, majd K nove-
kedésével egyre inkdbb elfajul (1d. 12-13 abrék). A H—teszt erésen a pere-
mekre épit, igy ezt az elmozdulast képes csak érzékelni, az egylittes eloszlas
strukturajaban bekovetkezd valtozast nem. A példa jol illusztrdlja, hogy
habar a K = 0 esetén a legszebbek a peremek, az egyiittes normalitashoz
hasonlatos struktirat mégis csak a K € [8.0,10.0] értékek esetén taldlunk. A
tesztek eredményeit a kontroll valtozos moédszeren végzett torzitasvizsgalat
is alatamasztja, vagyis a moddszer tényleg ott mikodik a legjobban, ahol
a teszt az alapeloszlast a leginkdbb normalisnak értékeli. Megjegyezziik,
hogy ahol az egyiittes normalitds teljesiil, ott ezt a H —teszt is elfogadja a
peremekre alapozva, tehat az eredmények konzisztensek.
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14. abra. T6bbdimenzids normalitas tesztek és empirikus torzitas

A 14. &bran az illusztracié kedvéért grafikonon is szemléltetjik ered-
ményeinket. A bal oldali grafikon mutatja a prébafiiggvények empirikus
értékeit a harom teszt esetében. Lathatd, hogy az F' és W-tesztek U-alaku
gorbék, mig a H-teszt forditott L-alakd. Az is megfigyelhetd, hogy a W-teszt
jelentésen dominalja a mésik kettot. A 7. tablazatbdl kiolvashat, hogy pl.
K = 50 esetén a W-teszt mar majdnem biztosan elutasitja a normalitast
(0.9685), az F-teszt csak az esetek 70%-dban (0.6858), a H-teszt pedig alig
tobb, mint az esetek felében (0.5449). A jobb oldali grafikon a torzitds
alakulasat mutatja teljes 6sszhangban a tesztek eredményeivel. A kontroll
véltozds modszer nyilvanvaléan érzékeny az egyiittes normalitds hidnyara, a
normalitds pedig a K értékétol fiigg érzékenyen.

Az empirikus torzitasok értékelésénél szamitasba kell venni a mintavételi
hibat, illetve a véletlenszam-generator hibajat is, ami harmadik és negyedik
tizedesjegyen mar jelentkezik. Ahhoz, hogy ennek mértékérsl fogalmunk
legyen, megvizsgaltuk a modellt egy masik variancia csokkent6 mddszerrel.

A korrelacié indukciés médszer. A fiiggetlen azonos eloszldsi mintét
az egyszerl kezelhet6sége miatt hasznaljuk, azonban korrelalt mintabol al-
taldban hatasosabb becslést készithetliink. Ha a varhaté értéket kivanjuk
becstilni az egyszerii mintadtlaggal, akkor nem a FAE minta a legjobb valasz-
tds, mivel annak a legkisebb az informéciétartalma. A véarhaté értékre vo-
natkozé E [ X;] = Y E[X|] tétel ugyanis altalanosan igaz, nem sziikséges
a mintaelemeket egymastol fiiggetleniil mintavételezni, ezért [X ] = ux is
igaz korrelalt mintdkra.

Az opciéar modellt djra futtatuk, de a modell bemend adatait nem
egymastol fiiggetleniil generdltuk, hanem az Un. korreldcid indukcios méd-
szerrel mintavételeztiik. Az el6z0ekben gy generdltuk a bemend adato-
kat, hogy a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsu, fiiggetlen Ul(l), e U:(pl)
kiindulé adatokat generaltunk, ahol ¢ = 1,...,T az egyes idOszakokat je-
lenti. Ez volt a modell inputja, ezeket normalis eloszlasi valtozokkd transz-
fomaltuk, majd a (19) formula alapjan létrehoztuk a részvényarfolyamok
egy szcenaridjat az adott hosszusdgu futamidore, majd a modellt futtatva
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kiszamitottuk az opcidarat. Ezt SSIZ E-szor ismételtiik meg, mégpedig oly

médon, hogy az i+1-dik 1épésben az Ul(iﬂ)7 . Uj(jﬂ) input adatokat az el6z6
U 1(1), v Uj(f ) adatoktol fliggetlentil generaltuk. Vagyis az egyes szcenariokbol
kiszamitott opcidarakbdl egy SSTZ FE méretii FAE mintat nyertiink, és ebbol
a mintabdl becsiiltiik az opcidar varhaté értékét. A korrelacié indukcids
modszer (CI) esetében az egyes szcendridkat nem egymastdl fliggetleniil ge-

neraljuk, amint azt a (27) séma mutatja.

fliggetlen véltozdk

v, o - X
korreldlt minta (27)
UI(SSIZE) Uf(rSSIZE) — XgsizE

A korrelacié indukeié megértéséhez mindenekel6tt megismerkediink a ne-
gativ siknegyedben valé fliggéség (n.q.d.) fogalmaval.

82. Definicié. Az (A;, Ag) kétdimenzids véletlen valtozé vektor akkor n.q.d.,
ha

Pr (Al S al,AQ S ag) S Pr (Al S al)Pr (AQ S ag)

tetszbleges a1 €s aq-re

Ha egyenldség all fenn, akkor fiiggetlenek. Az n.q.d. koncepcidjara ala-
pozva bevezetjiik az eloszldsok egy G osztalyat, melyet a szimuldciés model-
lek véletlen valtozé inputjaként fogunk felhasznalni.

83. Definicié. Legyen G(5S12E) ¢ G ekkor

CI : SSIZE > 2—re GSIZE) egy SSIZE dimenzids eloszlds U (0,1)
eloszlasi peremekkel

CI, : GSSIZE) mindegyik kétdimenziés peremeloszldsa n.q.d.

A fenti definicié alapjan megadjuk a (27) szerinti mintavételi tervet.
Legyen tehat

Xich(Ufi),..-, }")) i=1,..SSIZE (28)

a i-dik szcendrié outputja, ahol ¢ (.) a szimuldciés modell dltal megvaldsitott
leképzés, valamint legyen

U, = {Uf”, U§SSIZE)} t=1,..,T (29)
vagyis a (27) sémaban a t-dik oszlop. A mintavételi terv ekkor

SCy : az U, véletlen vektor eloszldsa G8SIZE) e g e, ¢t =1,...T
SCy : az Uy, ..., Ur vektorok paronként fliggetlenek
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Az SC feltétel szerint a Ut(l), . t(SSIZE) valtozok (vagyis a sorok) paronként

a negativ siknegyedben sszefiiggéek (C1; tulajdonség), az SCy pedig a Cls
tulajdonsag miatt biztositja, hogy a Ul(l), cey U}Z) valtozok (oszlopok) a [0, 1]
intervallumon egyenletes, fiiggetlen azonos eloszlasu valtozdk legyenek.

84. Definicié. Az {X;, i =1,...,SSIZE} mintat GSSIZE) _mintdnak ne-
vezziik, ha a (28) és (29) felirasok alapjan az SCy és SCy feltételek altal
meghatarozott mintavételi terv szerint generaltuk.

A kovetkez6 két allitds arra vonatkozik, hogy a szimuldciés modell ered-
mény valtozdjaban valoban variancia csckkenés kovetkezik be.

85. Kovetkezmény. Ha G3512F) ¢ G tovdbbd {X;:i=1,..,SSIZE}
GSSIZE)_inta és ¢ (.) minden argumentuméaban monoton fiiggvény, akkor
[Xi7Xj]i76j Il.q.d..

86. Kovetkezmény. Ha a (A1, Ay) kétdimenzios vektor n.q.d., akkor
Cov (Al,AQ) S 0,
és egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha Ay és As fliggetlenek.

A 85. kovetkezmény valdjdban az 1. tétel, a 86. kovetkezmény pedig a
3. lemma kovetkezménye Lehmann cikkében (Lehmann [1966]).
Mivel

SSIZE SSIZE SSIZE
Var Z XZ-] = Z Var [X;] + QZCO'I} [Xi, X;] < Z Var[X;],
i=1 i=1 i#j i=1

ezért az atlag becslés varianciaja valoban kisebb lesz, mint FAE minta esetén,
mégpedig a paronkénti kovarianciak osszegével.

A ¢ (.) leképzés monotonitdsdnak biztositdsahoz mddositani kellett a
normalis eloszlasi véletlen szam generdlast. A gasdev algoritmus, mint is-

mertettiik, elvetéses moédszert hasznél, vagyis adott bemend Ul(i),...,Uj(f)

véltozék és a keletkezé normadlis eloszlast 2.7, ..., 2\ véltozsk, s fgy a
X, eredmény valtozé kozott nincs fliggvényszeri kapcsolat. Ehelyett az
egyszeriibb Z = ®~! (U) transzforméciét hasznaltuk, ahol az U egyenle-
tes eloszlasbdl szarmazé véletlen szamboél a &1 (.) fiiggvénnyel, a normélis
eloszlas inverz eloszlasfliiggvényével képeztiink normalis eloszlasi valtozot.
Elméletben ugyan ez lenne a trividlis médszer, de mint tudjuk, &1 (.) zart
alakban nem ismert, csak polinom kozelitését tudjuk hasznalni. Modelliink-
ben az AS241 algoritmust hasznéltuk fel (Wichura [1988]).

A korreldcié indukciés moédszernél gyakori és kedvelt mintavételi tech-
nika a latin hiperkocka (LHS) mintavételezés, melyet mi is hasznaltunk.

Generéljunk a [0, 1] intervallumon fiiggetlen egyenletes eloszldsi Ut(i) (t =
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1,.,T ési = 1,..,SSIZFE) véletlen szdmokat, majd pedig képezziik az
alabbi transzformaéciot:

U(i) Tt (i) — 1+ Ut(i)
£ SSIZE

Ut(i) ~U(0,1) 4id., t=1,..,Tési=1,..,SSIZE

(30)

ahol 7y (1),...,m (SSIZE) az els6 SSIZE egész szam egy véletlen per-
mutédcidja. Veszlink tehat T darab egyma&stdl fliiggetlen permuticiot, és
elvégezve az el6bbi transzformaciot a kivant tulajdonsigui Ut(z) (t=1,..,T
ési=1,..,951ZF) input adatokat nyerjik. Az LHS technika hasonlit az
EV (egyszerti véletlen minta) mintavételhez abban, hogy a m; (i) véltozdkat
aS ={l,...,SSIZE} halmazbdl visszatevés nélkiil véletlenszeriien vessziik.
Emellett viszont a 7 (7),...,mp (i) értékeket egymadstdl fiiggetlentil vissza-
tevéssel mintavételezziik.

87. Allit4s. A (30) formula alapjén generalt G(Li%ZE) minta a G csalddhoz

tartozik.

A médszert behatébban vizsgalta McKay et al.[1979], Stein [1987] és
Owen [1992a, b].

Az opcidar modellt tehat djrafuttattuk, de a kiindulé egyenletes eloszldsu
véletlen szamokat latin hiperkocka mintavételezéssel generaltuk. A vizsgalat
eredményét a 8. tdblazatban kozoljiik 2!. Az opcidér eloszlasitol fiiggetleniil
tehat elméletileg torzitatlan becslést kapunk. Célunk most azt vizsgdlni,
hogy az elméletileg zérus torzitasokat valasztott r = 1000 makro-replikacidék
mellett?? mekkora hibéval kozelitjilkk. Ez alapjan szét tudjuk vélasztani a
kontroll valtozés modszerrel kapott eredményeinkben a mintavételi hibat a
moédszer altal implikalt torzitastol.

Az empirikus torzitdsokra pillantva itt nem ldthaté az a szisztemati-
kus valtozas, ami a kontroll valtozos becslési mddszer esetén tapasztalhato:
eloszor csokkenés nagyjabol K = 10-ig, majd pedig — abszolut értékben —
ismét novekszik a torzitdas. A becsiilt torzitasok elGjele a korreldcié indukcids
modszernél teljesen véletlenszer(i, mig a kontroll valtozos becslés esetén ala-
csony K értékekre felfelé, magasabb K értékekre pedig lefelé torzit a becslés.
A hibak nagysagrendje is joval alacsonyabb, a legtobb érték csak a negyedik
tizedes jegyen szignifikans.

A mébdszer kétségtelen elénye, hogy eloszlasfiiggetlen, vagyis nincs sziikség
a tobbdimenzids normalitds alaphipotézisére ahhoz, hogy torzitatlan becslést
kapjunk. Az is lathatd, hogy a Monte-Carlo szimulacié eredményei alapjan

21 Jelmagyarazat a méasik két tabldzatéval azonos, kivéve, hogy itt oo oszlop szerepel,
a korreldcié indukciés médszerrel becsiilt atlag variancidja. Tekintve, hogy ez a mddszer
elméletileg nem torzitott becslést eredményez, az M SE oszlopok hidnyoznak. Nem szere-
pel tovabbd — értelemszeriien — a korreldciéra vonatkozd becslés sem.

22Vagyis 1000 db becslést szamolunk ki.
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8. tablazat. Korrelacié indukecios médszer

’ K o? 02, 7 Torzitas ‘
0.0 0.0202 0.0102 50.61 —0.000514
2.0 0.0207 0.0105 50.86 0.000250
4.0 0.0211 0.0107 50.58 —0.002393
8.0 0.0226 0.0120 53.01 0.000137

10.0 0.0236 0.0129 54.74 —0.000745

16.0 0.0260 0.0183 70.45 —0.000012

32.0 0.0441 0.0353 80.07 —0.007234

50.0 0.1356 0.1121 90.05 0.006427

igen jelent6s mértékii variancia csokkentést (50%!) tudtunk elérni. A prob-
lémat mégis az okozza, hogy a variancia csokkenés mértékét analitikusan
(ex-ante) nem lehet meghatdrozni. Ha pl. SSIZFE = 1000 méret{i mintabdl
megbizhatéan tudnank a varhaté értéket becsiilni, de ez kinosan hosszui
futési id6t eredményez, akkor a kontroll valtozés médszer esetén a (24) for-
mula alapjan meghatarozhatjuk, hogy mondjuk SSIZE = 800 ugyanezt a
pontossagot biztositja. A korrelicié indukciés médszer esetén csak annyit
tudunk (éspedig a 86. kdvetkezmény alapjan), hogy a variancia biztosan ala-
csonyabb lesz adott SSIZE = 1000 méretii mintabol szamitott becslésre,
de nem tudunk spérolni a futédsi idével.

Tovabbi probléma, hogy az opcidar eloszlasanak a masik paramétere, a
széras (ox) is érdekel benniinket. A korreldcié indukciés mddszernél azon-
ban mddositjuk az input adatokat, igy az opcidéarra olyan mintat kapunk,
melybdl a varhaté érték még torzitatlanul becsiilhetd, a szérds azonban
méar nem. A kontroll valtozds mddszer haszndlata esetén ox tovabbra is
torzitatlanul becsiilhetd a korrigalt tapasztalati szérassal.

Megjegyezziik, hogy a kontroll valtozés mddszerre vonatkozdan 1éteznek
aszimptotikus tételek, vagyis melyek nagy minték esetén j6l mitkédnek (Nel-
son [1990]). A nagy alatt egy olyan mintaméretet kell érteni, mely az
aszimptotikus tulajdonsagokhoz elégséges, de még elfogadhatd raforditas
mellett kiszamolhaté modellt eredményez. A normalis eloszlas hipotézisére
épiil6 modellek vilagat tehat a kutatdk igyekeznek tagitani, ameddig csak
lehetséges. Sajnos azonban vannak olyan teriiletek, ahol a piac teljesen més
mogottes logika szerint mikodik, igy a modellek épitéséhez 11j mddszertanra
van sziikség. Ilyen teriilet a piaci kockazatkezelés, melyre példat a most
kovetkezo részben mutatunk be.

6.2. Kockaztatott érték szamitas

A modern piaci kockazatmérés legnépszeriibb elemzési rendszerét a kockdz-
tatott érték — Value at Risk; VaR— szamitdsdhoz kapcsolodd médszerek
jelentik. Ez tipikusan egy olyan alkalmazdsi tertilet, ahol az alapeloszlasra —
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esetliinkben a piaci hozamok eloszlasara — vonatkozé normalitas hipotézise
legkevésbé allja meg a helyét. Az alapadatok komponensenkénti, egydi-
menziés idésoraira tObbnyire a csicsossag, illetve a hosszan elnylod, vastag
szélek a jellemzoek.

A piaci hozamok id6sorat lehet statikus illetve dinamikus modellel leirni.
A statikus esetben feltételezziik, hogy az adatok variancidja minden id6-
pontban azonos, mig a dinamikus esetben a variancia valamilyen sztochasz-
tikus folyamat (pl. ARCH, GARCH) szerint véltozik. Mi most a sta-
tikus esettel foglalkozunk, vagyis igyekeztiink olyan iddésort taldlni, ami
a variancidra vonatkozé feltevésnek megfelel. Az itt kozolt elemzés egy
elokésziiletben 1év6 tanulmany része, melynek magam is tarsszerzéje vagyok
(Benedek et.al.[2001]).

A portfélié diverzifikacidja a kockazatkezelésben kiemelkedo fontossaggal
bir, erre Markovitz tanulmanya hivta fel a figyelmet (Markovitz [1959]).
A diverzifikacié gy miikodik, hogy ha a portféliot tobb kockazati faktor
kozott allokaljuk, akkor habar egyes faktorok kedvezdétlen elmozduldsa miatt
veszithetiink, mas faktorok gyenge vagy negativ korrelaltsaguk miatt kom-
penzéljdk az el6bbi veszteséget. Az, hogy meghatirozott valdsziniiségi szin-
ten a normalitas koriilményeihez képest joval nagyobb veszteség keletkezhet,
mara mar szervesen beépiilt a kockazatkezel6k tudatdba. Azonban azt is
vilagosan kell 1atni, hogy a tOkepiaci valsdgok esetén, ami egy egész szektort
vagy foldrajzi régidt érint, az egyes faktorok egyiittesen produkalhatnak ha-
talmas veszteséget. Masszdval portfélidk esetén a legsilyosabb problémat
nem az okozza, hogy egy faktor extrém viselkedést produkél, hanem az, hogy
az extremitast egyiittesen, egyszerre képesek mutatni, és ekkor a diverzi-
fikacié mar nem jelent akkora védelmet, mint azt normalis piaci koriillmények
kozt varnank. Persze nem kell feltétleniil ritkan bekévetkezd krach-okra gon-
dolni. A mindennapok soran az egytittesen bekovetkezd veszteségek gyako-
risdga jéval nagyobb, mint azt az elliptikus kontirok alapjan gondolhatnank.

Ahhoz, hogy a részvényhozamok egyiittmozgdsit jobban megértsiik, és
a kockazatot minél valészeriibben meg tudjuk ragadni, méar nem elégséges a
linearis korrelacié fogalma. Ennek legfébb oka az, hogy a linedris korreldcié
csak akkor alkalmazhaté, ha az alapeloszlas elliptikus. FEzen belil pedig
csak a tobbdimenzids egyiittes normalis eloszlas esetében elégséges a kap-
csolatszorossdg mérésére, hiszen csak ebben az esetben irja le teljeskoriien
az eloszlas fliggéségi viszonyait (I1d. 29. illetve 66. megjegyzések).

Ha az alapeloszlas nem teljesiti az egyiittes normalitas kovetelményét,
akkor alternativ fliggéségi mérészamokra van sziikség. Ilyen lehet példaul
az aszimptotikus fiiggéség (37. definicid), mely a tézsdei extrém események
mérésére alkalmasnak latszik. Lehetséges ugyanis, hogy a napi mozgasokat
tekintve az egyes papirok kozott kozepes vagy gyenge korrelaciot mériink,
mégis, ha valami rendkiviili esemény torténik, ezek a papirok egyszerre kez-
denek zuhanni vagy emelkedni. Vagyis extrém esemény (tail event) bekovet-
kezése az egyik valtozéban egylittjar egy mésik valtozé értékében bekovet-
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kez6 extremitassal. Ebbdl a szempontbdl a normalis eloszlas elég kedvezotlen
modellvalasztas lenne, hiszen tudjuk a 38. megjegyzés alapjan, hogy az el-
oszlas aszimptotikusan fiiggetlen. Ugyanakkor a Student t-eloszlas példaul,
kiillonGsen alacsony szabadsagfokoknadl, aszimptotikusan Osszefiiggd. A 9.
tablazatot az Embrechts et al. [1999] cikkbdl vettiik &t.

9. tabldzat. A t-kopula aszimptotikus fliggisége

[v/ri;j, —05 00 05 09 1.0 |
20 006 018 039 072 1
4.0 001 008 025 063 1
100 0.00 0.01 0.08 046 1
o 0 0 0 0 1

Az oszlopok két perem kozti kiillonb6zé korrelacié mellett, a sorok pedig
két kiillonboz6 szabadsagfok (v) paraméter mellett mutatjak az aszimpto-
tikus fliggdség értékeit. Lathatd, hogy a korreldcié névekedésével illetve a
szabadsagfok csokkenésével né az aszimptotikus fiiggéség. Mivel v — oo
normalis eloszlas, ezért a normalis eloszlas szimptotikusan fiiggetlen. A 15.
abran egy gaussi illetve egy to kopulabdl vett generdlt mintat dbrazoltunk
r = 0.8 korreldcié mellett. A to kopuldndl jol lathatd az egyiittes extrém
események nagyobb gyakorisaga, a pontfelho elnyiltabb, tobb a kiugrd érték.

Tovabbi fliggdségi struktiurak leirdsara és fliggdségek mérésére ad le-
hetdséget a kopula fogalma (1d. 6. definicié). Ennek segitségével adott
peremeloszlasokat tetszdleges fliggoségi strukturaval kapcsolhatjuk Ossze.
Ketténél tobb dimenzids esetben pedig specidlis konstrukciokkal olyan ko-
puldkat definidlhatunk, melyek a paronkénti fliggdség mellett rendelkeznek
un. globdlis fiiggdségi paraméterrel.

Ebben az alpontban olyan modelleket fogunk bemutatni, melyek a nor-
malis eloszlasra épulé modellek lehetséges alternativai. Az aszimptotikus
fliggdség és kopula fogalmak segitségével fogunk modellt épiteni, melyet féleg
a konnyl utétesztelhetésége miatt VaR szamitdsokkal fogunk illusztralni.
Harom részvénybdl allé portfélidkat fogunk megvizsgalni, éspedig az

M=> mz  je{1,2,3}
J

alaki egyszerti portfélidkat, ahol 7; az j indexti papir értéke, z; pedig an-
nak hozama. Jelolje F11 a portfolié eloszlasfiiggvényét, ekkor a VaR érték
kiszamitasa « valdsziniiségi szinten formalisan

VaR, (1) = —inf{v e R: F11 (v) > 1—«a}

vagyis a portfélio jovobeli értékeinek az adott valdszintiségi szinthez tar-
toz6 percentilise. Ha az Fpy eloszlasfliiggvény inverze nem ismert, akkor a
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15. abra.
Gaussi és to-kopulabdl generalt mintdk normalis eloszlast peremekkel,
r=20.8

VaR értéket Monte-Carlo szimulaci6 segitségével tudjuk becsiilni. A tech-
nika pontosan ugyanaz, mint mikor a Shapiro-Wilk statisztikdhoz kritikus
értékeket kerestiink. Esetiinkben mondjuk r kiilonbo6z6 lehetséges esemény
esetén o = 0.95 szinten a 0.05r—dik legrosszabb elem. A papirok értékét
egységnyinek vélasztjuk, vagyis m; = 1 minden j — re.

Tegytlik fel, hogy van a részvények hozaméra vonatkozdan egy n méretii
Z](l), s Z](-n)7 j =1,2,3 mintank, és erre szeretnénk modellt illeszteni. Ek-
kor két lehetOségiink van. Felirhatunk egydimenziés modellt a portfolié el-
oszlaséara, vagyis képezzik a Z S AD) egydimenzids mintat, ahol Z (@) =
> ZJ(.Z) és erre illesztjiik Fir-et, majd ennek becsiiljiik a megadott kiiszobérté-
J

két. A mésik Ut az, ha egy tobbdimenziés G5 eloszlast illesztiink a hozamok
tobbdimenziés mintajabol, majd pedig a ¢ = ) (; valtozéra szamitunk per-

J

centiliseket, ahol [(1,(2,(3] ~ G3. Utébbi bonyolultabb, de kifinomultabb
megoldas, hiszen a portfélioban egymastdl jelentGsen eltérd kockazatossagu
instrumentumok is lehetnek, melyeket a portf6lié modell esetleg - az agg-
regacié miatt - 6sszemos. Mi mindkét megkozelitést bemutatjuk.

A VaR, mint mondtuk, egy jovObeli értékre vonatkozd becslés. Egy
adott minta id6szakra, melyet ablaknak is szokas nevezni, megbecsiiljik az
eloszlast. Mivel feltettiik, hogy a variancia allandé, ezért egy t = 1,...,T
idésort egy mintdnak tekintiink, és erre illesztjiik a kivalasztott eloszlast. A
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VaR, érték a becsiilt eloszlds 1 — « percentilise, melyet a (7' + 1)-dik napra
vonatkoztatunk. A targynapra vonatkozd becslésiinket tehat a targynapot
megel6zé T nap eseményeire alapozzuk. A becslés alapjan hozott dontésiink
bizonyos kockdzatot is magaban rejt. Egy o = 95%-0s VaR érték ugyanis
azt jelenti, hogy az esetek 5%-aban tévedni fogunk. Azt, hogy modelliink
helyes-e, vagyis hogy ténylegesen ekkora-e a hibaszazalék, gy ellendrizhetjiik,
hogy tobb becslést végziink, és megvizsgaljuk a hibaaranyt empirikusan. A
t = 1,...,T ablakot tovabb csusztatjuk a t = 2,...,(T + 1) id6szakra, és
megbecsiiljiikk a (7 + 2) targynapi VaR értéket és igy tovabb. A kapott
becslésekbdl aztéan hibaaranyt szémolunk, és teszteljiik (I1d. késébb), hogy
az empirikus hibaardny eltérése az elméleti értéktdl szignifikans-e (elfogad-
haté-e), vagy sem.

Egydimenziés portfélié modellek. Két modellt vizsgaltunk. Az elsében
a portfolié eloszlasdra normalitast feltételeztiink, mig a masodikban a port-
félidt t-eloszlasunak feltételeztiik. Mivel a szabadsigfok ndévekedésével a
t-eloszlas a normalis eloszlashoz tart, ezért elméletileg csak egy modellrél
van sz6. A gyakorlatban a v = 50 szabadségi fok felett a két eloszlds kozott
nincs is kiilonbség. Mivel a t-eloszlas a (u, o) paramétereiben folytonos, a
v paraméterben pedig diszkrét, ezért iterativ becslést hasznaltunk. Adott
€ [1,2,...,50] értékekre eldallitottuk a (u, o) paraméter egytittes likelihood
becsléseit, majd azt valasztottuk ki, melynél a likelihood értéke a legnagyobb
volt. Mivel v-ben a likelihood értékek , . konkav“-ak, ezért a becslést v = 1-
t6l kiindulva addig érdemes folytatni, mig a likelihood érték el nem kezd
csokkenni. Normalis eloszlast feltételezve a paraméterek likelihood becslése
az egyszeri mintaatlag és a korrigalatlan tapasztalati variancia.
A Dbecsiilt normélis eloszlas megfelelé percentilis értékeit a normélis el-
oszlés inverz eloszlasfiiggvényébdl (Wichura [1988]), a t-eloszlas percentili-
seit pedig az inverz béta-fiiggvény segitségével szamithatjuk ki.

Kopula modellek. Két modellcsaladot vizsgaltunk. Az egyikben a flig-
gb6ségi strukturat t-kopulaval irjuk le, a masikban un. MMz kopuldkat il-
lesztiink, melyeket rovidesen ismertetiink. Peremeknek azonban mindkét
esetben t-eloszlast véalasztottunk. A gyakorlatban ugyanis a hozamok el-
oszlasat vagy t-eloszldsunak, vagy a-szimmetrikus eloszldstnak (1d 32. de-
finicid) feltételezik.

88. Megjegyzés. Ha ugy tetszik, két rivalis modellrél van szé. Az a-
szimmetrikus (vagy stabil) eloszlds hasznalata elméletileg jobban indokol-
hato, a t-eloszlas viszont igen jol illeszkedik a hozamok id8soraira. Az
érdeklédé olvasénak ajanljuk a Palagyi [2001] dolgozatot, mely egy kollégdank
ugyancsak a témaban irott disszertacioja.

A kopula modellek becslésének menete a kovetkezo:
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1. Megbecsiiljiik a t; (z;j; 115, 04, vj) peremeloszlasokat az eléz6ekben leirt
médon, majd kiszémitjuk a U = 1 (Z](.Z); ﬂj,&j,ﬁj) j=1,2,3 és

1 =1,...,n valdsziniiségeket.

2. Az igy kapott U\, ..., U™ j = 1,2, 3 tébbdimenzids mintéra illesztjiik
a C3 (u; 0) kopulat szintén likelihood médszerrel.

3. A becsiilt eloszlas tehat a
Gy =C4 <t1 (215 fu1, 61, 01) , tj (22; fia, G2, D) , t3 (235 f13, 3, U3) é)

alakot 6lti, melybdl aztan Monte-Carlo szimulacioval r fliggetlen véletlen
vektort generalunk. Legyen ez a (](-1), vy C](-T), 7 =1,2,3 halmaz.

4. Képezzik a ¢ = ZCJ@ statisztikakat, és rendezziik Oket, vagyis
J

legyen (V) < ... < ¢ A VaR, érték az r (1 — a)—dik legkisebb
elem lesz.

89. Megjegyzés. A kopula egy eloszldstiiggvény, tehat a paramétereit a
szokdasos modszerekkel becsiiljiik. Ha a likelihood becslést valasztjuk, akkor
persze szlikség van a striiségfiiggvényre is.

A t-kopula a t-eloszlas eloszlasfiiggvényébol az 1.1. pont 8. kovet-
kezménye alapjan szarmaztathaté. Ha tehat Hp (.) folytonos m—dimenzios
t-eloszlés t1 (.) , ..., ty (.) peremeloszlasokkal és t7 (1), ...t (.) inverz elosz-
lasfiggvényekkel, akkor a

Cr (ul, ,um) = Hyp (tfl (ul) , ...,tr_nl (um))

eloszlasfiiggvény a t-kopula, mely egyértelm@i. Ugyanez igaz barmely méas
folytonos eloszlasfliggvényre is. Ha a kopulét elliptikus eloszlasbdl szarmaz-
tatjuk a fent leirt mdédon, akkor elliptikus kopuldnak hivjuk.

Megjegyezziik, hogy kiilonbozé peremeloszlasokkal rendelkezd eloszlas
normalis vagy t-kopuldaval mar nem elliptikus eloszlas, az elliptikussig a
fliggbségi strukturajara igaz, az eloszlasra magara mar nem. A mi modell-
jeinknél pedig ez a helyzet, hiszen minden egyes peremre kiilon illesztiink
t-eloszlast, melyek szabadsagfokai kiilonb6zhetnek. De mi lehet a forma pa-
raméter (illetve korreldcids egyiitthatd) jelentése ebben az esetben? Tegyiik
fel, a korrelacié egységnyi a k-dik és j-dik perem kozott, ami linedaris fiigg-
vényszerii kapcsolatot jelent, vagyis u; = w3, ahol u; és uy, a kopula k-dik és
Jj-dik pereme. Ekkor az eloszlds megfelelé két perem valtozdja z; = t;l (uj),
2E = t;l (uj) ésigy z; = Fj_1 (Fy (2x)), vagyis z; nemlinedris fiiggvénye zj-
nak. A valasz tehat, hogy a nemlinearis paronkénti korreldciét méri.

2 A linedris fiiggvényszerfi kapcsolat azt jelenti, hogy u; = auy + 8. Ugyanakkor a
t—kopula esetén a = 1 és § = 0 mivel a u; = t;jl (z;) valtozdk nulla vérhaté értéki és
egységnyi variancigju véletlen valtozok.
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90. Megjegyzés. Az el6bbiekben a fiiggbség (és a kockdzat) alternativ
megkozelitéseire koncentraltunk. A kopuldk hasznéalataval azonban nemcsak
a gaussi modellek vilagabdl lépiink ki, hanem az elliptikus eloszlasokébdl
is. Mar egy egyszerii t-kopula modellel is, melyekhez t-peremeloszlasokat
rendeliink, minéségileg nagyot Iépiink, hiszen amellett, hogy az egyes inst-
rumentumok viselkedését egyedileg tudjuk modellezni, a linedris korrelacié
fogalmat implicite dltalanositjuk.

Az elliptikus kopuldk szdrmaztatdsa tehat relative egyszerii feladat, ebbél
a vilagbol kilépve azonban tobbdimenzids kopulak konstrualdsa nem egy-
szer(t feladat. Altalanos esetben tébbdimenziés kopulak létrehozasaban fon-
tos szerepet toltenek be a Laplace-transzformdciok. Jelen alkalmazédsban két
ilyen transzforméciét mutatunk be, az dltalanos targyaldst illetéen ajanljuk
a Joe [1997] miivet.

91. Definicié. LTA. (pozitiv stabil)
b (8) = exp (—51/9) 0>1 (31)
92. Definicié. LTB. (gamma)
¥ (s) = (145" (32)

Ezek segitségével felépitheté a kopuldk egy olyan csalddja, mely igen
altaldnos fliggségi struktiraval rendelkezik. Mivel a kopuldk elmélete igen
messzire vezet, ehelyiitt nem kivanunk részletekbe bocsatkozni. A (33) for-
mula a kopuldk egy ilyen csalddjat definidlja, melynek m (m — 1) /2 paron-
kénti fiiggdségi paramétere van, egy darab globdlis fliggdségi paramétere és
m darab szimmetria paramétere van.

C (u) — 1/} o Zlog KZ] (e—piw_l(“i)’ e_pjw_l(uj)> + Z Vjpjd)_l (U])
i<j J=1

(33)

A felirdasban v (s) a Laplace-transzformaciét jelenti, a K;; fliggvények pedig
kétdimenziés kopuldkat. A Joe [1997] konyv alapjan ezt a csalddot az MMz
kopulaknak fogjuk a kévetkezékben nevezni.

A K;; figgvények, vagyis a kétdimenziés kopuldk képezik a magasabb di-
menziészamu kopuldk épitokoveit. Kétdimenzids kopuldk egyszerii strukti-
rajiak és egyszerlien konstrualhatdak. Eloszeretettel hasznaljak ket ugyan-
akkor, mivel még grafikusan dbrdzolhatéak. Ugyanakkor kevésbé praktiku-
sak, hiszen a kétdimenzids portféliok vizsgalatanak nincsen gyakorlati je-
lentOsége. Két fontos kétvaltozos kopulat ismertetiink, melyek a szakiroda-
lomban széles korben elterjedtek, és amelyeket ebben a tanulmanyban is fel
fogunk hasznalni.
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93. Definicié. B6 csaldd (Gumbel [1960]). 1 < § < oo korlatok mellett

5 5 1/6
C (ur,uz) = exp (= (o + 24) (34)
ahol is z; = —log u;.

94. Definicié. B7 csaldd (Galambos [1975]). 1 < § < oo korlatok mellett

s s\l
C (u1,u2) = ujug €xp (zl + 25 ) (35)
ahol is z; = —log u;.

A 91-94. definicidkra alapozva a kévetkez6 hdrom, nem-elliptikus kopulat
hasznaltuk fel rovid elemzésiinkben. Ha 1) LTA és K;;-k a B6 csaladbdl
valok, akkor az MM1 kopuladt kapjuk, ha ¢» LTB és K;;-k a B7 csalddhoz
tartoznak, akkor az MM2 kopuldt kapjuk, ha pedig ¢ LTA és K-k B7
csaladhoz tartoznak, akkor MMSE kopuldt kapjuk meg. A paraméterek
értelmezése a kovetkezd: A 1) (s)-hez tartozé 6 paraméter hatdrozza meg
a globalis fiiggdség mértékét, a K;; kopuldk d;; koefficiensei a paronkénti
fiiggdségeket, v; paraméterek pedig a szimmetria mértékét hatarozzak meg.
Tekintve, hogy behelyettesités utan a konkrét formak igen bonyolultak, ezért
ehelylitt nem jelenitjiik meg. Az érdeklddé olvasé megtalédlja a levezetéseket
a forrascikkben.

95. Megjegyzés. Bizonyithato, hogy a felsorolt MM1-MM3 kopuldk mind-
egyike aszimptotikusan Osszefiiggd. Emellett lattuk, hogy ennek a kopula-
csalddnak van globdlis fiigg6ségi paramétere is (0). Mint elemzéseinkbdl
majd kideriil, a t-kopuldanal hasonlé funkciot télt be a szabadsagfok pa-
raméter (v). Magasabb szabadsagfok ugyanis kisebb aszimptotikus és kisebb
globalis fiiggbséget jelent és megforditva.

Mivel a modell becslését likelihood moédszerrel fogjuk végezni, ezért sziik-
séglink van a stiriségfiiggvényekre. Ez, mint ismeretes, az eloszlasfiiggvény
m—rendil vegyes parcialisa, vagyis
0" Crme (u)

eanz (1) = ouq...0u

A (33) képletbél lathat6, hogy az

h(xiy.zm) = flg(z1,.... 2m)]

altalanos formulanak kell a vegyes parcidlisait el6allitanunk m fokszamig.
Mivel a g (.) leképzés a K;; kétdimenziés kopuldk Osszegébdl all ossze, ezért
csak az elsO- és masodrendli vegyes parcidlis derivaltjai lehetnek zérustél
kiilonboz6ek, ami némileg egyszertisiti a szamitasokat.
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96. Megjegyzés. Mi egy egyszerii szimbolikus derivalé algoritmust készi-
tettiink, mely az MMx kopulak vegyes parcialisait el6allitja tetszéleges m-
re. Megjegyezziik, hogy m = 6 esetén 96 tagd a derivalt, mely igen nagy
titemben emelkedik m névelésével. Az MMx stiriiségfiiggvényének elballitasa

tehdt szamitastechnikai szempontbdl igen koltséges.

A Student t-kopuldbdl valé mintavétel viszonylag egyszerii feladat. Elsé
lépcsében egy x1, ..., Ty, véletlen mintat vesziink az (R, v) paraméterii tobb-
dimenzids t-eloszldsbol. Ehhez el6szor a tobbdimenzids standard t-eloszlasbol
veszlink egy véletlent vektort, mégpedig a

Z
X = z~ Ny (0,1), xp =4/ + ...+ & ~iidN(0,1
Xl//\/; ( ) 1 J ( )

formula alapjan, majd a (27) definicié alapjan a kivant paraméterekkel ren-
delkez6 eloszlasu vektorra alakitjuk. Ezt a vektort aztan komponensenként
egyenletes eloszldsu valtozokka transzforméljuk a w1 = t, (1), ..., um =
ty (z,) formula alapjan, ahol ¢, (.) a standard t-eloszldst jelenti.

Az MMz kopuldk esetén ilyen egyszerti médszer nem &ll rendelkezésre,
ezért egy masik utat kell kovetniink.

e Vegylink egy p; egyenletes eloszlasu valtozot és oldjuk meg a p; =
C (u1,1,...,1) egyenletet uj-re

e Vegylink egy p; egyenletes eloszlastu valtozot és oldjuk meg a p; =
Cj (ujluq, ..., uj—1) egyenletet uj-re
ahol

Cj (Uj|’LL1, ...,’LLjfl) =Pr (Uj < Uj|U1 = ULy eeey Ujfl = uj,l)
_ 8j_10(u1, vy Uj—1,5 Ugy eeny 1)/8j_10 (ul, sy Uj—1, 1, ceey 1)
aul...8Uj_1 6U1...8Uj_1

és ezt ismételjuk j = 2, ..., m-re.

Ha C 1(.) nem frhaté fel zart alakban, akkor u;-ket numerikus gyokke-
res6 modszerrel kell kiszdmitanunk. A Cj(.) derivaltjainak kiszamitasa az
MMz kopuldk esetében bonyolult, igy célszerli olyan algoritmus hasznélata,
mely nem igényli a gradiens kiszamitasat. Mi Brent mdédszerét hasznaltuk,
mely a Press et al. [1992] miiben megtalalhato.

Mindkét eloszlastipus esetén a mintavétel elsé 1épése mindig az, hogy
egyenletes eloszlasbdl kell egy véletlen vektort generalni, majd ezt transz-
formaljuk a kivant eloszlassa. Mivel tobb iddszakra vonatkozdan illesztjiik
ugyanazokat a modelleket, ezért célszert a kiinduld egyenletes eloszlasbdl
szarmazd véletlen szamoknak ugyanazzal a halmazaval dolgozni minden
idoszakban, és az adott idészakra becsiilt kopula paraméterek alapjan a
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kivant eloszlasba transzformadlni. Ezzel csékkenthet6 a becslések variancidja,
hiszen a becslések nincsenek mintavételi ingadozasnak kitéve, csupdn a pa-
raméter becslések hibajaval terheltek.

A t-kopula modell paraméterének likelihood becsléséhez lokdlis optima-
lizdl6 médszert haszndltunk, amivel kedvezd tapasztalataink voltak. Az
MMz kopuldknal viszont a feladat komplexitdsabdl adéddéan globalis médszer
haszndlata valt szlikségessé. Mi a Gablonksy [2000] altal készitett és pub-

likalt Lipschitz optimalizalé algoritmust hasznaltuk fel.2*

97. Megjegyzés. Elemzésiinkben nem mutatunk be t6bbdimenzids gaussi
modellt, ugyanis mint latni fogjuk, nem érdemes. A portfélick egydimenzids
eloszlasara illesztettiink viszont normadlis eloszlast. Ha ugyanis a norma-
litast valészintiségi valtozok Osszegének eloszlasara koveteljiik meg, nem pe-
dig minden egyes valtozora, akkor a normalitas szempontjabdl nyilvanvaloan
egy engedékenyebb modellt kapunk. Amint latni fogjuk majd, ez a modell
is alulmarad a tobbi alternativaval szemben.

Két piacot fogunk vizsgdlni, az amerikai és a magyar piacot. A 3-3
Dow Jones és BUX részvénybdl készitiink portfolidkat, és ezek hozama-
ira prébéljuk meg a fent leirt 6 modellt illeszteni. A modellek értékelését
hérom kritérium alapjin végezziik. El8szor x2-teszt segitségével a modellek
illeszkedését vizsgaljuk meg. Ezutdn o = 95,99 és 99.5%-0s VaR értékeket
szamolunk, melyeket szintén formaélis teszt alapjan értékeliink. A formalis
tesztek utan kvalitativ elemzést végziink, vagyis grafikonok segitségével pré-
béljuk értelmezni a eredményeinket.

A modellek becslése és értékelése utdn megvizsgédljuk tobbdimenzids nor-
malitas tesztjeinket. Az opcidarazasos alkalmazdsnal bemutatott, bootstrap
technikaval végzett elemzést megismételjiik a kivalasztott amerikai és ma-
gyar részvények hozamainak idGsor vektoraira.

6.2.1. Dow Jones részvények

Alapadatok:
Minta idészak: 1990. februdr 26. - 2001. februdr 22. (2778 megfigyelés)
Részvények: General Electric (GE), General Motors (GM), Citigroup
(c1)
Ablak mérete: 500 (Gsszesen 2279 periddus)
Monte-Carlo szimuldcié mérete: r = 10000

Illeszkedés vizsgalat. A portfélié modellek esetében jo illeszkedést ta-
pasztaltunk. Az egydimenzids t-modell illeszkedését legaldbb 5%-o0s szignifi-
kancia szinten a legtobb periédusban elfogadtuk.A tobbdimenziés modellek

247 témardl kivals Attekintést taldl az olvasé a Pintér [1996] és Zhigliavsky [1991]
miivekben.
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koziil a t-kopula modell és az MM2 modell (mindkett6 t-eloszlasi peremek-
kel) bizonyult szignifikdnsnak a tesztek alapjdn, a legtobb periédusban az
illeszkedés 5%-nal magasabb szinten elfogadhaté volt. 1996 és 1998 kozott
voltak ,,gyenge“ periédusok, amikor az illeszkedések szignifikancidja alacso-
nyabb volt, de az 1%-os szint felett maradt. Az MM1 és MMS3 kopula
modellek a legtobb esetben még az 1%-os szintli illeszkedést sem érték el.

VaR becslések. A formalis tesztek eredményeit a 10-15. tdbldzatokban
foglaltuk ossze. a = 5%, 1% és 0.5% szintli VaR értéket szamoltunk. Az
empirikus hibak értékét félkovér betiikkel szedtiik és a tablazatok masodik
soraiban taldlhatéak. Az utolsé sorok tartalmazzik a Kupiec-teszt (Kupiec
[1995]) értékét illetve az empirikus szignifikancidjat, vagyis a p-értéket. A
teszt alapelve az, hogy a pl. 5%-o0s VaR értéknél csak az esetek nagyjabol
5%-dban kaphatunk nagyobb veszteséget. A Kupiec-teszt azt ellendrzi, hogy
az ettdl vald eltérés szignifikdns-e vagy csak a mintavételi ingadozas okozza.

10. tdblazat. Egydimenzids gaussi modell

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaardny 4.70% 1.32% 1.05%
Kupiec 0.46 2.10 10.61
p-érték 49.99% 14.77% 0.11%

11. tdblazat. Egydimenzidés Student t—modell

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaarany 491% 1.10% 0.70%
Kupiec 0.04 0.21 1.66
p-érték 85.09% 64.69% 19.75%

Mindkét portfélié modell esetében elfogadhaté illeszkedést tapasztal-
tunk, bar a t-modellre vontakozé eredmények jéval meggyézébbek. A gaussi
modellbdl szamitott empirikus hibak 1 és 5%-os szinteken meglehetdsen na-
gyok. Ha szamitasba vessziik, hogy a t-modell nem sokkal bonyolultabb,
és nem igényel jelentGsebb szamitastechnikai kapacitdsokat, mint a normaélis
modell, akkor mindenképpen a t-modellt érdemes valasztani.

Az illeszkedés vizsgalat eredményeivel 6sszhangban a t-kopula és az MM2
modellekbdl szamitott VaR értékek a formélis teszten atmentek, mig a masik
két modellb6l szamitottak nem. Az MMI1 és MMS3 kopula modellekbol
szamitott empirikus hibak igen magasak, ennek megfeleléen a p—értékek
nulldk. A t-kopula modell VaRgg9 értéke kicsit jobb teszt eredményt mu-
tat, mint az MM2 modellbdl szamitott, mig VaRyg5 érték utdobbinal bi-
zonyult biztosabbnak. A VaRyg9s értéknél gyakorlatilag azonosak a teszt
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12. tablazat. Student t—kopula

[ VaR konfidencia szint 5% 1% 05% |
Hibaardny 4.17% 1.05% 0.61%
Kupiec 3.51 0.06 0.56
p-érték 6.11% 80.06% 45.52%

13. tablazat. M M1 kopula

| VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% |
Hibaarany 7.15% 2.15% 1.18%
Kupiec 19.72 22.90 15.48
p-érték 0.00% 0.00% 0.01%

14. tablazat. M M2 kopula

| VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% |
Hibaarany 5.66% 1.10% 0.61%
Kupiec 2.01 0.21 0.56
p-érték 15.62% 64.69% 45.52%

15. tablazat. M M3 kopula

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaarany 7.06% 2.15% 1.23%
Kupiec 18.23 22.90 17.26
p-érték 0.00% 0.00% 0.00%
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eredmények.

Kvalitativ vizsgalat. A Dow Jones piacon végbemend folyamatok jol
nyomon kovethetéek a globalis fliggbséget mérd paraméterek véltozasan ke-
resztill. Az MMz kopuldknak van is egy ilyen paramétere (0), mig a t-
kopula esetében a globdlis fiiggéséget a szabadsigfok paraméteren (v) ke-
resztiil tudjuk megragadni. A 16. grafikonon ezek értékét dbrazoltuk az
egyes peridodusokra. Mivel az MM1 és MM3 kopuldk altaldban hasonld
eredményeket produkaltak, igy csak egyikéjlik paraméterét tettiik fel a gra-
fikonra.

Amint az illeszkedés tesztek eredményeiben bekovetkezé bizonytalansig
is utalt ra, az 1996-1998 kozotti idészakban egy dramai valtozas kovetke-
zett be a piacon, legaldbbis a hidrom vizsgalt részvényt illetéen. Ezekben a
periédusokban a globélis fiiggdség csokkent (ami a t-kopula modell esetében
a v paraméter novekedésével jar egyiitt), a piac tgymond ,szétszakadt.
A peremeloszlasokra pillantva azt latjuk (18. &bra), hogy GE részvény ho-
zamara illesztett t-eloszlas szabadsagfoka a vgp = 30—50 tartomanyban mo-
zog, vagyis kozelit6leg normalis eloszlasi. Ezzel ellentétben GM hozamoknal
vam = 7 — 12 szabadsagfokokat becstltiink, ami leptokurtikus eloszldsra
utal. A harmadik részvényre becsiilt szabadsagfokok (CI) a vor = 33
értékrol voy = 7 értékre csokkentek, az eloszlas 1998 végére csiicsossd,
hosszan elnytléva valt?>. Késébb a piac ismét visszadllt, és mindhdrom
részvényre becsiilt paraméterek visszatértek a korabbi v = 4 — 15 korili
szintre. Az 1996-os eseményekhez hasonlé tortént tjra 2000 tavasza koril.
Latszélag a GE részvénynek tulajdonithaték tilnyomo részben az emlitett
valtozasok, hiszen ezen részvény szabadsagfoka tavolodik el a tobbiekétol
mindkét esetben, ami a globalis fliggéség csokkenését vonja maga utan.

A 17. Aabrara pillantva azt talaljuk, hogy a VaRyg9 értékek pontosan
kovetik a globalis fliggdség valtozasat. Amikor ugyanis az egyes részvények
elkezdenek kiillonbozéképpen viselkedni, vagyis diverzifikalédik a portfolidénk,
akkor az egymdstol valo globdlis fiiggdség csokken, ami alacsonyabb kocka-
zatot jelent, s ezért az egyes modellekbdl szamitott VaR értékek is alacso-
nyabbak lesznek.

A teljesség kedvéért egy par szdét szélunk a paronkénti fliggdségrol is.
Az MM2 kopula ¢;; paraméterének iddsora bar zajos, mégis egy struktira
latszik korvonalazédni benne. A égp gy paraméter monoton csokkent, mig
a 0gp,c1 paraméter monoton nétt (vagyis egyre erésebben egyiitt mozogtak)
a teljes vizsgdlt idészakra a gyenge idGszakot kivéve, amikoris a tendencia
megfordult. Ezalatt dga,cr konstans maradt, és gyenge fiiggéséget muta-
tott. Mivel a paronkénti fiiggoség és a portfélio kockazata kozott nehéz
a kapcsolatot megtalalni, igy ezek a paraméterek onmagukban nem sok

2°Ez a tendencia egészen 2000. augusztusig folytatédott, mikor a ¥ = 4 minimélis
értéket ért el.
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16. abra. Globélis fiiggéség - Dow Jones részvények

konkluziéval szolgalnak.

Habar a t-kopula és az MM2—kopula modellekb6l nagyjabdl ugyanak-
kora VaR értékeket széamolunk, a t-kopula modell becslései meglehetosen
zajosak. Ez kiilonosen a gyenge periédusokban érzékelhetd, amikor a GFE ho-
zamok és a kopula szabadsdgfok paraméterei is magasak. Ez abbdl a ténybél
ered, hogy a szabadsagfokok magasabb tartomanyaban, példaul egy toy és
tos modell kozott, nincs igazan nagy kiilonbség, mig mondjuk egy to és t3
modell kozott igen éles a hatar.

A tobbdimenzidés normalitds tesztek eredményei egyhangian azt sugall-
tak, hogy a normalitds hipotézise az 1997 janudr - 1997 &prilis és 2000 no-
vember - 2001 januar idészakokat kivéve nem &allja meg a helyét. Nem meg-
lep6en mindkét idGszak a gyenge iddszakokba esik, amikor is diverzifikadltabb
portfélionk van, és alacsonyabb veszteséget varunk a becsiilt VaR értékek
alapjan. Habar er6sen megkérdéjelezheto, hogy ezekben az idészakokban
az egyiittes eloszlds valéban normilis?®, ez részben mégis magyarizatul
szolgal arra, hogy a korabbi, a normalitas hipotézisére épitett modellek miért
latszottak miikodni bizonyos idészakokban. Ezek a korai modellek akkor val-
lottak kudarcot, mikor extrém események egyszerre kovetkeztek be, melyek
modellezésére a jelen alpontban bemutatott modellek alkalmasak, a gaussi

26 A peremeloszldsok ugyanis igen eltéréek, ami egy nem szimmetrikus egyiittes el-
oszlasra utal. Az egyik perem kozel normalis eloszlasi, mig més peremek leptokurtikus
eloszlasok, ezek kozt még t7—eloszlast is talalunk.
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17. dabra. VaRy.g9 becslések - Dow Jones részvények

50 4

20 H
GE

20 CI

GM

0 T T . . . .
Feh, 1992 Jun, 1993 Now, 1994 Mar, 13965 £ug, 1997 Dac, 1998 Mz, 2000

18. dbra. Peremeloszlasok - Dow Jones részvények
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19. dbra. A tobbdimenzids normalitas tesztek p-értékei

modellek nem, és ezért tobbnyire jelentés mértékben alulbecsiilik a varhaté
veszteségeket.

6.2.2. BUX részvények

Alapadatok:
Minta idészak: 1997. november 17. - 2001. méjus 8. (864 megfigyelés)
Részvények: MOL Rt., Matdv Rt., OTP Bank Rt.
Ablak mérete: 250 (Gsszesen 615 periédus)
Monte-Carlo szimulécié mérete: r» = 10000

Illeszkedés vizsgalat. A portfélié modellek, kiilloncsképpen az egydi-
menziés t-modell, igen jé illeszkedést produkéltak, a tesztbdl szamitott em-
pirikus szignifikancia szintek 5% felett voltak a legtobb idészakban. A ¢-
kopula modell hasonléan jol illeszkedett 5% illetve 10% szinten a legtobb
periédusban. Az MMz modellek egyike sem volt szignifikans a teljes vizsgélt
idészakban. Az MM?2 jol illeszkedett az elsd periddusokban, 5%-os szinten
elfogadhaté volt, majd 2000. november kornyékén mér 1% ald esett. Az
MM1 és MM3 modellek az 1999. szeptember és 2000. november kozti
periddusokban mutatott szignifikans illeszkedést. Ezutan az idépont utan
csak a t-kopula modell illeszkedett, és az illeszkedése nem romlott.

VaR becslések. A formalis tesztek eredményeit a 16-21. tabldzatokban
foglaltuk Gssze.

Az egydimenziés normalis és t-modellekre hasonlé eredményeket kap-
tunk. A VaRpogs (o = 5%) becslések meglehetésen konzervativak, ami az
alacsony backteszt értékekben tiikrozédik. A VaRgg9 és VaRgy.g9s vesz-
teségeket a t-modell feliil-, mig a normélis modell alulbecsiili. Az Osszes
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16. tablazat. Egydimenzids gaussi model

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaarany 3.58% 1.14% 0.81%
Kupiec 2.90 0.11 1.02
p-érték 8.8™% 73.61% 31.31%

17. tdblazat. Egydimenzids Student t—modell

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaarany 3.74% 0.81% 0.33%
Kupiec 2.24 0.23 0.43
p-érték 13.41%  63.00% 51.14%

szamitott becslés szignifikdns 5%-o0s szinten. Mindent Osszevetve a t-modell
a jobb alternativa.

18. tablazat. Student t—kopula

[ VaR konfidencia szint 5% 1% 05% |
Hibaariny 1.79% 0.65% 0.33%
Kupiec 17.54 0.87 0.43
p-érték 0.00% 35.20% 51.14%

Az illeszkedés vizsgalat altal hozott eredményekkel ellentétben az MM1
és MM3 kopula modellek igen j6 becsléseket adtak. Az empirikus hibdk
kozel estek a megadott a@ = 5,1 és 0.5%-o0s értékekhez és szignifikdnsnak
bizonyultak. A t-kopula és az MM2-kopula modellek becslései meglehet&sen
konzervativak, de minden szignifikancia szinten elfogadhatéak (kivéve a t-
kopula modell VaRy g5 becslését). Megjegyezziik, hogy mivel az MM2 az
illeszkedés teszten nem mindenhol ment at, ezért teljes biztonsaggal csak a
Student t-kopula modell ajanlhato.

Kvalitativ vizsgalat. Mivel a minta idészak meglehetésen rovid volt,
ezért igazan komoly kovetkeztetéseket nem lehet az eredményekbdl levonni.
Ez a piac egészen mas mogottes logika szerint miikodik, mint a Dow Jones
részvények piaca. Valdjaban ez a piac sokkal érdekesebb is, hiszen az extrém
események egylittes bekovetkezésének valdsziniisége sokkal nagyobb, ezért a
befektetések varhato kockazata is magasabb.

El6szor pillantsunk a 20. grafikonra, ahol a globdlis fliggfséget meg-
hatarozé paraméterek idésorat abrazoltuk a t-kopula, az MM1 és MM2 mo-
dellek esetében. A helyzet a kovetkez6: Nagyjabdl 1999. decemberéig egy
kockéazatos id6szakot taldlunk, amit a ¢-kopula modellre becsiilt alacsony,
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19. tablazat. M M1 kopula

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaardny 4.39% 1.14% 0.49%
Kupiec 0.50 0.11 0.00
p-érték 47.90% 73.61% 96.57%

20. tablazat. M M2 kopula

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaarany 3.90% 0.65% 0.33%
Kupiec 1.68 0.87 0.43
p-érték 19.47% 35.20% 51.14%

v = 4 — 7 szabadsagfokok, illetve az MMx modellekre becsiilt magas 6-ak
sejtetnek. Megjegyezziik, hogy MM1 és MM2 modelleket kiilonb6zé LT-
vel konstrudltuk, igy 6-iknak is mas az alsé korlatja. Egy alacsony globdlis
fliggGséggel jellemzett csendesebb idGszak kovetkezik nagyjabdl 2000. no-
vember-decemberéig, azutan pedig a globalis fliggdség ismét névekedni kezd.
Ebben az utolsé szakaszban gyengiil az MMz modellek illeszkedése.

A 99%-0s VaR értékek ugyanezt a mozgast irjdk le, amint azt a 21. 4bran
lathatjuk. A kockéazatos idészakban a varhaté veszteségek magasabbak, mig
az 1999. decemberétol 2000. decemberéig tarté idészakban ez mérséklodik.
Ezutéan pedig a portfolié ismét kockazatossa valik.

Ha megnézziik a peremeloszldsokat (1d. 22. grafikon), vildgosan latszik,
hogy egyetlen részvény (MOL) egymagaban felelés a portfélié diverzifika-
cigjaért. 1999 decemberéig a portfolibnkban v = 4 — 7 szabadsagfoki t-
kopula és v = 4 —5 szabadsagfoku t-peremeloszlasokkal leirhaté hozamokkal
biré részvények vannak. Ettdl az idéponttdl kezdve viszont a MOL papirok
hozaménak eloszldsa kezd a normadlis eloszldshoz kozeliteni (vagyis a sza-
badsdgfoka névekedni kezd, mig nem eléri a maximélis v = 50 értéket).
Fzzel parhuzamosan csokken a globalis fliggéség, a kopula szabadsagfoka
v = 25 értékig emelkedik. Mikor pedig vasor, ismét csokkenni kezd, a globalis
fluggdség és a portfélié kockazatossaga megint ndvekedni kezd.

A tobbdimenziés normalitds tesztek az egyiittes normalitdsnak semmi-

21. tablazat. M M 3 kopula

’ VaR konfidencia szint 5% 1% 0.5% ‘
Hibaarany 4.23% 1.14% 0.49%
Kupiec 0.81 0.11 0.00
p-érték 36.72% 73.61% 96.57%
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22. dbra. Peremeloszlasok - BUX részvények

lyen jelét sem mutattak. A magyar piac kockézatossiga miatt tehdt egy
tipikusan olyan alkalmazési teriilet, ahol a normalitasra épiillé modelleknek
nincsen gyakorlati relevancidja.

6.2.3. A prébak erejének vizsgalata

Az el6bbi révid elemzések alapjéan arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a
t-kopula és az MMZ2—kopula modellek t-eloszlasi peremekkel jol jellemzik
a Dow Jones részvények hozamainak iddsorait. Az illeszkedés vizsgalatok
szignifikans illeszkedést mutattak, és a becsiilt VaR értékek is atmentek
a formélis teszten. A portfélié modellek is elfogadhatdan illeszkedtek, de
a VaR értékek tesztje bizonytalanabb volt, és mint a grafikonon lattuk, a
gaussi modell altal becsiilt veszteségek sokkal alacsonyabbak voltak, mint
az elébbi két modell esetében. Az eldrejelzett veszteségek kozti kiillonbség
abban az idészakban volt a legkisebb, mikor a tébbdimenziés normalitis
tesztek normalitast véltek az idésor vektorban felfedezni. A kockazatosabb
id6szakokban azonban a VaR oll6 kinyilt, s ez a BUX részvények esetében
- 1évén magasabb kockazatiak - sokkal szembetiinébb volt.

A BUX részvények piacan is hasonld kovetkeztetésekre jutottunk a mo-
dellvalasztassal kapcsolatban. Habar a Kupiec-teszt a teljes idészakra vo-
natkozoéan elfogadhaténak itélte az egydimenzds normalis eloszlasi modellt,
mégis sokkal kisebb veszteségeket becsiiltiink bel6le?”, mint a t&bbi mo-

2TA backteszt hibdk szintén alacsony VaR értéket mutattak, de a kevésbé kockdzatos
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23. abra. Probak ereje, Dow Jones részvények hozamai

dellekbdl a kockazatosabb idészakban (1d. 21. dbra). Ezzel ellentétben
a t-kopula modell rendkivil konzervativ becsléseket eredményezett, vagyis
tulbecsiilte a varhatd veszteségeket, mig az MM2-kopula valahol a kettd
kozott foglal helyet.

Az id6sor vektorokra vonatkozdan elvégeztiik a normalitds teszteket,
ebben az alpontban megvizsgaljuk a prébak erejét kis mintdkra bootstrap
modszerrel. Mind a Dow Jones, mind pedig a BUX papirok esetében két-
két ablakot valasztottunk ki: egyet a kockazatosabb, egyet pedig a kevésbé
kockazatos id6szakbdl. Az ablakbol n = 10, ..., 50 méretld mintakat vettiink,
mégpedig r = 5000 darabot, és kiszamitottuk mindegyikre az F, W és
H-teszteket. Szamlaltuk, hogy az r darab mintabdl hanyat utasitanak el,
az elutasitasi hanyaddal becsiiltiik a probak erejét. Eredményeinket a 23-
24. &brakon mutatjuk be. A 23. dbra bal oldali grafikonja az amerikai
piac egy kockazatosabb idészakdban mutatja a hozameloszlasra vonatkozé
vizsgalatot, a jobb oldali pedig egy nyugodtabb idészakban. A kockézatos
idészakban a tesztek kozt nincs jelentés kiilonbség, bar a H- és W-teszt
némileg erdésebb. A mintaméret névekedésével a probak ereje novekszik.
n = 40 méretli mintdnal a prébdk ereje 0.4 — 0.5, n = 50 mintandl pedig
0.5 — 0.6. A kevésbé kockdzatos idészakban a prébik ereje kisebb, az F és
H-teszt esetében n = 50 méretli mintanal mindossze 0.15. A W-teszt ugyan-
akkor jéval erésebbnek latszik a tobbinél, ami igen pozitiv dolog, hiszen a
normalitas hidnyat akkor kell nagy biztonsaggal felismerni, mikor az nem
nyilvéanvalé.

A magyar részvények esetében (24. dbra) a prébak ereje valamelyest na-
gyobb. A BUX részvények hozamainak eloszlasdra ugyanis a csicsossag és
a magasabb globdlis fiiggéség (alacsonyabb szabadsédgi fok a t-modelleknél)
jellemzo, ezért a tesztek biztosabban felismerik a normalitds hidanyat. A
kevésbé kockazatos iddszakban azonban most a H-teszt latszik a legerGseb-
bnek, mig az F' és W-tesztek hasonldéak. Mivel a H-teszt elsésorban a perem

periédusok kompenzaltak az itt vétett hibakat.
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24. dbra. Probak ereje, BUX részvények hozamai

infomécidkra épit, ezért vélhetOen igen érzékeny a magyar papiroknal tapasz-
talhaté alacsony szabadsagfoku t-peremekre. Ez azt sugallja, hogy az ilyen
tipust tesztekre is sziikség lehet, hiszen el6fordulhat, hogy a peremekre vo-
natkozé informaécié arulkodébb, mint az eloszlas tobbdimenzids struktiraja.

6.3. Kovetkeztetések

A Shapiro-Wilk teszt kiillénbozé varidnsait vizsgdltuk meg valds adatsoro-
kon. Az elsé alkalmazédsnal a peremek vizsgalata alapjan a tobbdimenzids
normalitds hipotézisét nem lehetett elvetni, ezért az egyiittes normalitas
tesztelése kulcsfontossagi volt. Nem meglepé mdédon a H-teszt gyengének
bizonyult ezekre az adatsorokra, hiszen ez a teszt a perem informacidkat
kombinalja. A K paraméter novekedésével azonban az egyik perem egyre
inkabb ,eldeformélédott“, melyre mar a H-teszt is reagalt. A legjobb
teljesitményt a W-teszt nyujtotta, és a normalitds vizsgalatara vonatkozd
eredmények a torzitdas vizsgalat eredményeivel is konzisztensek voltak. A
torzitas ott valt zérussd, ahol a kismintas bootstrap elemzésekben a probak
empirikus értéke a legnagyobb volt.

A maésodik alkalmazdsndl hozamokra vonatkozé adatsor vektoraink vol-
tak, melyrol tudjuk, hogy jellemzden csiicsos, hosszan elnyilé eloszlasok.
Emellett a modell illesztésnél azt tapasztaltuk, hogy a peremeloszlasok gyak-
ran igen eltéréek. Ezen két jellemz6 nagy biztonsdggal kizdrja az egyiittes
normalitdst, mégis voltak olyan ablakok, mikor ennek jelét lattuk. Ezzel
kiillonGs 6sszhangban a becsiilt veszteségek is itt voltak a legalacsonyabbak.
A legjobb teljesitményt a H-teszt és/vagy a W-teszt nyijtotta, az F-teszt
mindig gyengébb volt.

A kevésbé kockazatos idészakokban voltak ugyan olyan részvényhozamok,
melyek jo kozelitéssel normalis eloszlasiak voltak, olyan eset azonban so-
hasem allt el6, hogy ez a portfélié minden részvényére egyidejiileg fennallt
volna. Ez pedig azt jelenti, hogy az egytittes normalitas hipotézise elméletileg
nem megalapozott. A peremekre vonatkozé vizsgalat elég meggy6zé annak
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eldontéséhez, hogy olyan modelleket itt nem alkalmazhatunk, melyek a t6bb-
dimenzids normalitas teljesiilését megkovetelik.
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I. Fuggelék

Tlusztracioképpen kozliink néhdny szdamszerii eredményt. A bal oldali tab-
lazatok az m = 10 n = 30, a jobb oldali tdblazatok pedig az m = 10 n = 50
esetet abrazoljak.

Az 6sszes eset (m =2 — 15, n = 20, 30,40, 50) kozlése helyhidny miatt
nem lehetséges, de nem is lenne célszerti. Az aldbb kivédlasztott két eset
nagyjabol jol reprezentélja a vizsgalat eredményét. A leginkabb észrevehet6
eltérés — értelemszertien — a kisebb mintdk (n = 30) esetén van.

22. tabldzat. Tobbvaltozds x? eloszlds x3 peremekkel

y 10% 5% 1% ] 10% 5% 1% |

0.9998 0.9996 0.9950 1.0002 1.0002 1.0002
0.9982 0.9968 0.9916 1.0002 1.0002 1.0002
0.9990 0.9976 0.9918 1.0002 1.0002 1.0002
0.9922 0.9768 0.8712 1.0002 1.0002 0.9992
0.7812 0.6702 0.4138 0.9478 0.9066 0.7542
1.0002 1.0002 1.0002 1.0002 1.0002 1.0002

SER R

S

23. tabldzat. Tobbvaltozds x? eloszlds x3 peremekkel

y 10% 5% % ]| 10% 5% 1% |
0.9980 0.9956 0.9844 1.0002 1.0002 1.0002
0.9926  0.9884  0.9692 1.0002 1.0002  1.0002
0.9958 0.9916 0.9712 1.0002 1.0002 1.0002
0.9778 0.9510 0.7890 1.0002  1.0000 0.9926
0.7490 0.6316 0.3788 0.9444 0.8894 0.7272
1.0002  1.0000 0.9982 1.0002  1.0002 1.0002

TENZ Y
TENZ oY

24. téblazat. Tobbvaltozos x? eloszlas X% peremekkel

y 10% 5% % ]| 10% 5% 1% |
0.9972  0.9932  0.9750 1.0002 1.0002 1.0002
0.9884 0.9816  0.9504 1.0002 1.0002 1.0002
0.9942  0.9864 0.9580 1.0002 1.0002 1.0002
0.9684 0.9310 0.7536 0.9998 0.9996  0.9876
0.7248 0.6058 0.3570 0.9292  0.8698 0.6872
0.9934 0.9882 0.9682 1.0002 1.0002 1.0002

TENZ Y
TENZ oY

105



25. téblazat.

Tobbvaltozos t—eloszlas, df = 3

10% 5% 1% | 10% 5% 1%
F 07076 0.6272 0.4570 F0.9588 0.9340 0.8678
L 05486 0.4658 0.3146 L 09100 0.8782 0.7922
N 05924 0.4832 0.3004 N 0.9240 0.8860 0.7756
T 0.6690 0.5792 0.4044 T 09204 0.8716 0.7544
W 0.9640 0.9342 0.8370 W 0.9982 0.9962 0.9804
H 0.9480 0.9260 0.8706 H 09950 0.9918 0.9814

26. tablazat. Tobbvaltozés Cauchy-eloszlas

0% 5% 1% | 0% 5% 1%
F 09992 0.9976 0.9906 F 1.0002 1.0002 1.0002
L 09926 0.9876 0.9798 L 1.0002 1.0002 1.0000
N 09924 0.9888 0.9762 N 1.0002 1.0002 1.0002
T 09962 0.9920 0.9710 T 1.0002 1.0002 1.0000
W 1.0002 1.0000 0.9998 W 1.0002 1.0002 1.0002
H 1.0002 1.0002 1.0000 H 1.0002 1.0002 1.0002

27. tablazat. Tobbvaltozos lognormélis eloszlds

10% 5% 1% | 10% 5% 1%
F 1.0002 1.0002 1.0002 F 1.0002 1.0002 1.0002
L 1.0002 1.0002 1.0002 L 1.0002 1.0002 1.0002
N 1.0002 1.0002 1.0002 N 1.0002 1.0002 1.0002
T 1.0002 1.0002 1.0000 T 1.0002 1.0002 1.0002
W 0.9914 0.9816 0.9316 W 1.0002 1.0002 0.9994
H 1.0002 1.0002 1.0002 H 1.0002 1.0002 1.0002
28. tablazat. Tobbvaltozds kevert normalis eloszlas (0.8, 9.0)

10% 5% 1% | 10% 5% 1%
F0.7866 0.7102 0.5342 F 09864 09774 0.9400
L 0.6232 0.5440 0.3742 L 09612 0.9414 0.8812
N 0.6656 0.5672 0.3662 N 09656 0.9446 0.8706
T 0.7534 0.6548 0.4238 T 09694 0.9446 0.8216
W 0.9946 0.9912 0.9418 W 1.0002 1.0002 0.9990
H 09938 0.9892 0.9734 H 09994 0.9994 0.9990

106




29. tablazat. Tobbvaltozos kevert normalis eloszlas (0.9,16.0)
10% 5% 1% | 10% 5% 1%
F0.7826 0.7184 0.5822 F 09694 0.9548 0.9220
L 0.6266 0.5614 0.4228 L 09336 09154 0.8638
N 0.6338 0.5420 0.3688 N 0.9310 0.8978 0.8226
T 0.7936 0.7334 0.5878 T 09640 0.9526 0.9068
W 0.9604 0.9580 0.9498 W 0.9954 0.9952 0.9940
H 0.9590 0.9568 0.9488 H 09936 0.9934 0.9914

30. tablazat. Tobbvaltozos Burr-Pareto-Logisztikus eloszlds

10% 5% 1% | 10% 5% 1%
F0.9904 0.9786 0.9286 F1.0002 1.0002 1.0000
L 09704 0.9470 0.8844 L 1.0002 1.0002 0.9996
N 0.9818 0.9648 0.9032 N 1.0002 1.0002 0.9996
T 0.9236 0.8270 0.5000 T 0.9990 0.9944 0.9186
W 0.2206 0.1318 0.0382 W 0.1824 0.0974 0.0216
H 10002 1.0002 1.0002 H 10002 1.0002 1.0002

107




Irodalomjegyzék

1.

10.

11.

12.

13.

Anderson, T. W. [1958]: Multivariate Statistical Analysis; Wiley, New
York.

Andrews, D.F., Gnanadesikan, R. és Warner, J.L. [1973]: Methods for
Assesing Multivariate Normality; In: Krishnaiah, P.R. (ed.): Multiva-
riate Analysis III., Academic Press, New York.

Artzner, P.-Delbaen, F, Eber, M. és Heath, D. [1999]: Coherent Mea-
sures of Risk; Mathematical Finance, 9, pp.203-208.

Baringhaus, L. és Henze, N. [1991]: Limit Distributions for the Me-
asures of Multivariate Skewness and Kurtosis Based on Projections;
Journal of Multivariate Analysis, 38, pp.51-69.

Baringhaus, L. és Henze, N. [1992]: Limit Distributions for Mardia’s
Measure of Multivariate Skewness; Annals of Statistics, 20, pp.1889-
1902.

Benedek, G.[1999]: Opcidarazas numerikus médszerekkel, Kdzgazda-
sagi Szemle, 46, pp.905-930.

Benedek, G.-Kébor, A. és Pataki, A. [2001]: Modeling Dependence
with m-Variate Copulas and Applications to Equity Portfolios, Kézirat.

Bera, A.K. és Jarque, C.M. [1981]: An Efficient Large Sample Test for
Normality of Observation and Regression Residuals; Working Papers
in Economics 40, Australian National University.

Bera, A.K. és John, S. [1983]: Tests for Multivariate Normality with
Pearson Alternatives; Communications in Statistics - Theory and Met-
hods, 12, pp.103-117.

Bickel, P.J. és Doksum, K.A. [1977]: Mathematical Statistics: Basic
Ideas and Selected Topics; Holden Day, San Francisco.

Black, F. és Scholes, M. [1973]: The Pricing of Options and Corporate
Liabilities. Journal of Political Economy, 81, pp. 637-654.

Churchill, R.V. [1963]: Fourier Series and Boundary Value Problems,
2. kiadas. McGraw-Hill, New York.

Conn, A.R., Gould, N.I.M., és Toint, Ph.L. [1992]: LANCELOT: A
Fortran Package for Large-Scale Nonlinear Optimization (Release A);
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg.

108



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Cox, J. és Ross, S. [1976]: The Valuation of Options for Alternative
Stochastic Processes. Journal of Financial Economics, 3. marcius,
pp. 145-166.

Cox, J.-Rubinstein, M. és Ross, S. [1979]: Option Pricing A Simplified
Approach; Journal of Financial Economics, T, augusztus, pp. 229-
263.

Davies, C.S. és Stephens, M.A. [1978]: Algorithm AS128. Appro-
ximating the Covariance Matrix of Normal Order Statistics; Applied
Statistics, 27, pp.206-212.

Embrechts, P.-McNeil, A. és Strauman, D. [1999]: Correlation and
Dependence in Risk Management: Properties and Pitfalls; Preprint
ETH, Ziirich.

Fang, K.T.-Kotz, S. és Ng, K.W. [1990]: Symmetric Multivariate and
Related Distributions; Chapman and Hall, London.

Filliben, J.J. [1975]: The Probability Plot Correlation Coefficient Test
for Normality; Technometrics, 17, pp.111-117.

Gablonsky, J.M. [2001]: DIRECT 2.0 User Guide. North Carolina
State University, Dept. of Mathemathics.

Galambos, J. [1975]: Order Statistics of Samples from Multivariate
Distributions; Journal of the American Statistical Association, 70, pp.
674-680.

Gnanadesikan, R. [1977]: Methods for Statistical Data Analysis for
Multivariate Observations, New York, Wiley.

Gnanadesikan, R. és Kettenring, J.R. [1972]: Robust Estimates, Re-
siduals, and Outlier Detection with Multiresponse Data; Biometrika,
28, pp.81-124.

Gumbel, E.J. [1960]: Distributions des valeurs extremes en plusieurs
dimensions. Publications of the Institute of Statistics, University of
Paris, 9, pp. 171-173.

Healy, M.J.R. [1968]: Multivariate Normal Plotting; Applied Statistics
17, pp. 157-161.

Hull, J.C. [1993]: Options, Futures, and other Derivative Securities.
2. kiadas. Prentice-Hall International, Inc., Engle Wood Cliffs, New
Jersey.

Hull, J.C. és White, A. [1987]: The Pricing of Options on Assets with
Stochastic Volatilities; The Journal of Finance, junius, pp. 281-300.

109



28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Jeffreys, H. [1939]: Theory of Probability; Oxford: Clarendon Press.

Joe, H. [1997]: Multivariate Models and Dependence Concepts; Chap-
man and Hall, London.

Kendall, M.G. és Gibbons, J.D. [1990]: Rank Correlation Methods;
5th Edition, Griffin, London.

Knuth, D.E. [1981]: The Art of Computer Programming: Seminume-
rical Algorithms; Reading, MA, Addison-Wesley.

Kupiec, P. [1995]: Techniques for Verifying the Accuracy of Risk Me-
asurment Models; The Journal of Derivatives, 3, pp. 73-84.

Lehmann, E.L. [1966]: Some concepts of Dependence; Annals of Mat-
hematical Statistics 37, pp. 1137-1153.

Lindskog, F. [2000a]: Linear Correlation Estimation; RiskLab Report,
ETH-Zentrum, Ziirich.

Lindskog, F. [2000b]: Modeling Dependence with Copulas and Appli-
actions to Risk Management; Master Thesis, ETH-Zentrum, Ziirich.

Mahibbur Rahman, M.-Govindarajulu, Z.[1997]: A Modification of the
Test of Shapiro and Wilk for Normality; Journal of Applied Statistics,
24, pp.219-235.

Malkovich, J.F.-Afifi, A.A.[1973]: On Tests for Multivariate Norma-
lity; Journal of the American Statistical Association, 68, pp.176-179.

Mardia, K.V. [1970]: Measures of Multivariate Skewness and Kurtosis
with Applications; Biometrika, 57, pp.519-530.

Mardia, K.V. [1980]: Test of Univariate and Multivariate Normality;
In: Krishnaiah, P.R. (ed.): Handbook of Statistics, Vol. 1., Analysis
of Variance, Elsevier Science Publishers, B.V.

Mardia, K. V. és Foster, K. [1983]: Omnibus Tests of Multivariate Nor-
mality Based on Skewness and Kurtosis; Communications in Statistics
- Theory and Methods, 12, pp.207-221.

Markowitz, H. [1959]: Portfolio Selection; The Journal of Finance, 18,
March.

McKay, M.D.- Beckman, R.J. és Conover, W.J. [1979]: A Compari-
son of Three Methods for Selecting Values of Input Variables in the
Analysis of Output from a Computer Code; Technometrics, 21, pp.
239-245.

110



43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

52.

53.

54.

55.

56.

Moéry F.T.és Székely, G. (szerk.) [1986]: Tobbvaltozos statisztikai
analizis. Miiszaki Konyvkiadé, Budapest.

Mudholkar, G.S. - Srivasta, D.K. és Lin, T. [1995]: Some p-variate
Adaptations of the Shapiro-Wilk Test of Normality, Communicating
Statistics, 24, pp. 953-985.

Nelson, B.L. [1990]: Control Variate Remedies; Operations Research,
38, pp.974-992.

Owen, A.B. [1992a]: A Central Limit Theorem for Latin Hypercube
Sampling; Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 54, pp.
514-551.

Owen, A.B. [1992b]: Orthogonal Arrays for Computer Integration and
Visualization; Statistica Sinica, 2, pp. 2-2.

Palagyi, Z. [2001]: Piaci hozamok modellezése stabil eloszldsokkal;
Ph.D. Ertekezés, Budapesti Kozgazdasagi és Allamigazgatasi Egye-
tem.

Pataki, A. [2001]: A t&bbvéltozdés Shapiro-Wilk tesztek vizsgélata;
Szigma (elfogadva)

Pearson, E.S., D’Agostino, R.B. és Bowman, K.O. [1977]: Tests for
Departure from Normality: Comparison of Powers; Biometrika, 64,
pp-231-246.

Pintér, J. [1996]: Global Optimization in Action: Continous and Lip-
schitz Optimization: Algorithms, Implementation and Applications;
Kluwer Academic Publisher.

Press, W.H.-Teukolsky, S.A.-Vetterling, W.T.-Flannery,B.P. [1992]:
Numerical Recipes in C: The Art of Scientific Computing (2nd ed.);
Cambridge University Press, New York

Roy, S.N. [1953]: On a Heuristic Method of the Test Construction and
Its Use in Multivariate Analysis; Annals of Mathematical Statistics,
24, pp.220-238.

Roy, S.N. [1957]: Some Aspects of Multivariate Normality; Wiley, New
York.

Royston, P.[1982a]: An Extension of Shapiro and Wilk’s Test for Nor-
mality to Large Samples; Applied Statistics, 31, pp.115-124.

Royston, P.[1982b]: Algorithm AS181: The W-test for Normality;
Applied Statistics, 31, pp.176-180.

111



o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Royston, P.[1982c]: Algorithm AS177: Expected Normal Order Sta-
tistics (exact and approximate); Applied Statistics, 31, pp.161-175.

Royston, P. [1983]: Some techniques for assesing multivariate norma-
lity based on Shapiro-Wilk W-test; Applied Statistics, 32, pp.121-133.

Royston, P.[1992]: Approximating the Shapiro-Wilk W-test for non-
normality; Statistics and Computing, 2, pp.117-119.

Royston, P.[1995]: A Remark on Algorithm AS181: The W-test for
Normality; Applied Statistics, 44, pp.547-551.

Royston, P.-Altman, D.G.[1994]: Regression using Fractional Poly-
nomials of Continous Covariates: Parsimonius Parametric Modelling;
Applied Statistics, 43, pp.429-467.

Royston, P.-Altman, D.G.[1997]: Approximating Statistical Functi-
ons by using Fractional Polynomial Regression; The Statistician, 46,
pp.411-422.

Sarhan, A.E. és Greenberg, B.G. [1956]: Estimation of Location and
Scale Parameters by Order Statistics from Single and Double Censored
Samples; Annals of Mathematical Statistics, 27, pp.427-451.

Shapiro, S.S.-Wilk, M.B.[1965]: An Analysis of Variance Test for Nor-
mality (complete samples); Biometrika, 52, pp.591-611.

Shapiro, S.S.-Wilk, M.B., és Chen, H.J. [1968]: Comparative Study
of Various Tests for Normality; Journal of the American Statistical
Association, 63, pp.1343-1372.

Shea, B.L.és Scallan, A.J. [1988]: AS R72. A Remark on Algorithm
AS128: Approximating the Covariance Matrix of Normal Order Sta-
tistics; Applied Statistics, 37, pp.151-155.

Sklar, A. [1996]: Random Variables, Distribution Functions and Co-
pulas — a personal look backward and forward; In: Riischendorff,
L-Schweitzer, B. és Taylor, MD.: Distributions with Fixed Marginals
and Related Topics, Hayward CA., Institute of Mathematical statis-
tics, pp.1-14.

Stein, M. [1987]: Large Sample Properties of Simulations Using Latin
Hypercube Sampling; Technometrics 29, pp. 143-151.

Tew, J.D. és Wilson, J.R [1992]: Validation of Simulation Analysis
Methods for the Schruben-Margolin Correlation Induction Strategy;
Operations Research, 40, pp.87-103.

112



70. Wichura, M.J. [1988]: Algorithm AS241: The percentage points of the
normal distribution; Applied Statistics, 37, pp.477-484.

71. Wolff, R.W. [1989]: Stochastic Modeling and the Theory of Queues;
Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J.

72. Zhigljavsky, A.A. [1991]: Theory of Global Random Search; (szerk.
Pintér Janos), Kluwer Academic Publisher.

113



